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ПРОБЛЕМЫ ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ В
ПРОФЕССИОНАЛЬНЫХ ШКОЛАХ

Д.А.Абдувахобов (Ташкент, ТГПУ)
abduvahobovdoston@gmail.сom

Профессиональные школы отличаются от общих средне образо-
вательных школ тем, что образование здесь организуется с целью
направления учащихся на определённую профессиональную сферу.
Ученики вместе с обучением профессионально направленно к сфере
выбранной ими профессии, параллельно получают образование по
общеобразовательным предметам в частности и математике. Мате-
матика на самом деле – это предмет, который даёт возможность по-
нимания объективной реальности, познания закономерностей и пра-
вил, через неё формируются творческие, академические, критиче-
ские умения учащихся.

Но учебная программа по математике в профессиональных шко-
лах составлена одинаково с общеобразовательными школами, без
учёта профессиональных сфер. Это непосредственно влияет на про-
цесс обучения математики. А проведение уроков математики тради-
ционным образом, приводит возникновению ряда проблем в обуче-
нии:

— ослабление мотивации в освоении математики;
— снижение уровня познания математики;
— неспособность осознания связи профессиональных сфер с изу-

чаемыми предметами;
— неспособность применения математических законов и правил

в жизни и профессиональных сферах.
Умением применять полученных математических знаний в про-

цессе обучения математики внутри самой математики, а также в
любых ситуациях, определяется значимость данного предмета и ос-
новная цель обучения математике. А для того, чтобы решить вы-
шеперечисленные проблемы необходимо рассмотрение процесса обу-
чения математики с педагогического, психологического и методи-
ческого точек зрения и нахождение новых педагогических способов
обучения приводящих к совершенствованию содержания, смысла ма-
тематического образования.

ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ
ПОТОКОВ В РЕСУРСНЫХ СЕТЯХ ПОТОКАМ
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В КЛАССИЧЕСКИХ СЕТЯХ
Х.Н. Абдулрахман, Я.М. Ерусалимский

(Ростов-на-Дону, РГУПС, Ростов-на-Дону, ЮФУ)
abdulrahm.haidar@gmail.com, ymerusalimskiy@sfedu.ru

В работе установлена связь между стационарными потоками в
ресурсных сетеях (О.П. Кузнецов, Л.Ю. Жилякова (см. напр. [1]) и
потоками в классических сетях (Л. Форд, Д. Фалкерсон) и функци-
онированием ресурсных сетей.

Определение 1. Ресурсной сетью G(X,U, f, ρ) будем называть
связный ориентированный граф без петель. Здесь X — непустое
множество вершин, U — множество дуг, f : U → X ×X — инци-
дентности, сопоставляющее каждой дуге упорядоченную пару вер-
шин — начало и конец дуги. Каждой дуге u∈U поставлено в со-
ответствие положительное число ρ(u) — пропускная способность
дуги и заданы правила функционирования ресурсной сети (правила
функционирования см. в [2]).

Определение 2. Начальное состояние ресурсной сети q(x, 0)
называется приводящим к стационарному (по О.П. Кузнецову и
Л.Ю. Жиляковой — устойчивому), если q(x, t), начиная с какого-
то момента времени T , не зависит от времени:

q(x, 2n) = q(x, 2n+ 2) = q(x, 2n+ 4) = . . . , ∀x ∈ X, 2n ⩾ T.

Определение 3. Пусть x ∈ X̃, добавим ко множеству X вер-
шину z. Рассмотрим граф Gx̃(X ∪ {z}, U, f̃ , ρ), полагая, что

f̃(x) =

{
f(u), если u /∈ Ũ−(x̃);

y = z, если f(u) = (y, x̃).
.

Мы получили из нетривиальной (сильно связной) ресурсной сети
классическую сеть с источником в вершине x̃ и стоком в вершине z.
О ней будем говорить, что она получена размыканием ресурсной сети
в классическую в вершине x̃.

Теорема 1. Пусть G(X,U, f, ρ) — нетривиальная ресурсная
сеть и начальное состояние q(x, 0) приводит к стационарному, на-
чиная с какого-то момента времени T0 ⩾0. Определим на множе-
стве дуг U функцию ψ(u), положив ψ(u)=φ(u, 2n+1), 2n+1⩾T0+1.
Функция ψ является потоком в классической сети, построенной
размыканием нетривиальной ресурсной сети в произвольной её вер-
шине x̃.
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Теорема 2. Начальное состояние q(x, 0) ресурсной сети при-
водит к стационарному, начиная с момента T0, тогда и только
тогда, когда

q(x, T0) = q(x, T0 + 2) ∀x ∈ X.

Теорема 3. Начальное состояние q(x, 0) ресурсной сети при-
водит к стационарному, начиная с момента T0, тогда и только
тогда, когда поток φ(u, t), порожденный этим начальным состоя-
нием, удовлетворяет условию∑

u∈U−(x)

φ(u, T0 + 1) =
∑

u∈U+(x)

φ(u, T0 + 1), ∀x ∈ X.

Подчеркнем, что вершина x̃ в теореме 1 – произвольная вершина
ресурсной сети. Это означает, что один и тот же стационарный по-
ток в ресурсной сети порождает поток в разных классических сетях.
Величина этих потоков может оказаться разной.

Теоремы 2 и 3 дают необходимые и достаточные условия стацио-
нарности потока в терминах разных фунций —теорема 2 в терминах
q(x, t), а теорема 3 —в терминах φ(u, t). Эти функции определены на
разных множествах —первая на X ×Z+чет, вторая – на U ×Z+нечет,
но они определены рекурсивно и совместно, и связаны балансовым
соотношением

q(x, 2n+2) = q(x, 2n)−
∑

u∈U+(x)

φ(u, 2n+1)+
∑

u∈U−(x)

φ(u, 2n+1), ∀x ∈ X.

Условие, приведенное в теореме 3, совершенно естественное — оно
совпадает с условием неразрывности классического потока в сети.

В работе [2] авторы рассмотрели обратную задачу.
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ФУНКЦИОНАЛЬНО–ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Г.Э. Абдурагимов (Махачкала, ДГУ)
gusen_e@mail.ru

Рассматривается краевая задача

x′′′(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1)

x(0) = x(1) = 0, (2)

x′′(0) = x′′(1), (3)

где T : C → Lp — линейный положительный непрерывный оператор,
функция f(t, u) неотрицательна на [0, 1]× [0,∞), монотонна по вто-
рому аргументу, удовлетворяет условию Каратеодори и f(·, 0) ≡ 0.

Теорема 1. Предположим, что p ̸= q, q ∈ (1,∞) и выполнены
условия

1. f(t, u) ⩽ bup/q, где b > 0, (t, u) ∈ [0, 1]× [0,∞);

2. limu→0+ mint∈[0,1]
f(t, u)

u
= ∞ при p < q;

3. limu→+∞ mint∈[0,1]
f(t, u)

u
= ∞ при p > q;

4. mint∈[0,1](Tχ)(t) > 0, где χ(t) ≡ 1.

Тогда краевая задача (1)–(3) имеет по крайней мере одно положи-
тельное решение.

Теорема 2. Предположим, что выполнены условия теоремы 1,
функция f(t, u) дифференцируема по второму аргументу, а частная
производная f ′u(t, u) монотонно убывает по u. Кроме того, допустим,
что

∥θ∥Lp′ <
4

τ
,

где τ – норма оператора T , θ(t) = f ′u(t, ζ), ζ = ξmin0⩽t⩽1(Tφ)(t)
(φ(t) ≡ t), 1

p′ +
1
p = 1.

Тогда краевая задача (1)–(3) имеет единственное положительное
решение.
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В качестве примера иллюстраций полученных выше результатов
приведена задача

x′′′(t) + α(t+ 1)β

√∫ 1

0

x(s) ds = 0, 0 < t < 1, (4)

x(0) = x(1), x′′(0) = x′′(1), (5)

где α > 0, β ⩾ 0.
Показано, что при выполнении условия

21−2β − 1

1− 2β
<
α2

3

краевая задача (4)–(5) имеет единственное положительное решение.

ОБ ОДНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
С РАЗРЫВНЫМИ РЕШЕНИЯМИ

И.А.Х. Ал-Гарайхоли
(Воронеж, ВГУ, Университет Ти-Кар, Ирак)

evan.abd3@gmail.com

В работе изучается спектральная задача{
− d
d[σ]3

(
p du
d[µ]2

)
+ u dQ

d[σ]3
= λu dM

d[σ]3
;

u(0) = u(ℓ) = 0,
(1)

где λ — спектральный параметр, функции µ(x) и σ(x) — строго воз-

растающие функции, определенные на [0; ℓ]
(2)

µ и [0; ℓ]
(3)

µ соответствен-
но (определения этих множеств смотри ниже).

Само решение u(x) определено на множестве [0; ℓ]µ в котором
каждая точка ξ ∈ S(µ) заменена на тройку собственных элементов
{ξ − 0; ξ; ξ + 0}. Так как для восстановления функции (с точностью
до постоянной константы) после дифференцирования, необходимо
«помнить» оба скачка функции u(x), которые вообще говоря раз-
личны, то производная функции u(x) по мере µ(x), которую мы обо-
значим через du

d[µ]2
, чтобы подчеркнуть, что она в точке ξ принима-

ет два упорядоченных значения, определена на множестве [0; ℓ]
(2)

µ в
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котором каждая точка ξ ∈ S(µ) заменена на пару собственных зна-
чений (помимо предельных ξ ± 0). Обозначать мы будем через τ ξ1 и
τ ξ2 , причем

du

d[µ]2
(τ ξ1 ) =

∆−u(ξ)

∆−µ(ξ)
=
u(ξ)− u(ξ − 0)

µ(ξ)− µ(ξ − 0)
,

du

d[µ]2
(τ ξ2 ) =

∆+u(ξ)

∆+µ(ξ)
=
u(ξ + 0)− u(ξ)

µ(ξ + 0)− µ(ξ)
.

Функции σ(x), p(x), Q(x) и M(x) определены на множестве

[0; ℓ]
(2)

µ . Вторая производная d
d[σ]3

(
p du
d[µ]2

)
, а также производные dQ

d[σ]3

и dM
d[σ]3

определены на множестве [0; ℓ]
(3)

µ , которое получается из мно-
жества [0; ℓ]µ заменой ξ ∈ S(µ) на тройку собственных элементов
τ̂ ξ1 , τ̂ ξ2 и τ̂ ξ3 , при этом [σ]3–производная функции Q(x) в точках τ̂ ξj
(j = 1, 2, 3) определяется следующим образом

dQ

d[σ]3
(τ̂ ξ1 ) =

Q(τ ξ1 )−Q(ξ − 0)

σ(τ ξ1 )− σ(ξ − 0)
,

dQ

d[σ]3
(τ̂ ξ2 ) =

Q(τ ξ2 )−Q(τ ξ1 )

σ(τ ξ2 )− σ(τ ξ1 )
,

dQ

d[σ]3
(τ̂ ξ3 ) =

Q(ξ + 0)−Q(τ ξ2 )

σ(ξ + 0)− σ(τ ξ2 )
,

аналогично определяется [σ]3–производная функций F (x) и p du
d[µ]2

.
Уравнение в точках разрыва функции µ(x) понимается как три

равенства

−
[(
pu′[µ]2

)
(τ ξ1 )−

(
pu′[µ]2

)
(ξ − 0)

]
+

+ u(ξ − 0)
[
Q(τ ξ1 )−Q(ξ − 0)

]
= λu(ξ − 0)

(
M(τ ξ1 )−M(ξ − 0)

)
,

−
[(
pu′[µ]2

)
(τ ξ2 )−

(
pu′[µ]2

)
(τ ξ1 )

]
+

+ u(ξ)
[
Q(τ ξ2 )−Q(τ ξ1 )

]
= λu(ξ)

(
M(τ ξ2 )−M(τ ξ1 )

)
,
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−
[(
pu′[µ]2

)
(ξ + 0)−

(
pu′[µ]2

)
(τ ξ2 )

]
+

+ u(ξ + 0)
[
Q(ξ + 0)−Q(τ ξ2 )

]
= λu(ξ + 0)

(
M(ξ + 0)−M(τ ξ2 )

)
.

Решения (1) мы ищем в классе [µ]2–абсолютно непрерывных на
[0; ℓ] функций, таких, что pu′[µ]2(x) — [σ]3–абсолютно непрерывны на
[0; ℓ].

В работе получены достаточные условия осцилляционности спек-
тра задачи (1).
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ СЛОЖНОГО

ТЕПЛООБМЕНА В СИСТЕМЕ СЕРЫХ СТЕРЖНЕЙ
КВАДРАТНОГО СЕЧЕНИЯ1

А.А. Амосов, Н.Е. Крымов (Москва, НИУ МЭИ)
AmosovAA@mpei.ru

Рассматривается специальная асимптотическая аппроксиация
начально- краевой задачи, описывающей сложный (радиационно-
кондуктивный) теплообмен в системе, состоящей из n2 теплопрово-
дящих серых стержней квадратного сечения со стороной ε = 1/n,
разделенных вакуумными прослойками и упакованных в квадрат-
ную коробку Ω = (0, 1)2 с границей Γ. Каждому стержню ставится
в соответствие квадрат Gi+1/2,j+1/2 = (iε, (i + 1)ε) × (jε, (j + 1)ε),
0 ⩽ i < n, 0 ⩽ j < n. Искомой величиной является функция u(x, y, t),

1 Результаты были получены в рамках выполнения государственного зада-
ния Минобрнауки России (проект № FSWF-2023-0012).
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имеющая физический смысл абсолютной температуры. Особый ин-
терес представляет случай, когда ε→ 0.

Сложный теплообмен описывается начально-краевой задачей

cpDtu− div(λ∇u) = 0, (x, y) ∈ G =
⋃
i,j

Gi+1/2,j+1/2, t ∈ (0, T ), (1)

λDxu(xi + 0, y, t) = wx,i(y, t), 0 ⩽ i < n, y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (2)

λDxu(xi+1−0, y, t) =wx,i+1(y, t), 0⩽ i< n, y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (3)

λDyu(x, yj + 0, t) = wy,j(x, t), 0⩽ j< n, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (4)

λDyu(x, yj+1−0, t)=wy,j+1(x, t), 0⩽ j< n, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (5)

u|t=0 = u0, (x, y) ∈ G, (6)

где условия (2) — (5) описывают теплообмен излучением, а

wx,i(y, t) = H(u(xi + 0, y, t))−H(u(xi − 0, y, t)), 1 ⩽ i < n

wx,0(y, t) = HΓ(u(0, y, t))− wΓ(0, y, t),

wx,n(y, t) = wΓ(1, y, t)−HΓ(u(1, y, t)),

wy,j(x, t) = H(u(x, yj + 0, t))−H(u(x, yj − 0, t)), 1 ⩽ j < n,

wy,0(x, t) = HΓ(u(x, 0, t))− wΓ(x, 0, t),

wy,n(x, t) = wΓ(x, 1, t)−HΓ(u(x, 1, t)).

Здесь cp и λ — коэффициенты теплоёмкости и теплопроводности,
H(u) = θσ0|u|3u, где 0 < σ0 — постоянная Стефана- Больцмана, 0 <
θ ⩽ 1 — степень черноты поверхности стержней, HΓ(u) = θΓσ0|u|3u,
0 < θΓ ⩽ 1 — приведенная степень черноты границы Γ коробки.
Кроме того wΓ = HΓ(uΓ), где uΓ — температура границы Γ. Одно-
значная разрешимость задачи (1) -(4) доказана в [1].

Исследуется следующая асимптотическая аппроксимация задачи
(1)-(6):

cpDtv − ε∆H(v) = 0, (x, y) ∈ Ωε, t ∈ (0, T ), (7)

ε

2
cpDtv + εDnH(v)− ε2

2
D2
sH(v) +HΓ(v) = ⟨wΓ⟩, (8)

(x, y) ∈ Γε\γ, t ∈ (0, T ), (9)

ε

4
cpDtv + εD̂nH(v) +HΓ(v) = ⟨wΓ⟩, (x, y) ∈ γ, t ∈ (0, T ), (10)

v|t=0 = v0, (x, y) ∈ Ωε. (11)
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Здесь Ωε = (ε/2, 1−ε/2)2 – квадрат с границей Γε, γ — множество его
угловых точек, Dn и Ds — производные по нормали и касательной
к ∂Ωε.

Искомая функция v рассматривается как приближение к реше-
нию u задачи (1)-(6).

Однозначная разрешимость задачи (7)-(10) установлена в [2]. В
данной работе получена оценка погрешности

∥u− v∥L2(0,T ;L2(Ωε)) = O(
√
ε/λ+

√
ε).
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ПОЛУДИСКРЕТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ СЛОЖНОГО

ТЕПЛООБМЕНА В СИСТЕМЕ СЕРЫХ СТЕРЖНЕЙ
КВАДРАТНОГО СЕЧЕНИЯ1

А.А. Амосов, Н.Е. Крымов (Москва, НИУ МЭИ)
AmosovAA@mpei.ru

Рассматривается начально- краевая задача, описывающая слож-
ный (радиационно-кондуктивный) теплообмен в системе, состоящей
из n2 теплопроводящих серых стержней квадратного сечения со сто-
роной ε = 1/n, разделенных вакуумными прослойками и упакован-
ных в квадратную коробку Ω = (0, 1)2 с границей Γ.

Каждому стержню ставится в соответствие квадрат Gi+1/2,j+1/2

= (iε, (i + 1)ε) × (jε, (j + 1)ε), 0 ⩽ i < n, 0 ⩽ j < n. Искомой вели-
чиной является функция u(x, y, t), имеющая физический смысл аб-
солютной температуры. Особый интерес представляет случай, когда
n >> 1.

1 Результаты были получены в рамках выполнения государственного зада-
ния Минобрнауки России (проект № FSWF-2023-0012).
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Сложный теплообмен описывается начально-краевой задачей

cpDtu− div(λ∇u) = 0, (x, y) ∈ G =
⋃
i,j

Gi+1/2,j+1/2, t ∈ (0, T ), (1)

λDxu(xi + 0, y, t) = wx,i(y, t), λDxu(xi+1 − 0, y, t) = wx,i+1(y, t),

y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (2)

λDyu(x, yj + 0, t) = wy,j(x, t), λDyu(x, yj+1 − 0, t) = wy,j+1(x, t),

x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (3)

u|t=0 = u0, (x, y) ∈ G, (4)

где уравнения (2) и (3) описывают теплообмен излучением и

wx,i(y, t) = H(u(xi + 0, y, t))−H(u(xi − 0, y, t)), 1 ⩽ i < n (5)

wx,0(y, t) = HΓ(u(0, y, t))− wΓ(0, y, t), (6)

wx,n(y, t) = wΓ(1, y, t)−HΓ(u(1, y, t)), (7)

wy,j(x, t) = H(u(x, yj + 0, t))−H(u(x, yj − 0, t)), 1 ⩽ j < n (8)

wy,0(x, t) = HΓ(u(x, 0, t))− wΓ(x, 0, t), (9)

wy,n(x, t) = wΓ(x, 1, t)−HΓ(u(x, 1, t)). (10)

Здесь cp и λ — коэффициенты теплоёмкости и теплопроводности,
H(u) = θσ0|u|3u, где 0 < σ0 — постоянная Стефана-Больцмана, 0 <
θ ⩽ 1 — степень черноты поверхности стержней, HΓ(u) = θΓσ0|u|3u,
0 < θΓ ⩽ 1 — приведенная степень черноты границы Γ коробки. Кро-
ме того wΓ = HΓ(uΓ), где uΓ – температура границы Γ. Однозначная
разрешимость задачи (1)- (4) доказана в [1].

Исследуется следующая полудискретная аппроксимация задачи
(1)- (4):

cpDtU − εδ2xH(U)− εδ2yH(U) = 0, (x, y) ∈ ω, t ∈ (0, T ), (11)

εcpDtU + ε∂nH(U)− ε2δ2sH(U) +HΓ(U) = ⟨wΓ⟩,

(x, y) ∈ ∂ω\γ, t ∈ (0, T ), (12)

ε

2
cpDtU + ε∂̂nH(U) +HΓ(U) = ⟨wΓ⟩, (x, y) ∈ γ, t ∈ (0, T ), (13)

U |t=0 = [u0], (x, y) ∈ ω. (14)
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Здесь ω = {(i + 1/2)ε, (j + 1/2)ε), 0 ⩽ i < n, 0 ⩽ j < n} — сетка с
шагом ε в квадрате Ωε = [ε/2, 1−ε/2]2, ∂ω = ω∩∂Ωε, ω = ω\∂ω, γ —
множество угловых точек квадрата Ωε, δx и δy — разностные аналоги
производных Dx и Dy, δs и ∂n — разностные аналоги производных
по касательной и нормали к ∂Ωε.

Значения U((i + 1/2)ε, (j + 1/2)ε), t) рассматриваются как при-

ближения к значениям [u]i+1/2,j+1/2(t) =
1

ε2
∫

Gi+1/2,j+1/2

u(x, y, t) dxdy.

Доказана однозначная разрешимость задачи (5) - (8). Получены
априорные оценки решения. Выведена оценка погрешности

∥U − [u]∥L2(0,T ;L2(ω)) = O(
√
ε/λ).
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1. Amosov A.A. Nonstationary nonlinear nonlocal problem of

radiative-conductive heat transfer in a system of opaque bodies with
properties depending on the radiation frequency / A.A. Amosov //
Journal of Mathematical Sciences, — 2010. — Vol. 165, № 1, pp. 1–41.

АЛГОРИТМ ИСКУССТВЕННЫХ ИММУННЫХ СЕТЕЙ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОБНАРУЖЕНИЯ

ВТОРЖЕНИЙ
А.А. Андрианова, С.А. Мочалов (Казань, КФУ)

Anastasiya.Andrianova@kpfu.ru, saamochalov@stud.kpfu.ru

Задачи обнаружения вторжений - это задачи искусственного ин-
теллекта, которые позволяют обнаружить сетевые атаки на вычис-
лительную систему, обнаружить аномальное поведение компонентов
вычислительной системы и другие задачи. Задача обнаружения се-
тевых атак является одной из важнейших в этом ряду и часто бази-
руется на использовании алгоритмов машинного обучения, в част-
ности, алгоритмов классификации и кластеризации.

Алгоритмы построения иммунных сетей [1,2] являются одним из
методов машинного обучения, который может эффективно приме-
няться для решения задачи обнаружения сетевых атак. Принцип
обучения при построении иммунных сетей основан на самооргани-
зации, которая происходит под воздействием внешней среды. Искус-
ственная иммунная сеть представляет собой набор так называемых
антител, которые генерируются на основе взаимодействия с внешни-
ми элементами (антигенами), способными осуществить негативное
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воздействие на систему. В качестве антигенов при решении зада-
чи обнаружения вторжений будут использоваться запросы, с помо-
щью которых реализуется сетевая атака. Соответственно, антитела
представляют собой элементы, позволяющие сетевую атаку обнару-
жить. Основным инструментом обнаружения становится примене-
ние в процессе взаимодействия антитела с антигеном оператора аф-
финности, описывающим меру близости элементов. В качестве опе-
ратора аффинности чаще всего используются различные функции
расстояния.

Основная идея процесс обучения искусственной иммунной сети
представляет собой следующий процесс:

1. Генерируется начальное состояние системы антител.
2. Для всех антигенов из обучающей выборки происходит взаимо-

действие с каждым антителом иммуной сети (вычисляется аффин-
ность антитела и антигена).

3. Все антитела с высокой аффинностью (большим расстоянием)
исключаются из сети.

4. Для всех антител с низкой аффиностью (похожих на антиген)
происходит клональное расширение, имитирующее иммунный ответ
сети, в результате которого антитела размножаются, увеличивая ко-
личество антител подобного вида. Размножение может производить-
ся на основе приемов, специфичных для генетических алгоритмов
оптимизации.

5. Сгенерированные антитела в результате клонального расши-
рения подвергаются незначитьным мутациям с целью разнообразия
элементов сети.

Для обучения искусственной иммунной сети для решения зада-
чи обнаружения вторжений был использован набор данных, разра-
ботанный Канадским институтом кибербезопасности на основе ана-
лиза сетевого трафика в изолированной среде, который называют
CIC-IDS2017 ([3]). Набор содержит 14 типов современных распро-
странённых атак, таких, как DDoS, PortScan, Brute Force и другие.

В ходе экспериментов использовались следующие принципы вли-
яния антигена на обучение иммунной сети: исследовались аффин-
ность только центра кластера антител с заданным антигеном, иссле-
довалась аффинность всех антител, меньшая некоторого порога, для
заданного антигена, отнесение антигена к кластеру определялось по
максимальному количеству близких по афинности антител, иссле-
довались все антитела сети и выбиралось антитело с самой близкой
аффиностью.
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Наилучшие результаты обнаружения были получены с помощью
построения модели, использующей метод лучшей аффинности для
обнаружения атаки. Обученная модель распознавала опасные и без-
опасные запросы с точностью 0,982, при этом вероятность отнесения
данных запроса к верному кластеру составила 0,922.
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ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ ОДНОГО

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
С ПЕРИОДИЧЕСКИМ ПО ВРЕМЕНИ УСЛОВИЕМ
НА РЕШЕНИЕ ПРОЕКЦИОННО-РАЗНОСТНЫМ

МЕТОДОМ
Н.А. Анистратова, А.С. Бондарев (Воронеж, ВГУ)

bondarev@math.vsu.ru

Рассмотрим параболическую задачу: для t ∈ [0, 1], x ∈ [0, 1]

∂u(x, t)

∂t
− ∂2u(x, t)

∂x2
= f(x, t), (1)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, (2)

u(0, x) = u(1, x). (3)

Определим пространства H = L2[0, 1], V =
◦
W 1

2 [0, 1],

V ′ = W−1
2 [0, 1], где

◦
W 1

2 [0, 1] – пространство абсолютно непрерыв-
ных на отрезке [0, 1] функций u(t), таких, что u′ ∈ L2[0, 1], а

u(0) = u(1) = 0; W−1
2 [0, 1] – сопряженное к

◦
W 1

2 [0, 1] пространство.

© Анистратова Н.А., Бондарев А.С., 2024
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Для f ∈ L2(0, T ;V
′) существует (и притом единственное) реше-

ние u ∈ L2(0, T ;V )
⋂
C([0, T ], H) задачи (1)–(3), называемое слабым

решением, причем u′ ∈ L2(0, T ;V
′) [1]. Если дополнительно потребо-

вать, что обобщенная производная f ′ ∈ L2(0, T ;V
′) и f(0) = f(1), то

u′ ∈ L2(0, T ;V )
⋂
C([0, T ], H) и u′′ ∈ L2(0, T ;V

′) [2, c. 25]. Такое ре-
шение задачи (1)–(3) будем называть гладким. Далее будем считать,
что для задачи (1)–(3) выполнены условия гладкой разрешимости.

Согласно [1], уравнение (1) можно записать вариационном виде

d

dt
(u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v),

где v ∈ V – произвольный элемент, а форма a(u, v) на элементах

u, v ∈ V задается следующим образом: a(u, v) =
1∫
0

u′(x)v′(x) dx. Под

выражением (z, v) понимается действие функционала z ∈ V ′ на эле-
мент v ∈ V , а в случае, если z ∈ H – скалярное произведение

(u, v) =
1∫
0

u(x) v(x) dx.

Задачу (1)–(3) будем решать приближённо проекционно-разност-
ным методом. Дискретизацию по пространству будем проводить ме-
тодом Галёркина. В качестве проекционного подпространства рас-
смотрим пространство Vm ⊂ V – линейную оболочку системы три-
гонометрических функций {ωi(x)} = {sin(iπx)}i=1,m.

По времени дискретизация происходит с помощью неявной схемы
Эйлера. Отрезок [0, 1] разобьём на n равных частей с шагом τ = 1/n
и поставим каждой точке разбиения tk в соответствие элемент umk ∈

Vm, тогда umk =
m∑
i=1

cik sin(iπx), где k = 0, n.

Рассмотрим приближённую задачу: для k = 1, n, vm ∈ Vm(
umk − umk−1

τ
, vm

)
+a(umk , vm) = (fmk , vm) um0 = umn , (4)

где fmk = Pmf(tk). Здесь Pm – расширение по непрерывности на V ′

оператора Pm – ортопроектора пространства H на Vm.
Задача (4) имеет единственное решение [2, c. 34]. В [2, c. 49]

установлено, что для сходимости последовательности приближен-
ных решений к точному гладкому решению задачи (1)–(3) до-
статочно предположить предельную плотность последовательно-
сти проекционных подпространств {Vm} в V ; это означает, что
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∥(I − Qm)v∥V → 0 при m → ∞, где Qm – ортопроектор V на Vm.
В [3, c. 230] показано, что выбранная в настоящей работе последова-
тельность {Vm} предельно плотна в V .

В силу произвольности элемента vm получим систему из
(n+ 1) ·m линейных уравнений: для k = 1, n, j = 1,m

1

τ

(
m∑
i=1

cik(ωi, ωj)−
m∑
i=1

cik−1(ωi, ωj)

)
+

m∑
i=1

cika(ωi, ωj) = (f(x, tk), ωj),

cj0 = cjn, (5)

Для программной реализации приближённого решения зада-
чи (1)–(3) был выбран высокоуровневый язык программирования
Python. Для проведения численного эксперимента положим, что
правая часть уравнения (1) имеет вид: f(x, t) = 2π cos(2πt) · x(x −
1) − 2 sin(2πt), тогда функция u(x, t) = sin(2πt) · x(x − 1) – точное
решение задачи (1)–(3).

Ненулевые элементы двумерного массива A размерности
[(n + 1) · m][(n + 1) · m], содержащего коэффициенты полученной
системы (5), заполняются следующим образом:

for i in range(m):
A[i][i] = round((-(1/T)*func_1(w(i + 1),w(i + 1))), 8)
A[i][i + m] = round(((1/T)*func_1(w(i + 1),w(i + 1)) +
func_2(w(i + 1), w(i + 1)), 8)

for i in range(m,len(A[:,0]) - m):
A[i][i] = A[i - m][i - m]
A[i][i + m] = A[i - m][i]

for i in range(len(A[:,0]) - m, len(A[:,0])):
A[i][i - len(A[:,0]) + m] = 1
A[i][i] = -1

Здесь func_1 реализует скалярное произведение, func_2 – форму
a(u, v), а T = 1/n.

Правая часть системы (5) заполняется по указанному правилу:

for i in range(len(b) - m):
b[i] = round(func_1(f(t_r[i//m + 1]), w((i%m) + 1)), 8)

Остальные элементы правой части системы равны нулю.
С помощью метода np.linalg.solve(A,b) [4] библиотеки numpy

находим решение системы уравнений (5):
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Solve = np.around(np.linalg.solve(A, b), 8)

На рис. 1–3 представлены графики точного решения задачи в точ-
ке tk = 0.6 и приближенных решений, поставленных в соответствие
указанной точке, для различных значений m и n.

Рис. 1: n = 5, m = 4 Рис. 2: n = 10, m = 8

Рис. 3: n = 15, m = 10

Анализируя полученные результаты, можно заметить, что при
увеличении числа точек разбиения отрезка времени и размерности
проекционного подпространства получаемое приближённое решение
аппроксимирует точное, что подтверждает известные теоретические
результаты [2].
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ХУКА-ДЖИВСА
ДЛЯ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ДИНАМИКИ
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ИНФЕКЦИОННОГО

ЗАБОЛЕВАНИЯ1

Д.Д. Антонов, М.С. Дмитриев, В.Ю. Чебакова
(Казань, КФУ)

vchebakova@mail.ru

Инфекционные заболевания оказывают значительное влияние на
функционирование общества. Нередко возникают эпидемии и панде-
мии. Они могут носить массовый и внезапный характер, как, напри-
мер, пандемия коронавируса, а могут быть ожидаемыми, сезонными
[1]. Когда наступают подобные периоды, обществу важно уметь эф-
фективно распределять ресурсы для борьбы с инфекцией. Именно
поэтому необходим инструмент, который помогает прогнозировать
заболеваемость. Была разработана программа, которая позволяет
прогнозировать заболеваемость в пределах популяции, а также под-
бирать коэффициенты в используемой модели по данным заболевае-
мости. Программа рассчитывает динамику заражений для несколь-
ких моделей. Все они задаются системами дифференциальных урав-
нений и отличаются тем, что в каждой из них участвуют разные
категории взаимодействующих друг с другом элементов популяции:
1) SIR - модель, включающая в себя восприимчивых, инфицирован-
ных и выздоровевших. В системе уравнений этой модели использу-
ются такие коэффициенты, как вероятность заболевания в случае
контакта, интенсивность выздоровления инфицированного. 2) SEIR

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-29-00099).
© Антонов Д.Д., Дмитриев М.С., Чебакова В.Ю., 2024
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- модель, являющаяся расширением предыдущей за счёт введения
переносчиков (латентных элементов). В этой модели введён дополни-
тельный коэффициент, характеризующий скорость перехода из ла-
тентной фазы в фазу инфицирования. 3) Модель SEIRD также есть
расширение предыдущих моделей, которое получается добавлением
безвозвратных потерь — умерших. Система уравнений для этой мо-
дели дополняется коэффициентом смертности от болезни [2]. 4) Мо-
дель SIRV основана на модели SIR и отличается от неё добавлением
категории вакцинированных (vaccinated). Система уравнений соот-
ветственно дополняется коэффициентом вакцинации [3]. По извест-
ным коэффициентам программа с помощью метода Рунге-Кутта 4-го
порядка вычисляет по начальным данным численность каждой кате-
гории элементов модели в период эпидемии. Также программа может
строить графики и выгружать полученные данные в CSV-файл. С
помощью данной программы также решается обратная задача. Ко-
эффициенты модели могут различаться не только для разных типов
инфекций, но и в рамках одной инфекции для различных популяций.
Поэтому заранее коэффициентов никто не знает. Однако, по имею-
щимся данным заболеваемости можно попытаться подобрать нуж-
ные коэффициенты. Для этого ставится оптимизационная задача по
подбору коэффициентов модели таким образом, чтобы уменьшить
некоторый функционал (отражающий ошибку между расчётными и
экспериментальными данными. Такая задача решается в програм-
ме при помощи оптимизационного метода Хука-Дживса. Для расче-
та функционала система задач Коши вычисляется методом Рунге-
Кутта 4-го порядка. В итоге получаются наиболее оптимальные ко-
эффициенты, с помощью которых можно построить примерный про-
гноз динамики численности каждой группы модели для конкретной
инфекции.
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ С ЯДРОМ
ТЕПЛИЦА-ГАНКЕЛЯ И НЕОДНОРОДНОСТЬЮ

В ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ1

С.Н. Асхабов (Грозный, ЧГПУ, ЧГУ им. А.А. Кадырова)
askhabov@yandex.ru

В работе изучается нелинейное интегральное уравнение с ядром
Теплица-Ганкеля p(x− t) + q(x+ t) [1] и неоднородностью f(x):

uα(x) =

x∫
0

[p(x− t) + q(x+ t)]u(t) dt+ f(x), x > 0, α > 1, (1)

где функции p(x), q(x) и f(x) удовлетворяют следующим условиям:

p ∈ C[0,∞), p(x) не убывает на [0,∞) и p(0) > 0, (2)

q ∈ C[0,∞), q(x) не убывает на [0,∞) и q(0) ⩾ 0, (3)

f ∈ C[0,∞), f(x) не убывает на [0,∞) и f(0) = 0. (4)

Решения уравнения (1) разыскиваются в классе:

Q0 = {u(x) : u ∈ C[0,∞), u(0) = 0 и u(x) > 0 при x > 0}.

Теорема 1. Пусть α > 1 и выполнены условия (2)–(4). Если
u ∈ Q0 является решением уравнения (1), то для любого x ∈ [0,∞):

L(x) ≡

α− 1

α

x∫
0

[q(2t) + p(0)] dt

1/(α−1)

⩽ u(x) ⩽

⩽

α− 1

α

x∫
0

[2q(2t)− q(t) + p(t)] dt+ f (α−1)/α(x)

1/(α−1)

≡ R(x).

1 Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ (FEGS-2020-0001)
© Асхабов С.Н., 2024
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Введем оператор T и класс Pb c метрикой ρb:

(Tu)(x) =

 x∫
0

[p(x− t) + q(x+ t)]u(t)dt+ f(x)

1/α

,

Pb = {u(x) : u ∈ C[0, b] и L(x) ⩽ u(x) ⩽ R(x)},

ρb(u, v) = sup
0<x⩽b

|u(x)− v(x)|
R(x)

, где b > 0 любое число.

Предположим, что наряду с (2)–(4) выполняются условия:

f(x) =

x∫
0

f ′(t) dt, (5)

µ = sup
0<x⩽b

α−1
α

x∫
0

[2q(2t)− q(t) + p(t)]dt+ f (α−1)/α)(x)

(α− 1)
x∫
0

[q(2t) + p(0)]dt

< 1. (6)

Методом весовых метрик [2] доказывается следующая теорема.
Теорема 2. Если α > 1 и выполнены условия (2)–(6), то уравне-

ние (1) имеет в конусе Q0 (и в Pb при любом b > 0) единственное
решение u∗(x). Это решение может быть найдено в пространстве
Pb методом последовательных приближений по итерационной фор-
муле un = Tun−1, n ∈ N, которые сходятся к нему по метрике ρb
при любом b <∞ с оценкой скорости сходимости

ρb(un, u
∗) ⩽

µn

1− µ
ρb(Tu0, u0), n ∈ N,

где µ < 1 определено в (6), а u0 ∈ Pb есть произвольная функция.
Следуя [3] интегральные уравнения с ядром Теплица-Ганкеля и

монотонной (не обязательно степенной) нелинейностью можно ис-
следовать методом монотонных по Браудеру-Минти операторов.
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МЕТОД ПОТЕНЦИАЛОВ ПРИ РЕШЕНИИ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ОДНОГО ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
Р.М. Асхатов (Казань, К(П)ФУ)

Radik.Ashatov@kpfu.ru

М.В. Келдыш [1] исследовал краевую задачу для уравнения

ym
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂x2
+ a(x, y)

∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u = 0

и показал зависимость постановки задачи от показателя m и пове-
дения при y → 0 коэффициента b(x, y) [2].

В этой работе рассматривается частный случай решения крае-
вых задач для одного вырождающегося эллиптического уравнения
методом потенциалов.

Пусть E+
2 — полуплоскость y > 0 евклидовой плоскости E2, D —

конечная область, симметричная относительно оси Ox и ограничен-
ная кривой Γ. Обозначим D+ часть области D в E+

2 , ограниченную
отрезком Γ(0) = [a, b] и кривой Γ+.

Рассмотрим вырождающееся эллиптическое уравнение

T (2)
α =

∂2u

∂x2
+ α2ky2α

∂2u

∂y2
+ α2k+1y2α−1 ∂u

∂y
= 0, 1/2 < α < 1, k > 0.

Фундаментальным решением данного уравнения с логарифмиче-
ской особенностью будет функция

w = B ln
1

r
,

где

r = (x− x0)
2 +

1

(1− α)2α2k
(y1−α − y1−α0 )2,

© Асхатов Р.М., 2024
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B — нормирующая константа.
Получены аналоги первой и второй формулы Грина для опера-

тора T (2)
α , а также интегральное представление T (2)

α - гармонической
функции

u(M0) =

∫
Γ

(wA[u]− uA[w])y−αdΓ,

где A[u] — конормальная производная.
Рассматриваются краевые задачи и доказаны теоремы единствен-

ности.
С помощью фундаментального решения w построены потенциа-

лы типа двойного и простого слоев, которые имеют вид

W (M) =

∫
Γ

σ(P )A[w]η−αdΓ,

V (M) =

∫
Γ

µ(P )wη−αdΓ,

где координаты переменной точки будем обозначать P (ξ, η).
Доказываются теоремы о предельных значениях потенциала ти-

па двойного слоя и конормальной производной потенциала типа про-
стого слоя. Используя формулы для предельных значений, а также
граничные условия поставленных задач, получим эквивалентные ин-
тегральные уравнения. Исследование первой и второй пары сопря-
женных уравнений проводится по схеме, предложенной в [3].
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В настоящей работе исследуется семейство разностных схем с ве-
сами для уравнения теплопроводности дробного порядка с некласси-
ческими краевыми условиями. С помощью принципа максимума для
разностной задачи получена априорная оценка, из которой следует
устойчивость разностных схем и сходимость численного решения к
точному в норме C.

Постановка задачи В прямоугольнике QT = {(x, t), 0 < x <
ℓ, 0 < t ⩽ T} рассматривается задача

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u(0, t) = u(ℓ, t),
∂u

∂x
(ℓ, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, (2)

u(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ ℓ, (3)

где ∂α0tu =
1

Γ(1− α)

t∫
0

uη(x, η)dη

(t− η)α
— дробная производная Герасимова

— Капуто по времени порядка α, 0 < α < 1.
Будем предполагать, что функции q(x, t), f(x, t) непрерывны,

k(x, t) непрерывно дифференцируема, u0(x) удовлетворяет краевым
условиям (2), 0 < c1 ⩽ k(x, t) ⩽ c2, 0 ⩽ q(x, t) ⩽ c3, c1, c2, c3 —
положительные постоянные.

Разностная схема Введем на отрезке [0, ℓ] сетку ωh = {xi =
ih : i = 0, 1 . . . , N} с шагом h = ℓ/N по переменной x и на отрезке
[0, T ] сетку ωτ = {xi = jτ : j = 0, 1 . . . , j0} с шагом τ = T/j0 по
переменной t. На множестве QT рассмотрим сетку ωhτ = ωh × ωτ =
{(xi, tj), i = 0, 1, 2, . . . , N ; j = 0, 1, 2, . . . , j0}.

В работе (1) получен дискретный аналог дробной производной по
времени

∂α0tju = ∆α
0tju+O(τ2−α), (4)

∆α
0tju =

1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−αj−s+1 − t1−αj−s

)
ust , u

s
t =

us+1 − us

τ
.

Дифференциальной задаче (1) — (3) поставим в соответствие од-
нопараметрическое по σ, 0 ⩽ σ ⩽ 1, семейство разностных схем

∆α
0tjyi = Λy

(σ)
i − diy

(σ)
i + fi, i = 1, 2, . . . , N − 1, (5)

(aNyx,N )(σ) = −0.5h
(
∆α

0tjyN + (dNyN )(σ) − fN

)
, (6)
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yj0 = yjN , j = 0, 1, 2, . . . , j0, y
0
i = φi, i = 0, 1, 2, . . . , N, (7)

где y(σ)i = σŷi + (1 − σ)yi, Λy = (ayx̄)x, ai = 0.5(ki−1 + ki), ki =

k(xi, t̄), di = q(xi, t̄), fi = f ji = f(xi, t̄), φi = φ(xi), t̄ = tj + 0.5τ ,
ŷ = yj+1

i , y = yji , y̌ = yj−1
i , yx,N = yN−yN−1

h .
Теорема. Пусть выполнены условия

τα(1− σ) ⩽
(2− 21−α)h2

Γ(2− α)(2c2 + c3h2)
, 0 ⩽ σ ⩽ 1.

Тогда
а) разностная схема (5) — (7) равномерно устойчива по начально-
му условию и правой части уравнения;
б) решение разностной задачи (5) — (7) равномерно сходится к ре-
шению задачи (1) — (3) и имеет точность, совпадающую с поряд-
ком погрешности аппроксимации.
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ОДНА ЗАДАЧА ДОСТИЖЕНИЯ ЦЕЛЕВОГО
МНОЖЕСТВА ПРИ НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ

А.М. Баринов (Челябинск, ФГБОУ ВО «ЧелГУ»)
barinovalexmih@mail.ru

В докладе рассматривается следующая задача. Имеется лаби-
ринт с несколькими точками входа, в которых размещены мобиль-
ные роботы. И целевой точкой, являющейся точкой выхода, о кото-
рой известно только множество ее возможных положений. При этом
только одна из них является настоящей, а остальные — ложные. Ка-
кое из этих положений настоящее до некоторого момента времени
неизвестно. ЛПР запускает одного из мобильных роботов который
должен прийти в целевое положение. Поэтому цель ЛПР — выбор
того робота, и движение по такой траектории, из которой он как
можно дольше может попасть во все возможные целевые точки.

Пусть позиция x задается вектор-столбцом x = (x1, x2)
′ где

x1 ∈ {1, 2, . . . , n}, x2 ∈ {1, 2, . . . ,m}, штрих означает операцию транс-
понирования.

Множество всех позиций задачи обозначим

© Баринов А.М., 2024
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X = {x = (x1, x2)
′||x1, x2 ∈ N, x1 ⩽ n, x2 ⩽ m},

а множество допустимых позиций P ⊆ X.
Рассматривается задача с дискретным временем t, где время

t ∈ {0, 1, 2, . . . , T}.

Положение системы в момент времени t+1 (t ∈ 0, . . . , T−1) задается
системой разностных уравнений{

x1(t+ 1) = x1(t) + u1(t),

x2(t+ 1) = x2(t) + u2(t),
(1)

где управление u(t) в момент времени t имеет вид

u(t) = (u1(t), u2(t))
′, ui(t) ∈ {−1, 0, 1} (i = 1, 2). (2)

Система (1), (2) описывает перемещение точки, расположенной
в клетке прямоугольной сетки в одну из восьми соседних клеток,
либо отсутствие перемещения. Такая система, с учетом множества
допустимых позиций P , может трактоваться как движение точки по
лабиринту.

Задано стартовое множество X0, состоящее из k стартовых точек,
имеющие вид

X0 = {x0j = (x0j1 , x
0j
2 ) j = 1, . . . , k}.

Начальное положение системы

x(0) = (x1(0), x2(0))
′ = x0 = (x01, x

0
2)

′. (3)

где x0 ∈ X0.
Предполагается, что cистема в момент времени T должна попасть

либо в целевую позицию (выход из лабиринта), о которой известно,
что это либо x∗, либо x∗∗ (то есть должно быть выполнено одно из
условий x(T ) = x∗, или x(T ) = x∗∗, но какое — заранее неизвестно).
В некоторый момент времени τ , представляющий из себя нестоха-
стическую неопределенность [1], ЛПР становится известно в какую
из этих двух позиций надо попасть, а какая является ложной це-
лью. При этом, о неопределенности τ ЛПР знает только множество
ее возможных значений τ ∈ {0, 1, 2, . . . , T}.

Пусть момент времени T1 < T — это последний момент времени,
в который ЛПР, двигаясь по некоторой траектории, может привести
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систему как в положение x(T ) = x∗, так и в x(T ) = x∗∗. Тогда перед
ЛПР стоит следующая задача

T1 → max. (4)

Решением задачи оптимального управления (1)—(4) будем назы-
вать тройку (x̂0, û, x̂(·)), где x̂0 — применяемая стартовая позиция,
оптимальное управление имеет вид

û = (û(0), . . . , û(T1 − 1), (û∗(T1), û
∗(T1)), . . . , (û

∗(T − 1), û∗∗(T − 1))),

а, определяемая этим управлением, оптимальная траектория

x̂(·) = (x̂(0), . . . , x̂(T1), (x̂
∗(T1 + 1), x̂∗∗(T1 + 1)), . . . , (x̂∗(T ), x̂∗(T ))).

В докладе предлагается алгоритм решения задачи (1)—(4) и при-
водятся результаты численного моделирования.
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МЕТОД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ОПЕРАТОРОВ
В ИССЛЕДОВАНИИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ

ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ
А.Г. Баскаков, Г.В. Гаркавенко, Л.Н. Костина,

Н.Б. Ускова (Воронеж, ВГУ, ВГТУ)
anatbaskakov@yandex.ru, garkovenko@mail.ru, kostinalubov@bk.ru,

nat-uskova@mail.ru

Пусть X и Y — комплексные банаховы пространства и A : D(A) ⊂
X → Y — замкнутый линейный оператор, имеющий плотную в X
область определения D(A).

Определение 1 Рассмотрим следующие условия:
1) KerA = {0} (оператор A инъективен);
2) 1 ⩽ n ⩽ dimKerA ⩽ ∞;
3) KerA — дополняемое подпространство (в D(A), или в X );
4) ImA = ImA, что эквивалентно положительности величины

(минимального модуля оператора A)

γ(A) = inf
x∈D(A)\KerA

∥Ax∥
dist (x,KerA)

,
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5) оператор A равномерно инъективен, т. е. KerA = {0},
γ(A) > 0;

6) ImA — замкнутое, дополняемое в X подпространство и, сле-
довательно, γ(A) > 0;

7) ImA — замкнутое подпространство из X коразмерности 1 ⩽
m = codim ImA ⩽ ∞, где codim ImA = dimX/ImA;

8) ImA = X , т. е. оператор A сюръективен;
9) оператор A непрерывно обратим.
Если для оператора A выполнены все условия из совокупности

условий S0 = {i1, . . . , ik}, где 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ 9, то будем го-
ворить, что оператор A находится в состоянии обратимости S0.
Множество состояний обратимости оператора A обозначим сим-
волом Stinv(A).

Определение 2.Два линейных опретора A1 : D(A1) ∈ X1 →
Y1 и A2 : D(A2) ∈ X2 → Y2 называются эквивалентными, если
Stinv(A1) = Stinv(A2).

Метод эквивалентных операторов состоит в следующем. Изучае-
мому оператору A1 ставится в соответсвие эквивалентный ему опе-
ратор A2, для которого проще вычислить Stinv(A2).

Есть несколько подходов к построению эквивалентного операто-
ра. Если X1 = X2 и Y1 = Y2, то строятся два обратимых ограничен-
ных оператора U : X → X и V : Y → Y, такие, что

A1 = V A2U, UD(A1) = D(A2) (1)

Лемма 1. При выполнении условия (1) Stinv(A1) = StinvA2.
Отметим, что операторы, удовлетворяющие (1), также называ-

ются слабо подобными операторами [2].
Другой подход заключается в построении сопровождающего опе-

ратора.
Определение 3. Пусть A : D(A) ⊂ X → X . Оператор B ∈

EndY, называется сопровождающим для оператора A, если суще-
ствуют линейные операторы R ∈ Hom(X ,Y), T ∈ Hom(Y,X ),
K : D(A) → Y, N : Y → D(A), обладающие свойствами:

1) ImA = R−1(ImB);
2) ImB = T−1(ImA);
3) RT = I + αB, где α ∈ C — некоторое число;
4) K : D(A) → Y — ограниченный оператор (с нормой графика в

D(A));
5) N : Y → D(A) — ограниченный оператор, если в D(A) рас-

сматривать норму пространства X ;
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6) каждый из операторов K и N осуществляет изоморфизм
пространств KerA и KerB.

Лемма 2. [3] Оператор A и сопровождающий оператор B экви-
валентны.
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СМЕНА ФОРМ НЕУСТОЙЧИВОСТИ ТЕЧЕНИЙ
ИСПАРЯЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ, УВЛЕКАЕМОЙ

ЛАМИНАРНЫМ ГАЗОВЫМ ПОТОКОМ1

В.Б. Бекежанова1, Н.И. Гилёв1,2,
И.А. Шефер1,3 (1Красноярск, ИВМ СО РАН, 2Санкт-Петербург,

СПбПУ Петра Великого, 3Красноярск, СФУ)
vbek@icm.krasn.ru, gilevnick@gmail.com, ilya.shefer@gmail.com

Работа посвящена исследованию характеристик плоскопарал-
лельных течений в двухфазной системе, заполняющей плоский гори-
зонтальный канал. Рассматривается установившееся совместное те-
чение жидкости и спутного потока газа, контактирующих вдоль об-
щей термокапиллярной границы раздела. Газ прокачивается с задан-
ным расходом Rg, что приводит к формированию дополнительных
сдвиговых напряжений на границе раздела сред и диффузионному
испарению жидкости. Для описания конвективного тепломассобме-
на, обусловленного совместным действием силы плавучести, термо-
капиллярного эффекта и продува газа, используется двусторонняя
математическая модель на основе уравнений Обербека –Буссинеска
[1]. Испаряемый компонент в несущем газе считается пассивной при-
месью; перенос пара в газовой фазе моделируется с помощью урав-
нения конвективной диффузии.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22-11-00243).
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Система уравнений термоконцентрационной конвекции допуска-
ет частично инвариантное точное решение ранга 1 дефекта 3

uj = uj(y), vj = 0, Tj = Tj(x, y) = (aj1 + aj2y)x+ ϑj(y),

pj = pj(x, y), C = C(x, y) = (b1 + b2y)x+ φ(y).
(1)

Здесь индексы j = 1, 2 указывают на функции и параметры, свя-
занные с жидкой и газовой фазами соответственно, v = (u, v) —
вектор скорости, p — модифицированное давление, T — темпера-
тура, C — функция паросодержания, aij , bj — параметры решения,
которые должны удовлетворять условиям совместности, диктуемым
граничными соотношениями. Одно из условий приводит к равенству
a11 = a21 = A; параметр A трактуется как поверхностный температур-
ный градиент [2], который в реальной физической системе форми-
руется на поверхности жидкого слоя при испарении.

В работе [3] с помощью решения (1) исследовалось влияние тол-
щины жидкого слоя на характеристики конвективных режимов,
включая линейную устойчивость относительно плоских и простран-
ственных возмущений в случае, когда межфазная поверхность оста-
ётся недеформированной под действием возмущений. В настоящей
работе в линейной постановке изучается влияние деформируемости
границы раздела жидкость – газ на устойчивость рассматриваемых
двухфазных течений относительно трёхмерных нормальных возму-
щений в системах различной геометрии. Для системы сред HFE-
7100 – азот найдены пороговые значения градиента A, при которых
происходит потеря устойчивости. Показано, что деформация поверх-
ности раздела оказывает стабилизирующее влияние. Изменение ба-
ланса сил, вызванное изменением толщины жидкого слоя, приводит
к смене типа наиболее опасных возмущений. В системе с тонким
жидким слоем главными являются плоские возмущения; неустойчи-
вость проявляется в форме поперечных валов, дрейфующих вдоль
потока. С увеличением толщины жидкого слоя наиболее опасными
становятся спиральные возмущения, при этом в жидком слое возни-
кают продольные упорядоченные структуры. Изменение толщины
газового слоя не приводит к смене типа наиболее опасных возму-
щений. Формирование поперечных двумерных волн с последующим
развалом в трёхмерные структуры в жидкости, увлекаемой газовым
потоком, подтверждено экспериментально в [4].
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РАЗРЕШИМОСТЬ КОМПЛЕКСНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
В ПРОСТРАНСТВАХ ФУНКЦИЙ С СТЕПЕННЫМИ
ОСОБЕННОСТЯМИ ПРИ ПОДХОДЕ К БОКОВОЙ

ГРАНИЦЕ КОНУСА
А.М. Бирюков (Москва, НИУ МЭИ)

birukovalmix@mail.ru

В данной работе изучается аналитическая задача Коши для об-
щих линейных систем дифференциальных уравнений с частными
производными:

∂u
∂t (t, z)−A(t, z,D)u = h(t, z)
u(t0, z) = φ(z),
в банаховых пространствах аналитических функций с интеграль-

ными метриками, имеющих особенности степенного характера при
приближении к боковой поверхности конуса

Vσ,R = {(t, z) : |t− t0| < R/σ, |z − z0| < R− σ|t− t0|}, R > 0, σ > 0.
При этом интегральная метрика вводится как по временной, так

и по пространственной переменной.
Получены условия для разрешимости задачи Коши в рассмат-

риваемой шкале функциональных пространств, тем самым, описана
структура систем дифференциальных уравнений, для которых эта
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разрешимость имеет место. Область определения решения анали-
тической задачи Коши совпадает с областью определения правой
части системы дифференциальных уравнений. Ранее в работе [1]
подобные задачи рассматривались в классах аналитических функ-
ций с супремум- нормами и были получены критерии корректности
в заданной шкале функциональных пространств. Оказывается, что
условия, при выполнении которых имеет место корректность зада-
чи Коши в пространствах с супремум-нормами и в пространствах с
интегральными метриками, совпадают.

Литература
1. Дубинский Ю.А. Задача Коши в комплексной области /

Ю.А. Дубинский. — М. : Издательство МЭИ, 1996. — 180 с.

О СЛАБОЙ РАЗРЕШИМОСТИ АБСТРАКТНОГО
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С НЕЛОКАЛЬНЫМ ПО ВРЕМЕНИ УСЛОВИЕМ
НА РЕШЕНИЕ

А.С. Бондарев, А.А. Петрова, О.М. Пировских
(Воронеж, ВГУ)

bondarev@math.vsu.ru

Пусть задана тройка вложенных сепарабельных гильбертовых
пространств V ⊂ H ⊂ V ′, где пространство V ′ – двойственное к
V , а пространство H отождествляется со своим двойственным H ′.
Оба вложения плотные и непрерывные. На u, v ∈ V определена по-
луторалинейная форма a(u, v). Пусть для всех u, v ∈ V выполнены
оценки:

|a(u, v)| ⩽ µ∥u∥V ∥v∥V , Re a(u, u) ⩾ α∥u∥2V , (1)

где α > 0. Форма a(u, v) порождает линейный ограниченный опера-
тор A : V → V ′ такой, что a(u, v) = (Au, v). Здесь под выражением
типа (z, v) понимается значение функционала z ∈ V ′ на элементе
v ∈ V . Для z ∈ H выражение (z, v) совпадает со скалярным произ-
ведением в H [1].

В пространстве V ′ на [0, T ] рассмотрим параболическую задачу:

u′(t) +Au(t) = f(t),

T∫
0

p(t)u′(t) dt = u . (2)
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В (2) на [0, T ] заданы функция t → f(t) ∈ V ′ и функция t →
p(t) ∈ R1, а также элемент u. Производные функций в настоящей
работе понимаются в обобщенном смысле.

Отметим, что разрешимость периодической по времени задачи
для параболического уравнения с переменным оператором A(t) изу-
чалась в работе [2]. Вопросы слабой разрешимости абстрактного па-
раболического уравнения с интегральными по времени условиями на
решения рассматривались в работах [3] и [4].

Теорема. Пусть в задаче (2) выполнены условия (1) и вложе-
ние V ⊂ H компактно. Пусть также функция f ∈ L2(0, T ;H), а
функция p(t) является абсолютно непрерывной на [0, T ], невозрас-
тающей и принимает положительные значения на [0, T ]. Предпо-
ложим, что u ∈ V . Тогда существует единственная функция u(t),
такая что u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C([0, T ], H), u′ ∈ L2(0, T ;V

′), удовле-
творяющая в (2) уравнению почти всюду на [0, T ] и интегральному
условию. Кроме того, справедлива оценка

max
0⩽t⩽T

∥u(t)∥2H+

T∫
0

(
∥u(t)∥2V +∥u′(t)∥2V ′

)
dt ⩽ C

{
∥u∥2V +

T∫
0

∥f(t)∥2H dt
}
.
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НЕЛИНЕЙНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Е.З. Боревич (Санкт-Петербург, СПбГЭТУ)
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Рассматривается нестационарная краевая задача{
∂E
∂t = ∂2E

∂x2 + ∂E
∂xE − fH(E,E0),

E(0, t) = E(1, t) = E0, E(x, 0) = Ẽ(x),
(1)

где f – положительная константа, H(E,E0) = G(E)−G(E0), а функ-
ция G(E) класса C2 удовлетворяет условиям:

1) функция G(E) при E > 0 имеет ровно две точки экстремума:
E1 – локальный максимум, E2 – локальный минимум, причем E1 <
E2;

2) G′(E) > 0 при E ∈ [0, E1) ∪ (E2,+∞), G′(E) < 0 при E ∈
(E1, E2).

Утверждение 1. Если E1 < E0 < E2, то уравнение H(E,E0) =
0 имеет ровно три положительных решения 0 < E1(E0) < E0 <
E2(E0), причем H ′

E(Ei(E0), E0) > 0, i = 1, 2.
Задача (1) эквивалентна следующей краевой задаче:{

∂u
∂t = ∂2u

∂x2 + E0
∂u
∂x + ∂u

∂xu− fh(u,E0),

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = u0(x),
(2)

где (h(u,E0) = H(u+ E0, E0), u0(x) = Ẽ(x)− E0.
Утверждение 2 [1]. При любом начальном условии u0 ∈ H1

0 (0, 1)
существует единственное решение задачи Коши u(x, t) задачи (2) на
некотором максимальном интервале 0 < t < t, причем либо t = +∞,
либо ∥u(x, t)∥H1

0→+∞ при t→ t.
Утверждение 3 [1]. Решение u(x, t) нестационарной задачи (2)

является классическим решением.
Утверждение 4 [1]. Нестационарная задача (2) определяет дина-

мическую систему в множестве

C = {u ∈ H1
0 (0, 1)|σ1(E0) ⩽ u(x) ⩽ σ2(E0)}

почти всюду на [0, 1], где σi(E0) = Ei(E0)− E0, i = 1, 2.
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ОБ ОПЕРАТОРНЫХ ОЦЕНКАХ
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В МНОГОМЕРНЫХ ОБЛАСТЯХ С СИЛЬНО
ИСКРИВЛЕННОЙ ГРАНИЦЕЙ1

Д.И. Борисов, Р.Р. Сулейманов
(Уфа, ИМВЦ УФИЦ РАН, УУНиТ)
borisovdi@yandex.ru, radimsul@mail.ru

Рассматривается система полулинейных эллиптических уравне-
ний второго порядка в многомерной области. Граница такой обла-
сти произвольным образом искривляется, оставаясь в тонком слое
вдоль невозмущённой границы. На искривлённой границе задается
условие Дирихле или условие Неймана. В случае условия Неймана
на структуру искривления накладываются дополнительные доста-
точно естественные и весьма слабые условия. Наложенные условия
позволяют рассмотреть очень широкий класс искривлений, включая,
например, классическую быстро осциллирующую границу. Показа-
но, что когда упомянутый тонкий слой сжимается и искривленная
граница приближается к невозмущённой, усреднение рассматривае-
мой задачи приводит к той же системе уравнений с теми же краевы-
ми условиями, но уже на предельной границе. Основной результат –
доказательство соответствующих операторных W 1

2 - и L2-оценок.

О ПРЕДСТАВИМОСТИ ОДНОЙ СИСТЕМЫ ОДУ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА В ФОРМЕ УРАВНЕНИЙ

БИРКГОФА1

С.А. Будочкина (Москва, РУДН)
budochkina-sa@rudn.ru

Рассмотрим систему ОДУ

N(u) ≡ A(t)u′(t) +B(t)u(t) = 0, t ∈ (t0, t1), (1)

где
A(t) = (aij(t))

n
i,j=1 , B(t) = (bij(t))

n
i,j=1 ,

u(t) = (u1(t), u2(t), ..., un(t))
T , N(u) = (N1(u), N2(u), ..., Nn(u))

T ,

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда
№ 23-11-00009, https://rscf.ru/project/23-11-00009/.
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верситета дружбы народов им. Патриса Лумумбы и при поддержке Министер-
ства науки и высшего образования Российской Федерации (мегагрант соглаше-
ние № 075-15-2022-1115).

© Будочкина С.А., 2024

65



aij ∈ C1[t0, t1], bij ∈ C[t0, t1], i, j = 1, n.

Зададим область определения оператора N следующим образом:

D(N) =
{
ui ∈ C1[t0, t1] : ui(t0) = φi, ui(t1) = ψi, i = 1, n

}
. (2)

Введем билинейную форму

Φ(v,w) =

t1∫
t0

(v(t))Tw(t)dt =

t1∫
t0

n∑
i=1

vi(t)wi(t)dt. (3)

Теорема 1. Оператор N системы уравнений (1) является по-
тенциальным на множестве D(N) (2) относительно билинейной
формы (3) тогда и только тогда, когда ∀t ∈ [t0, t1] выполнены сле-
дующие условия:

A(t) + (A(t))
T
= 0, (4)

(B(t))
T −B(t) +A′(t) = 0. (5)

Теорема 2. Если выполнены условия (4), (5), то соответству-
ющее действие по Гамильтону имеет вид

FN[u] =

t1∫
t0

(
−1

2
(u′(t))

T
A(t)u(t) +G[u]

)
dt,

где

G[u]−G[u0] =

1∫
0

(
B(t)ũ(t, λ)− 1

2
A′(t)ũ(t, λ)

)T
(u(t)− u0(t))dλ,

ũ(t, λ) = u0(t) + λ(u(t)− u0(t)), u0(t) — фиксированный элемент из
D(N).

Теорема 3. При выполнении условий (4), (5) система уравнений
(1) представима в форме уравнений Биркгофа

N(u) ≡
(
(R(t))T −R(t)

)
u′(t) + gradG[u]−R′(t)u(t) = 0,

т.е.
A(t) = (R(t))T −R(t),

B(t)u(t) = gradG[u]−R′(t)u(t),
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где

R(t) = −1

2
A(t).

Настоящий доклад основан на работах [1–3].
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ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ИНТЕГРАЛЬНЫМИ
УСЛОВИЯМИ ПЕРВОГО РОДА

ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
Я.С. Бунтова (Самара, Самарский университет)

ynbuntova@gmail.com

В этой работе рассматривается задача с интегральными нело-
кальными условиями первого рода. Основной целью работы являет-
ся доказательство однозначной разрешимости нелокальной задачи с
интегральными условиями 1 рода, если ядра этих условий зависят
не только от пространственной переменной, но и от времени. По-
казана эквивалентность нелокальной задачи с интегральными усло-
виями 1 рода и нелокальной задачи с интегральными условиями 2
рода. Получены ограничения на входные данные, обеспечивающие
единственность обобщенного решения поставленной задачи.

Рассмотрим в области Q = (0, l)× (0, T ), где l, T <∞, уравнение

utt − (a(x, t)ux)x = f(x, t), (1)

и поставим следующую задачу: найти в области Q решение уравне-
ния (1), удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2)

© Бунтова Я.С., 2024
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и нелокальным условиям∫ l

0

K1(x, t)u(x, t)dx = h1(t),

∫ l

0

K2(x, t)u(x, t)dx = h2(t). (3)

В этой работе рассмотрим частный случай этой задачи (1) – (3),
в которой первая производная ядра по времени на краях отрезка
[0, l] равна нулю Kiτ (0, τ) = Kiτ (l, τ) = 0.

В работе [1] был рассмотрен частный случай для задачи (1)–(3),
в которой ядро представляется в виде Ki(x, t) = Φi(x)Ψi(t).

В случае одной пространственной переменной нелокальные инте-
гральные условия могут быть представлены следующим соотноше-
нием:

αu(x, t) + βux(x, t) + λ

∫ l

0

K(x, t)u(x, t)dx = 0. (∗)

Если α и β не обращаются в ноль одновременно, то условие на-
зывается интегральным условием второго рода. Если α = β = 0, то
условие называется интегральным условием первого рода. [2]. Если
β ̸= 0, то эффективным оказался метод, впервые реализованный в [4]
для многомерного уравнения. Если же α = β = 0, то есть нелокаль-
ные условия первого рода, при обосновании рассуждения возникает
много трудностей, отмеченных в статье [3]. Одним из способов пре-
одолеть возникающие трудности является сведение условий первого
рода к условиям второго рода причем так, чтобы они оказались эк-
вивалентными.

Определение. Обобщенным решением задачи (1), (2), (3) бу-
дем называть функцию u(x, t) ∈ W 1

2 (QT ), удовлетворяющую усло-
вию u(x, 0) = 0 и тождеству∫ T

0

∫ l

0

[−utvt + auxvx]dxdt−
∫ T

0

v(l, t)a(l, t)ux(l, t)dt+

+

∫ T

0

v(0, t)a(0, t)ux(0, t)dt =

∫ l

0

v(x, 0)ψ(x)dx+

∫ T

0

∫ l

0

v(x, t)fdxdt

для любой функции v(x, t) ∈ Ŵ 1
2 (QT ), где

Ŵ 1
2 (QT ) = {v(x, t) : v(x, t) ∈W 1

2 (QT ), v(x, T ) = 0}.

Теорема Если выполнены условия

a(x, t), at(x, t) ∈ C(QT )
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α12a(0, t) + α21a(l, t) = 0,

α11a(0, 0)ξ
2
1 + 2α12a(0, 0)ξ1ξ2 − α22a(l, 0)ξ

2
2 ⩾ 0,

то существует не более одного обобщенного решения поставленной
задачи.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ1

Ю.Н. Булатов (Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина)
y.bulatov@bk.ru

Рассматриваемая в работе задача поставлена профессором Ляхо-
вым Л.Н. и автор выражает ему глубокую благодарность.

Пусть Rn={x = (x1, . . . , xn)} , R+
n={x : (x1 > 0, . . . , xn > 0)},

R+
n={x : (x1 ⩾ 0, . . . , xn ⩾ 0)}, γ = (γ1, . . . , γn), γi ∈ (−1,+∞),

Bγi =
∂2

∂x2i
+
γi
xi

∂

∂xi
, ∆Bγ =

n∑
i=1

Bγi .

В [1] для всех значений параметра γi>−1 получена формула
Киприянова—Бельтрами, из которой для любой четной по каж-
дой координате аргумента, дважды непрерывно дифференцируемой
функции u=u(x), x∈Rn следует равенство

∆Bγ
u(|x|) = (Bµ)r u(r) , r =

√
x21 + . . .+ x2n , µ = n+ |γ| − 1 .

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-21-00387).
© Булатов Ю.Н., 2024
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Постановка задачи Коши: найти функцию u ∈ C2
ev

(
R+
n

)
та-

кую, что
(Bµ)t u(x, t) = a2 (∆Bγ )t u(x, t), (1)

u(x, t)

∣∣∣∣
t=0

= f(x),
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, (2)

Второе условие Коши в (2) вызвано четностью по Киприянову [2]
по t и обычно отсутствует при формулировке задач с сингулярным
дифференциальным оператором Бесселя.

Теорема 1. Предположим, что число µ и мультииндекс γ удо-
влетворяют условиям µ > −1, γi > −1 и выполняется условие
µ = n+ |γ|−1. Решение задачи Коши (1) с условиями (2) существу-
ет и представлено следующими формулами.

1. Пусть µ > 0, тогда решение задачи Коши (1) определено пер-
вой формулой Пуассона [3]:

u(x, t)=
Γ
(
n+|γ|

2

)
√
π Γ
(
n+|γ|−1

2

) π∫
0

f
(√

|x|2 + (at)2 − 2|x|at cosα
)
sin2µ αdα.

2. Для µ = 0 решение задачи (1) имеет вид формулы Даламбера:

u(x, t) =
f(|x|+ at) + f(|x| − at)

2
.

3. Если 0 > µ > −1, то решение задачи Коши (1) определено
второй формулой Пуассона:

u(x, t) = Ttf(|x|) =
Γ
(
n+|γ|+3

2

)
(|x| at)2µ

Γ
(
1
2

)
Γ(n+|γ|+2

2 )
×

×
π∫

0

f
(√

|x|2 + (at)2 − 2|x| at cosα
)

(√
|x|2 + (at)2 − 2|x| at cosα

)2µ sin2µ αdα , µ = n+ |γ| − 1 ,

где оператор T-псевдосдвига определен в [4].
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ОПТИМАЛЬНЫЕ СТРАТЕГИИ В ТЕОРИИ РИСКА
Е.В. Булинская (Москва, МГУ)

ebulinsk@yandex.ru

Принятие решений в условиях неопределенности или риск-мене-
джмент — важная задача, возникающая во многих приложениях.

Для того чтобы приступить к решению какой-то практической
задачи, прежде всего необходимо построить соответствующую мате-
матическую модель изучаемого процесса или явления. Существует
много моделей, с большей или меньшей точностью, описывающих
данную систему. Это связано с тем, что обычно построение матема-
тической модели происходит в несколько этапов, начиная с принима-
емых предположений, которые приходится уточнять, пока не будет
достигнута требуемая точность.

Важен также и тот факт, что одна и та же математическая модель
может возникать в различных приложениях. В докладе речь пойдет
о таких приложениях как финансы, страхование, теория запасов и
водохранилищ, телекоммуникационные сети, динамика популяций,
теория очередей, теория надежности, медицина и другие. Наиболее
распространены [1,2] так называемые модели входа-выхода, задавае-
мые с помощью набора (T,Z, Y, U,Ψ,L), где T — горизонт планирова-
ния, Z = {Z(t), t ∈ [0, T ]} — входящий процесс, Y = {Y (t), t ∈ [0, T ]}
— выходящий процесс, U = {U(t), t ∈ [0, T ]} — управление, Ψ —
функционал, который дает возможность найти состояние системы
X = {X(t), t ∈ [0, T ]} в виде X = Ψ(Z, Y, U), так как он характери-
зует структуру рассматриваемой системы и способ ее функциониро-
вания, LT (U) = L(T,Z, Y, U,X) — это целевая функция, оцениваю-
щая качество функционирования системы (обычно не все аргументы
указываются в записи). В докладе будет объяснено, как различная

© Булинская Е.В., 2024

71



интерпретация указанных элементов позволяет переходить от одной
области приложений к другой. Таким образом, результаты, доказан-
ные для одного раздела знаний, могут использоваться и в других.

Одна из основных задач при исследовании моделей прикладной
теории вероятностей — нахождение оптимального управления, ко-
торое обеспечивает достижение экстремума целевой функции. При
выборе целевой функции имеются два основных подхода (стоимост-
ной и надежностный), т.е. оцениваются либо понесенные системой
убытки, либо вероятность прекращения работы на горизонте пла-
нирования, которые надо минимизировать. Если речь идет о полу-
ченном доходе или времени безотказной работы, то желательно их
максимизировать [3]. В последние десятилетия стали популярны и
другие подходы, например, многокритериальная оптимизация и по-
иск условных экстремумов.

Отметим, что для того, чтобы использовать на практике полу-
ченные оптимальные управления, необходимо убедиться, что пред-
лагаемая математическая модель устойчива, т.е. малые флуктуации
параметров или возмущения распределений, фигурирующих в по-
строенной модели, приводят к малым изменениям целевой функции.
Существует целый ряд методов исследования устойчивости. Основ-
ное внимание будет уделено использованию вероятностных метрик.
Большой интерес также представляет изучение предельного поведе-
ния состояния системы при неограниченном росте горизонта плани-
рования [4].

Решение сформулированных проблем будет продемонстрировано
на нескольких моделях страхования и теории запасов.
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УСЛОЖНЕННЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ
ПРОСТРАНСТВА И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ В ТЕОРИИ

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
В.Б. Васильев (Белгород, НИУ «БелГУ»)

vbv57@inbox.ru

Мы рассматриваем псевдодифференциальные уравнения для
обширного класса псевдодифференциальных уравнений, который
включает операторы, порядок которых может меняться. Исследо-
вание основано на методах, развитых в [1], и некоторые результаты,
полученные в этом направлении, описаны в [2].

ПустьD ⊂ Rm — ограниченная область с границей ∂D, s : D → R
— произвольная функция, удовлетворяющая условию Липшица в D,
т.е. ∃C > 0, что выполняется неравенство

|s(x1)− s(x2)| ⩽ c|x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ D.

Для фиксированной точки x ∈ D определяется локальное про-
странство Соболева- Слободецкого Hs(x)(Rm) с нормой

||u||s(x) ≡

∫
Rm

(1 + |ξ|)2s(x)|ũ(ξ)|2dξ

1/2

,

которая называется локальной нормой; ũ обозначает преобразование
Фурье функции u.

По заданной функции A(x, ξ), определенной в D × Rm вводится
псевдодифференциальный оператор A следующей формулой

(Au)(x) =

∫
D

∫
Rm

A(x, ξ)ei(x−y)ξu(y)dydξ, x ∈ D.

Функцию A(x, ξ) называют символом оператора A.
Пусть задана функция α : D → R, обладающая теми же свпй-

ствами, что и функция s(x). Выделим класс символов A(x, ξ), опре-
деленных на D×Rm и удовлетворяющих следующим двум условиям:

1) c1(1 + |ξ|)α(x) ⩽ |A(x, ξ)| ⩽ c2(1 + |ξ|)α(x), x ∈ D, ξ ∈ Rm;

2) для каждой точки x0 ∈ D найдется такая окрестность Ux0
, что

для всех x ∈ Ux0
выполняется неравенство

|A(x, ξ)−A(x0, ξ)| ⩽ c3|x− x0|(1 + |ξ|)α(x),
© Васильев В.Б., 2024
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где c1, c2, c3 — положительные постоянные. Функцию α : D → R на-
зывают переменным порядком псевдодифференциального оператора
A

Для уравнений с такими операторами строится вариант сим-
волического исчисления подобно 3 и предлагаются достаточные
условия фредгольмовости в подходящих пространствах Соболева–
Слободецкого в области D с границей, содержащей особенности типа
конуса или ребра.
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ОБ ОДНОЙ ДИСКРЕТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ
В ПЛОСКОМ СЕКТОРЕ

В. Б. Васильев, А. Б. Каманда Бонгай
(Белгород, НИУ БелГУ)

159720@bsu.edu.ru

Пусть Z2 – целочисленная решетка на плоскости, h > 0, ℏ = h−1.
Обозначим Kn = {x ∈ R2 : x = (x1, x2), x2 > an|x1|an > 0} угол рас-
твора 2 arctg an, где an может принимать значения вида n, 1/n, n ∈ N,
Kn,d = hZ2∩Kn. Мы работаем с функциями дискретной переменной
ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2.

Обозначим T2 = [−π, π]2, ℏ = h−1. Функции, определенные на
ℏT2, мы трактуем как периодические функции на R2 с основным
квадратом периодов ℏT2.

На функциях ud дискретного аргумента можно определить дис-
кретное преобразование Фурье

(Fdud)(ξ) ≡ ũd(ξ) =
∑
x̃∈hZ2

eix̃·ξud(x̃)h
2, ξ ∈ ℏT2

и дискретный аналог пространства Шварца S(hZ2) бесконечно диф-
ференцируемых быстро убывающих на бесконечности функций.
Обозначим ζ2 = h−2((eih·ξ1 − 1)2 + (eih·ξ2 − 1)2).

© Васильев В.Б., Каманда Бонгай А.Б., 2024
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Пространство Hs(hZ2) состоит из дискретных функций ud и яв-
ляется замыканием пространства S(hZ2) относительно нормы

||ud||s =

∫
ℏT2

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

1/2

.

Пространство Hs(Kn,d) состоит из дискретных функций из
Hs(hZ2) таких, что их носители принадлежат множеству Kn,d. Нор-
ма в пространстве Hs(Kn,d) индуцируется нормой пространства
Hs(hZ2). Введем дискретный псевдодифференциальный оператор

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZ2

h2
∫

ℏT2

Ad(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kn,d.

с символом, удовлетворяющим условию

c1(1 + |ζ2|)α/2 ⩽ |Ad(ξ)| ⩽ c2(1 + |ζ2|)α/2

Рассмотрим следующую дискретную краевую задачу.

(Adud)(x̃) = 0, x̃ ∈ Kn,d, (1)

∑
x̃2∈hZ

ud(x̃1, x̃2)h ≡ gd(x̃1), (2)

Теорема 1. Пусть символ Ad(ξ) допускает периодическую волно-
вую факторизацию[1,2] относительно Kn с индексом æ таким, что
æ − s = 1 + ε, |ε| < 1/2. Тогда задача (2) and (3) для любой правой
части g ∈ Hs+1/2(hZ) имеет единственное решение в пространстве
Hs(Kn,d) и

||ud||s ⩽ b[g]s+1/2

с постоянной b, не зависящей от h.
Теорема 2. Пусть символ A(ξ) допускает волновую факториза-

цию относительно Kn с индексом æ таким, что 1/2 < æ− s < 3/2,
g ∈ Hs+1/2(R). Тогда задачи (1),(2) имеют единственное решение
u ∈ Hs(Kn) и ud ∈ Hs(Kn,d) соответственно. Если дополнитель-
но предположить, что преобразование Фурье g̃ имеет компактный
носитель, то для достаточно малых h справедлива оценка

|ũ(ξ)− ũd(ξ)| ⩽ ch, ξ ∈ ℏ
4bn

T2, bn = max{1, an},
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с постоянной c, не зависящей от h.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМАХ

ИЗМЕРЕНИЯ ДАВЛЕНИЯ В ГАЗОЖИДКОСТНЫХ
СРЕДАХ1

П.А. Вельмисов, Ю.А. Тамарова (Ульяновск, УлГТУ)
velmisov@ulstu.ru, kazakovaua@mail.ru

Предлагаются математические модели механической системы
«трубопровод-датчик давления», которая применяется для контро-
ля за изменением давления в газожидкостных средах. Схема такой
системы представлена на рисунке 1: x = 0 соответствует начальному
сечению трубопровода (выходу из камеры сгорания двигателя); со-
стоянию покоя системы соответствут положение x = l поршня, рас-
положенного на другом конце трубопровода и закрепленного с помо-
щью системы упругих связей и демпферов. Целью задачи является
получение и исследование уравнения, связывающего закон измене-
ния давления в двигателе P∗(t) с величиной отклонения поршня w(t)
от положения равновесия в любой момент времени.

Рис. 1: Схема системы «трубопровод -датчик давления»

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного
фонда (проект № 23-21-00517).
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Одна из математических моделей указанной механической систе-
мы имеет вид

Φtt + 2ΦxΦxt +Φ2
xΦxx =

[
a20 − (χ− 1)

(
Φt +

1

2
Φ2
x

)]
Φxx, (1)

P (0, t) = P0 + P∗(t), (2)

Φx(l∗(t), t) = ẇ(t), l∗ = l + w(t), (3)

mẅ(t) + αẇ(t) + γw(t) = P (l∗(t), t). (4)

Уравнение (1) для потенциала скорости Φ(x, t) описывает дви-
жение рабочей среды (в модели идеального сжимаемого газа) в
трубопроводе, условие (2) задает закон изменения давления P∗(t)
рабочей среды на выходе из камеры сгорания (на входе в трубо-
провод x = 0), условие (3) – условие непротекания на поверхно-
сти поршня, уравнение (4) описывает движение поршня. Давление
в потоке определяется интегралом Лагранжа – Коши: P (x, t) =

P0

[
1− χ−1

a20

(
Φt +

1
2Φ

2
x

)] χ
χ−1

, а скорость потока в трубопроводе на-
ходится по формуле u = Φx. В (1)-(4) индексы x, t снизу обозначают
частные производные по координате x и времени t, точка сверху –
производную по t; P0, a0, χ, m, α, γ – некоторые физические посто-
янные.

Также рассматривается математическая модель механической
системы «трубопровод-датчик давления» с учетом тепломассообме-
на

ρ(ut + uux) = −Px, (5)

ρt + ρux + uρx = 0, (6)

ρcv(Tt + uTx) + Pux = kTxx − α1(T − T0), (7)

P = RρT. (8)

Кроме условий (2)-(4), необходимо задать закон изменения темпе-
ратуры на выходе из камеры сгорания (на входе в трубопровод):
T (0, t) = T∗(t), и условие теплообмена на внешней стороне поршня:
−kTx(l∗(t), t) = α2(T (l∗(t), t)−T0). Здесь u(x, t), P (x, t), ρ(x, t), T (x, t)
- скорость, давление, плотность и температура рабочей среды в тру-
бопроводе; T0 - температура окружающей среды; R = cp − cv, cp, cv,
k, α1, α2 - физические постоянные.

Задачи (1)-(4), (5)-(8) следует дополнить начальными условиями.
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Для указанных начально-краевых задач предложен метод реше-
ния на основе метода Галеркина, позволяющий свести исследования
исходных задач к решению систем нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений.

Литература
1. Вельмисов П.А. Нелинейная математическая модель систем

измерения давления в газожидкостных средах / П.А. Вельмисов,
Ю.А. Тамарова // Журнал Средневолжского математического об-
щества. — 2023. — Т. 25, № 4. — С. 313–325.

НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМ
С ПАРАМЕТРАМИ

М.Б. Виситаева (Урус-Мартан)

К проблемам с параметрами, рассматриваемым в школьном кур-
се математики, относятся, например, проблемы, в которых отыски-
вается решение линейных, квадратных, дробно-рациональных урав-
нений и неравенств, и их систем в общем виде, исследуется число
(диапазон) их решений в зависимости от значений параметров и т.д.
Учитывая допущенные недостатки решателями при решении про-
блем с параметрами, в частности, уравнений (неравенств) или их
систем с параметрами очень важно сфокусировать внимание на воз-
можность обозначить две основные взаимообратные проблемы: пря-
мую и обратную. Нами рассматривается решение проблем преиму-
щественно с одним параметром. Однако, существуют проблемы в
которых имеется более одного параметра (проблема 6).

Прямая проблема. Для каждого значения параметра найти все
решения уравнения (неравенства или их системы).

Рекомендации к решению прямой проблемы и записи ответа. Eс-
ли в проблеме сказано (к примеру, «Для всех значений параметра
. . . (при каждом значении параметра . . . ), решите уравнение (нера-
венство или их систему)», то следует при решении уравнения (нера-
венства или их системы) рассматривать все возможные случаи и в
ответе выписать полученные решения вместе с ограничениями на
параметр (проблема 1).

Преимущественно фабула обратной проблемы многоаспектна, но
их объединяет одно: те или иные ограничения, накладываемые на
параметр.

© Виситааева М.Б., 2024
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Обратная проблема. Найти все значения параметра, при кото-
рых решения уравнения (неравенства или их системы) удовлетворя-
ют данным условиям.

Рекомендации к решению обратной проблемы и записи ответа.
Если в проблеме сказано (к примеру, «Найдите все значения пара-
метра . . . , при каждом из которых уравнение (неравенство или их
система) имеет по крайней мере одно решение (имеет ровно два раз-
личных решения)» . . . «При каких значениях параметра . . . , урав-
нение (неравенство или их система) имеет единственное решение (не
имеет решений)?»), то при решении проблемы нужно рассматривать
все возможные случаи, но в ответе не выписывать полученные ре-
шения (если даже они есть), а только соответствующие ограничения
на параметр (проблемы 2-5).

Важным этапом решения проблемы с параметрами является за-
пись ответа, на котором следует отразить все этапы ее решения. Как
показывает опыт, из этих двух проблем наиболее часто встречающа-
яся проблема – обратная. Для отработки навыков их решения важно
готовить обучающихся трансформировать проблему из одного типа
в другой. К примеру, для проблемы 1 можно сформулировать ряд
обратных проблем. Особо отметим, и проблемы, сформированные в
нестандартном виде, как проблема с комбинированными данными:
квадратичное неравенство и квадратное уравнение (проблема 5); и
проблема со смесями (проблема 6), решение линейных уравнений,
используя их параметрическое представление (проблемы 7-8).

В процессе решения поддерживается вариативность используе-
мых методов: аналитический, графический и т.д. Перейдем к прак-
тике.

Проблема 1. Для каждого значения параметра а решите систему
уравнений {

x− (a+ 2) y = −1
ax − (2a+ 4) y = 3a− 8.

Проблема 2. Найдите все значения параметра а, при каждом из
которых уравнение

x2 + 2 (a+ 3)x + 12a = 0 имеет два различных отрицательных
решения.

Проблема 3. Найдите все значения параметра b, при каждом из
которых любое число является решением неравенства x2− bx +25 >
0.
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Проблема 4. Найдите все значения параметра а, при каждом из
которых система уравнений{

(x− 5a+ 1)2 + (y − 2a− 1)2 = a− 2
3x− 4у = 2a+ 3

не имеет решений.
Проблема 5. Найдите все значения параметра а, при каждом из

которых имеется хотя бы одна пара чисел (x; y) , удовлетворяющая
условиям {

x2 + (y − 2)2 < 1
y = ax2.

Проблема 6. Один сплав состоит из двух металлов, входящих в него
в отношении 1 : 2, а другой сплав содержит те же металлы в отноше-
нии 2 : 3. Из скольких частей каждого из сплавов можно получить
новый сплав, содержащий те же металлы в отношении a : b?

Проблема 7. Решите линейное уравнение 2x − 4y = 8, используя
его параметрическое представление.

Проблема 8. Решите линейное уравнение 5x+4y−z = 5, исполь-
зуя его параметрическое представление.

Мы считаем, что проблему с параметрами, следует рассматри-
вать как часть школьного курса математики, встраивая ee в соот-
ветствующую тему. Рекомендуем начинать с простейших линейных
уравнений с параметром еще в 7 классе, перейдя затем к решению их
систем и далее в 8 классе перейти к решению квадратных уравнений
с параметром и т.д. [1, 2, 3]. На наш взгляд, необходимо обучать вы-
бору метода решения при данной (прямой или обратной) проблеме,
тогда возникает потребность в механизмах распознавания примени-
мости методов для решения поставленной проблемы. Следует акцент
сделать на эффективность различных методов, которые могут быть
использованы при решении конкретной проблемы с параметрами. В
заключении отметим, нами проведена определенная работа по фа-
культативному изучению рассматриваемого направления на полинг-
виальной основе [5].
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ПОЛИФУНКЦИОНАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ РАЗВИТИЯ
ВООБРАЖЕНИЯ

М.Б. Виситаева (Грозный)
esm276932@gmail.com

Целью исследования является разработка путей диагностики
уровня развития воображения с учетом возрастных и индивиду-
альных особенностей обучающихся, посредством выделенных компо-
нент и показателей критерия. Предпринята попытка выявить новые
грани структурных связей и иерархии содержательных элементов, в
контексте развития воображения; представленные в разработанной
полифункциональной, иерархичной модели развития воображения
обучающихся. Рассматривается отношение мысли и образа. Разрабо-
тана содержательно-критериальная основа оценки развития вообра-
жения обучающихся. Для каждого компонента критерия выявлены
наблюдаемые показатели (на основе выявленных (характеристик)
индикаторов), свидетельствующие о достижении одного из уров-
ней (мотивационный, познавательный, творчески-ориентированный
и творческий), дающие возможность ранжировать обучающихся по
уровням развития воображения. В целом стратегия и структура раз-
вития математических способностей обучающихся нами представле-
ны ранее [1, 4].

Несомненно, умение оперировать пространственными образами
(пространственное воображение) является одним из существенных
условий успешности творческой деятельности в различных областях
теории и практики. С другой стороны, в литературе имеются фак-
ты того что трудовая деятельность благоприятствует развитию про-
странственного воображения обучающихся, «представливание» как

© Виситааева М.Б., 2024
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умственное действие с образами предметов успешно формируется на
основе практических действий [2].

Воображение представляет собой самостоятельную развернутую
продуктивную деятельность, осуществляемую, преимущественно без
опоры на наглядность; мыслительная деятельность будет эффектив-
ней при развитых пространственных представлениях и умении опе-
рировать этими представлениями. Этим конструктам благоприят-
ствуют учебная и трудовая виды деятельности, что в целом может
способствовать формированию творческой личности школьника.

Умственные действия, представленные в виде образов, более точ-
но передают то или иное явление или событие. Опираясь на иссле-
дование В.Д. Шадрикова [3], нами образ рассматривается, имеющий
двойную природу (содержательную и процессуальную); соотношение
которых имеет функциональный характер, зависит от задач, реша-
емых субъектом, и от способа мышления; явления и события тоже
имеют свой образ (понимаемый, как систему мыслей).
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Рис. 1: Структурно-уровневая модель развития образа.
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Рассматривается пространство Соболева W̊n
p [0; 1], состоящее из

вещественных функций y, обладающих абсолютно непрерывными
производными до порядка n − 1, таких, что y(n) ∈ Lp[0; 1] (1 ⩽
p ⩽ ∞ и выполняются краевые условия y(j)(0) = y(j)(1) = 0
(j = 0, 1, . . . , n− 1).

Для произвольной точки a ∈ (0; 1) изучаются величины An,k,p(a),
которые являются наименьшими возможными в неравенствах

|y(k)(a)| ⩽ An,k,p(a)∥y(n)∥Lp[0;1], y ∈ W̊n
p [0; 1], k = 0, 1, . . . , n− 1.

Также целью является получение точных констант вложения
пространства W̊n

p [0; 1] в пространство W̊ k
∞[0; 1]

Λn,k,∞ := max
a∈[0;1]

An,k,p(a).

Определим Pm — пространство вещественных многочленов

Pm =


m∑
j=0

cjx
j , x, cj ∈ R, 0 ⩽ j ⩽ m


степени не выше m. Также рассмотрим сплайны вида

Sn,k,a(x) :=


(x− a)n−k−1

n− k − 1)!
, x ∈ [0; a]

0, x ∈ (a; 1]

Теорема 1. Для величин An,k,p(a) справедливо равенство

An,k,p(a) = min
u∈Pn−1

∥Sn,k,a − u∥L′
p[0;1]

.

Заметим, что случай p = 2 изучен в [1] при всех n ∈ N и k =
0, 1, . . . , n− 1.

Далее нас интересует случай p = ∞. На основании результатов о
наилучшем приближении многочленами характеристической функ-
ции в L1[0; 1] (см. [2]) доказана следующая теорема.

Теорема 2. Если k = n − 1 четно, то точка a = 1/2 является
точкой глобального максимума функции An,n−1,∞. Если k = n − 1
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нечетно, то точка a = 1/2 является точкой локального минимума
функции An,n−1,∞.

При четном n точками глобального максимума функции
An,n−1,∞ являются точки sin2 πn

4(n+1) и sin2 π(n+2)
4(n+1) (ближайшие к

1/2 точки из множества
{
aj = sin2 πj

2(n+1)

}n
j=1

). Таким образом,

Λn,n−1,∞,∞ =
1

2
tg

π

2(n+ 1)
, если n нечетно,

Λn,n−1,∞,∞ =
1

2
tg

π

2(n+ 1)
sin

πn

2(n+ 1)
, если n четно.

Свойства функций An,0,∞ (k = 0) можно описать в терминах ядра
Пеано (см.[3]), которое определяется следующим образом

Vn(t) :=
2
√
2(n+ 1)

πn!

(
1− t2

2

)n+1/2

·
∫ 1

−1

(1− x2)n

1− (t+ ix
√
1− t2)2(n+1)

dx.

На основании свойств ядра Пеано и сплайна Sn,0,a устанавлива-
ется следующий результат.

Теорема 3. Справедлива формула

An,0,∞(a) =
Vn(2a− 1)

2n
, a ∈ [0; 1].

Теорема 4. Точные константы вложения Λn,0,∞ определяются
следующим образом

Λn,0,∞ = An,0,∞(1/2) =
Vn(0)

2n
=

n+ 1

πn!22(n−1)

∫ 1

0

(1− x2)n

1 + (−1)nx2(n+1)
dx.

Используя представление для Λn,0,∞ при n → ∞, можно полу-
чить их асимптотическое поведение.

Следствие 1. Для констант вложения Λn,0,∞ справедлива
асимптотика

Λn,0,∞ ∼
√
n√

πn!22n−1
, n→ ∞.
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МНОГООБРАЗИЯ СТРУЙ ОТОБРАЖЕНИЙ
В.А. Герасименко, О.В. Кунаковская (Воронеж, ВГУ)

newovk@yandexl.ru

Доклад посвящен техническому направлению нелинейного ана-
лиза, связанному с изучением пространств струй функций и отоб-
ражений. Рассматриваются многообразия струй пар отображений,
действующих в парах вещественных пространств.

Пусть U ⊂ Rn, U открыто, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ U . Будем гово-
рить, что отображения

f : U → Rm и g : U → Rm

эквивалентны порядка k в точке p (обозначение: f ∼pk g), если от-
резки их рядов Тейлора в точке p совпадают до членов порядка k
включительно. Введенное отношение на множестве C∞(U,Rm) яв-
ляется отношением эквивалентности. Класс эквивалентности отоб-
ражения f ∈ C∞(U,Rm) по этому отношению называется k-струей
отображения f в точке p и обозначается через jkf(p).

Парой топологических пространств называется топологическое
пространство X вместе с его подпространством Y и обозначается
(X,Y ).

Парой отображений называется пара (f1, f2), где f1 : X → Z, f2 :
Y → Z, причем (X,Y ) — пара пространств.

Введем еще одно понятие. Пусть p1 ∈ X, p2 ∈ Y . Пара (f1, f2)
эквивалентна порядка (k1, k2) в точке (p1, p2) ∈ X × Y паре (g1, g2),
когда

f1 ∼p1k1 g1

и
f2 ∼p2k2 g2.

© Герасименко В.А., Кунаковская О.В., 2024
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Класс эквивалентности пар отображений будем обозначать

j(k1,k2)(f1, f2) = (jk1f1; j
k2f2)

и называть струей порядка (k1, k2) пары отображений (f1, f2) в точке
(p1, p2).

Обозначим через J (k1,k2)(X,Y ;Z×Z)(p1,p2),(q1,q2) множество струй
порядка (k1, k2) пар отображений (f1, f2) в точке (p1, p2), где q1 =
f1(p1), q2 = f2(p2).

Пусть в Rn выделены подпространство

L = Rs = (x1, x2, ..., xs, 0, ..., 0) ⊂ Rn

и открытое множество U такое, что U ∩ L ̸= ∅.
Пару (f, f̄) назовем специальной парой отображений, если

f : U → Rm,

f̄ : U ∩ L→ Rm, f̄ = f |U∩L .

Дадим следующее определение эквивалентности в точке p специ-
альных пар отображений. Пусть p ∈ U ∩L. Пара (f, f̄) эквивалентна
порядка (k, k̄) в точке p паре (g, ḡ), когда

f ∼pk g

и
f̄ ∼p

k̄
ḡ, где k < k̄.

Класс эквивалентности специальных пар отображений будем обозна-
чать

j(k,k̄)(f, f̄)

и называть струей порядка (k, k̄) специальной пары отображений
(f, f̄) в точке p.

Пусть Y — подмногообразие гладкого многообразия X.
Обозначим через J (k,k̄)(X,Y ;Z)p,q множество струй порядка

(k, k̄) специальных пар отображений (f, f̄) в точке p, где q = f(p),
p ∈ Y .

Обозначим

J (k1,k2)(U, V ;Rm ×Rm) =

= ∪
(p1,p2)∈U×V

J (k1,k2)(U, V ;Rm ×Rm)(p1,p2),(q1,q2)
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Пусть Akn — векторное пространство полиномов от n переменных
без свободного члена, степень которых не превосходит k. Возьмем
в качестве координат в Akn коэффициенты полиномов. Определим
Bkn,m следующим образом:

Bkn,m = ⊕ki=1A
k
n.

Заметим, что
dimBkn,m = m · dimAkn.

Теорема 1. Пусть U ⊂ Rn1 , V ⊂ Rn2 - открытые множества.
J (k1,k2)(U, V ;Rm ×Rm) является C∞-гладким многообразием и

dimJ (k1,k2)(U, V ;Rm ×Rm) = n1 + n2 + 2m+ dimBk1n1,m + dimBk2n2,m.

Теорема 2. Пусть U ⊂ Rn, Ū = U ∩ L. J (k,k̄)(U, Ū ;Rm) является
C∞-гладким многообразием и

dimJ (k,k̄)(U, Ū ;Rm) = n+ s+ 2m+ dimBkn,m + dimBk̄s,m − dimBks,m.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО

СОСТОЯНИЯ ТОНКИХ ПЛАСТИН1

О.В. Гермидер, В.Н. Попов
(Архангельск, САФУ имени М.В. Ломоносова)

o.germider@narfu.ru, v.popov@narfu.ru

Тонкие прямоугольные пластины являются одним из элементов,
которые используются в конструкциях различного назначения [1].
Применение композиционных материалов придает этим элементам
необходимую прочность при меньшем весе конструкции в целом [2].
Пластины из ортотропного материала более сложны для анализа,
чем изотропные, поскольку свойства ортотропного материала зави-
сят от направления. В ортотропных материалах относительно вза-
имноперпендикулярных осей симметрии свойства материала отлича-
ются. В предположении, что материал пластинки в отношении своих
упругих свойств обладает тремя плоскостями симметрии, для слу-
чая плоского распределения математической моделью является би-
гармоноическое уравнение для ортотропной пластины [3]. Исследо-
вания, связанные с моделированием напряженно-деформированного
состояния тонких ортотропных пластин, защемленных по контуру,
имеют особое значения, вследствие их практической значимости. В
[2]-[5] приведен обзор подходов и методов к решению бигармониче-
ского уравнения в двумерной области при моделировании прогибов
этих пластин. Исследования проводимые в этом направлении [2], [5]
и [6] в последнее время свидетельствуют, о том, что проблема по-
иска и построения решения этого уравнения продолжает оставаться
актуальной.

Представленная работа посвящена решению задачи изгиба за-
щемленной по контуру ортотропной пластины, которая находится

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 24-
21-00381.
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под воздействием нормально распределенной нагрузки по ее поверх-
ности, с использованием метода коллокации в матричной реализа-
ции. Для построения решения в качестве базисной системы приме-
нены ортогональные многочлены Чебышева первого рода [7], в ка-
честве узлов коллокации – корни этих многочленов. С использова-
нием матричных преобразований на основе построенного решения
бигармонического уравнения получены выражения для изгибающих
моментов и перерезывающих сил. Выполнен анализ их поведения в
окрестности угловых точек прямоугольной пластины.
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ОБ ОДНОЙ ФИЗИЧЕСКОЙ ИНТЕРПРЕТАЦИИ
ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЫ КОШИ-РИМАНА

Ю.А. Гладышев, Е.А. Лошкарева
(Калуга, КГУ им. К.Э. Циолковского)
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Обобщенная система Коши-Римана была введена в работе [1] пу-
тем обобщения известных систем чисто математическим методом за
счет увеличения размерности независимых переменных и функций.
Приведем примеры. Рассмотрим систему, используемую в ТТКП

∂φ

∂x
=
∂ψ

∂y
.

В трехмерном пространстве имеем

∂φ
∂x = ∂ψ

∂z ,
∂φ
∂z̄ = −∂ψ

∂x . (1)

и две системы в четырехмерном пространстве - система Мойсила

∂φ
∂z1

+ ∂ψ
∂z2

= 0, ∂φ
∂z2

+ ∂ψ
∂z1

= 0, (2)

где все производные взяты по сопряженным комплексным перемен-
ным z1, z2. Для обобщенного уравнения Коши-Римана запишем

D1χ+ ψD2 = 0, χD2 +D1ψ = 0. (3)

Примем за D1, D2 операторы типа Мойсила

D1 =
3∑
i=0

eixi, D2 =
7∑
i=4

eixi.

В системе (3) принят знак плюс в первом уравнении. Это сделано
чтобы показать, что использование мнимого времени не следует как
обязательное условие для получения основного результата. Введем
функции

χ =
4∑
i=0

χi, ψ =
4∑
i=1

ψi.

Для доказательства того, что система (3) при определенном выборе
переменных и функций содержит систему Максвелла введем форму-
лу вида

Dq =
∂q0
∂x0

− divq⃗ + gradq0 + rotq⃗, (4)

где e⃗i единицы системы кватернионов, отождествленные с единич-
ными базисными векторами декартовой системы координат. В (3)
примем, что все величины χ, ψ зависят только от координат x1, x2,
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x3, x4 = t. χ, ψ векторные кватернионы, то есть χ0 = 0, ψ0 = 0.
Положим

H⃗ =
3∑
i=1

Hie⃗i, E⃗ =
3∑
i=1

Eie⃗i, (5)

где E⃗, H⃗ - напряженности

χ⃗ = E⃗, ψ⃗ = H⃗.

Убеждаемся, что получаем систему Максвелла, причем все совпа-
дает с точностью вплоть до знаков. Потенциалы α, β были введены
в работе [2] и изучены их свойства. Как выражение свойства калиб-
ровочной инвариантности укажем, что α, β определены с точностью
до решения системы (6).

χ = D1α− βD2, ψ = −αD̄2 +D1β, (6)

где α - скалярный кватернион, β - векторный кватернион. Положим
далее

χ =
(
φ+ ∂f

∂t , 0, 0, 0
)
, ψ =

(
0, A⃗+ gradf

)
, (7)

где f - произвольная скалярная функция. Подставим (7) в выраже-
ние для χ, ψ (6), и учтя (4) найдем

E⃗ = −gradφ− dA⃗
dt ,

H⃗ = rotA⃗+ ∂φ
∂t + divA⃗+ ∂2f

∂t2 − divgradψ.

Чтобы выполнить требование - условие Лоренца предположим ψ -
векторный кватернион. Согласно ранее поставленным условиям (4)
кватернионы χ, ψ должны быть векторными. Если для χ = E это вы-
полнено, то для ψ это условие выполняется за счет выбора функции
f .

Литература
1. Гладышев Ю.А. О калибровочных преобразованиях электро-

магнитных потенциалов в кватернионной форме / Ю.А. Глады-
шев // Итоги науки и техники. Современная математика и ее
приложения. Тематические обзоры. — 2021. — Т. 190, С. 50–56.
С. 115–150.

2. Гладышев Ю.А. О введении кватернионных потенциалов обоб-
щенной системы Коши-Римана / Ю.А. Гладышев, Е.А. Лошкаре-
ва // Современные проблемы теории функций и их приложения:
материалы 22-й международной Саратовской зимней школы. — Са-
ратов : Саратовский университет, 2024. — С. 69–72.

92



ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ИНТЕГРАЛОВ
ОТ ПРОИЗВЕДЕНИЙ НЕКОТОРЫХ

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ1

В.А. Горелов (Москва, НИУ «МЭИ»)
gorelov.va@mail.ru

Метод Зигеля-Шидловского (см. [1]), остающийся одним из ос-
новных методов в теории трансцендентных чисел, позволяет уста-
навливать трансцендентность и алгебраическую независимость зна-
чений т.н. Е-функций при алгебраических значениях аргумента.
Для применения этого метода необходимо, чтобы рассматриваемые
Е-функции удовлетворяли системе линейных дифференциальных
уравнений с коэффициентами из C(z) и были алгебраически неза-
висимыми над C(z). К Е-функциям, в частности, относятся гипер-
геометрические Е-функции lφq(ν⃗; λ⃗;αz

q−l), где

lφq(ν⃗; λ⃗; z) = l+1Fq

(
1, ν1, . . . , νl
λ1, . . . , λq

∣∣∣∣z) =

∞∑
n=0

(ν1)n . . . (νl)n
(λ1)n . . . (λq)n

zn,

0 ⩽ l < q, (ν)0 = 1, (ν)n = ν(ν+1) . . . (ν+n−1), ν⃗ = (ν1, . . . , νl) ∈
Ql, λ⃗ ∈ (Q\Z⩽0)

q, α ∈ A, A — множество всех алгебраических чисел.
К настоящему времени с помощью метода Зигеля-Шидловского

получены многочисленные результаты об алгебраической незави-
симости значений обобщённых гипергеометрических функций и
их производных (см., например, [1]). Рассматривались также Е-
функции, являющиеся неопределёнными интегралами от произве-
дений таких функций.

Автором [2] были рассмотрены Е-функции

V (z) = Vλ,α(z) = eαz
∫ z

0

e−αtφλ(t)dt = z +

(
1

λ+ 1
+ α

)
z2

2
+ . . . ,

α ∈ A, λ ∈ Q \ Z<0, удовлетворяющие уравнениям

y′′ + (−α− 1 + λ/z)y′ + (α− λα/z)y = λ/z,

где

φλ(z) = 1 +

∞∑
n=1

zn

(λ+ 1) . . . (λ+ n)
, λ ̸= −1,−2, . . . .

1 Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ (проект № FSWF-2023-
0012).
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В статье [2] доказано, что Е-функции Vλ,α(z) и V ′
λ,α(z) алгебраи-

чески зависимы над C(z) тогда и только тогда, когда λ = 0, α ∈ Q,
либо λ = 1/2, α = 2, либо λ ∈ Z⩾2, α = 1.

В настоящее время автором доказана более общая
Теорема 1. Пусть λi ∈ C \ Z<0, αi ∈ C, ξi ∈ C \ {0}, i =

1, . . . ,m, (λi, αi, ξi) ̸= (λl, αl, ξl) при i ̸= l; µk ∈ C \ Z, γk ∈ C \ {0},
k = 1, . . . , n, µk − µl /∈ Z при γk = γl, k ̸= l; числа β1, . . . , βp,

а также ζ1, . . . , ζq принадлежат C и линейно независимы над Q,
ζ1 ∈ Q, m, q ∈ N, n, p ∈ Z⩾0. Тогда для алгебраической зависимости
2m+ n+ p+ q функций

Vλ1,α1
(ξ1z), V

′
λ1,α1

(ξ1z), . . . , Vλm,αm
(ξmz), V

′
λm,αm

(ξmz),

φµ1
(γ1z), . . . , φµn

(γnz), e
β1z, . . . , eβpz, zζ1 , . . . , zζq ,

над C необходимо и достаточно хотя бы одно из следующих усло-
вий:

1. λi − µj ∈ Z, ξi = γj для некоторых 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n.
2. λi − λl ∈ Z, ξi = ξl, либо λi, λl ∈ Z, ξl ∈ L{ξi, β1, . . . , βp}, для

некоторых 1 ⩽ i < l ⩽ m.
3. λi = 0, ξi ∈ L{ξiαi, β1, . . . , βp}, либо λi ∈ Z⩾1, ξi ∈

L{β1, . . . , βp}, либо λi ∈ Z⩾2, αi = 1, для некоторого 1 ⩽ i ⩽ m.
4. λi ̸= 1, αi = 1 и либо ξi ∈ L{β1, . . . , βp}, либо λl ̸= 1, αl = 1,

ξl ∈ L{ξi, β1, . . . , βp}, для некоторых 1 ⩽ i < l ⩽ m.
5. λi + λl = 1, ξi + ξl = ξiαi = ξlαl для некоторых 1 ⩽ i ⩽ l ⩽ m.
6. λi + λl ∈ Z \ {1}, λi, λl /∈ Z, ξi + ξl = ξiαi = ξlαl и либо

ξi+ξl ∈ L{β1, . . . , βp}, либо
∑r
k=1(1−αi)1−k/(k−λl) = 0 при r > 0

и
∑−r
k=1(1− αi)

1−k/(λi + k − 1) = 0 при r < 0, где r = λi + λl − 1,
для некоторых 1 ⩽ i ⩽ l ⩽ m.

Легко видеть, что при условии 6 (1 − αi) = (1 − αl)
−1, откуда

следует его симметричность по индексам i и l.
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И ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ1

В.А. Горелов (Москва, НИУ «МЭИ»)
gorelov.va@mail.ru

Метод Зигеля-Шидловского (см. [1]), один из основных методов
в теории трансцендентных чисел, позволяет доказывать алгебраиче-
скую независимость значений т.н. Е-функций (подкольца целых ана-
литических функций 1-го порядка) при условии, что они составляют
решение системы линейным дифференциальных уравнений с коэф-
фициентами из C(z) (определение Е-функций см. в [1]). Для приме-
нения этого метода необходимо предварительно выяснять все алгеб-
раические связи рассматриваемых функций над C(z). До недавнего
времени в основном изучались Е-функции, получающиеся из обоб-
щённых гипергеометрических функций с рациональными парамет-
рами путём замены аргумента z на αz при α ∈ A, где A — множество
всех алгебраических чисел. В последнее время автором проводятся
исследования Е-функций, строящихся из гипергеометрических, сте-
пенных и показательных с помощью умножения и интегрирования.

Автором были рассмотрены функции

Vλ,ν,α(z) = νz−νeαz
∫ z

tν−1e−αtφλ(t)dt =

= 1 +

(
α+

ν

λ+ 1

)
z

ν + 1
+ . . . ,

α ∈ C, λ, ν ∈ C \ Z<0, удовлетворяющие уравнениям

y′′ +

(
−α− 1 +

λ+ ν + 1

z

)
y′ +

(
α− ν + (λ+ 1)α

z
+
λν

z2

)
y =

λν

z2
,

где

φλ(z) = 1 +

∞∑
n=1

zn

(λ+ 1) . . . (λ+ n)
, λ ̸= −1,−2, . . . .

Автором доказана
Теорема. Пусть α ∈ C, λ, ν ∈ C \ Z<0. Тогда функция

Vλ,ν,α(z) может быть выражена как многочлен с коэффициентами
из C[z, z−1] от показательных функций и функций вида φλj (αjz)

1 Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда
№ 24-21-00196, https://rscf.ru/project/24-21-00196/
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только в случаях ν = 0; λ ∈ Z⩾0, ν − λ /∈ Z⩽0; ν − λ ∈ N;
α = 1, ν ̸= λ; α = 2, ν − 2λ ∈ Z, ν − λ /∈ Z⩽0. В перечислен-
ных случаях эти выражения имеют вид:

Vλ,0,α(z) = eαz;

V0,ν,α(z) = ezφν((α− 1)z);

Vk,ν,α(z) =
k!(1− α)k

(1− ν)k
ezφν((α− 1)z) + ckφν(αz) + P1,kφk(z) + P0,k,

k ∈ N, ν /∈ {1, . . . , k}, ck ∈ Q(ν, α), P1,k, P0,k ∈ Q(ν, α)[z], P1,k ̸≡ 0;

Vλ,ν,1(z) =
ν

ν − λ
φλ(z)−

λ

ν − λ
φν(z), ν ̸= λ;

Vλ,λ+1,α(z) =
1

1− α
(φλ+1(z)− αφλ+1(αz)), α ̸= 1;

Vλ,λ+k,α(z) = ckφλ+k(αz) +
1

z
P1,kφλ(z) +

1

z
P0,k, α ̸= 1,

k ∈ N, ck ∈ Q(λ, α), P1,k, P0,k ∈ Q(λ, α)[z−1], P1,k ̸≡ 0;

Vλ, 2λ, 2(z) = φ2
λ(z);

Vλ,2λ−k,2(z) =
(k − 2λ)(−z)k

2(−λ)k+1
φ2
λ(z)+P1,kφλ(z)+P2,kφ2λ−k(2z)+P0,k,

k ∈ N, λ /∈ {0, 1, . . . , k}, P1,k, P0,k ∈ Q(λ)[z], P1,k ̸≡ 0, P2,k ∈ Q(λ);

Vλ,2λ+k,2(z) =
(λ+1)k−1(2λ+k)

2zk
φ2
λ(z)+

1
zP1,kφλ(z)+P2,kφ2λ+k(2z)+

1
zP0,k,

k ∈ N, λ ̸= 0, P1,k, P0,k ∈ Q(λ)[z−1], P1,k ̸≡ 0, P2,k ∈ Q(λ).

В настоящее время автором получены также необходимые и до-
статочные условия алгебраической независимости функций Vλ,ν,α(z)
и V ′

λ,ν,α(z) над C(z).
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ОБ ОДНОМ УРАВНЕНИИ ТИПА БРИО-БУКЕ1
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В аналитической теории дифференциальных уравнений класси-
ческой задачей является описание мероморфных решений алгебра-
ических дифференциальных уравнений. К настоящему времени до-
статочно хорошо исследован случай линейных уравнений. Что ка-
сается нелинейных уравнений, то здесь общих результатов имеется
сравнительно немного. Они относятся преимущественно к достаточ-
но узким классам уравнений. Одним из классов алгебраических диф-
ференциальных уравнений, где получен ряд общих результатов, яв-
ляются уравнения типа Брио-Буке. Так называются уравнения вида
P (y, y(n)) = 0, где n ∈ N, а P — многочлен с комплексными коэф-
фициентами. В случае n = 1 исследование мероморфных решений
уравнений такого типа начато в работах Ш. Брио, Ж. К. Буке и
Ш. Эрмита, которые показали, что все эти решения лежат в клас-
сеW , состоящем из рациональных функций, рациональных функций
от некоторой экспоненциальной функции и эллиптических функций.
Позже Э. Пикар доказал, что такое же утверждение справедливо и
в случае n = 2.

После этого возникла гипотеза о том, что у любого уравнения
вида P (y, y(n)) = 0 (при некоторых ограничениях на многочлен P )
все мероморфные решения лежат в W . Над доказательством этой
гипотезы работали Э. Хилле, Р. Кауфман, С. Бэнк, А. Ерёменко, Л.
Лиао, Т. Нг, А. Янченко и другие математики. К настоящему вре-
мени гипотеза доказана для мероморфных решений, имеющих хотя
бы один полюс, и для целых решений уравнений, где главная часть
многочлена P не имеет кратных корней (см. [1], [2]), но эти общие
результаты не позволяют описать, например, все мероморфные ре-
шения уравнения

y(4) = y5 (1)

(такая задача была поставлена в [3]). Авторы приводят методы и
приёмы, позволяющие находить все мероморфные решения этого
уравнения и аналогичных ему. А именно, доказана

Теорема. Любое ненулевое мероморфное решение уравнения (1)
имеет вид

y =
4
√
24

z − a
,

где a ∈ C.
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ЗАДАЧА ХОДЖА-ГЕЛЬМГОЛЬЦА
А.В. Горшков (Москва, МГУ, мех.-мат.)

alexey.gorshkov.msu@gmail.com

Задачей Ходжа-Гельмгольца называется задача восстановления
соленоидального векторного поля по вихревой функции. Рассмотрим
внешнюю область Ω ⊂ R2, которая является дополнением односвяз-
ной области с кусочно-гладкой границей. С условием прилипания и
заданным потоком на бесконечности внешняя задача имеет вид

div v(x) = 0, (1)

curl v(x) = w(x), (2)

v(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (3)

v(x) → (v∞, 0), |x| → ∞. (4)

Здесь v = (v1, v2) - двумерное векторное поле, curl v(x) = ∂x1
v2 −

∂x2
v1.
С условием прилипания эта задача вообще говоря не разреши-

ма. Для её разрешимости требуется ряд дополнительных условий на
вихревую функцию.

В работе Квартапэлли, Уальс-Гриза[1] выведены проекционные
условия на вихревую функцию, заключающиеся в ортогональности
ротора гармоническим функциям. Векторное поле представляется
как орто-градиент v = ∇⊥ψ функции тока ψ, где ∇⊥

x = (−∂x2
, ∂x1

).
Тогда в ограниченных областях с нулевыми граничными услови-

ями ψ(x) = ∂ψ(x)
∂n = 0, x ∈ ∂Ω из соотношения ∆ψ = curlv согласно

формуле Грина следует ортогональность curlv гармоническим функ-
циям. Это и есть условие прилипания, выраженное в терминах толь-
ко вихревой функции.

© Горшков А.В., 2024
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Оказывается, этот принцип ортогональности может быть распро-
странен на внешние области[2]. Аналогичное условие ортогонально-
сти для внешних областей имеет следующий вид:

1

2π

∫
Ω

w(x)

Φ(z)k
dx =

{
0, k ∈ N ∪ {0}, k ̸= 1,

iv∞, k = 1.
(5)

Здесь Φ — это отображение Римана области Ω на внешность круга
Br0 радиуса r0, которое стремится к единичному при z → ∞:

Φ(z) = z +O(1/z).

Для функции ротора будем рассматривать весовое пространство

L2,N (Ω) = {f(x) : ∥f(·)∥2L2,N (Ω) =

∫
Ω

|f(x)|2(1 + |x|2)Ndx <∞}.

Теорема 1. Если w ∈ L2,N (Ω) сN > 1 удовлетворяет (5), то тогда
существует единственное решение задачи (1)-(4), удовлетворяющее
оценке

∥v(·)− v∞∥H1(Ω) ⩽ C∥w∥L2,N (Ω).

Как было показано Финном[4], для стационарных течений вели-
чина v(·)− v∞ имеет бесконечную L2 норму. Однако из (5) следует,
что среднее ротора равняется нулю, и, следовательно, согласно фор-
муле Стокса, отсутствует циркуляция на бесконечности, и энергия
становится конечной.

Условие ортогональности (5) позволяет найти граничное усло-
вие для ротора curl v(t, x) нестационарной системы Стокса. Пусть
w(t, x) = curl v(t,Φ−1(x)) есть вихревая функция потока Стокса, за-
данная во внешности круга. Для нее граничное условие прилипание
в терминах коэффициентов Фурье wk будет иметь вид

r0
∂wk(t, r)

∂r

∣∣∣
r=r0

+ |k|wk(t, r0) = 0, k ∈ Z.

Используя эти граничные условия в работе автора [2] была найдена
явная формула решения системы Стокса обтекания кругового ци-
линдра в вихревой форме. В работе [3] найдено схожее граничное
условие для ротора, соответствующее условию прилипания, для си-
стемы Навье-Стокса.
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РЕАЛИЗАЦИЯ ПРОГРАММ СПО В РАМКАХ ВУЗА.
ПРОБЛЕМЫ И ПЕРСПЕКТИВЫ

М.Б. Давыдова (Воронеж, ВГУ)
mbd@vsu.ru

Математический факультет Воронежского госуниверситета уже
более 15 лет осуществляет подготовку специалистов среднего зве-
на по специальностям «Экономика и бухгалтерский учет (по отрас-
лям)», «Программирование в КС». В соответствии с перечнем «то-
повых» профессий и специальностей СПО, в 2021 году начато обу-
чение по образовательной программе «Информационные системы и
программирование» (09.02.07).

Растет востребованность программ СПО, как в целом во всех
субъектах РФ [1], так и на программах СПО математического фа-
культета ВГУ. Происходит ежегодное увеличение контингента, а в
2023 году набор на первый курс вырос на 50% и 150% соответствен-
но на программы экономической и IT направленности. Следует так-
же отметить, что если в первое десятилетие реализации наших про-
грамм абитуриенты СПО традиционно имели очень низкий уровень
школьной подготовки, то сейчас на программы приходят достаточ-
но мотивированные выпускники, в том числе с хорошими базовыми
знаниями.

Важная особенность реализации программ СПО в вузе: посту-
пая на программы среднего профессионального образования, обу-
чающиеся сразу окунаются в атмосферу вуза и используют все его
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возможности наравне с обучающимися по программам высшего об-
разования. Относится это и профориентационным программам ву-
за, и, в частности, к программам стажировок от крупных компаний
региона. Для вуза реализация программ СПО дает возможность по-
полнять контингент студентов молодежью, которая, по сравнению с
выпускниками школ, имеет более высокий уровень мотивации про-
фессионального выбора, лучше ориентирована в отношении буду-
щей специальности высшего образования. На основании мониторин-
га трудоустройства выпускников СПО, более 25% из них продолжа-
ют обучение в университете.

Одним из важных преимуществ программ СПО является
практико-ориентированный подход в обучении. Сегодня отечествен-
ное среднее профессиональное образование активно преобразуется:
происходит переход на стандарты WorldSkills и демонстрационный
экзамен, вместо привычного диплома планируется внедрение «циф-
рового паспорта компетенций» Стартовал масштабный проект «Про-
фессионалитет», который ориентирован на интеграцию образова-
тельных учреждений СПО и организаций реального сектора эконо-
мики. Требуется включение и наших программ в данный проект, что
позволит внести больше прикладного аспекта и в программы ВО.

Отмечу некоторые особенности реализации программ СПО
в вузе:

• из-за роста числа обучающихся требуется расширение
материально-технической базы, увеличение числа лаборато-
рий, аудиторий;

• существуют проблемы с организацией практики в крупных
компаниях, которые, во-первых, более заинтересованы в обу-
чающихся по программам ВО, во-вторых, предпочитают брать
студентов на длительные стажировки (за рамками сроков прак-
тики);

• нехватка кадровых ресурсов.

Все эти проблемы отражены в обзоре [1], в других источ-
никах. Пожалуй, главная проблема вуза – нехватка педагогов-
специалистов, ведущих предметы профессионального цикла. Опла-
та труда (стоимость часа) по программам СПО ниже, чем на ВО,
поэтому привлечь хорошего специалиста к преподаванию довольно
затруднительно. Если педагог и получает высокую зарплату, то она
достигается за счет высокой интенсификации труда преподавателей.
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Привлечение штатных сотрудников ППС вуза, обеспечивающих ре-
ализацию программ ВО, также затруднительно, ввиду как их загру-
женности, так и низкой почасовой оплаты, разделения фондов опла-
ты труда работников ВО и СПО. Преподавателями СПО зачастую
являются молодые выпускники факультета, использующие препода-
вание здесь, как некий трамплин к преподаванию дисциплин ВО. Ча-
стично проблема соответствия квалификации преподавателей СПО
решается за счет программ повышения квалификации.

В связи с этим наиболее перспективные направления развития
СПО в вузе:

• реализация программ с использованием сетевой формы с ор-
ганизациями, предоставляющими материально-технические и
иные ресурсы, что обеспечит и прикладной характер подготов-
ки, и близость содержания программ к реалиям производствен-
ного процесса;

• внедрение современных методик преподавания по общеобразо-
вательным (обязательным) дисциплинам, содержание которых
уже на первом этапе обучения должно учитывать профиль про-
фессиональных программ;

• увеличение спектра массовых стажировок преподавателей на
предприятиях для знакомства с новыми технологиями и тре-
бованиями к выпускникам, предъявляемыми работодателями;

• развитие дополнительного профессионального обучения как
системы непрерывного образования педагогических работни-
ков, которые должны не только владеть новым содержанием
образования СПО, но и уметь проектировать образовательную
среду и организовывать взаимодействие между всеми участни-
ками образовательного процесса в условиях быстрого измене-
ния требований к квалификации работников новых отраслей.
А также учитывать особенности неформального образования,
опирающегося, в первую очередь, на открытые образователь-
ные ресурсы, наставничество, обмен опытом, саморазвитие;

• обеспечение постоянной обратной связи в области оценки ка-
чества образования, удовлетворенности участников образова-
тельного процесса:

• модернизация и оптимизация образовательных программ
СПО.
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Для повышения эффективности вузовского сектора CПO необхо-
димо предусмотреть и законодательно урегулировать возможность
профессионального становления специалиста в системе «школа –
CПO – ВО», а также единые межуровневые компетенции для данно-
го взаимодействия. Желательно упрощение нормативно-правового
регулирования системы СПО: внедрение системы лицензирования
и аккредитации подразделений СПО вузов на уровне региона, что
позволит более гибко и оперативно реагировать на изменения реги-
онального рынка труда.
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НЕКОТОРЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ПЯТОГО ПОРЯДКА
В.В. Дайняк, К.В. Латушкин (Минск, БГУ)

dvv162@tut.by, lat.kostyal90@gmail.com

Относительно функции u : x → u (x) ∈ R независимых перемен-
ных (x0, x1) ∈ Ω ⊂ R2 рассматривается дифференциальное уравне-
ние

Lu =
∂5u

∂x50
+ a

∂5u

∂x40∂x1
+ b

∂5u

∂x30∂x
2
1

+ c
∂5u

∂x20∂x
3
1

+

+d
∂5u

∂x0∂x41
+ e

∂5u

∂x51
+ L1 (u,D) = f (x) ,

L1(x,D)u =

1∑
i,j=0

pij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

1∑
i=0

pi(x)
∂u

∂xi
− λ (x)u. (1)

Здесь a, b, c, d, e — постоянные, коэффициенты полинома
L1(x,D) и их производные ∂pi

∂xi
, ∂pij
∂xj

, ∂2pij
∂xi∂xj

измеримы и ограниче-
ны, множество Ω — произвольная ограниченая область 2-х мерного
евклидова пространства x с кусочно-гладкой границей ∂Ω.

© Дайняк В.В., Латушкин К.В., 2024
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Обозначим через n = (n0, n1) единичный вектор внешней норма-
ли к поверхности ∂Ω. Пусть L0 (n) = n50 + an40n1 + bnu30n

2
1 + cn20n

3
1 +

dn0n
4
1+en

5
1. Рассматривается уравнение (1) в области Ω относитель-

но функции u (x), которая удовлетворяет однородным граничным
условиям:

u|∂Ω =
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂2u

∂n2

∣∣∣∣
∂Ω−

= 0, (2)

где ∂Ω− — часть границы ∂Ω, в точках которой L0 (n) < 0.
Аналогичные задачи для уравнений 3-го порядка рассматрива-

лись в работах [1]-[3].
Для исследования на разрешимость задачи (1), (2) вводятся

пространство H2
гр (Ω) — подпространство пространства Соболева

H2 (Ω), элементы которого удовлетворяют условию (2), и простран-
ство H−2

гр — сопряженное пространство по отношению к простран-
ству H2

гр (Ω). Строится расширение L оператора L из пространства
H2

гр (Ω) в H−2
гр . Обобщенным решением задачи (1)-(2) назовем реше-

ние операторного уравнения

Lu = f, u ∈ D (L) , f ∈ H−2
гр .

Условие 1. Пусть выполнено одно из условий:
a) Если d > 0, то 5c2 + 4a2d < 15bd;
b) Если a < 0, c < 0 и e < 0, то 4ad2 + 5b2e− 15ace > 0;
c) Если a > 0, c > 0 и e > 0, то 4ad2 + 5b2e− 15ace < 0;
d) Если a = 0, b = 0, то 4d2 − 15ce < 0.
Условие 2. Коэффициенты pij (x), pi (x) и λ (x) полинома

L1(x,D) таковы, что

p00 (x) ⩽ 0, p11 (x) ⩽ 0, p00 (x) p11 (x)− p210 (x) ⩾ 0,

1

2

1∑
i=0

∂pi (x)

∂xi
+ λ (x) < 0

для всех x ∈ Ω.
Теорема 1. При выполнении условий 1 и 2 для любого u из

H2
гр (Ω) справедливо энергетическое неравенство

∥u∥H2
гр(Ω) ⩽ c∥Lu∥H−2

гр
,

где постоянная c > 0 не зависит от функции u.
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Теорема 2. При выполнении условий 1 и 2 для любого f ∈ H−2
гр

существует и единственно обобщенное решение u ∈ H2
гр (Ω) задачи

(1), (2) и справедлива оценка

∥u∥H2
гр(Ω) ⩽ c∥f∥H−2

гр
.
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РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
2-ГО ПОРЯДКА СПЕЦИАЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ1

А.Л. Джабраилов
(Грозный, ФГБОУ ВО «ЧГУ им. А.А. Кадырова»)

ahmed_0065@mail.ru

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

[y′ + P1 (x) y]
′
+ P2 (x) [y

′ + P1 (x) y] = f (x, y, y′) . (1)

Функция f (x, y, y′) непрерывна для всех переменных в преде-
лах данной области D :

{
x ∈ [a, b] ,

∣∣y(i)∣∣ ⩽ di, i = 0, 1
}
, d0, d1 — дан-

ные числа. Функция P1 (x) < 0 непрерывна при x ∈ (a, b], при x = a
обладает сингулярностью в смысле работ [1, 2], другими словами,

lim
x→a

b∫
x

P1 (s) ds = −∞. (2)

1 Работа выполнена в рамках гос.задания Минобрнауки РФ (FEGS-2020-
0001).

© Джабраилов А.Л., 2024
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Функция P2 (x) > 0 непрерывна при x ∈ [a, b), при x = b сингулярна
и

lim
x→b

x∫
a

P2 (s) ds = +∞. (3)

При этом можно допустить, что в заданной области D :

|f (x, y, y′)| ⩽ ψ (x) , (4)

где ψ (x) — непрерывная функция на [a, b].
Если в lim

x→a
φ1 (x) = |C1| , lim

x→b
φ2 (x) = |C2| положить c1 = 0, c2 =

0 и считать, что
lim
x→a

P1 (x)φ2 (x) = 0, (5)

получаем равенства

lim
x→a

φ2 (x) = 0, lim
x→b

φ2 (x) = 0, lim
x→a

φ3 (x) = 0, lim
x→b

φ3 (x) = 0. (6)

Предположим, что

max
a⩽x⩽b

φ2 (x) ⩽ d0, max
a⩽x⩽b

φ3 (x) ⩽ d1. (7)

Обозначим через T множество функций, которые непрерывно
дифференцируемы на данном интервале [a, b] функций y (x), что

|y (x)| ⩽ φ2 (x) , |y′ (x)| ⩽ φ3 (x) , (8)

и для любого δ > 0 существует такое число Nδ > 0,что при x1, x2 ∈
[a+ δ, b] выполняется неравенство

|y (x1)− y (x2)| ⩽ Nδ |x1 − x2| , (9)

а при x1, x2 ∈ [a, b− δ] выполняется неравенство

|y′ (x1)− y′ (x2)| ⩽ Nδ |x1 − x2| . (10)

В силу неравенств (7), (8) оператор A определен на T . В работах
[1, 2], доказано, что оператор A преобразует T в себя, если предпо-
ложить также выполнение неравенства

|P1 (x1)φ2 (x1)− P1 (x2)φ2 (x2)| ⩽ Nδ
∗ |x1 − x2| (11)

при x1, x2 ∈ [a, b− δ] и некоторого числа Nδ∗.
106



С учетом неравенств (7) и (8), а также равенств (6), то очевидно,
что

y (a) = 0, y (b) = 0, y′ (a) = 0, y′ (b) = 0, (12)

иными словами, уравнение (1) в области D (см. (7)) имеет решение
y (x) соответствующее заданным граничным условиям (12).

Теорема 1. Пусть функции P1 (x) , P2 (x) , f (x, y, y′) удо-
влетворяют условиям (2), (3), (4), (5), (7) и (11), где φ1 (x) =
x∫
a

e
−

x∫
t

P2(s)ds
ψ (t) dt, φ2 (x) =

b∫
x

e
−

x∫
t

P1(s)ds
φ1 (t) dt, тогда задача (1)

с граничными условиями (12) имеет по крайней мере одно решение.
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ВЫСОКОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ УСРЕДНЕНИЕ
МНОГОМЕРНОГО НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ

ШРЁДИНГЕРА1

М.А. Дородный (Санкт-Петербург, СПбГУ)
mdorodni@yandex.ru

Пусть Γ — решётка в Rd, Ω — ячейка решётки Γ. Для Γ-пе-
риодических функций обозначаем F ε(x) := F (ε−1x), ε > 0 — (ма-
лый) параметр. В L2(Rd) рассматривается дифференциальный опе-
ратор (ДО), порождённый выражением

Aε = −div gε(x)∇+ ε−2V ε(x).

Здесь g(x) — Γ-периодическая положительно определённая и огра-
ниченная (d× d)-матрица-функция с вещественными элементами,
потенциал V (x) — Γ-периодическая вещественнозначная функция,
V ∈ Lρ(Ω) с подходящим ρ (и предполагается, что inf specA1 = 0).

1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния Российской Федерации, соглашение № 075-15-2022-287, и конкурса «Молодая
математика России».

© Дородный М.А., 2024
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Пусть (k◦, λ0) — произвольная точка дисперсионного соотноше-
ния оператора A1, и пусть {ei⟨k◦,x⟩ςj(k

◦,x)}pj=1 — отвечающие ей бло-
ховские волны; мы считаем, что

(
ςj(k

◦, ·), ςk(k◦, ·)
)
L2(Ω)

= δjk. Нас
интересует поведение при ε → 0 решений uj,ε(x, τ), x ∈ Rd, τ ∈ R,
j = 1, . . . , p, следующих задач Коши для нестационарного уравнения
Шрёдингера{
i
∂uj,ε(x, τ)

∂τ
= (Aεuj,ε)(x, τ), uj,ε(x, 0) = eiε

−1⟨k◦,x⟩ςεj (x)fj(x),

где fj(x) — заданные функции, ςεj (x) := ςj(k
◦, ε−1x). Основной ре-

зультат работы — оценки

∥uj,ε(·, τ)− ueffj,ε(·, τ)∥L2(Rd) ⩽ C(1 + |τ |)ε∥fj∥H3(Rd), j = 1, . . . , p,

где

ueffj,ε(x, τ) = eiε
−1⟨k◦,x⟩

p∑
l=1

ςεl (x)v
eff
jl,ε(x, τ)

и veff
j,ε(x, τ) = (veffj1,ε(x, τ), . . . , v

eff
jp,ε(x, τ))

t — решение «эффективной»
системы{

i
∂veff

j,ε(x, τ)

∂τ
= (Aeff

ε veff
j,ε)(x, τ), veff

j,ε(x, 0) = fj(x)ej .

Здесь ej — элемент стандартного базиса в Cp, Aeff
ε — эффективный

оператор, действующий в L2(Rd;Cp):

Aeff
ε =

A
eff,11
ε · · · Aeff,1p

ε
...

. . .
...

Aeff,p1
ε · · · Aeff,pp

ε

 ,

Aeff,ls
ε := ε−2λ0I − iε−1

〈
g1,ls,∇

〉
− div g2,ls∇,

c постоянными коэффициентами g1,ls и g2,ls, для которых описана
процедура построения. Результаты опубликованы в [1].
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СИСТЕМНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ПУАНКАРЕ И ЗАДАЧА
НЕЙМАНА1

Ю.А. Дубинский, П.В. Зубков (Москва, НИУ МЭИ)
DubinskiiJuA@mpei.ru, ZubkovPV@mpei.ru

Пусть G ⊂ R3 – ограниченная область с границей, удовлетво-
ряющей условию Липшица. Обозначим через W⃗ 1

2 (G) пространство
Соболева вектор-функций u⃗(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)), x ∈ G, то
есть W⃗ 1

2 (G) =
{
u⃗ ∈ L⃗2(G) : ∇uj ∈ L⃗2(G), j = 1, 2, 3

}
. Далее пусть

Φ⃗(x) = (Φ1(x),Φ2(x),Φ3(x)) – некоторое нормированное поле в об-
ласти G, то есть почти всюду

∣∣∣Φ⃗(x)∣∣∣ = 1. Тогда каждая вектор-
функция u⃗(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)) почти всюду в G представ-
ляется в виде ортогональной суммы u⃗(x) = u⃗Φ−ort(x) + u⃗Φ−col(x),
где u⃗Φ−ort(x) =

[
Φ⃗(x),

[
u⃗(x), Φ⃗(x)

]]
— составляющая, ортогональ-

ная вектору Φ⃗(x), а u⃗Φ−col(x) =
(
u⃗(x), Φ⃗(x)

)
Φ⃗(x) — составляющая,

коллинеарная вектору Φ⃗(x).
Справедливы два вида неравенств типа неравенства Пуанкаре.
Лемма. Если система Φ1(x), Φ2(x), Φ3(x) линейно независима

в пространстве L2(G), то∫
G

|u⃗|2 dx ⩽M

(∫
G

|∇u⃗|2 dx+

∣∣∣∣∫
G

(
u⃗, Φ⃗

)
Φ⃗dx

∣∣∣∣2
)
, ∀u⃗ ∈ W⃗ 1

2 (G).

Если же система Φ1(x),Φ2(x),Φ3(x) ∈ L2(G) и при этом матрица
Грама системы не содержит в своём спектре число λ = mes G, то∫

G

|u⃗|2 dx ⩽M

(∫
G

|∇u⃗|2 dx+

∣∣∣∣∫
G

[
Φ⃗,
[
u⃗, Φ⃗

]]
dx

∣∣∣∣2
)
,∀u⃗ ∈ W⃗ 1

2 (G).

Здесь M > 0 — постоянная, независящая от u⃗.
Введём подпространства

W⃗ 1
2,Φ−ort(G) =

{
u⃗ ∈ W⃗ 1

2 (G) :

∫
G

(
u⃗, Φ⃗

)
Φ⃗dx = 0⃗

}
,

W⃗ 1
2,Φ−col(G) =

{
u⃗ ∈ W⃗ 1

2 (G) :

∫
G

[
Φ⃗,
[
u⃗, Φ⃗

]]
dx = 0⃗

}
.

1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания РФ (проект FSWF-2023-0012).
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109



Используя полученные системные неравенства Пуанкаре, дока-
зываются следующие теоремы для задачи Неймана

−∆u⃗0(x) = h⃗(x), x ∈ G,

∂u⃗0
∂n⃗

∣∣∣∣
Γ

= 0.

Теорема 1. Для любой системы Φ1(x), Φ2(x), Φ3(x) линей-
но независимой в смысле L2(G), и любого функционала h⃗ ∈(
W⃗ 1

2 (G)
)∗

, удовлетворяющего условию
(
h⃗, c⃗
)

= 0 для любой
вектор-постоянной c⃗ = (c1, c2, c3), существует единственное сла-
бое решение задачи Неймана u⃗0 ∈ W⃗ 1

2,Φ−ort(G). Любое другое ре-
шение из пространства W⃗ 1

2 (G) отличается от u⃗0 на аддитивную
вектор-постоянную.

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
1) матрица Грама системы Φ1(x) ∈ L2(G), Φ2(x) ∈ L2(G),

Φ3(x) ∈ L2(G) не содержит в своём спектре число λ = mes G;

2) функционал h⃗ ∈
(
W⃗ 1

2 (G)
)∗

”ортогонален” R⃗3, то есть для

любой вектор-постоянной c⃗ = (c1, c2, c3)
(
h⃗, c⃗
)
= 0.

Тогда существует единственное слабое решение u⃗0 ∈
W⃗ 1

2,Φ−col(G) задачи Неймана. Любое другое решение из про-
странства W⃗ 1

2 (G) отличается от u⃗0 на аддитивную вектор-
постоянную.
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ОБРАТНЫЕ МЕРЫ КАРЛЕСОНА
В ЕДИНИЧНОМ ШАРЕ

Е.С. Дубцов (Санкт-Петербург, ПОМИ РАН)
dubtsov@pdmi.ras.ru
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Пусть Hp = Hp(Bd) обозначает пространство Харди в открытом
единичном шаре Bd из Cd, d ⩾ 1. Рассмотрим множества

Q = Q(ζ, δ) = {ξ ∈ ∂Bd : |1− ⟨ζ, ξ⟩| ⩽ δ}, ζ ∈ ∂Bd, δ > 0.

Отметим, что Q — это замкнутый шар относительно неизотропной
метрики ρ(ζ, ξ) = |1− ⟨ζ, ξ⟩| 12 , ζ, ξ ∈ ∂Bd.

Пусть M(Bd) обозначает множество всех конечных положитель-
ных борелевские мер, заданных на замкнутом шаре Bd. Для µ ∈
M(Bd) теорема о классических мерах Карлесона гарантирует, что
оценка

∥f∥Lp(Bd,µ)
⩽ C∥f∥Hp , f ∈ Hp,

эквивалентна следующему условию: µ(SQ) ⩽ Cσ(Q) для всех неизо-
тропных шаров Q ⊂ ∂Bd, где C > 0 обозначает константу, значение
которой может изменяться от строки к строке, σ = σd — нормиро-
ванная мера Лебега на единичной сфере ∂Bd и

SQ =

{
z ∈ Bd : 1− σ(Q) ⩽ |z| ⩽ 1,

z

|z|
∈ Q

}
.

Первый результат — это описание мер, которые принято называть
обратными мерами Карлесона для Hp. Для d = 1 такое описание
было получено ранее в работе [1]; см. также [2].

Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞ и µ ∈ M(Bd), d ⩾ 1. Тогда пере-
численные ниже утверждения равносильны.

(i) Существует константа c > 0 такая, что∫
Bd

|f |p dµ ⩾ c∥f∥pHp для всех f ∈ C(Bd) ∩Hp.

(ii) Существует константа c > 0 такая, что µ(SQ) ⩾ cσ(Q)
для всех неизотропных шаров Q ⊂ ∂Bd.

(iii) Существует константа c > 0 такая, что µ(Q) ⩾ cσ(Q)
для всех неизотропных шаров Q ⊂ ∂Bd.

Далее, рассмотрим голоморфную функцию b : Bd → B1. Непо-
средственная проверка показывает, что функция

Kb(z, w) = 1− b(z)b(w)

(1− ⟨z, w⟩)d
, z, w ∈ Bd,

имеет все свойства воспроизводящего ядра. Обладающее воспроиз-
водящим ядром Kb(z, w) гильбертово пространство H(b) ⊂ H2 назы-
вается пространством де Бранжа–Ровняка.
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Мера µ ∈M(Bd) называется обратной мерой Карлесона для про-
странства H(b), если

∥f∥H(b) ⩽ C||f∥L2(Bd,µ)

для всех функций f ∈ H(b), которые имеют радиальные пределы
µ-почти везде на сфере ∂Bd.

Теорема 2. Пусть µ ∈M(Bd) и голоморфная функция b : Bd →
B1 имеет радиальные пределы µ-почти везде на сфере ∂Bd. Поло-
жим

g =
dµ|∂Bd

dσd
.

Предположим, что µ является обратной мерой Карлесона для про-
странства H(b). Тогда 1− |b(ζ)|2 ⩽ C(1− |b(ζ)|2)2g(ζ) для σd-почти
всех точек ζ ∈ ∂Bd и константы C > 0.

Доказательства и приложения теорем 1 и 2 приведены в работе
автора [3].
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ГЛАДКОСТЬ ПОТЕНЦИАЛА ДВОЙНОГО СЛОЯ
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ ВТОРОГО
ПОРЯДКА В ПРОСТРАНСТВАХ ЗИГМУНДА
А.Ю. Егорова (Рязань, РГУ имени С. А. Есенина)

an_batseva@mail.ru

Разрешимость начально-краевых задач для параболических си-
стем в анизотропных пространствах Гёльдера Cl,α

(
Ω̄
)
, l ⩾ 2,

0 < α < 1, хорошо известна [1, гл. 4]. В классе C1,0
(
Ω̄
)

разреши-
мость первой и второй начально-краевых задач для неоднородных

© Егорова А.Ю., 2024
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параболических по Петровскому систем второго порядка с коэффи-
циентами, удовлетворяющими условию Дини, и ненулевым началь-
ным условием в ограниченных плоских областях с границами из про-
странства H1/2+ω установлена в [2].

В настоящей работе исследуются свойства векторного потенци-
ала двойного слоя для параболической системы второго порядка в
анизотропных пространствах Зигмунда Hl

(
Ω̄
)
, которые являются

аналогом пространств Cl,α
(
Ω̄
)

для α = 0. Также рассматривается
гладкость потенциала двойного слоя в весовых пространствах Зиг-
мунда H(−l)

m

(
Ω̄
)
, определение которых приведено в [3]. Определение

пространств Зигмунда получается из определения соответствующих
пространств Липшица путем замены в нормах разностей первого по-
рядка на вторую. Полученные свойства потенциала двойного слоя
используются для исследования свойств решений модельной первой
краевой задачи в пространствах Зигмунда.

В полуполосе D+ = D∩{x > 0}, где D = R× (0;T ), 0 < T <∞, с
«боковой» границей Σ = D̄∩{x = 0} рассмотрим модельную первую
краевую задачу для параболической по Петровскому системы вто-
рого порядка

Lu ≡ ∂tu−A∂2xu = 0, u|t=0 = 0, u|Σ = φ, (1)

где u = (u1, ..., um), φ = (φ1, ..., φm),m ∈ N; A = ||aij ||mi,j=1 — матрица
размерности m×m с вещественными элементами.

Векторный потенциал двойного слоя с плотностью φ имеет вид:

Wφ(x, t) = −
∫
Σ

∂xZ(x, t− τ)φ(τ)dτ, (2)

где Z(x, t− τ) — фундаментальная матрица решений системы (1).
Теорема 1. Пусть m и l — целые числа, причем m ⩾ l ⩾ 0. Тогда

отображение W : φ → Wφ является ограниченным оператором из
пространства Hl

◦
(Σ) в H(−l)

m (D+) и из Hl
◦
(Σ) в Hl

◦
(D̄+).

Решение первой краевой задачи системы (1) выражается явно че-
рез потенциал двойного слоя: u = 2W [Aφ](x, t). Используя это пред-
ставление, получаем, что справедлива

Теорема 2. Пусть l ∈ N и φ ∈ Hl
◦
(Σ). Тогда решение u пер-

вой краевой задачи (1) принадлежит классу Hl
◦
(D̄+) и весовым про-

странствам H
(−l)
m (D+) для целых m ⩾ l, кроме того, справедливы
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оценки

||u||l,D+
⩽ C(l)||φ||l,Σ, |u|(−l)m,D+

⩽ C(l,m)||φ||l,Σ.
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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕНИЕМ НЕЦЕЛОГО
ПОРЯДКА МЕНЬШЕ ЕДИНИЦЫ

Д.П. Емельянов (Москва, МГУ)
emelianov@cs.msu.ru

Рассматривается следующая задача Дирихле для вырождающе-
гося эллиптического уравнения в прямоугольнике D = {(x, y) : 0 <
x < 1, 0 < y < b}:{

u′′xx + ymu′′yy + c(y)u′y − a(y)u = f(x, y), (x, y) ∈ D,

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂D.
(1)

Считаем, что a(y), c(y) и f(x, y) — некоторые аналитические
функции переменного y в комплексной области G такой, что [0, b] ⊂
G. Кроме того, a(y) ⩾ 0 при y ∈ [0, b] и c(0) = 0. Мы предполагаем,
что порядок вырождения m уравнения (1) принадлежит интервалу
(0, 1).

Теорема 1. Пусть правая часть f(x, y) задачи (1) аналитична в
области G как функция переменного y при каждом фиксированном
x ∈ [0, 1], имеет вторую непрерывную производную по y в D̄, при
каждом фиксированном y ∈ (0, b) принадлежит классу Гёльдера как
функция переменного x.

© Емельянов Д.П., 2024
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Тогда существует решение задачи (1) в классе C(D̄) ∩ C2(D),
представимое в виде следующего ряда:

+∞∑
k=1

ηk(y) · sinπkx, (x, y) ∈ D̄,

который сходится абсолютно и равномерно в D̄, допускает дву-
кратное почленное дифференцирование по x и по y внутри D,
ηk(y) ∈ A(G \ {0}).

Если m ̸∈ Q, то функции ηk(y) в достаточно малой окрестно-
сти U точки y = 0 представимы в виде

ηk(y) = ψk,0(y) +

+∞∑
n=1

yn(2−m) · ψk,n(y), y ∈ U ⊂ G,

ряд сходится в A(U \ {0}). Если же m = p/q ∈ Q, то

ηk(y) = ψk,0(y) +

q−1∑
n=1

yn/q · ψk,n(y) + ln y · ψk,q(y), y ∈ U ⊂ G,

ряд сходится в A(U \ {0}). Функции ψk,n(y) аналитичны в U ,
ψk,0(0) = 0.
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О ФУНКЦИОНИРОВАНИИ РЕСУРСНЫХ СЕТЕЙ
Я.М. Ерусалимский (Ростов-на-Дону, ЮФУ)

ymerusalimskiy@sfedu.ru

Доклад посвящен расширению понятия ресурсная сеть, введенно-
му в рассмотрение и изученному О.П. Кузнецовым и Л.Ю. Жиляко-
вой (см. [1)]. Фактически, речь пойдет об общем определении ресурс-
ной сети, при котором ресурсные сети, рассмотренные О.П. Кузне-
цовым и Л.Ю. Жиляковой, будут частным случаем общего понятия
ресурсная сеть.

Определение 1. Ресурсной сетью G(X,U, f, ρ, pr) будем назы-
вать конечный, связный ориентированный граф без петель (здесь
X — множество вершин сети, U — множество дуг сети, f :U→
X×X — отображение инцидентности, ρ : U →R+ = (0;+∞) —
отображение, задающее пропускные способности дуг сети,
pr : U → N — отображение приоритетности (считается, что
чем меньше значение pr(u) на дуге u ∈ U , тем приоритет этой
дуги выше), с заданными правилами функционирования ресурсной
сети.

Определение 2.(Правила функционирования ресурсной сети.)
Функционирование ресурсной сети G(X,U, f, ρ, pr) происходит в
дискретном времени Z+, т.е. на множестве неотрицательных це-
лых чисел. Множество Z+ представим в виде объединения двух
множеств Z+чет — неотрицательных целых чисел кратных двум
и Z+нечет — множества нечетных чисел.

Функционирование ресурсной сети определяется двумя ре-
курсивными функциями: q(x, t) — определенной на множестве
X × Z+чет, называемой распределением ресурса в вершинах сети,
и φ(u, t) — определенной на множестве U × Z+нечет, называемой по-
током ресурса на дугах сети.

Эти функции определены следующими пунктами a)–в).
а) Задается начальное распределение ресурса в вершинах сети,

т.е. значения функции q(x, 0) большие либо равные чем ноль на мно-
жестве X.

б) Каждое из множеств U+(x) представим в виде объединения
попарно непересекающихся подмножеств (U+(x))i, i = 1, 2, . . . kx, от-
неся ко множеству (U+(x))1 все дуги из U+(x), имеющие наивыс-
ший приоритет, ко множеству (U+(x))2 все дуги из U+(x), имеющие
следующее возможное значение приоритета и т.д. Для каждого из
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множеств (U+(x))i определим величину (W (x))i =
∑
u∈(U+(x))i)

ρ(x).
Значения потоковой функции φ(u, t) в момент времени t = 2n+1 на
множестве U(+x) определяются индуктивно по множествам (U+(x))i
в соответствии со следующим алгоритмом:

1. Полагаем S = q(x, 2n). Если S ⩽ (W (x))1, то φ(u, 2n + 1) =
ρ(u)∑

v∈(U+(x))1
ρ(v)

· q(x, 2n), а поток на дугах остальных множеств

(U+(x))i, i = 2, . . . , kx полагаем равным нулю. На этом определе-
ние потока φ(u, 2n+ 1) на множестве U+(x) завершено.

2. В противном случае полагаем

φ(u, 2n+ 1) = ρ(u) ∀u ∈ (U+(x))1,

S = q(x, 2n)−
∑

u∈(U+(x))1

φ(u, 2n+ 1),

и переходим к определению потока на множестве (U+(x))2 по прави-
лу, описанному в п. 1 и т.д.

в) Значение функции q(x, t) в момент времени t = 2n+2 в каждой
вершине x ∈ X определяется её значением в момент времени t = 2n
и потоком на дугах в момент времени t = 2n+ 1 правилом

q(x, 2n+ 2) = q(x, 2n)−
∑

u∈U+(x)

φ(u, 2n+ 1) +
∑

u∈U−(x)

φ(u, 2n+ 1).

На этом мы завершаем общее определение ресурсной сети, которое
состоит из двух определений (1 и 2).

Ресурсные сети Кузнецова-Жиляковой ([1]) являются частным
случаем ресурсных сетей, когда все дуги имеют одинаковый приори-
тет.

Результаты, полученные в [6] для ресурсных сетей Кузнецова-
Жиляковой справедливы и для ресурсных сетей общего вида.
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ЭВОЛЮЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА
С ЛИНЕЙНОЙ СИЛОЙ ДИССИПАЦИИ

И УРАВНЕНИЯ ТИПА ПЕНЛЕВЕ
Д.С. Жалукевич (Белосток, БГУ)

den.zhal@yandex.by

В данной работе рассматриваются эволюционные уравнения вто-
рого порядка с линейной силой диссипации

vτ = A0(τ, ξ, v) +A1(τ, ξ, v)vξ +A2(τ, ξ, v)vξξ, (1)

где A0, A1, A2 - аналитические функции своих аргументов,
которые часто встречается в науке и технике и описывает процес-
сы, связанные с распространением тепла, диффузией и конвекцией,
в нелинейных средах с линейной силой диссипации.
Проводится редукция этих уравнений с помощью замены перемен-
ных

v = y(x(τ, ξ)). (2)

В итоге мы приходим к обыкновенным дифференциальным уравне-
ниям второго порядка

y(2) + F1(x, y)y
(1) + F0(x, y) = 0, (3)

и ищем среди этих уравнений, уравнения типа Пенлеве [1-5].
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ФОРМУЛА СКАЧКА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО
ПОТЕНЦИАЛА ПРОСТОГО СЛОЯ1

И.В. Женякова, М.Ф. Черепова (Москва, НИУ «МЭИ»)
zheniakovaiv@mpei.ru, cherepovamf@mpei.ru

В слое D = {(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ Rn, 0 < t < T}, 0 < T < +∞,
рассматривается равномерно параболическое уравнение

Lu ≡ ∂tu−
n∑

i,j=1

aij(x, t)∂iju+

n∑
i=1

ai(x, t)∂iu+ a0(x, t)u = 0, (1)

коэффициенты которого есть вещественные функции, определённые
в D и удовлетворяющие условиям:

а) a(x, t)σ ⩾ δ|σ|2 для некоторого δ > 0 и всех (x, t) ∈ D, σ ∈ Rn;
б) aij , ai, a0 ∈ H0,ω0(D), i, j = 1, ..., n, где ω0 — модуль непрерыв-

ности, удовлетворяющий дважды условию Дини и для некоторого
ε0 ∈ (0, 1) функция ω0(z)z

−ε0 , z > 0, почти убывает (см. определе-
ния, например, в [1]).

Условия а), б) обеспечивают для уравнения (1) существование
фундаментального решения Γ(x, t; ξ, τ), (x, t; ξ, τ) ∈ D ×D, t > τ , по-
строенного методом Леви (см. [1]).

В D выделяется полуограниченная область Ω = {(x, t) ∈ D :
xn > g(x′, t)}, x′ = (x1, ..., xn−1), с негладкой по t боковой границей
Σ = {(x, t) ∈ Ω : xn = g(x′, t)}. Предполагаем, что

g ∈ H1,ω1(D′), D′ = Rn−1 × (0, T ), (2)

где модуль непрерывности ω1 удовлетворяет условию Дини и для
некоторого ε1 ∈ (0, 1) функция ω1(z)z

−ε1 , z > 0, почти убывает.
Рассмотрим потенциал простого слоя

Uφ(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Στ

Γ(x, t; ξ, τ)φ(ξ, τ)dσξ, (x, t) ∈ D.

Пусть (x0, t0) ∈ Σt0 = Σ ∩ {t = t0}, t0 ∈ [0, T ]. Обозначим через
N(x0, t0) — единичный вектор внутренней (по отношению к Ω) нор-
мали к Σt0 , лежащей в гиперплоскости {t = t0}, а через ν(x0, t0) —

1 Результаты получены в рамках выполнения государственного задания Ми-
нобрнауки России (FSWF-2023-0012).
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вектор внутренней конормали к Σt0 в точке (x0, t0). Производная
потенциала Uφ по конормали ν(x0, t0) в области Ω определяется по
формуле

∂Uφ(x, t)

∂ν(x0, t0)
=

n∑
i,j=1

aij(x
0, t0)Nj(x

0, t0)∂iUφ(x, t), (x, t) ∈ Ω.

Теорема 1. Пусть для коэффициентов оператора L выполнены
условия а), б) и для боковой границы Σ — условие (2). Пусть модуль
непрерывности ω удовлетворяет условию Дини и для некоторого
ε ∈ (0, 1) функция ω(z)z−ε, z > 0,почти убывает. Тогда для любой
функции φ ∈ H0,ω(Σ) справедлива формула

lim
(x,t)→(x0,t0)

∂Uφ(x, t)

∂ν(x0, t0)
= −1

2
φ(x0, t0)+

+

t∫
0

dτ

∫
Στ

∂Γ(x0, t0; ξ, τ)

∂ν(x0, t0)
φ(ξ, τ)dσξ, (x, t) ∈ Ω, (x0, t0) ∈ Σ\Σ0.

Замечание. Для доказательства теоремы используется метод
работы [2]. В случае пространств Гёльдера, а именно, если ωi(z) =
ω(z) = zα, i = 0, 1, 0 < α < 1, утверждение теоремы для ограничен-
ной области получено в [3].
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ РЕШЕНИЙ
ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С КВАДРАТИЧНЫМ
ИСТОЧНИКОМ

В.В. Жильцова, Ю.П. Вирченко (Белгород, БелГУ)
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Изучаются решения u(x, t) ⩾ 0, x ∈ R, t ⩾ 0 с компактным но-
сителем [c−, c+] ⊂ R одномерного нелинейного уравнения теплопро-
водности

u̇ =
(
uux)x + u2 . (1)

Для этих решений, которые обладают обострением режима (см., на-
пример, [1]), строятся аисмптотические степенные разложения

u(x, t) = ∆−1(t)

∞∑
m=0

∆m(t)

∞∑
n=m

εnvm,n(x) (1)

по малому параметру ε. Этот параметр вводится как мера отклоне-
ния начальной функции u(x, 0) от начального значения v0,0(x) ав-
томодельного решения уравнения (1) со слабым разрывом так, что
функция w(x) ≡ v0,0(x) удовлетворяет уравнению

aw =
1

2
(w2)′′ + w2

с некоторой постоянной a > 0 и ∆(t) = 1 − at. Выбирается спе-
циальное частное решение этого уравнения, которое удовлетворяет
уравнению

4

3
aw3 − w4 = 2w2w′2 ,

и имеет вид

w(x) =
2

3
a cos

[
1 +

√
2

2
(x− x0)

]
.

Оно сосредоточено на компактном носителе D = [−π
√
2, π

√
2] + x0.

Решения u(x, t) обращаются в бесконечность за конечное время
t∗, которое называется временем обострения, одновременно во всех
точках некоторого интервала D = [c−, c+] ⊂ R так, что такие ре-
шения существуют только лишь на конечном интервале t ∈ [0, t∗)
и на конечном интервале действительной оси значений x. Постро-
ение асимптотического разложения (1) возможно вследствие того,
что соответствующие ему решения определены только в компактной
области пространства R2 = {⟨x, t⟩}.

Для построения разложений (1) полагается, что ∆(t) имеет поря-
док ε и начальное значение решения представляется в виде

u(x, 0) =

∞∑
n=0

εnv0,n(x) . (2)
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Для функций v0,n(x) формулируются нелинейное обыкновенное
дифференциальное уравнение второго порядка. В частности, при
n = 1 такое уравнение имеет вид

(v0,1w)
′′ + 2v0,1w = 0 .

Доказывается, что
Теорема. Асимптотическое разложение (1) существует.
Следствием существования разложения (1) является то, время

обострения t∗ и область D обострения для решений u(x, t) также
также представляются в виде степенных разложений

t∗ = t∗0 +

∞∑
m=0

εmt∗m ,

где t∗0 = a−1, и, в частном случае, когда решение u(x, t) симметрично
относительно точки x = 0, c− = c+ ≡ c∗,

c∗ = c∗0 +

∞∑
m=0

εmc∗m ,

где c∗0 = π
√
2.
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УСЛОВИЯ РОБАСТНОГО УПРАВЛЕНИЯ
СТОХАСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ СО СЛУЧАЙНОЙ

СТРУКТУРОЙ
Т.В. Завьялова (Москва, НИТУ «МИСИС»)

tzava@yandex.ru

В работе рассматриваются вопросы построения робастного
управления в системе дифференциальных уравнений, параметры
которой зависят от случайного процесса. Случайный процесс или
структура объекта управления описывается простой марковской це-
пью с конечным числом состояний. Динамика процесса осложняется
предположением о том, что в случайные моменты времени с извест-
ной вероятностью система переходит из одного состояния в другое.
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При этом скачкообразно изменяется случайным образом фазовый
вектор системы и продолжение движения начинается с новыми на-
чальными условиями. Предполагается, что множество таких началь-
ных условий для продолжения траектории ограничено.

Пусть динамика процесса описывается следующей системой
управления

dx(t) = [A(t, r(t))x+B(t, r(t))u]dt+

l∑
v=1

σv(t, r(t))xdwv (1)

y = C(r(t))x,

где x ∈ Rn — n-мерный вектор фазовых координат системы; вре-
мя t может изменяться в области; I = {t : t ⩾ t0} — управляющее
воздействие; u ∈ Rm — вектор выхода. Матрицы-функции, завися-
щие от структурного состояния A(r(t)), B(r(t)), σv(r(t)) – заданы.

Вектор — функция r(t) является простой марковской цепью, при
каждом t ∈ I принимает значения из множества F = {r1, .., rk}.
Простая марковская цепь допускает разложение

P{r(t) = rj | r(s) = ri ̸= rj} = qij(t− s) + o(t− s), (2)

P{r(t) = ri, s ⩽ τ ⩽ t | r(s) = ri} = 1− qi(t− s) + o(t− s),

где qij — известные переходные вероятности из i-го состояния в j-е,
o(t−s) — бесконечно малая величина, более высокого порядка мало-
сти, чем (t− s), w(t) = {w1(t), . . . , wm(t)} — m-векторный стандарт-
ный винеровский процесс. Предположим, что в случайные моменты
времени скачкообразного изменения r(t) фазовый вектор x(t) так же
изменяется скачком по закону:

x(τ) =

(
Kij +

N∑
s=1

ξsQs

)
x(τ − 0), (3)

где τ — момент перехода системы из состояния r(τ − 0) = ri в состо-
яние r(τ + 0) = rj ̸= ri; ξs — независимые случайные величины, для
которых Eξs = 0, Eξ2s = 1; Kij — матрица размерности n ×m, ха-
рактеризующая состояние фазового вектора в момент смены струк-
турного состояния r(t) ∈ F , ограничена ||Kij || ⩽ δi, Qs — известные
матрицы с постоянными коэффициентами размерности n×m.
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Примерами таких систем управления могут быть технические
или физические системы со случайно изменяющейся массой, элек-
трические системы со случайными скачками напряжения. Описан-
ные системы управления широко представлены в зарубежной и оте-
чественной литературе [1]-[3]. В данной работе предположение о
случайно изменяющемся скачке фазового вектора является новым
и продиктовано практическими соображениями. Управляющее воз-
действие ищется в виде

u = −F (r(t))x,

где F (r(t)) — матрица размерности n×m, зависящая от структурного
состояния системы.

Для описанного класса систем (1) – (3) со случайной структуры
получены достаточные условия робастной стабилизации со статиче-
ской обратной связью по состоянию, а также найдены соотношения
между параметрами скачка фазового вектора и параметрами систе-
мы, при котором робастное управление существует.
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ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ РАСХОДА
ДЛЯ ОБЛАСТИ ФИЛЬТРАЦИИ ПРИ

ОДНОВРЕМЕННОМ УМЕНЬШЕНИИ ЛИНИИ ТОКА И
УВЕЛИЧЕНИИ ЛИНИИ НАИБОЛЬШЕГО НАПОРА

Н.С. Задорожная, Е.Г. Чуб (Ростов-на-Дону, РГУПС)
simon@sfedu.ru

При решении задач фильтрации наиболее важным является
отыскание следующих характеристик потока: выходные скорости,
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расход жидкости, противодавления. Эти характеристики зависят от
вида краевых условий и формы границы области фильтрации, по-
этому важно определить изменение этих характеристик при вариа-
ции границы области. Такую возможность дает метод мажорантных
областей [1].

Сущность метода мажорантных областей заключается в том, что
путем деформации границы области фильтрации строятсядве такие
области, для которых задачу фильтрации можно решить точно.

Известны теоремы метода мажорантных областей, когда область
фильтрации имеет различные границы.

Рассмотрим еще один случай, когда граница представляет собой
одну линию тока и три потенциальные линии.

Установившуюся фильтрацию тяжелой несжимаемой жидкости
описывает система дифференциальных уравнений

divV = 0, V = −k grad h, (1)

(V — скорость фильтрации, h — пьезометрический напор, k — ко-
эффициент фильтрации, характеризующий среду и жидкость одно-
временно), где h = p

ρg + γ (p —давление, γ = ρg —удельный вес
жидкости).

Области фильтрации в плоскости z = x + iy соответствует в об-
ласти комплексного потенциала W = φ+ iψ область, называемая го-
дографом комплексного потенциала. Зная комплексный потенциал
W (z), можно определить все основные характеристики фильтраци-
онного потока.

Пусть область фильтрации ограничена линией тока BC и тре-
мя потенциальными линиями AB, AD и CD. Краевые условия для
комплексного потенциала W(z) имеют вид (рис. 1)

φ|CD = 0, φ|AD = −kH0, φ|AB = −kH,ψ|BC = 0. (2)

В настоящей работе приведена теорема об изменении значений
расхода жидкости через связную потенциальную линию, имеющую
общий конец с линией тока, когда область фильтрации ограничена
одной линией тока и тремя потенциальными линиями, когда H >
0 > H0. В этом случае годографы комплексного потенциала GW и
H̃W1 имеют вид, изображенный на рис.1 (а, б).Теорема.При одновременном уменьшении линии тока и увели-
чении линии наибольшего напора расход жидкости через связную
потенциальную линию, имеющую общий конец с линией тока, уве-
личивается.
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Рис. 1: Изображение годографов комплексного потенциала.

Доказательство базируется на построении годографа вариации
комплексного потенциала.

Заметим, что аналогичные теоремы об изменении напоров, рас-
ходов и скоростей были приведены в работах [2,3].
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Теория краевых задач для уравнений смешанного типа являет-
ся одной из важнейших и интенсивно развивающихся в современной
теории дифференциальных уравнений с частными производными.
Большой вклад в развитие теории для таких уравнений внесли рабо-
ты А.В. Бицадзе [1], М.М. Смирнова [2], Е.И. Моисеева [3], А.М. На-
хушева [4] и др.

При использовании некоторых идей работ [5, 6] в прямоуголь-
ной области построено в явном виде решение краевой задачи с нело-
кальными граничными условиями для эллиптико-гиперболического
уравнения с вырождением. Доказана теорема единственности полу-
ченного решения.
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Исследуются линейные двумерные задачи о малых движениях и
нормальных колебаниях системы твёрдых тел, частично заполнен-
ных вязкими либо идеальными жидкостями и последовательно со-
единённых пружинами (см. рис. 1).

Рис. 1.

Математическая модель приведённой системы состоит из уравне-
ний Навье-Стокса либо Эйлера для описания движения жидкостей,
уравнений движения тел с учётом трения и упругих соединений, си-
стемы граничных и начальных условий.

Доказаны теоремы о сильной разрешимости по времени соответ-
ствующих начально-краевых задач (см. работы [1, 3]). Исследованы
задачи о нормальных колебаниях этих систем. В частности, установ-
лены локализация спектра и асимптотические формулы для различ-
ных ветвей спектра, доказаны свойства полноты и базисности систем
корневых элементов (см. работы [2, 4]).
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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
С ПРОИЗВОДНЫМИ ПО МЕРЕ

И ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ
А.А. Зверев, С.А. Шабров, Ф.В. Голованева (Воронеж, ВГУ)

InoplaneTemin@rambler.ru

Применяя концепцию поточечного подхода, предложенного Ю.В.
Покорным (см., например, [1]), проведено исследование краевой за-
дачи второго порядка с негладкими решениями и периодическими
краевыми условиями. Изучаемая задача имеет вид −(pu′x)

′
σ + uQ′

σ = F ′
σ

u(0) = u(l),
u′(0) = u′(l)

(1)

Такая задача моделирует деформации струнного кольца под воздей-
ствием внешней силы, заданной с помощью функции F (x). Здесь
функция u(x) определяет отклонение кольца от равновесного поло-
жения; p(x) характеризует силу натяжения; Q(x) описывает упругие
свойства внешней среды. Предполагается, что в произвольном мно-
жестве точек (но не более чем счетном) струнного кольца могут быть
установлены упругие опоры (пружины). При этом скачки функции
Q(x) совпадают с жесткостями соответствующих пружин. Также в
произвольном множестве точек (но не более чем счетном) могут при-
кладываться сосредоточенные силы, и скачки функции F (x) равня-
ются этим силам. Функция σ(x) порождает на [0, l] меру и имеет
разрывы лишь в точках разрыва p(x), Q(x), F (x).

Предполагается, что функции p(x), F (x) имеют ограниченную
вариацию на [0, l], причем inf

[0,l]
p(x) > 0, p(0) = p(l); функции Q(x)

и σ(x) строго возрастают на [0, l]; функции p(x), Q(x), F (x), σ(x)
являются непрерывными в точках x = 0 и x = l. Решение задачи (1)
мы ищем в классе абсолютно-непрерывных функций, производная
которых σ - абсолютно непрерывна на [0, l].

В [2] установлены условия единственности решения задачи (1).
В настоящей работе найден явный вид функции влияния K(x, s),
позволяющей представить решение задачи (1) в форме

u(x) =

l∫
0

K(x, s)dF (s).
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Теорема 1. Пусть φ1(x), φ2(x) — решения однородного уравнения
−(pu′x)

′
σ + uQ′

σ = 0, удовлетворяющие условиям

φ1(0) = 0, φ1(l) = 1; φ2(0) = 1, φ2(l) = 0.

Обозначим
c =

1

p(0)(φ′
1(l)− 2φ′

1(0)− φ′
2(0))

.

Тогда при x ⩽ s функция

K(x, s) = c

(
(
φ2(s)(φ

′
1(l)− φ′

2(0)

φ′
1(0)

)− (φ2(s)− φ1(s))

)
φ1(x)+

+c(φ1(s) + φ2(s))φ2(x),

а при x ⩾ s

K(x, s) = c

(
(
φ1(s)(φ

′
1(l)− φ′

2(0)

φ′
1(0)

) + (φ2(s)− φ1(s))

)
φ2(x)+

+c(φ1(s) + φ2(s))φ1(x).
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В данной работе исследуется граничная задача на геометриче-
ском графе - звезде с нелинейным условием в узле. Мы предпола-
гаем, что граф – звезда Γ ориентирован от узла, состоит из ребер
- интервалов γi = (0, li), занумерованных произвольным образом
(i = 1, 2, ...., n), и внутренней вершины 0 (узла). Здесь и далее ис-
пользуется терминология из [1]. Через ∂Γ обозначим множество гра-
ничных вершин графа Γ. В нашем случае им соответствуют точки li
на каждом из ребер. Введем множества Γ = Γ

⋃
∂Γ; R(Γ) =

⋃n
i=1 γi.

Скалярной функцией z(x), заданной на графе Γ, называется отоб-
ражение z : Γ → R. Сужение z(x) на ребро γi будем обозначать как
zi(x).

Изучаемая математическая модель имеет вид

(piu
′′
i )

′
(x) +

x∫
+0

uidQi = Fi(x)− Fi(+0) + (piu
′′
i )

′(+0), i = 1, 2, ..., n,

−
n∑
i=1

(piu
′′
i )

′(+0) ∈ N[−m,m]u(0),

u1(0) = u2(0) = ... = un(0) = u(0),
u′′i (+0) = 0,
ui(li) = 0 = u′i(li − 0), i = 1, 2, ..., n.

(1)
Здесь N[−m,m]u(0) обозначает внешний нормальный конус в точке
u(0) ∈ [−m,m] , определяемый как числовое множество

N[−m,m]u(0) = {ξ : ξ(c− u(0)) ⩽ 0 ∀c ∈ [−m,m]}.

Модель (1) получена вариационными методами из задачи о ми-
нимизации функционала потенциальной энергии рассматриваемой
физической системы.

Здесь функция u(x) описывает отклонение жестко закрепленной
в граничных вершинах Γ системы стержней, шарнирно соединен-
ных между собой в узле, от положения равновесия под воздействи-
ем внешней силы, определяемой с помощью функции F (x); функция
p(x) характеризует свойства материалов стержней; функция Q(x)
описывает упругую реакцию внешней среды. При этом предполага-
ется, что в узле дополнительно установлен ограничитель, представ-
ленный отрезком [−m,m], на перемещение стержневой системы.

Пусть
(i) функции p, F имеют ограниченную вариацию на каждом ребре,
причем, inf

R(Γ)
p > 0;

(ii) функция Q не убывает на каждом ребре;
131



(iii) функции p, F , Q непрерывны в точках из ∂Γ;
n∑
i=1

(Qi(0 + 0) −

Q(0)) = 0,
n∑
i=1

(Fi(0 + 0)− F (0)) = 0.

Решение u(x) задачи (1) мы ищем в классе E абсолютно - непре-
рывных на Γ функций, таких, что функции u′(x), (pu′′)(x) явля-
ются абсолютно – непрерывными на R(Γ); (pu′′)′(x) имеют ограни-
ченную вариацию на каждом ребре. Функции ui(x) определяются
в точках x = 0 и x = li предельными значениями. Условие жест-
кого закрепления стержней в граничных вершинах означает, что
ui(li) = 0 = u′i(li − 0). Условие шарнирного соединения стержней
в узле имеет вид u1(+0) = u2(+0) = ... = un(+0) = u(0), u′′i (+0) = 0.

Заметим, что в каждой точке ξi разрыва хотя бы одной из функ-
ций pi, Qi, Fi имеет место равенство

∆(piu
′′
i )

′(ξi) + ui(ξi)∆Qi(ξi) = ∆Fi(ξi),

где символом ∆ обозначен скачок соответствующей функции в точке
ξi.

Теорема 1. При выполнении условий (i), (ii), (iii) решение за-
дачи (1) существует и единственно.
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Пусть Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 — ограниченная область с границей ∂Ω
класса C2. В QT = [0, T ] × Ω, где T ⩾ 0 рассматривается начально–
краевая задача:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− 2Div [ν(θ)E(v)]− κ(I2(v))

∂△v
∂t

+∇p = f ;

div v(t, x) = 0; v(t, x) |t=0= v0; v(t, x) |[0,T ]×∂Ω= 0;
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∂θ

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂θ

∂xi
− χ△θ = [2ν(θ)E(v) + κ(I2(v))

∂E(v)
∂t

] : E(v) + g;

θ |t=0= θ0; θ |[0,T ]×∂Ω= 0.

Здесь v(t, x), θ(t, x) и p(t, x) — вектор–функция скорости, функции
температуры и давления среды соответственно, E(v) = {Eij}ni,j=1 —
тензор скоростей деформации с компонентами Eij = 1

2 (
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

),

функция I2 определяется равенством: I22 =
n∑

i,j=1

E2
ij(v), f — плот-

ность внешних сил, g — источник внешнего тепла, κ > 0 — время
ретардации (запаздывания), χ > 0 — коэффициент теплопроводно-
сти, ν — вязкость жидкости, 0 < C1 ⩽ ν ⩽ C2.

Время запаздывания среды κ задается непрерывно дифферен-
цируемой скалярной функцией, для которой предполагаются сле-
дующие ограничения: a) |sκ′(s)| ⩽ C3, s ∈ [0,∞); b) − sκ′(s) ⩽
κ(s) при κ′(s) < 0.

Начально–краевая задача описывает движение жидкости типа
Фойгта с нелинейным коэффициентом запаздывания и с вязкостью,
зависящей от температуры (см. [1]–[5]).

Теорема. Пусть функция ν(s) ∈ C2(−∞,+∞), 0 < C1 ⩽ ν0 <
ν ⩽ C2, κ — удовлетворяет условиям a) и b), f ∈ L2(0, T ;V

∗),
g ∈ L1(0, T ;H

−2(1−1/p)
p (Ω)), v0 ∈ V , θ0 ∈ W

1−2/p
p (Ω). Тогда в случае

n = 2 при 1 < p < 4/3 и в случае n = 3 для 1 < p < 5/4 существует
слабое решение рассматриваемой начально–краевой задачи.
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5. Звягин А.В. Слабая разрешимость нелинейно-вязкой моде-
ли Павловского / А.В. Звягин // Известия вузов. Математика. —
2022. — Н. 6. — С. 87–93.

О РАЗРЕШИМОСТИ В СИЛЬНОМ СМЫСЛЕ
НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ МОДЕЛИ
КЕЛЬВИНА-ФОЙГТА КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

ПРИ ОТСУТСТВИИ УСЛОВИЯ ОТДЕЛИМОСТИ
ОТ НУЛЯ НАЧАЛЬНОГО УСЛОВИЯ НА ПЛОТНОСТЬ

ЖИДКОСТИ1

В.Г. Звягин, М.В. Турбин (Воронеж, ВГУ)
mrmike@mail.ru

Доклад посвящён исследованию сильной разрешимости началь-
но-краевой задачи с условием прилипания на границе для системы
уравнений, соответствующей модели движения неоднородной несжи-
маемой жидкости Кельвина-Фойгта:

ρ
∂v

∂t
+ρ

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
−µ1∆v−µ2

∂∆v

∂t
−

t∫
0

h(t, s)∆v(s)ds+∇p = ρf ; (1)

∂ρ

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂ρ

∂xi
= 0; div v = 0; (2)

v|t=0(x) = a(x), ρ|t=0(x) = ρ0(x); (3)

v|∂Ω = 0,

∫
Ω

p(x, t)dx = 0 при п.в. t ∈ (0, T ). (4)

Здесь (x, t) ∈ QT = Ω × [0, T ], где Ω — ограниченная область из
Rn, n = 2, 3 с гладкой границей ∂Ω. Скалярная функция ρ — плот-
ность жидкости, вектор-функция v — скорость движения жидкости,
p — давление в жидкости, f — вектор плотности внешних сил, h —
функция, отвечающая за память в жидкости, µ2 > 0 — время запаз-
дывания (ретардации) жидкости, µ1 > 0 — вязкость жидкости.

Предполагается, что 0 ⩽ ρ0(x) ⩽ M,x ∈ Ω. В отличие от осталь-
ных работ, посвящённых исследованию неоднородных несжимаемых

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 22-11-00103).
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моделей движения жидкости, нами не предполагается отделимости
от нуля начального условия на плотность жидкости.

Предполагается, что a ∈ V 2, ρ0 ∈ C1(Ω)n, f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)
n).

Определение 1. Сильным решением начально-краевой задачи
(1)–(4) называется тройка функций (ρ, v, p) где ρ ∈ C1(QT ), v ∈
W = {u : u ∈ C([0, T ], V 2), u′ ∈ L2(0, T ;V

2)}, p ∈ L2(0, T ;W
1
2 (Ω)),

которые удовлетворяют при почти всех (x, t) ∈ QT уравнениям
(1),(2) и начальным условиям (3).

Основным результатом является следующая теорема.
Теорема 1. Существует единственное сильное решение началь-

но-краевой задачи (1)–(4).
Доказательство теоремы проводится при помощи аппроксимаци-

онно-топологического подхода к исследованию задач гидродинамики
[1]. Для этого рассматривается задача с малым параметром, аппрок-
симирующая исходную. Разрешимость аппроксимационной задачи
устанавливается при помощи теоремы Лере-Шаудера о неподвижной
точке. После чего на основе априорных оценок решений, равномер-
ных относительно параметра аппроксимации, удаётся перейти к пре-
делу при стремлении параметра аппроксимации к нулю и тем самым
установить разрешимость исходной задачи. Единственность реше-
ния устанавливается при помощи неравенства Гронуолла-Беллмана.
Также доказательство опирается на результаты статьи О.А. Лады-
женской и В.А. Солонникова [2] и априорные оценки решений из
работ [3,4].
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краевой задачи для вязких несжимаемых неоднородных жидкостей /
О.А. Ладыженская, В.А. Солонников // Записки научных семинаров
ЛОМИ. — 1975. — Т. 52. — С. 52–109.

3. Zvyagin V. Weak solvability of the initial-boundary value problem
for inhomogeneous incompressible Kelvin-Voigt fluid motion model of
arbitrary finite order / V. Zvyagin, M. Turbin // Journal of Fixed Point
Theory and Applications. — 2023. — V. 25, № 3. — Article number 63.

4. Звягин В.Г. Теорема существования слабых решений начально-
краевой задачи для неоднородной несжимаемой модели Кельви-
на–Фойгта без ограничения снизу на начальное значение плотности /

135



В.Г. Звягин, М.В. Турбин // Математические заметки. — 2023. —
Т. 114, № 4. — С. 628–632.

О СЛАБОЙ РАЗРЕШИМОСТИ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ
РАСТВОРОВ ПОЛИМЕРОВ С УЧЕТОМ ПАМЯТИ

СРЕДЫ1

А.В. Звягин, М.И. Струков (Воронеж, ВГУ)
zvyagin.a@mail.ru, mixail.strukov12@gmail.com

В ограниченной области Ω ∈ Rn, n = 2, 3 с достаточно глад-
кой границей, на временном интервале [0, T ], T > 0 рассматривается
задача (см. [1]–[5]):

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− µ0∆v − µ1

∂∆v

∂t
− 2µ1Div

(
n∑
i=1

vi
∂E(v)
∂xi

)
−

−2µ1Div
(
E(v)Wρ(v)−WρE(v)

)
−

− µ2

Γ(1− α)
Div

∫ t

0

(t− s)−αE(v)
(
s, z(s; t, x)

)
ds+∇p = f, (1)

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v
(
s, z(s; t, x)

)
ds, t, τ ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (2)

div v(t, x) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (3)

v|t=0 = v0, v|[0,T ]×∂Ω = 0. (4)

Здесь v(x, t) = (v1, ..., vn) — вектор–функция скорости движения ча-
стицы среды, p = p(x, t) — функция давления, f = f(x, t) — функ-
ция плотности внешних сил, z(τ, t, x) — траектория частицы сре-
ды, указывающая в момент времени τ расположение частицы жид-
кости, находящейся в момент времени t в точке x, µ0, µ1 > 0,
µ2 ⩾ 0, 0 < α < 1 — некоторые константы. E(v) = (Eij(v))i=1,...,n

j=1,...,n,

Eij(v) =
1

2

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
— тензор скоростей деформаций. W (v) =

(Wij(v))
i=1,...,n
j=1,...,n, Wij(v) =

1

2
(
∂vi
∂xj

− ∂vj
∂xi

) — тензор завихренности.

Wρ(v) =
∫
Rn ρ(x − y)W (y)dy, где ρ : Rn → Rn — гладкая функция с

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-71-10026).
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компактным носителем, такая что
∫
Rn ρ(y)dy = 1 и ρ(x) = ρ(y) для

x и y с одинаковыми евклидовыми нормами.
Определение 1. Пусть f ∈ L2(0, T ;V

−1), v0 ∈ V 1. Слабым
решением начально–краевой задачи (1)–(4) называется функция v ∈
W1 = {v : v ∈ L∞(0, T, V 1), v′ ∈ L2(0, T, V

1)}, удовлетворяющая
начальному условию v(0) = v0 и равенству∫

Ω

∂v

∂t
φ dx−

∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
∂φj
∂xi

dx+ µ0

∫
Ω

∇v : ∇φdx−

−µ1

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vi
∂xj

∂2φj
∂xi∂xk

dx− µ1

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vj
∂xi

∂2φj
∂xi∂xk

dx+

+µ1

∫
Ω

∇(
∂v

∂t
) : ∇φdx+ 2µ1

∫
Ω

(E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v)) : ∇φdx+

+
µ2

Γ(1− α)

(∫ t

0

(t− s)−αE(v)(s, z(v)(s; t, x)) ds, E(φ)
)
= ⟨f, φ⟩.

Теорема 1. Пусть f ∈ L2(0, T ;V
−1) и v0 ∈ V 1. Тогда начально–

краевая задача (1)–(4) имеет хотя бы одно слабое решение v ∈W1.
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ МАТРИЦЫ ОБРАТНОЙ
СВЯЗИ В ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ

УПРАВЛЕНИЯ
С.П. Зубова, Е.В. Раецкая (Воронеж, ВГУ; Воронеж, ВГЛТУ)

spzubova@mail.ru, raetskaya@inbox.ru

Для динамической системы

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (1)

где A : Rn → Rn, B : Rm → Rn, t ∈ N, необходимо ввести обратную
связь такую, чтобы спектр матрицы A + BK совпал с произвольно
заданными значениями µj , j = 1, 2, ..., n.

Известно (Зубов-Уонэм), что соответствующая матрица обратной
связи K существует в том и только том случае, когда система (1)
является полностью управляемой.

Существуют численные методы построения такой матрицы, од-
нако, в них речь идет о построении какой-либо одной матрицы связи.

Здесь предлагается для построения K использовать метод кас-
кадной декомпозиции, разработанный в [1-5] для решения широкого
круга задач. Метод основан на эквивалентном расщеплении рассмат-
риваемой системы уравнений на подсистемы в подпространствах,
что позволяет исследовать систему максимально детально.

В результате применения этого метода к задаче построения мат-
рицы обратной связи выявляется все многообразие таких матриц для
каждой конкретной задачи.

В том числе устанавливаются полные условия единственности
матрицы обратной связи.

Приводится пример построения K для управления работой мно-
гокамерной нагревательной печи.
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ТЕОРЕМА О ПОКОМПОНЕНТНОЙ
РАВНОСХОДИМОСТИ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ДИРАКА

Э.Дж. Ибадов, Г.Р. Гаджиева (Баку, АГПУ)
e.c_ibadov@yahoo.com, gunel-haciyeva-88@mail.ru

Пусть L2
p(G), p ⩾ 1 — пространство двухкомпонентных вектор -

функций f(x) = = (f1(x), f2(x)) с нормой

∥f∥p,2 =
{∫
G

(
|f1(x)|2 + |f2(x)|2

)p/2
dx
}1/p

В случае p = ∞ норма в L2
∞(G) определяется равенством ∥f∥∞,2 =

sup
x∈G

vrai|f(x)|. При f(x) ∈ L2
p(G), g(x) ∈ L2

q(G), где 1
p+

1
q = 1, 1 ⩽ p ⩽

∞, определено скалярное произведение (f, g) =
∫
G

2∑
j=1

fj(x)gj(x)dx.

Рассмотрим на конечном интервале G = (a, b) оператор типа Ди-
рака

Dy = B
dy

dx
+ P (x)y, y(x) = (y1(x), y2(x))

T ,

где B =

(
0 1
−1 0

)
, P (x) = diag(p1(x), p2(x)) действительнознач-

ная матрица-функция и причем pi(x) ∈ L1(G), i = 1, 2.
Следуя в работе [1], под собственной вектор-функцией оператора

D, отвечающем действительному собственному значению λ, будем
понимать любую тождественно не равную нулю действительнознач-
ную вектор-функцию y(x), которая абсолютно непрерывна замкну-
том интервале G = [a, b] и почти всюду в G удовлетворяет уравнению
Dy = λy.

© Ибадов Э.Дж, Гаджиева Г.Р., 2024
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Для произвольной f(x) ∈ L2
p(G) (p ⩾ 1) составим частичную сум-

му порядка ν ортогонального разложения по системе {un(x)}∞n=1:

σjν(x, f) =
∑

|λk|⩽ν

(f, un)u
j
n(x), x ∈ G;

и сравним σjν(x, f) с модифицированной частичной суммой триго-
нометрического ряда Фурье соответствующей j-й компоненты fj(x)
вектор-функции f(x)

Sν(x, fj) =
1

π

∫
G

sin ν(x− y)

x− y
fj(y)dy.

Теорема 1. Пусть f(x) ∈ L2
p(G) функцииpi(x) (i = 1, 2) принадле-

жат классу Lα(G), (α ⩾ 1) и удовлетворяет неравенству

1

α
− 1

s
< min

{1
2
,
1

q

}
.

Тогда на любом компакте K ⊂ G справедливо равенство

lim
ν→+∞

∥σjν(·, f)− Sν(·, fj)∥LS(K) = 0,

т.е. j− я компонента разложения вектор-функции f(x) ∈ L2
p(G) в

ортогональный ряд по системе {un(x)}∞n=1 равносходится в метри-
ке Ls, s ∈ [1,∞] на любом компакте множества G = (a, b) с раз-
ложением соответствующей соответствующей j−й компоненты
fj(x) вектор-функции f(x) в тригонометрический ряд Фурье.
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ
РЕШЕНИЯ В ЗАДАЧЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

МЕСТОПОЛОЖЕНИЯ ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА
ПО ТРЕМ РЕПЕРНЫМ ТОЧКАМ ПРИ ПОМОЩИ
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В статьях [1, 2] был предложен детерминированный подход для
задачи поиска координат и ориентации подвижного объекта при по-
мощи азимутально-угломестного метода. При этом исходя из особен-
ностей постановки предполагалось, что задача точно имеет решение.
Однако с учетом погрешностей и использовании численных методов
при нахождении координат, дополнительные условия проверки кор-
ректности входных данных позволят повысить устойчивость алго-
ритма, предложенного в выше упомянутых статьях.

Рис. 1: Пирамида M0M1M2M3

Постановка задачи. В декартовой системе координат распо-
лагаются три источника радиоизлучения-репера в точках M1,
M2, M3 пространства с известными координатами. В результате
азимутально-угломестного радиопеленгования каждого репера в си-
стеме координат подвижного объекта M0 определяются углы азиму-
та и места. По значениям этих углов требуется определить коорди-
наты (x, y, z) точки M0 в исходной системе координат.

На рисунке 1 изображен тетраэдр M0M1M2M3. Символы
ℓi — длина i -го бокового ребра M0Mi треугольной пирамиды
M0M1M2M3; dij — длина ребра MiMj основания M1M2M3 тре-
угольной пирамиды M0M1M2M3; φij = ∠MiM0Mj — плоский угол
при вершине M0, где i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; i < j.

Задача поиска координат точки M0 сводится к нахождению ре-
бер пирамиды ℓi где i = 1, 2, 3 по известным углам φ12, φ23,φ13 из
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системы ℓ
2
1 + ℓ22 − 2ℓ1ℓ2 cosφ12 = d212,
ℓ22 + ℓ23 − 2ℓ2ℓ3 cosφ23 = d223,
ℓ21 + ℓ23 − 2ℓ1ℓ3 cosφ13 = d213.

(1)

C учётом физических особенностей задачи на величины искомых
ребер и задаваемых углов накладываются ограничения

0 ⩽ φi ⩽ π, ℓi ⩾ 0, i < j, i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3. (2)

Сформулируем основной результат работы в виде двух теорем.
Теорема 1. Для заданной тройки чисел d13, d12, d23, образующих

треугольник, и трех углов φ12, φ23, φ13 для существования решения
системы (1) с ограничениями (2) необходимо выполнение условий φ12 ⩽ π/2, φ13 ⩽ π/2,

min(∠M1M2M3, φ13 + φ12) ⩽ φ23,
φ23 ⩽ max(φ13 + φ12,∠M1M2M3).

Теорема 2. Для заданной тройки чисел d13, d12, d23, образующих
треугольник, и трех углов φ12, φ23, φ13 для существования решения
системы (1) с ограничениями (2) необходимо выполнение условий φ12 ⩾ π/2, φ13 ⩾ π/2,

min(∠M1M2M3, 2π − (φ13 + φ12)) ⩽ φ23,
φ23 ⩽ max(2π − (φ13 + φ12),∠M1M2M3).
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
КВАЗИСТАЦИОНАРНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ

ПОЛЕЙ В АТМОСФЕРЕ1

А.В. Калинин, А.А. Тюхтина
(Нижний Новгород, ННГУ им. Н.И. Лобачевского)

tyukhtina@iee.unn.ru

В зависимости от характерных значений физических коэффи-
циентов и временных и пространственных масштабов, при при ис-
следовании электромагнитных явлений в атмосфере Земли могут
использоваться квазистационарное магнитное [2,3], квазистационар-
ное электрическое [4,5] и квазистационарное электромагнитное при-
ближение, которое в ряде работ называется приближением Дарвина
[6,7]. Вопросы обоснования квазистационарного магнитного прибли-
жения обсуждаются в работах [2,3,8]. В работах [6,9] построены и ис-
следованы асимптотические разложения, обосновывающие примени-
мость квазистационарного электромагнитного приближения в слу-
чае однородной непроводящей среды. Проблема построения иерар-
хии моделей для квазистационарных приближений системы уравне-
ний Максвелла обсуждалась, в частности, в [7,10]. В работах [11-13]
были получены результаты о математической корректности поста-
новок и приведены оценки, обосновывающие применимость различ-
ных квазистационарных приближений для эволюционных уравнений
в зависимости от безразмерных параметров, характеризующих про-
водимость и масштабы неоднородности среды.

В настоящей работе рассматриваются постановки краевых задач
для периодических по времени решений системы уравнений Макс-
велла в различных приближениях в неоднородных средах. Получе-
ны и обоснованы асимптотические разложения периодических реше-
ний квазистационарных задач в неоднородных средах в ряды по без-
размерному параметру, характеризующему частоту внешних воздей-
ствий. Проведено сравнение полученных разложений для различных
приближений для системы уравнений Максвелла в рамках иерархии
квазистационарных задач. Рассмотрены вопросы сходимости полу-
ченных асимптотических рядов.

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-
21-00440, https://rscf.ru/project/23-21-00440.
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К ЗАДАЧЕ О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ
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С ГИСТЕРЕЗИСНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ1

М.И. Каменский, П.С. Корнева (Воронеж, ВГУ, ВГПУ)
mikhailkamenski@mail.ru

В работе изучаются системы, описываемые дифференциальными
включениями следующего вида

x′(t) ∈ F (t, x(t), y(t)) для п.в. t, (1)

где многозначный оператор F : R×H ×Rn → Kv(H). Здесь y явля-
ется обратной связью, определяемой гистерезисной нелинейностью
в виде sweeping процесса

y′(t) ∈ NC(t)(y(t)) + f(t, y(t), x(t), (2)

где C(t) — выпуклое ограниченное множество, зависящее от t, а f :
R×H ×Rn → Rn. Предполагается, что C, F и f — T – периодичны
по переменной t.

Методами теории направляющих функций (см. [1]) найдены усло-
вия, при выполнении которых система (1), (2) имеет T – периодиче-
ское решение.
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О СХОДИМОСТИ БИЛИНЕЙНЫХ РЯДОВ,
СОСТАВЛЕННЫХ ИЗ ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ КРАЕВОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО
ПОРЯДКА

А.А. Катрахова, В.С. Купцов (ВГТУ, Воронеж)
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Рассмотрим краевую задачу вида:

∂2u

∂t2
− Pu = f(x, t) (1)

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного
фонда в рамках научного проекта № 22-71-10008

© Каменский М.И., Корнева П.С. , 2024
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u|t=0 = φ,
∂u

∂t
|t=0 = ψ;u|Γ+×[0,T ] = 0,

∂u

∂y
|Г0×[0,T ] = 0, (2)

где Φ(x), ψ(x) – данные функции, f ( x ,t ) – функция заданная в
цилиндре Q+

Г : x ∈Ω+- произвольная область пространства Rn+1
+ =

{x = (x1, x2, . . . , xn, y) ; y > 0} , ; Q+
Г = Ω+×[0,T ]

P (Dx′ ;By) =

n∑
i,j=1

aij
∂2

∂xi∂xj
+ bBy + c;By =

∂2

∂y2
+
k

y

∂

∂y
, k > 0, c⩽0

(3)
Предполагается, что P( Dx′ ;By) – оператор B– эллиптического

типа [1].
Пусть Ω+

1 произвольная подобласть области Ω+, прилегающая к
гиперплоскости Г0(y = 0). Авторами данной статьи доказано, что
следующие билинейные ряды , составленные из первых и вто-
рых частных производных собственных функций краевой задачи
(1)–(2) сходятся равномерно в произвольной строго внутренней
замкнутой подобласти Ω+

1 , прилегающей к гиперплоскости y=0,
Ω+

1 ⊂Ω+.

∞∑
ρ=1

(
∂vρ(x)

∂xi
)2λ−[(n+k+1)/2]−2

ρ ;

∞∑
ρ=1

(
∂2vρ(x)

∂xi∂xj
)2λ−[(n+k+1)/2]−3

ρ

∞∑
ρ=1

(Byvρ(x))
2λ−[(n+k+1)/2]−3
ρ (4)

Сначала доказывается равномерная сходимость второго ряда
из формул (4) при y=0 в случае, когда n+k+1

2 - нечетное число.
Используя результаты работ авторов [2] и [3] , где рассматрива-
лись оценки на функцию Грина F(x,ξ) соответствующей краевой
задачи, получено:

∂2

∂xi∂xj

(
F 1

2 ([
n+k+1

2 ]−3) (x, ξ)
)
= o(r

[n+k+1
2 ]−n−k−1−δ

x,ξ ) (5)

где δ – любое положительное число. При этом функция, стоящая
в левой части формулы (5) при (i,j=1,2,. . . ,n) непрерывна по
совокупности переменных x∈Ω+

1 , ξ∈Ω
+
1 , x ̸=ξ.
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Оценка (5) доказывает, что функция

F(x)=
∫
Ω+

∂2

∂xi∂xj

(
F 1

2 ([
n+k+1

2 ]−3) (x, ξ)
)2
ξkdξ (6)

равномерно непрерывна в замкнутой области Ω+
1 , и согласно

равенству Парсеваля имеем:

F(x)=
∞∑
ρ=1

(
∂2vρ(x)

∂xi∂xj
)2λ−([(n+k+1)/2]−3)

ρ (7)

Из ограниченности и равномерной непрерывности функции
(6), непрерывности вторых производных собственных функций
vρ(x) и теоремы Дини [4] , следует равномерная сходимость второго
ряда из формулы (4) в области Ω+

1 . Случай, когда n+k+1
2 –

четное число редуцируется к предыдущему случаю. Аналогично
устанавливается сходимость первого и третьего рядов из формулы
(4) в той же области.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР
ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ С БЫСТРО РАСТУЩИМ

ПОТЕНЦИАЛОМ И АСИМПТОТИЧЕСКОЕ
РАЗЛОЖЕНИЕ ЕГО СПЕКТРА

А.В. Качкина (Москва, МГУ)
alisa-kachkina@mail.ru

В гильбертовом пространстве L2[0,+∞) рассматривается опера-
тор Штурма–Лиувилля Lq, порождаемый дифференциальным вы-
ражением lq(y) = −y′′(x) + q(x)y(x) и граничным условием в нуле
y(0) cosα + y′(0) sinα = 0, где q(x) — непрервная на [0,+∞) дей-
ствительнозначная функция. Область определения оператора Lq:
D(Lq) = {y ∈ L2[0,+∞) : y, y′ абсолютно непрерывны на любом
[a, b] ⊂ [0,+∞), −y′′+q(x)y ∈ L2[0,+∞) и y(0) cosα+y′(0) sinα = 0}.

Если потенциал q(x) → +∞, x → +∞, то оператор Lq имеет
чисто дискретный спектр {λn}n∈N, λn → +∞, n→ +∞ (Э. Ч. Титч-
марш [1], А. M. Молчанов [2]). Занумеруем собственные числа опера-
тора Lq в порядке возрастания. В данной работе получены асимпто-
тики собственных значений оператора Lq для классов потенциалов,
быстро растущих на бесконечности.

Хорошо изучено распределение спектра (Э.Ч. Титчмарш [1])
в случае степенного роста потенциала q. Асимптотика собствен-
ных значений оператора Lq в случае α = 0 для потенциалов вида
q(x) = xk + V (x), k > 0, получена в работах Х. Х. Муртазина и
Т. Г. Амангильдина [3] для V (x) ∈ C2

0 [0,+∞) и Х. К.Ишкина [4] для
V (x) ∈ C1

0 [0,+∞), где функции из класса Cm0 [0,+∞) — финитные
функции класса Cm[0,+∞). Если потенциал q растет на бесконеч-
ности быстрее любой степенной функции, то собственные значения
оператора Lq не имеют степенную асимптотику. А. И. Козко [5] уста-
новил соответствующую асимптотику для потенциала q(x) = ex.

Обозначим через Q класс функций q ∈ C[0,+∞) ∩ C2(0,+∞),

удовлетворяющих условиям: q′′(x) ⩾ 0, x ⩾ x0, и lim
x→+∞

xq′(x)
q(x) = +∞.

Лемма. 1. Произвольная функция q ∈ Q растет на бесконечно-
сти быстрее любой степенной функции.

2. Пусть функция p — обратная к функции q. Тогда функция p
растет медленнее любой степенной функции.

Для β > 1 и µ > 0 обозначим через Qβ,µ класс функций q ∈ Q

таких, что ln q(x) = µ lnβ x+o(lnβ−1 x), x→ +∞ и хотя бы при одном
значении 1 < γ < 4/3 выполнено условие q′′(x) ⩽ (q′(x))γ , x ⩾ x0.
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Теорема. Пусть q ∈ Qβ,µ, β ∈ (7/6, 6/5]. Тогда для спектра
оператора Lq справедливо

λn ∼ cn exp

(
−2δ

(
ln

1
β cn − 2δ

β
ln

2
β−1 cn + (2δ)2

3− β

2β2
ln

3
β−2 cn−

−(2δ)3
8− 6β + β2

3β3
ln

4
β−3 cn+(2δ)4

125− 150β + 55β2 − 6β3

24β4
ln

5
β−4 cn−

− (2δ)5
108− 180β + 105β2 − 25β3 + 2β4

10β5
ln

6
β−5 cn

))
, n→ +∞.

Данная теорема позволяет получить асимптотики для значений па-
раметра β ∈ (7/6, 2].
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В работе предложен способ формирования набора признаков на
изображениях, основанный на интегральных преобразованиях и по-
казано использование его при решении задачи обнаружения мало-
габаритных, а значит слабо заметных, транспортных средств на ви-
део снимках. В практической части работы были использованы про-
граммне средства библиотек OpenCV, Keras и Scikit-learn.

В настоящей работе мы предлагаем собственный подход к реше-
нию поставленной задачи. Именно, определяем набор специальных
признаков на изображении, вычисление которых основано на ряде
интегральных операторов, а также разрабатываем метод обработки
полученных признаков с помощью некоторых преобразований меток
обучающего набора изображений (улучшенный метод наименьших
квадратов). В частности, мы применяем идеи, опирающиеся на три
интегральных преобразования: преобразование Радона [1], функции
Стеклова [2] и дискретное преобразование Фурье [3].

Проверка разработанных методов осуществлялась на решении
задачи определения наличия на фото снимке велосипедиста. Был
сформирован набор, состоящий из 1709 картинок, которые содержат
изображение велосипедиста. Помимо этого, на основе различных фо-
тографий городских улиц, зданий, парков и т. д. были сгенерирова-
ны фрагменты (в количестве 1845 штук) этих снимков для обуча-
ющего набора снимков, не содежащих изображение велосипедиста.
В итоге у нас получился набор из 3554 изображений (N = 3554).
Каждое изображение путем масштабирования приводилось к разме-
ру 100×100. Общее количество признаков оказалось равным n = 853.

Используя различные модели классификации на этих данных
быи полуены следующие результаты
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Метод Процент Время
правильного выполнения
определения предсказания,
класса на на одном
тестовой изображении,
выборке сек.

KNeighborsClassifier 80.59 0.3887
Naive_bayes.GaussianNB 78.76 0.1207
DecisionTreeClassifier 90.48 0.1212
LinearDiscriminantAnalysis 86.82 0.1221
LinearSVC 86.49 0.1211
RandomForestClassifier 94.93 0.1273
Улучшенный МНК 89.0 0.1001

Сравнение разработанного подхода со сверточными нейронными
сетями позволяет сказать, что он им не сильно уступает по такому
показателю как процент правильных предсказаний. При этом, по
времени выполнения предсказания представленный в данной работе
метод работает в 3-4 раза быстрее в зависимости от используемой
модели.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕОРИИ
ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА И ПРИБЛИЖЕННЫЕ

РЕШЕНИЯ
А.И. Козко, Л.М. Лужина, А.Ю. Попов,

В.Г. Чирский (Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова)
prozerpi@yahoo.co.uk, lluzhina@gmail.com, vgchirskii@yandex.ru

В модели Рамсея-Касса-Купманса (см. [1] – [7])определяющую
роль играет система двух дифференциальных уравнений, которой
удовлетворяют функцииK(t) — капитал в момент времени t и C(t) —
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потребление в момент времени t:{
K̇(t) = aKα(t)− C(t)− x1K(t),

Ċ(t) = θ−1αaKα−1(t)C(t)− x2C(t).
(1)

В систему входит набор констант (a, α, θ, x1, x2), характеризующих
рассматриваемую экономическую структуру.

В [1] мы обнаружили, что система дифференциальных уравне-
ний (1) допускает решение в квадратурах, если константы x1, x2, α
связаны соотношением αx1 = x2. Там же мы решили в квадратурах
задачу Коши для более общих систем, нежели (1) с соотношением
αx1 = x2, а именно{

K̇ = f(K)− bC − x3K,

Ċ = αθ−1
(
f(K)
K

)
C − x2C, где x3 = x2

α , b > 0,
(2)

K(0) = K0, C(0) = C0. (3)

Мы там же предложили в случае ξ = αx1 − x2 > 0 заменить си-
стему уравнений (1) системой уравнений (2), отличающейся от (1)
множителем b = 1+ ξK0

αC0
перед C в правой части первого уравнения,

а также заменой x1 на x2

α в том же уравнении. Мы указали участки
монотоности функций (u, v) — решения задачи Коши (1),(3). Нашли
формулы для (u, v). И получили следующую теорему.

Теорема 1. Пусть (u, v) — решение задачи Коши (1), (3) и
(x, y) — решение задачи Коши (2), (3). Тогда справедливо∣∣∣∣(uv

)
−
(
x
y

)∣∣∣∣ ⩽M2 ·
(
t2

2
+

2

M2
1

(
eM1t − 1−M1t−

(M1t)
2

2

))
.

Кроме того, нами выписан явный вид M1, M2, которые зависят от
K0, C0, α, ξ.
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СИСТЕМЫ ТИПА М.М.ЛАВРЕНТЬЕВА И ЗАДАЧА
РЕКОНСТРУКЦИИ ПАРАМЕТРОВ ВЯЗКОУПРУГИХ

СРЕД1

М.Ю. Кокурин (Йошкар–Ола, МарГУ)
kokurinm@yandex.ru

Рассматривается задача динамики вязкоупругой среды

Utt(x, t)− (λ+ µ)∇divU(x, t)− µ∆U(x, t) + σ(x)Ut(x, t)+

+

t∫
−∞

h(x, t− τ)Utt(x, τ)dτ = f(x− z)g(t); x ∈ R3, t ∈ R.

Здесь U(x, t) = (U1(x, t), U2(x, t), U3(x, t)) — вектор перемещений точ-
ки x; σ(x), h(x, t) — диагональные матрицы,

σ(x) = diag(σ1(x), σ2(x), σ3(x)), h(x, t) = diag(h1(x, t), h2(x, t), h3(x, t)).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-21-00031).
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Матрица σ(x) характеризует внутреннее поглощение энергии в сре-
де, матричное ядро h(x, t) описывает наследственные свойства сре-
ды. Распределение f с носителем в точке x = 0 описывает зонди-
рующий источник волнового поля в среде. Плотность среды ρ(x) =
ρ0 + ε(x) непрерывна в R3 и равна постоянной ρ0 > 0 вне огра-
ниченной области неоднородности D ⊂ R3; σ(x) = 0, h(x, t) = 0,
x ∈ R3\D, t ⩾ 0. Исследуется обратная задача реконструкции па-
раметров ε(x), σj(x), hj(x, t), 1 ⩽ j ⩽ 3 при x ∈ D по результатам
наблюдения решения U(x, t) = U(x, t; z) при t > 0 и x ∈ X, z ∈ Z,
где X, Z — многообразия точечных детекторов волнового поля и
источников зондирующих волн соответственно, (X ∪ Z) ∩ D = ∅.
Нас интересует пространственно непереопределенная постановка, в
которой суммарная размерность многообразий X и Z равна трем,
т.е. размерности носителяD подлежащих определению функций. Пе-
реход в частотную область с последующим предельным переходом
при ω → 0 позволяет свести обратную задачу к цепочке систем ли-
нейных интегральных уравнений специального вида. Анализ одно-
значной разрешимости получаемых уравнений доставляет частичное
решение поставленной обратной задачи. Описанный прием ранее ис-
пользовался при изучении аналогичных коэффициентных обратных
задач для скалярных волновых полей [1], [2].
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Рассматривается SEIR-подобная эпидемиологическая модель



ṡ(t) = −(aee(t) + aii(t))s(t)

ė(t) = (aee(t) + aii(t))s(t)− (κ + ρ)e(t)

i̇(t) = κe(t)− (β + µ)i(t)

ṙ(t) = ρe(t) + βi(t)

ṗ(t) = µi(t),

(1)

а также её модификации, учитывающие угасание иммунитета к ин-
фекции, вакцинацию, систематическое занижение эпидемиологиче-
ской статистики и задержки между фактом заражения, выздоров-
ления или смерти и отражением этого факта в эпидемиологиче-
ской статистике. В системе (1), s(t) есть относительная численность
людей, восприимчивых к инфекции, e(t) есть относительная чис-
ленность бессимптомных заражённых, i(t) — относительная числен-
ность больных с симптомами, r(t) — относительная численность вы-
здоровевших, p(t) — относительная численность погибших. В рас-
сматриваемых нами модификациях модели (1) вводятся и другие
группы. Под относительной численностью понимается отношение
численности группы к общей численности популяции рассматривае-
мого ареала.

Предложены и численно протестированы подходы на основе ите-
ративно регуляризованного метода Гаусса-Ньютона (а также его мо-
дификации, позволяющей находить квазирешения нелинейных опе-
раторных уравнений) к решению задачи восстановления неизвест-
ных коэффициентов рассматриваемых моделей по данным эпиде-
миологической статистики. В свою очередь, решение этой задачи
позволяет прогнозировать распространение эпидемии, а также оце-
нивать степень её опасности. В численных экспериментах использо-
вались данные по распространению эпидемии COVID-19 в России и
ряде зарубежных стран в 2021 году. Результаты экспериментов по-
казывают, в частности, что показатель опасности эпидемии, равный
вероятности смертельного заражения в единицу времени для каждо-
го восприимчивого в данной стране, в среднем тем выше, чем ниже
объём проведённой в этой стране вакцинации от COVID-19.
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Рассматривается также модификация модели (1), представляю-
щая собой систему дифференциальных уравнений с запаздыванием:

ṡ(t) = −(aee(t) + aii(t))s(t)

ė(t) = (aee(t) + aii(t))s(t)− (aee(t− τ) + aii(t− τ))s(t− τ)

i̇(t) = (aee(t− τ) + aii(t− τ))s(t− τ)− (β + µ)i(t)

ṙ(t) = βi(t)

ṗ(t) = µi(t).

(2)

Здесь τ — продолжительность инкубационного периода болезни.
Предполагается, что функции s(t), e(t), i(t), r(t) и p(t) в сумме дают
единицу и связаны с наблюдаемыми величинами ĩнакоп(t), r̃(t), p̃(t),
значения которых приведены в эпидемиологической статистике, ра-
венствами

i(t) + r(t) + p(t) = λ̃iнакоп(t), r(t) = λr̃(t+ τr), p(t) = λp̃(t+ τp). (3)

Коэффициент занижения статистики λ может быть определён по
данным об избыточной смертности в рассматриваемом ареале. Пред-
ложен и обоснован подход к восстановлению также всех остальных
неизвестных коэффициентов модели (2)-(3).

Литература
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ИТЕРАТИВНО РЕГУЛЯРИЗОВАННЫЕ МЕТОДЫ
ПОИСКА КВАЗИРЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ И ЗАДАЧА

ЯМР-СПЕКТРОСКОПИИ1

М.М. Кокурин, С.К. Паймеров (Йошкар-Ола, МарГУ)
kokurin@nextmail.ru

Рассматривается задача нахождения квазирешений нелинейного
операторного уравнения

F (x) = f (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22-71-10070).
© Кокурин М.М., Паймеров С.К., 2024
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с оператором F : H1 → H2 в гильбертовых пространствах H1, H2 и
приближённо известным элементом f ∈ H2. Квазирешением уравне-
ния (1) называется элемент x∗ ∈ H1, доставляющий минимум функ-
ционалу ∥F (x) − f∥2. Пусть априори известна принадлежность x∗

выпуклому замкнутому множеству Q ⊂ H1 и в окрестности x∗ про-
изводная Фреше F ′ удовлетворяет условию Липшица.

Ранее нами был предложен класс итеративно регуляризованных
методов типа Гаусса-Ньютона для нахождения x∗ [1]:

xn+1 = PQ(xn+1), xn+1 = ξ −Θ([F ′∗(xn)F
′(xn)]

2, αn)·
·[F ′∗(xn)F

′(xn)]F
′∗(xn)[F (xn)− f−F ′(xn)(xn − ξ)].

(2)

Здесь ξ ∈ H1 — априори выбираемое приближение к x∗, PQ — опера-
тор метрического проектирования на множествоQ. В качестве после-
довательности {αn} может быть взята убывающая геометрическая
прогрессия. Оператор Θ([F ′∗(xn)F

′(xn)]
2, αn) понимается в смысле

исчисления самосопряжённых операторов в гильбертовом простран-
стве. На функцию Θ наложен ряд условий, которым, в частности,
удовлетворяет функция Θ(λ, α) = (λ+ α)−1.

Наряду с методом (2), предлагается подход к нахождению квази-
решений уравнения (1), основанный на применении итеративно ре-
гуляризованного метода Ньютона-Канторовича [2] к операторному
уравнению F(x) = 0H1

, где F : H1 → H1, F(x) = F ′∗(x)(F (x)− f), с
проектированием на множество Q после каждого шага:

xn+1 = PQ(xn+1), xn+1 = ξ −Θ(F ′(xn), αn)(F(xn)−F ′(xn)(xn − ξ)).
(3)

Условие секториальности оператора F , требуемое для возможно-
сти применения итеративно регуляризованного метода Ньютона-
Канторовича, при этом выполнено автоматически. При подходящем
условии истокопредставимости и правиле останова итераций метод
(3), как и метод (2), допускает оценку точности, степенную относи-
тельно уровня погрешности входных данных f .

Методы (2) и (3) были применены к задаче анализа смесей мето-
дом ЯМР-спектроскопии [3]. Эта задача приводится к виду

m∑
i=1

pie
−Dih = A(h), h ∈ [a, b].

Здесь m — количество компонентов смеси, предполагаемое извест-
ным. Значения функции A(h) измеряются в ЯМР–эксперименте

157



в точках h1, . . . , hM ∈ [a, b]. Требуется определить величины
Di, 1 ⩽ i ⩽ m, пропорциональные коэффициентам самодиффузии
молекул каждого компонента смеси, а также веса pi, 1 ⩽ i ⩽ m,
удовлетворяющие соотношениям

pi ⩾ 0, 1 ⩽ i ⩽ m, p1 + . . .+ pm = 1.

Данная задача была представлена в виде операторного уравнения

F (x) = f, F : Rm+1 × Rm → RM

с априорной информацией x ∈ Q, где Q есть прямое произведение
двух симплексов. Приводятся результаты численных экспериментов,
показывающие применимость методов (2) и (3) для решения этой
задачи.
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НОВЫЕ ПОДХОДЫ К ЗАДАЧЕ ЭЛАСТОГРАФИИ
СТЕНКИ АРТЕРИИ1

М.М. Кокурин, Д.В. Пасынков,
Д.А. Пахмутов (Йошкар-Ола, МарГУ)

kokurin@nextmail.ru

Рассматривается задача идентификации параметров стенки арте-
рии по данным измерения артериального давления и видеоизображе-
ниям УЗИ артерии. Используется математическая модель, включа-
ющая линеаризованные уравнения Навье-Стокса и уравнения коле-
баний гибкой оболочки с учётом её анизотропной структуры, см. [1].

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22-71-10070).
© Кокурин М.М., Пасынков Д.В., Пахмутов Д.А., 2024
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Рассматриваемая задача приводится к задаче минимизации функ-
ции вида

f(π, φ) =

N∑
n=1

|cn(π, φ)−c∗n|+K(|pmax(φ)−p∗max|+|pmin(φ)−p∗min|). (1)

Здесь π — набор искомых параметров (таких как плотность стенки
артерии, а также её модули Юнга и коэффициенты Пуассона), φ —
набор коэффициентов Фурье функции p(t), показывающей зависи-
мость кровяного давления в артерии от времени, cn(π, φ), 1 ⩽ n ⩽ N
есть коэффициенты Фурье функции η(t), описывающей поперечные
колебания артериальной стенки и рассчитанные в рамках использу-
емой модели, c∗n, 1 ⩽ n ⩽ N — те же коэффициенты, найденные пу-
тём обработки видеоизображения УЗИ артерии, pmax(φ) и pmin(φ) —
максимальное и минимальное значения функции p(t) соответствен-
но, рассчитанные по набору φ её коэффициентов Фурье, p∗max и p∗min

— те же значения, полученные путём измерения артериального дав-
ления, K > 0 — весовой коэффициент. Минимизация функции (1)
производится с помощью метода Нелдера-Мида. Для численных экс-
периментов были собраны данные ультразвукового исследования у
пациентов с широким кругом патологических процессов.

Рассматривается также модель эластографии [2], в рамках кото-
рой модуль Юнга E(α, β) стенки артерии есть функция координат.
При описании цилиндрической оболочки, моделирующей стенку ар-
терии, используются цилиндрические координаты: α — продольная
координата, β — дуговая. Перемещения u(α, β), v(α, β), w(α, β) (про-
дольное, дуговое и радиальное соответственно) точки оболочки с ко-
ординатами α, β под воздействием нагрузки, описываемой функци-
ями X(α, β), Y (α, β), Z(α, β), удовлетворяют системе уравнений с
частными производными

∂
∂α

(
C11

∂u
∂α + C12

∂v
∂β + C12

R w
)
+ ∂

∂β

(
C66

∂u
∂β + C66

∂v
∂α

)
= −X

∂
∂β

(
C12

∂u
∂α + C22

∂v
∂β + C22

R w
)
+ ∂

∂α

(
C66

∂u
∂β + C66

∂v
∂α

)
= −Y

C12
∂u
∂α + C22

∂v
∂β + C22

R w = RZ

с непостоянными коэффициентами, зависящими от функции E.
Сформулированы прямая и обратная задачи для указанной систе-
мы уравнений с частными производными. Показано, что обратная
задача, в которой неизвестной является функция E, приводится к
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начально-краевой задаче для уравнения с частными производными
гиперболического типа.
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О ВАРИАЦИОННОМ ПРИНЦИПЕ ДЛЯ НЕКОТОРОЙ
НЕЛОКАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Г.В. Колесников, И.А. Колесникова (Москва, МПГУ, РГГУ)
gera.pkh@mail.ru, vipkolesnikov@mail.ru

Как известно, вариационные методы имеют не только теорети-
ческий, но и прикладной интерес, позволяя получать приемлемые
приближенные решения уравнений. В этом направлении часто воз-
никает обратная задача вариационного исчисления - восстановление
функционала Эйлера по оператору заданной краевой задачи. Прин-
ципиальные сложности здесь возникают в случае непотенциальных
операторов. Данная работа посвящена исследованию существований
решений обратных задач вариационного исчисления для некоторого
класса дифференциально-разностных операторов.

Эта теория имеет важные приложения к теории упругости, тео-
рии управления и диффузионных процессов. Новые классы функци-
онально - дифференциальных уравнений, возникающих в механике,
биологии, и других науках были изучены ранее.

Так же ранее рассматривались необходимые и достаточные усло-
вия для эллиптичности, разрешимости, спектра и гладкости обоб-
щенных решений для дифференциально-разностных уравнений.

Новая нелокальная краевая задача для эллиптического диффе-
ренциального уравнения, возникающая в теории плазмы, была сфор-
мулирована А. В. Бицадзе и А. А. Самарским [1].

Aw = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

ai(x)uxi
+a0(x)w(x) = f0(x) (x ∈ Q)

w(x)|Γ1
= w(ω(x))|Γ1

+ f1(x) (x ∈ Γ1)

© Колесников Г.В. Колесникова И.А., 2024
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w(x)|Γ2 = f2(x) (x ∈ Γ2)

Здесь
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > 0 (0 ̸= ξ ∈ Rn, x ∈ Q), Q ⊂ Rn ограни-

ченная область с границей ∂Q; Γ1 ⊂ ∂Q - (n− 1)-мерное открытое
многообразие в Q, Γ2 = Q \ Γ1;ω(x) бесконечно дифференцируемое
невырожденное преобразование, отображающее некоторую окрест-
ность Ω1 многообразия Γ1 на множество ω(Ω1) таким образом, что
ω(Γ1) ⊂ Q.

Представляет интерес исследовать заданный оператор на потен-
циальность, возможно ли для данного оператора построить обрат-
ную задачу вариационного исчисления.

Для построения вариационного метода рассматривается опера-
торное уравнение, задается соответствующая билинейная форма, за-
тем находится функционал, критические точки такого функционала
совпадают с множеством решений рассматриваемого уравнения.

Рассматривается оператор Ru(x)

Ru(x) ≡ u(x1, x2) + γ1u(x1 + 1, x2) + γ2u(x1 − 1, x2) = 0

с областью определения Q = (0, 2)× (0, 1), γ1, γ2 ∈ R.
Задается билинейная форма Φ(·, ·) ≡< ·, · > .
После необходимых вычислений выясняется,что оператор Ru(x)

не является потенциальным и построение вариационного принципа
относительно заданной билинейной формы на области Q невозмож-
но, но можно рассматривать задачу отыскания вариационного мно-
жителя, благодаря которому полученный оператор будет потенци-
альным.

Отыскание вариационного множителя вызывает определенные
трудности, невозможно заранее предположить какой именно мно-
житель сможет преобразовать заданный непотенциальный оператор
в потенциальный.

Рассматривается оператор M = eu(x1,x2) в качестве вариационно-
го множителя для оператора Ru(x) на Q = (0, 2)×(0, 1), полученный
оператор будет иметь вид R̃1u(x) =M ·Ru(x). Условия для потенци-
альности выполнены, а также найден соответствующий функционал.
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ВЕТВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ
СВИФТА-ХОЕНБЕРГА С ДВОЙНЫМ КРАЕВЫМ

УСЛОВИЕМ ДИРИХЛЕ
И.В. Колесникова (Воронеж, ВГУ)

kolinna@inbox.ru

В данной работе рассмотрено стационарное уравнение Свифта-
Хоенберга при двойном краевом условии Дирихле. Изложена ме-
тодика приближенного вычисления бифурцирующих решений при
малых и конечных значениях закритического приращения пара-
метра. Вычисления проведены на основе модифицированного ме-
тода Ляпунова-Шмидта, использующего ритцевскую аппроксима-
цию функционала энергии по заранее заданному набору собствен-
ных функций (мод) главной линейной части уравнения с последую-
щей редукцией Пуанкаре к функции двух ключевых переменных.
В случае локального анализа вычислена главная часть ключевой
функции и вычислены прближенные аналитическаие представления
ветвей бифурцирующих решений.

Один из базовых принципов исследования бифуркаций решений
начально краевых задач для нелинейных параболических и более
общих уравнений основан на том, что уравнение вида

dv

dt
+Av = f(t, v) (0 < t ⩽ t0), v(0) = v0 ,

где f(t, x) при каждом t ∈ [0, t0] — нелинейный оператор, при усло-
вии, что оператор A порождает сильно непрерывную полугруппу
T (t), сводится к интегральному уравнению

v(t) = T (t)v0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, v(s))ds

(метод Дюамеля).
В настоящей работе рассмотрен прямой и более простой подход,

основанный на том, что рассмотренные в работе бесконечномерные
динамические системы являются вариационными. Это обстоятель-
ство дает возможность использования прямого подхода к построе-
нию дискретных аналогов траекторий спуска динамической систе-
мы в точки минимума функционала энергии. Такой подход требует
предварительного изучения бифуркации стационарных точек много-
параметрического функционала энергии в условиях многомодового

© Колесникова И.В., 2024
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вырождения (в порождающей точке минимума). В качестве основно-
го модельного уравнения рассмотрено уравнение Свифта-Хоенберга

ẇ +∆2(w) + λ2 ∆(w) + λ1 w + w3 = 0 ,

w = w(x, t) , x = (x1, x2) ∈ Ω := [0, 1]× [0, 1] .

О СУЩЕСТВОВАНИИ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ
ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ПЛОСКОСТИ
В ОБЛАСТЯХ С ГЛАДКОЙ БОКОВОЙ ГРАНИЦЕЙ

А.Н. Коненков (Рязань, РГУ)
an.konenkov@gmail.com

В работе [1] рассматривалась первая краевая задача для парабо-
лической системы на плоскости. Установлена единственность реше-
ния в параболическом пространстве Гельдера H1+α(Ω̄), 0 < α < 1 в
областях с негладкими боковыми границами вида x = g(t), где функ-
ция g удовлетворяет условию Жевре g ∈ C(1+α)/2([0, T ]). Кроме то-
го, доказана единственность решения в пространстве C1,1/2(Ω̄) при
определенном условии на скорость роста старших производных ре-
шения. В [2] для области на плоскости с боковой границей из класса
Дини-ГельдераH1/2+ω рассмотрены первая и вторая краевые задачи
для параболических систем с Дини-непрерывными коэффициента-
ми. Доказана однозначная разрешимость этих задач в пространстве
C1,0(Ω̄). Существование единственного ограниченного классического
решения в пространстве C(Ω̄) для первой краевой задачи получено
в [3]. Коэффициенты системы при этом принадлежат пространству
Гельдера и зависят только от пространственной переменной x, а гра-
ница области удовлетворяет условию Жевре.

Мы устанавливаем оценки для функции Грина первой краевой
задачи, получаем некоторое интегральное представление решения
первой краевой задачи с непрерывной граничной функцией и избав-
ляемся от условия зависимости коэффициентов системы только от
x в работе [3]. Однако на боковую границу области накладывается
существенно более сильное, чем в работах [1-3], условие принадлеж-
ности классу C1+α/2.
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В полосе D = R× (0, T ), 0 < T < ∞, рассматривается параболи-
ческая система

Lu = ∂tu−
2∑
k=0

A(k)(x, t)∂kxu,

где u = (u1, . . . , um)T , A(k)(x, t) = (a
(k)
ij (x, t))mi,j=1. Для оператора L

предполагаются выполненными условия
а) равномерной параболичности по Петровскому;
б) коэффициенты a

(k)
ij принадлежат анизотропному пространству

Гельдера Cα(D̄), 0 < α < 1.

В полуограниченной области Ω = {(x, t) ∈ D |x > g(t)} рассмат-
риваем первую краевую задачу Lu = 0 в Ω,

u(x, 0) = 0, x > g(0),
u(g(t), t) = ψ(t), 0 ⩽ t ⩽ T,

(1)

где
g ∈ C1+α/2([0, T ]). (2)

Теорема. Пусть для оператора L выполнены условия а), б),
для боковой границы выполнено условие (2), граничная функция
ψ ∈ C([0, T ]) и ψ(0) = 0. Тогда существует ограниченное в Ω клас-
сическое решение u ∈ C2,1

x,t (Ω)∩C(Ω̄) первой краевой задачи (1), удо-
влетворяющее оценке

∥u∥C(Ω̄) ⩽ C∥ψ∥C([0,T ]).

Аналогичное утверждение получено и для ограниченной области
Ω = {(x, t) ∈ D | g1(t) < x < g2(t)}.
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3. Коненков А.Н. Существование и единственность классического
решения первой краевой задачи для параболических систем на плос-
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ
ГЛАДКОСТИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
С ПРОИЗВОДНЫМИ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

В ГРАНИЧНОМ УСЛОВИИ
В.И. Корзюк, И.С. Козловская (Минск, БГУ)

korzyuk@bsu.by, kozlovskaja@bsu.by

Постановка задачи. В замыкании Q̄ = [0,∞) × [0,∞) области
Q = (0,∞) × (0,∞) переменных x = (x1, x2) найти решение уравне-
ния (

∂2x1
u− a2∂2x2

u
)
(x) = f(x), x = (x1, x2) ∈ Q̄, (1)

удовлетворяющее условиям Коши

u(0, x2) = φ(x2), ∂x1u(0, x2) = ψ(x2), x2 ∈ [0,∞), (2)

и граничному условию

Bu(x1, 0) =

m∑
i,j=0,i+j=m

b(i,j)(x1)((∂
i
x1
∂jx2

u))(x1, 0) = µ(x1), (3)

где заданные функции b(i,j), µ принадлежат классу Ck−m(([0,∞)).
Оператор B таков, что для любого x1 ∈ [0,∞) выполняется условие

B(m)(x1,−a) =
m∑

i,j=0,i+j=m

(−a)ib(i,j)(x1) ̸= 0. (4)

Таким образом, рассматриваем задачу (1), (2), (3) с целью построе-
ния ее классичского решения из класса Ck(Q̄), k ⩾ 2.

Решение уравнения (1) представляется в виде

u(x) = g(1)(x2 − ax1) + g(2)(x2 + ax1) + Vp(x), (5)

где произвольные функции g(j), j = 1, 2, из класса Ck и области
определения D

(
g(1)

)
= Ck(R), D

(
g(2)

)
= Ck ([0,∞)) для любо-

го x ∈ Q̄, Vp – частное решение уравнения (1) из класса Ck
(
Q̄
)
.

© Корзюк В.И., Козловская И.С., 2024
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Для определения Vp характеристикой x2 − ax1 = 0 область Q раз-
бивается на две подобласти Q(1) = {x ∈ Q|x2 − ax1 > 0}, Q(2) =
{x ∈ Q|x2 − ax1 < 0} Тогда частное решение определяется в ввиде:

Vp(x) =

{
v
(1)
p (x), x ∈ Q(1),

V
(2)
p (x), x ∈ Q(2),

(6)

Теорема 1. Пусть заданная функция f уравнения (1) принад-
лежит множеству Ck−1

(
Q̄
)
. Тогда функции v

(j)
p (j = 1, 2) удовле-

творяют уравнению (1) на Q(j)(j = 2), v(1)p удовлетворяет однород-
ным условиям Коши (2), v(2)p – однородному условию (3). Функция
Vp(x) = V

(j)
p (x), j = 1, 2, принадлежит классу Ck

(
Q̄
)
, удовлетво-

ряет неоднородному уравнению (1), однородным условиям Коши (2),

где V (1)
p (x) = v

(1)
p (x), x ∈ Q(1), V (2)

p (x) = v
(2)
p (x)+

k∑
j=1

b(j)

j! (x2−ax1)
j.

Теорема 2. Пусть заданные функции задачи (1), (2), (3)
удовлетворяют следующим условиям гладкости: f ∈ Ck−1

(
Q̄
)
.

φ ∈ Ck([0,∞)), ψ ∈ Ck−1([0,∞)), µ ∈ Ck−m([0,∞)r), b(i,j) ∈
Ck−m([0,∞)), i, j = 0, . . . ,m, i + j = m. Функция u : Q ∋ x → u(x)
принадлежит классу Ck(Q̄), k ⩾ 2, и является единственным клас-
сическим решением задачи (1), (2), (3) тогда и только тогда, когда
выполняются условия согласования:

1

2
φ(0)− C = C̃(0), s = 0, (7)

1

2
dsφ(0)− 1

2a
ds−1ψ(0) = C̃(s), s = 1, 2, . . . ,m− 1, (8)

1

2
dsφ(0)− 1

2a
ds−1ψ(0) = ds−mµ̃(0), s = m, . . . , k, (9)

В соотношениях (7)—(9) числа m ⩾ 1, k ⩾ 2, m ⩽ k. Выполнение
равенств (7), (8) достигается за счет соответствующих постоянных
C̃(s), s = 0, . . . ,m− 1. Они определяются единственным образом.

О РЕШЕНИИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
НЕОДНОРОДНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
С ПРОИЗВОДНЫМИ В КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ

В.В. Корнев (Саратов, СГУ)
KornevVV@sgu.ru
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Рассмотрим смешанную задачу

utt(x, t) = uxx(x, t) + f(x, t), 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t <∞ (1)

ux(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0

ux(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0
(2)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (3)

где функции, входящие в (1)-(3), комплекснозначные и

f(x, t) ∈ L(QT ), QT = [0, 1]× [0, T ], при любом T > 0 (4)

Под решением задачи (1)-(3) понимаем функцию u(x, t), непре-
рывную вместе с ux(x, t) и ut(x, t), ux(x, t) (ut(x, t)) абсолютно непре-
рывна по x (по t), удовлетворяющую условиям (2),(3) и почти всюду
- уравнению (1), причем utt(x, t) удовлетворяет условию (4).

Задачу (1)-(3) можно решать методом Фурье (см. [1]), который
приводит к следующей теореме.

Теорема 1. Если u(x, t) - решение задачи (1)-(3), то оно предста-
вимо в виде ряда

u(x, t) = − 1

2πi
(

∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

)× [

t∫
0

Rλ(f(·, τ))
sinρ(t− τ)

ρ
dτ ]dλ, (5)

где Rλ = (L− λE)−1 - резольвента оператора L:
Ly = −y′′(x), y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = y′(0) + α2y(0) + β2y(1) = 0,
Е - единичный оператор, λ = ρ2, Reρ ⩾ 0, γn - замкнутый контур в
λ-плоскости вокруг n-го собственного значения оператора L, r > 0
достаточно велико и фиксировано, n0 - такой номер, что при n ⩾
n0 внутри γn находится по одному собственному значению и все
γn при n ⩾ n0 находятся вне контура |λ| = r.

Ряд (5) имеет смысл для любой функции f(x, t), удовлетворяю-
щей (4). Рассмотрим его как самостоятельный объект исследования
без предположения о его сходимости.

Пусть φ(x) ∈ L[0, 1]. Определим ее продолжение φ̃(x) с [0,1] на
все x ∈ R по следующему правилу:
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(φ̃(−x), φ̃(1 + x))T = (φ̃(x), φ̃(1− x))T+

+2M

∫ x

0

eM(x−t)(φ̃(t), φ̃(1− t))T dt, x ⩾ 0,
(6)

где φ̄(x) = φ(x) при x ∈ [0, 1], T− знак транспонирования,

M =

(
α1 β1
−α2 −β2

)
.

В дальнейшем через f̃(x, t) обозначается функция f(x, t), продол-
женная при каждом фиксированном t ⩾ 0 по правилу (6) с x ∈ [0, 1]
на все x ∈ R.

Определим непрерывную функцию:

u0(x, t) =
1

2

∫ t

0

dτ

∫ x+t−τ

x−t+τ
f̃(η, τ)dη, 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t <∞. (7)

Теорема 2. При любом фиксированном t ⩾ 0 ряд ((5)) сходится к
u0(x, t) равномерно по x ∈ [a, b] на любом [a, b] ⊂ (0, 1).

Доказательство теоремы 2 опирается на следующие леммы:

Лемма 1. Если f(x,t) - непрерывна в Q = [0, 1] × [0,∞) вместе с
частными производными до второго порядка включительно и удо-
влетворяет условиям (2), то функция u0(x, t) является решением
задачи (1)-(3).

Лемма 2. Пусть u(x,t) - решение (1)-(3), y(x, t, λ) = Rλu(·, t). Тогда

y(x, t, λ) = −1

ρ

t∫
0

u(x, τ)sinρ(t− τ)dτ +

t∫
0

(Rλf(·, τ))
sinρ(t− τ)

ρ
dτ

Лемма 3. Пусть f(x,t) удовлетворяет условию (4). Тогда ряд (5)
есть ряд Фурье функции u0(·, t) при любом t по собственным и при-
соединенным функциям оператора L.

В заключение приведем теорему о достаточных условиях суще-
ствования решения.

Теорема 3. Если почти при всех x ∈ [0, 1] функция f(x,t) абсолютно
непрерывна по t, функции f(x,t) и ft(x, t) удовлетворяют условию
(4), то функция u0(x, t), определяемая по формуле (7), является
единственным решением задачи (1)-(3).
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РАСХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ И ОБОБЩЕННАЯ
СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОРОДНОГО
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ГРАНИЧНЫМИ

УСЛОВИЯМИ, СОДЕРЖАЩИМИ ПРОИЗВОДНЫЕ
В.В. Корнев, А.П. Хромов (Саратов, СГУ)

KornevVV@sgu.ru, KhromovAP@sgu.ru

Обобщенная смешанная задача [1, с. 217] является одним из наи-
более сильных обобщений смешанной задачи.

1. Рассмотрим сначала следующую обобщенную смешанную за-
дачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), x, t ∈ [0, 1]× [0,∞), (1)

U1(u) = u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0, (2)

U2(u) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (3)

u(x, 0) = φ(x), u′t(x, 0) = ψ(x). (4)

Считаем, что все функции, входящие в (1)–(4), комплекснознач-
ные, причем q(x), φ(x), ψ(x) ∈ L[0, 1] и f(x, t) класса Q, т.е. f(x, t) ∈
∈ L[QT ] при любом T > 0, QT = [0, 1] × [0, T ], α1, α2, β1, β2 — ком-
плексные числа.

Задача (1)–(4) при таких исходных данных чисто формальная,т.е.
имеет лишь внешний вид. Несмотря на это, можно дать [1, с. 217]
формальное решение по методу Фурье в следующем виде:

u(x, t) =
( )[

(Rλφ) cos ρt+ (Rλψ)
sin ρt

ρ
+

+

t∫
0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ, (5)
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где
( )

= − 1
2πi

( ∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

)
, Rλ = (L − λE)−1 — резольвента

оператора L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),

U1(y) = y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = 0,

U2(y) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0,

λ — спектральный параметр, E — единичный оператор, Rλ(f(·, τ))
означает, что Rλ применяется к f(x, t) по переменной x (τ — па-
раметр), λ = ρ2, Re ρ ⩾ 0, γn — образ в λ-плоскости окружности
γ̃n = {ρ : |ρ − nπ| = δ}, δ > 0 и достаточно мало, r > 0 достаточно
велико, фиксировано, n0 — такой номер, что при n ⩾ n0 внутри γn
находится по одному собственному значению и все γn при n ⩾ n0
находятся вне |λ| = r, а остальные собственные значения — внутри.
Считаем, что задача (1)–(4) и ее формальное решение тесно связаны.

Ряд (5) может быть и расходящимся. Таким образом, в нашей
обобщенной смешанной задаче сама задача имеет чисто формальный
вид, а формальное решение может быть и расходящимся рядом.

2. При действиях с расходящимися рядами будем пользоваться
аксиомой: ∫ ∑

=
∑∫

, (6)

где
∫

— определенный интеграл.
С помощью (6) формальное решение (5) приводится к виду

u(x, t) = Z(x, t;φ) +

t∫
0

Z(x, τ ;ψ) dτ+

+

t∫
0

dτ

t−τ∫
0

Z(x, η; f(·, τ)) dτ, (7)

где Z(x, t;φ) есть формальное решение задачи

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (8)

Uj(u) = 0 (j = 1, 2), (9)

u(x, 0) = φ(x), u′t(x, 0) = 0. (10)
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Значение формулы (7) в том, что хорошо объясняется роль сме-
шанной задачи (8)–(10) и поэтому в дальнейшем ограничимся лишь
задачей (8)–(10).

3. При решении обобщенной смешанной задачи (8)–(10) потре-
буется следующий факт, относящийся к тригонометрическому ряду
Фурье [2].

Рассмотрим на [−1, 1] тригонометрический ряд Фурье функции
f(x) ∈ L[−1, 1]:

a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kπx+ bk sin kπx), (11)

где ak =
1∫

−1

f(t) cos kπt dt, k = 0, 1, . . .; bk =
1∫

−1

f(t) sin kπt dt,

k = 1, 2, . . ..
Рассматриваем ряд (11) как расходящийся. К нахождению его

суммы привлечем аксиому (6), где
∫
=

x∫
−1

.

Теорема 1. Сумма расходящегося ряда (11) почти всюду равна
f(x).

К этому же результату приходим при суммировании ряда (11) по
Фейеру.

4. Приступаем к решению задачи (8)–(10).
Представим формальное решение Z(x, t;φ) задачи (8)–(10) в ви-

де:
u(x, t) = u01(x, t) + u1(x, t),

где u01(x, t) есть ряд Z(x, t;φ) при q(x) = 0. Этот ряд обозначим
Z0(x, t;φ). Поэтому u1(x, t) есть ряд u1(x, t) = Z(x, t;φ)− Z0(x, t;φ).

Лемма 1 ([1, с. 223]). Сумма ряда u01(x, t) есть

a0(x, t) =
1

2
[φ̃(x+ t) + φ̃(x− t)],

где φ̃(x) — продолжение функции φ(x) по формуле

(φ̃(−x), φ̃(1 + x))T = (φ̃(x), φ̃(1− x))T+

+2M

x∫
0

eM(x−t)(φ̃(t), φ̃(1− t))T dt, (12)
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где T —знак транспонирования и M =

(
α1 β1
−α2 −β2

)
.

Ряду u1(x, t) соответствует смешанная задача:

∂2u1(x, t)

∂t2
=
∂2u1(x, t)

∂x2
− q(x)u1(x, t) + f0(x, t), (13)

Uj(u1) = 0, j = 1, 2. (14)

u1(x, 0) = u′1t(x, 0) = 0, (15)

где f0(x, t) = −q(x)a0(x, t).
Но ряд u1(x, t) не является рядом формального решения по мето-

ду Фурье этой задачи и мы его меняем на ряд формального решения
задачи (13)–(15). Этот переход является основным моментом нашей
процедуры.

Повторяем теперь вышеприведенную процедуру с рядом

u1(x, t) =
( )[ t∫

0

Rλ(f0(·, τ))
sin ρ(t− τ

ρ
dτ

]
dλ, (16)

т. е. представимu1(x, t) из (16) в виде u1(x, t) = u02(x, t) + u2(x, t)),
где u02(x, t) есть ряд формального решения обобщенной смешанной
задачи:

∂2u02(x, t)

∂t2
=
∂2u02(x, t)

∂x2
+ f0(x, t),

Uj(u02) = 0 (j = 1, 2),

u02(x, 0) = u′02,t(x, 0) = 0.

Лемма 2. Сумма ряда u02(x, t) есть

u02(x, t) = a1(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

f̃(η, τ) dη,

где f̃0(η, τ) есть продолжение (12) f0(η, τ) по η.
Продолжая далее указанный процесс получим на m-м шаге, что

формальное решение u(x, t) задачи (8)–(10) переходит в

u(x, t) = Am(x, t) + Ωm(x, t),
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где Am(x, t) =
m∑
k=0

ak(x, t),

ak(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

f̃k−1(η, τ) dη, k ⩾ 1,

fk(η, τ) = −q(η)ak(η, τ),

Ωm(x, t) =
( )[ t∫

0

(Rλ −R0
λ)(fm−1(·, τ))

sin ρ(t− τ

ρ
dτ

]
dλ.

Лемма 3. Ряд A(x, t) =
∞∑
k=0

ak(x, t) сходится абсолютно и рав-

номерно с экспоненциальной скоростью.
Лемма 4 ([1, с. 235]). Сумма ряда Ωm(x, t) абсолютно и равно-

мерно по x, t ∈ QT стремится к нулю при m→ ∞.
Поэтому справедлива
Теорема 2. Сумма ряда A(x, t) представляет собой решение

обобщенной смешанной задачи (8)–(10).
Основанием для такого заключения является
Теорема 3 Если φ(x), φ′(x) абсолютно непрерывны на [0, 1] и

Uj(φ) = 0 (j = 1, 2), то ряд A(x, t) является классическим решением
задачи (8)–(10).

Замечание. Условие на φ(x) в теореме 3 являются необходимы-
ми и достаточными для классического решения задачи (8)–(10).

Таким образом, аксиома о перестановочности операций интегри-
рования и суммирования функциональных рядов приводит в случае
тригонометрического ряда Фурье к методу суммирования, схожего
с методом Фейера. В случае обобщенной смешанной задачи эта ак-
сиома приводит к построению ряда A(x, t) явного вида, сходящего-
ся с экспоненциальной скоростью. Этот ряд следует считать новым
методом суммирования ряда формального решения задачи (8)–(10).
Теорема 3 говорит о регулярности предлагаемого метода.

Результаты настоящего сообщения является перенесением соот-
ветсвующих результатов из [3] для смешанной задачи с закреплен-
ными концами на случай произвольных линейных однородныъ гра-
ничных условий, содержащих производные.
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ИССЛЕДОВАНИЕ АСИМПТОТИК РЕШЕНИЙ
В ОКРЕСТНОСТИ ИРРЕГУЛЯРНЫХ ОСОБЫХ ТОЧЕК

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 2-ГО
ПОРЯДКА

М.В. Коровина (Москва, МГУ)
betelgeuser@yandex.ru

В данной работе исследуются асимптотики решений дифферен-
циальных уравнений второго порядка с иррегулярными особыми
точками. Она является продолжением работы [1], в которой решена
задача о построении асимптотик решений обыкновенных дифферен-
циальных уравнений 2-го порядка в окрестностях их иррегулярных
особых точек, а также для широкого класса уравнений в частных
производных.

В работе [1] показано, что асимптотики решений обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка в окрестности ир-
регулярных особенностей представимы в виде выражений содержа-
щих формальные, вообще говоря расходящиеся ряды. Однако для
некоторых типов уравнений с иррегулярной особенностью эти ряды
сходятся. Данная работа посвящена исследованию уравнений такого
типа. А именно рассмотрим уравнение(

−r2+ k
2
d

dr

)2

v (r) + P (r)

(
−r2+ k

2
d

dr

)
v (r) + a (r)λv (r) = 0, (1)
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где a (r) =
∑∞
j=0 ajr

j , a (0) ̸= 0 — голоморфная функция, P (r) — по-
лином, k ∈ Z. Асимптотики решений строятся в пространстве функ-
ций экспоненциального роста E k

2+1 (SR,ε) в окрестности иррегуляр-
ной особой точки r = 0. Введем обозначение n =

[
k
2

]
.

Теорема 1. Асимптотики решений уравнения (1) при λ ̸= 0 в
окрестности нуля имеют вид

I. Если k ⩾ −1,
при четных k

u (r) ≈ exp

(
c1
rn+1

+

n∑
i=1

α1
i

rn+1−i

)
rσ1

∞∑
i=0

β1
i r
i+

+exp

(
c2
rn+1

+

n∑
i=1

α2
i

rn+1−i

)
rσ2

∞∑
i=0

β2
i r
i

при нечетных k

u(r) ≈ exp

(
c1

rn+
3
2

+

2n+2∑
i=1

α1
i

rn+
3
2−

i
2

)
rσ1

∞∑
j=1

β1
j r

j
2+

+exp

(
c2

rn+
3
2

+

2n+2∑
i=1

α2
i

rn+
3
2−

i
2

)
rσ2

∞∑
j=1

β2
j r

j
2 .

Здесь c1, c2 — корни многочлена H0 (p) =
(

1
1+k

)2
a (0)λ + p2

и степенные ряды
∑∞
i=0 β

1
i r
i и

∑∞
i=0 β

2
i r
i сходятся в некоторой

окрестности нуля.
II. Если k ⩽ −2, или λ = 0, тогда асимптотика решения явля-

ется конормальной, либо решение регулярно.
Пример. Стационарное когерентное уравнение Гойна.

zω′′ (z) + (c− z)ω′ (z)− aω (z) = 0 (2)

Здесь через c и a обозначены некоторые константы. Это урав-
нение имеет две особые точки, регулярная особая точка в нуле и
иррегулярная на бесконечности. Будем искать асимптотики реше-
ний при z → ∞ в пространстве функций экспоненциального роста.
Асимптотики решений в окрестности регулярной особой точки яв-
ляются конормальными. Задача состоит в построении асимптотик
решений уравнения (2) в окрестности иррегулярной особенности.
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Утверждение 1. Асимптотики решений уравнения (2) в
окрестности бесконечности имеют вид

ω (z) ≈ exp (z) z−σ1g′1 (z) + z−σ2g′2 (z) .

Здесь g′1 (z) =
∑∞
i=0 β

1
i z

−i, g′2 (z) =
∑∞
i=0 β

2
i z

−i — функции голо-
морфные в окрестности бесконечности.
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ФУНКЦИОНАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ
НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ МЕХАНИКИ

ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ
Д.М. Коростелева (Казань, КГЭУ)

diana.korosteleva.kpfu@mail.ru

Обозначим через R вещественную числовую прямую, через V —
вещественное бесконечномерное гильбертово пространство с нормой
∥ · ∥V , R+ = (0,∞). Зададим симметричные билинейные формы a :
V ×V → R и b : V ×V → R такие, что α1∥v∥2V ⩽ a(v, v) ⩽ α2∥v∥2V для
v ∈ V при α1, α2 ∈ R+, b(v, v) > 0 для v ∈ V \ {0}, b(vi, vi) → b(v, v)
при i→ ∞ для слабо сходящейся последовательности vi ⇀ v в V при
i → ∞. Определим ненулевой линейный непрерывный функционал
g : V → R.

Введём пространство V = V ×R с нормой ∥v∥V =
(
∥v∥2V + ζ2

)1/2
при v = (v, ζ)⊤ ∈ V . Для κ, µ ∈ R+ определим билинейные формы
a : V ×V → R и b : V ×V → R соотношениями a(u, v) = a(u, v)+κ(ξ−
g(u))(ζ − g(v)) и b(u, v) = b(u, v) + µξζ при u = (u, ξ)⊤, v = (v, ζ)⊤ ∈
V . Сформулируем задачу на собственные значения: найти λ ∈ R и
u ∈ V \ {0} из уравнения

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ V. (1)

Теорема 1. Задача (1) имеет неубывающую последователь-
ность положительных конечнократных собственных значений λk,
k = 1, 2, . . . , λk → ∞ при k → ∞, и соответствующую систему соб-
ственных векторов uk = (uk, ξk)

⊤ ∈ V , k = 1, 2, . . . , a(ui, uj) = λiδij ,
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b(ui, uj) = δij , i, j = 1, 2, . . . Векторы ũk = uk/
√
λk, k = 1, 2, . . . ,

составляют полную ортонормированную систему в V.
Зададим подпространства Vh размерности M = Mh простран-

ства V. Предположим, что εh(v) = inf
vh∈Vh

∥v − vh∥ → 0 при h → 0

для любого v из V. Для пространства Vh = Vh × R размерности
N = M + 1 сформулируем конечномерную аппроксимацию задачи
(1): найти λh ∈ R и uh ∈ Vh \ {0} из уравнения

a(uh, vh) = λhb(uh, vh) ∀vh ∈ Vh. (2)

Теорема 2. Задача (2) имеет собственные значения λhk , k =
1, 2, . . . , N, и соответствующую систему собственных векторов
uhk = (uhk , ξ

h
k )

⊤ ∈ Vh, k = 1, 2, . . . , N, a(uhi , u
h
j ) = λhi δij , b(u

h
i , u

h
j ) = δij ,

i, j = 1, 2, . . . , N. Векторы ũhk = uhk/
√
λhk , k = 1, 2, . . . , N, составля-

ют полную ортонормированную систему в Vh.
Пусть λk — собственное значение задачи (1) кратности s такое,

что λk−1 < λk = λk+1 = . . . = λk+s−1 < λk+s, ui = (ui, ξi)
⊤,

i = k, k + 1, . . . , k + s − 1, — соответствующие собственные векто-
ры, λhi , u

h
i , i = k, k + 1, . . . , k + s − 1, — приближения по схеме (2),

Uk = span{uk, uk+1, . . . , uk+s−1}, Uk = span{uk, uk+1, . . . , uk+s−1},
U
h

k = span{uhk , uhk+1, . . . , u
h
k+s−1}. Обозначим εhk = sup

u∈Uk,∥u∥V =1

εh(u).

Теорема 3. Справедливы следующие оценки погрешности:

0 ⩽ λhi − λi ⩽ c
(
εhk
)2
, ϑ(Uk, U

h

k) ⩽ c εhk ,

для i = k, k+1, . . . , k+ s− 1, ϑ(Uk, U
h

k) — раствор подпространств.
Выберем в Vh базис φi ∈ Vh, i = 1, 2, . . . ,M. Введём симмет-

ричные квадратные матрицы A и B размера N с элементами aij =
a(φi, φj) + κg(φi)g(φj), aNN = κ, aNi = −κg(φi), aiN = −κg(φi),
bij = b(φi, φj), bNN = µ, bNi = 0, biN = 0, i, j = 1, 2, . . . ,M. То-
гда задача (2) эквивалентна обобщённой алгебраической задаче на
собственные значения: найти λ = λh ∈ R и y ∈ RN \{0} из уравнения

Ay = λBy. (3)

После вычисления собственного вектора y с координатами yi ∈ R,
i = 1, 2, . . . , N, задачи (3) компоненты собственного вектора uh =
(uh, ξh)⊤ ∈ V h задачи (2) восстанавливаются с помощью следующих
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соотношений:

uh =

M∑
i=1

yiφi, ξh = yN .

Полученные результаты могут быть применены для исследова-
ния и решения задач о собственных колебаниях тонкостенных кон-
струкций с присоединёнными осцилляторами [1].
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ОПТИМИЗАЦИЯ ЗАТРАТ НА ЭКСПЛУАТАЦИЮ
СЛОЖНОЙ ТЕХНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

С ПОМОЩЬЮ ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА
ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА
О.И. Кос, В.Ю. Смирнов (Москва, МАИ)

kosoksana90@gmail.com

Рассмотрим сложную техническую систему, состоящую из боль-
шого числа разных элементов. В ходе ее эксплуатации требуется эф-
фективно ремонтировать и заменять исчерпавшие ресурс элементы
для обеспечения безотказности работы сложной технической систе-
мы.
Первая часть задачи состоит в нахождении совокупности оптималь-
ных времен замен (ремонтов) каждого из элементов сложной тех-
нических системы, т.е. поэлементной оптимизации. После того как
получены результаты по методам: расчет оптимального интервала
предупредительных замен и рекуррентному методу расчета надеж-
ности СТС, необходимо построить схему эксплуатации оптимальным
образом [1]. Задача оптимизации эксплуатации СТС за счет эффек-
тивной замены ее элементов решается с помощью генетического ал-
горитма. Далее приведены основные обозначения и сформулирована
задача, решаемая с помощью генетического алгоритма[2].

Обозначим:
τ = (τ1,. . . ,τn) – набор оптимальных интервалов ремонтов (замен)

элементов СТС, где n – число элементов в СТС.
θ = (τ1 , . . . , τn ) – популяция наборов решений, где m – число

наборов в популяции.
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Ze - стоимость замен (ремонтов) элементов СТС; Zs- затраты на
выезд специалистов для ремонта (замены) элементов; Zv- стоимость
времени работы элементов, которые были заменены раньше времени
своей оптимальной замены.
Функция приспособленности популяции решений выражена форму-
лой:

Φ
(
θ
)
=

1

m

m∑
l=1

Ψ(τl) (1)

Функция приспособленности набора решений выражена формулой:

F (τ) = Ze (τ) + Zs (τ) + Zv (τ) (2)

Пусть заданы: τ = (τ1,. . . ,τn),Ze,Zs,Zv,Φ
(
θ
)
, F (τ).

Найти:оптимальную популяцию решений:θ0 = argminΦ
(
θ
)
,{

θ
}

далее найти оптимальный набор решений:τ0 = argminF (τ)
{τ} .

Множеством решений данной задачи является оптимальная, т.е. эф-
фективная с точки зрения эксплуатации совокупность времен замен
(ремонтов) элементов СТС. Ограничением при решении задачи оп-
тимизации будет требование на совокупность оптимальных интерва-
лов, заключающееся в том, что эти интервалы могут быть умень-
шены до ближайшего интервала. Но они не могут быть увеличены,
так как в этом случае не будет обеспечена надежность СТС. Кри-
терий оптимальности решения задачи выражен целевой функцией,
значения которой используют для сравнения решений. В нашем слу-
чае целевой функцией выступает функция приспособленности, ко-
торая является суммой следующих затрат, а именно: стоимости за-
мен (ремонтов) элементов СТС; затрат на выезд специалистов для
ремонта элементов; стоимости времени работы элементов, которые
были заменены раньше времени своей оптимальной замены. Постро-
енный метод оптимизации затрат на эксплуатацию элементов можно
применить для ряда сложных технических систем, в качестве кото-
рых рассматриваются искусственные сооружения, например мосто-
вые конструкции, находящиеся в непосредственной близости друг от
друга.
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распределения функции отказов элементов. / O.И. Кос, В.Ю. Смир-
нов // — Известия РАН. Теория и системы управления. — М.: Рос-
сийская академия наук, 2022. — 3-10 с.

2. Кос O.И., Смирнов В.Ю. Применение генетического алгорит-
ма в задаче оптимизации замены элементов системы. / O.И. Кос,
В.Ю. Смирнов // — Известия РАН. Теория и системы управления. —
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ПРИМЕНЕНИЕ АЛГОРИТМА ХЕББА
ДЛЯ КЛАССИФИКАЦИИ КАЧЕСТВА

ПРОВЕДЕННЫХ РЕМОНТОВ СЛОЖНЫХ
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

О.И. Кос, В.Ю. Смирнов (Москва, МАИ)
kosoksana90@gmail.com

В нашей стране эксплуатируется огромное количество сложных
технических систем, сокращенно СТС. Обеспечение бесперебойной
работы СТС требует больших затрат на безопасную эксплуатацию, а
следовательно, своевременных замен или ремонтов элементов СТС.
В настоящее время реализуется схема, которая называется управ-
ление техническим состоянием СТС по нормативу. Для реализации
боле прогрессивной стратегии необходимо в любой заданный момент
времени иметь возможность оценить техническое состояние всех эле-
ментов СТС и СТС в целом. Для этого, в свою очередь, необходимо
оценить качество проведенных ранее ремонтов элементов СТС, что-
бы прогнозировать их техническое состояние в промежутках време-
ни до последующих ремонтов. В настоящее время эта оценка про-
изводится по усредненным показателям, закрепленным в нормати-
вах и на основании данных текущих обследований. Предлагается
использовать интеллектуальный алгоритм для классификации те-
кущего технического состояния элементов СТС. Рассмотрим следу-
ющие уровни технического состояния СТС:
1. Дефекты отсутствуют.
2. Присутствуют мелкие дефекты, не оказывающие влияния на вли-
яющие на безотказность работы.
3. Дефекты, развитие которых создаст угрозу безотказности работы.
4. Серьезные дефекты, оказывающие влияние на безотказность рабо-
ты, требуют особых условий эксплуатации вплоть до введения огра-
ничений.
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Классификация элементов СТС по перечисленным уровням предла-
гается производить с помощью адаптированного алгоритма Хебба.
На основании входных значений, описывающих повреждения, кото-
рые были обнаружены при проведении определенного обследования
СТС, получаются выходные значения, которые после того, как они
застабилизируются с определенной точностью посредством алгорит-
ма Хебба, должны отнести СТС к определенному классу. В начале
обучения все веса нейронной сети Хебба инициализируются случай-
ными значениями или нулями. Далее задается набор входных зна-
чений, соответствующий повреждениям, которые были обнаружены
при проведении определенного обследования в СТС. На каждом ней-
роне рассчитывается сумма взвешенных входных значений и затем к
нему применяется активационная функция. Таким образом рассчи-
тывается выходное значение. Для каждого набора входных значений
нейронная сеть обновляет свои веса в

wij(t) = wij(t− 1) + αy
(n−1)
i y

(n)
j

где y(n−1)
i — выходное значение нейрона i слоя (n − 1), y(n)j — вы-

ходное значение нейрона j слоя n;wij(t) и wij(t− 1) — весовой коэф-
фициент синапса, соединяющего эти нейроны, на итерациях t и t−1
соответственно; α — коэффициент скорости обучения. Здесь и далее,
для общности

Для каждого набора входных значений пересчитываются веса
нейронной сети до тех пор, пока выходное значение не будет за-
стабилизировано. После процесса обучения на вход сети передаются
данные обследований СТС, и она устойчиво определяет уровень тех-
нического состояния СТС. В результате можно классифицировать
текущее техническое состояние СТС по перечисленным выше уров-
ням. Определения уровня технического состояния с помощью при-
менения алгоритма Хебба позволяет оценить качество проведенных
ранее ремонтов СТС, чтобы выработать рекомендации для последу-
ющих ремонтов.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СЛАБОЙ РАЗРЕШИМОСТИ
ОДНОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНО-ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ ЖИДКОСТИ
С ТЕМПЕРАТУРОЙ1

Е.И. Костенко (Воронеж, ВГУ)
ekaterinalarshina@mail.ru

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с достаточно гладкой гра-
ницей ∂Ω. В QT = [0, T ] × Ω, T > 0, рассматривается начально–
краевая задача:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− Div

[
ν(θ)E(v)− κ(I2(v))

∫ t

0

E(v)(s, x)ds
]
+∇p = f ;

div v(t, x) = 0 в QT , v(t, x) |t=0= v0 в Ω, v(t, x) |[0,T ]×∂Ω= 0;

∂θ

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂θ

∂xi
−χ△θ =

[
ν(θ)E(v)+κ(I2(v))

∫ t

0

E(v)(s, x)ds
]
: E(v)+g;

θ |t=0= θ0 в Ω, θ |[0,T ]×∂Ω= 0.

Здесь v(t, x) = (v1(t, x), ..., vn(t, x)), θ(t, x) и p(t, x) — вектор - функ-
ция скорости, функции температуры и давления среды соответствен-
но, E(v) = {Eij}ni,j=1 — тензор скоростей деформации с компонентами
Eij = 1

2 (
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

), f — плотность внешних сил, g — источник внеш-
него тепла, κ > 0 — время ретардации (запаздывания), χ > 0 —
коэффициент теплопроводности, ν > 0 — вязкость жидкости. Знак
Div обозначает дивергенцию матрицы, то есть вектор, координата-
ми которого являются дивергенции векторов - столбцов матрицы.

Функция I2 определяется равенством: I22 =
n∑

i,j=1

E2
ij(v).

На функцию κ : R+ → R : κ(s) наложены естественные ограни-
чения: κ(s) должна быть определенная при s ⩾ 0 непрерывно диф-
ференцируемая скалярная функция, для которой выполнены нера-
венства

(κ1) 0 < C1 ⩽ κ(s) ⩽ C2 <∞;

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда
№ 23-71-10026.
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(κ2) − sκ′(s) ⩽ κ(s), при κ′(s) ⩽ 0; (κ3) |sκ′(s)| ⩽ C3 <∞.

Здесь и далее через Ci обозначаются различные константы.
Рассматриваемая задача является продолжением цикла работ,

посвященных исследованию моделей термовязкоупругих сред (см.
напр. [1]–[5] и имеющуюся там библиографию).

Слабое решение будет находиться в следующих функциональных
пространствах

W1 = {v : v ∈ L2(0, T, V ), v′ ∈ L2(0, T ;V
∗)},

W2 = {θ : θ ∈ Lp(0, T ;W
1
p (Ω)), v

′ ∈ L1(0, T ;W
−1
p (Ω)), 1 < p < +∞}.

Теорема 1. Пусть функция ν(θ) ∈ C2(−∞,+∞) и 0 < C4 <
ν(θ) < C5, κ удовлетворяет условиям (κ1)− (κ3), f ∈ L2(0, T ;V

∗),
g ∈ L1(0, T ;H

−2(1−1/p)
p (Ω)), v0 ∈ H, θ0 ∈ W

1−2/p
p (Ω). Тогда при

1 < p < 4/3 существует хотя бы одно слабое решение изучаемой
начально–краевой задачи.
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1. Звягин А.В. Разрешимость задачи термовязкоупругости для

одной модели Осколкова / А.В. Звягин, В.П. Орлов // Известия
Вузов. Математика. — 2014. — Н. 9. — С. 69–74.

2. Звягин А.В. Разрешимость задачи термовязкоупругости для
альфа–модели Лере / А.В. Звягин // Известия ВУЗов. Математи-
ка. — 2016. — Н. 10. — С. 70–75.

3. Звягин А.В. Исследование разрешимости термовязкоупругой
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УСТОЙЧИВОСТЬ КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫХ
РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА
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ПРОСТРАНСТВЕННО-РАСПРЕДЕЛЕННЫХ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ1

Д.С. Костерин (Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова)
kosterin.dim@mail.ru

Рассматривается система уравнений

∂u

∂t
= (A0 + εA1)u+ F2(u, u) + F3(u, u, u) + εD0

1

2π

2π∫
0

f(s)u(t, x+ s)ds

с периодическим краевым условием

u(t, x+ 2π) = u(t, x).

Здесь u = u(t, x) ∈ Rn, t ⩾ 0, x ∈ R, A0, A1, D0, — матрицы
размера n×n, F (∗, ∗), F3(∗, ∗, ∗) — линейные по каждому аргументу
вектор-функции, ε — малый положительный параметр.

Исследуется динамика данной краевой задачи в окрестности её
нулевого решения. Нулевое решение асимптотически устойчиво, если
все собственные значения матриц

A0 + εA1 +
1

2π
εD0

2π∫
0

exp(iks)ds, k ∈ Z

имеют отрицательную вещественную часть. Заметим, что при k ̸= 0
все эти матрицы равны A0 + εA1, а при k = 0 имеем матрицу
A0 + ε(A1 +D0). Это означает, что устойчивость нулевого решения
рассматриваемой краевой задачи определяется в главном собствен-
ными значениями матрицы A0.

Пусть A0 имеет простое нулевое собственное значение, а все
остальные собственные значения этой матрицы имеют отрицатель-
ную вещественную часть. Тогда решение исходной краевой задачи
будем искать в виде асимптотического ряда

u(t, x) = εξ(τ, x)a+ ε2u20ξ
2(τ, x) + . . .

Подставив его в исходную систему уравнений, приравняем между
собой коэффициенты при разных степенях ε. Тогда при ε2 получим

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда №
22-11-00209, https://rscf.ru/project/22-11-00209/
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краевую задачу

∂ξ

∂τ
= λξ + δξ2 +

γ0
2π

2π∫
0

ξ(τ, x)dx, ξ(τ, x+ 2π) ≡ ξ(τ, x),

которую будем называть квазинормальной формой. Здесь и далее
τ = εt. Если при построении получилось δ = 0, то решение краевой
задачи ищем в виде асимптотического ряда по степеням ε1/2.

Тогда квазинормальная форма будет иметь вид

∂ξ

∂τ
= λξ + δ1ξ

3 +
γ0
2π

2π∫
0

ξ(τ, x)dx, ξ(τ, x+ 2π) ≡ ξ(τ, x).

Пусть теперь матрица A0 имеет пару чисто мнимых собственных
значений ±iω, а все остальные её собственные значения имеют от-
рицательную вещественную часть. Тогда решение исходной краевой
задачи будем искать в виде

u(t, x) = ε1/2(aξ(τ, x) exp(iωt) + aξ(τ, x) exp(−iωt))+

+ε(u20|ξ(τ, x)|2++u21ξ
2(τ, x) exp(2iωt)+u21ξ

2
(τ, x) exp(−2iωt))+ . . .

Тогда квазинормальная форма будет иметь вид

∂ξ

∂τ
= λξ + σξ|ξ|2 + γ

2π

2π∫
0

ξ(τ, x)dx, ξ(τ, x+ 2π) ≡ ξ(τ, x).

В работе показано наличие кусочно-постоянных по x решений
у перечисленных квазинормальных форм, представлены результаты
об устойчивости этих решений.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
С ГЕНЕРАТОРОМ РАВНОМЕРНО ОГРАНИЧЕННОЙ

C0–ПОЛУГРУППЫ1

В.А. Костин, Д.В. Костин, М.Н. Силаева (Воронеж, ВГУ)
vlkostin@mail.ru, dvk605@mail.ru, marinanebolsina@yandex.ru

В соответствии со схемой, изложенной в [1] при исследовании кор-
ректной разрешимости задач, связанных с уравнением

d2u(t)

dt2
= Au(t), (0 ⩽ t ⩽ T ) (1)

проводятся исследования для оператора A, удовлетворяющего усло-
вию ∥U(t)∥ ⩽Me−ωt, (ω > 0). Это обеспечивает существование дроб-
ных степеней оператора A, для резольвент которых выполняется
оценка

∥
n∏
i=1

R(A, zi)∥ = ∥
n∏
i=1

(ziI −A)−1∥ ⩽
M

n∏
i=1

(zi + ω)
.

Для таких операторов также определена отрицательная дробная сте-
пень A− 1

2 = A−1A
1
2 .

Справедливо утверждение:если V (t) = U 1
2
(t), то функция

u(t) = V (t)z0 + V (T − t)zT , (2)

является ослабленным решением уравнения (1).
Непрерывность функций A1/2u(t) и du(t)

dt на замкнутом интервале
[0, T ] и функции d2u(t)

dt2 на открытом интервале t ∈ (0, T ) следуют из
свойств V (t).

Справедливо и обратное утверждение:если функция u(t) в (2)–
ослабленное решение, то z0, zT ∈ D(A1/2). Так как функция A1/2u(t)
непрерывна при t ∈ [0, T ], то из (2) имеем равенства

z0 = u(0)− V (T )zt ∈ D(A1/2),

zT = u(T )− V (t)zt ∈ D(A1/2).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 10-01-
00000).
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Теорема (см. теорему 2.4.1 из [1], стр. 307) о представлении ослаб-
ленного и обобщенного решений переносится и на наш случай в сле-
дующем виде

Теорема 1. Если оператор A в уравнении (1) такой, что опе-
ратор −A является генератором полугруппы U(t) класса C0 с усло-
вием ∥U(t)∥ ⩽ Me−ωt, (ω > 0), то всякое обобщенное решение урав-
нения (1) имеет вид (2), и, наоборот, функция (2) является обоб-
щенным решением уравнения (1) при любых z0, zT ∈ E.

Результат о представлении ограниченного решения уравнения
(1), рассмотренного на полуоси [0,∞), в нашем случае, содержит
следующая

Теорема 2. Если A оператор, удовлетворяет условиям теоремы
1, то для любого u0 ∈ E существует единственное ограниченное на
полуоси [0,∞) обобщенное решение уравнения (1), удовлетворяющее
условию u(0) = u0. Это решение задается формулой u(t) = V (t)u0,
и справедлива оценка

∥u(t)∥ ⩽Me−
√
ωt∥u(0)∥.

Это решение будет ослабленным, если u0 ∈ D(A1/2).
Литература

1. Крейн С.Г. Линейные дифференциальные уравнения в банахо-
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ОБ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
МОДЕЛИ ПРОЦЕССА ПОГРУЖЕНИЯ СВАИ В ГРУНТ
Д.В. Костин, А.А. Тарабанько, С.Л. Царев (Воронеж, ВГУ)

dvk605@mail.ru, a-tarabanko2015@mail.ru, s@tzareff.ru

В настоящем исследовании рассматривается математическая мо-
дель импульсного погружателя свайных конструкций в грунт [1].
Модель состоит из двух компонент. Первая компонента моделиру-
ет работу сваевдавливающего устройства с точки зрения генерации
вибрационного воздействия. Для этого определяется вид вынужда-
ющей силы, которая обеспечивает погружение свайного элемента в
грунт. Предполагается, что свая жестко присоединена к вибровозбу-
дителю, который создает n-гармоническую вынуждающую силу по
закону q =

∑n
k=1 λkcos(ωkt), где λk – коэффициенты асимметрии.

Исследование оптимального набора коэффициентов описано в рабо-
тах [2 - 4].
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Вторая компонента моделирует взаимодействие погружаемого
элемента и сопротивляющейся среды. Описание производится с точ-
ки зрения механики процесса. Исследуется случай сваи малого се-
чения, в связи с чем силой лобового сопротивления можно прене-
бречь. Предполагается, что сила трения зависит от скорости погру-
жения сваи. В результате декомпозиции исследуемой модели полу-
чено следующее нелинейное дифференциальное уравнение вибраци-
онного погружения:

ẍ+ σs(ẋ) + f(ẋ)x− q = P, (1)

где f(ẋ) = k0 + k1ẋ. Здесь x = x(t) – глубина погружения свайной
конструкции, ẋ – скорость погружения, t – время, k0 – суммарный
коэффициент сопротивления и сухого трения на боковой поверхно-
сти сваи, k1 – коэффициент вязкого трения на боковой поверхности
сваи, P — вес свайной конструкции. Граничными условиями были
выбраны скорость и глубина погружения в начальный момент вре-
мени, т.е. ẋ(0) = 0, x(0) = a ⩾ 0.

В соответствии с известным принципом вибрационной механики
разделения в сумму медленного и быстрого движений [5], решение
было представлено в виде суммы двух компонент x(t) = y(t) + u(t).
Это позволяет свессти (1) к системе нелинейных уравнений{

ẍ+ k0y + ωk1(ẏy + ẏu+ yu̇) = P,

ü+ k0u+ k1u̇u = q.

Последняя система не решается в точном виде. Разумной зада-
чей является построение приближенных решений. Для исследуемой
системы это было сделано с помощью метода Галеркина [6] и про-
цедуры градиентного спуска. Дальнейшая работа будет посвящена
исследованию свойств полученного приближенного решения.
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ОДНА МНОГОШАГОВАЯ ИЕРАРХИЧЕСКАЯ ИГРА
ПРИ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ1

К.Н. Кудрявцев (Челябинск, ЮУрГУ)
kudrkn@gmail.com

Рассматривается иерархическая многошаговая позиционная ли-
нейно–квадратичная игра

⟨ {1, 2, 3},
∑
o , {Ai}i=1,2,3,Z, {Ji(U,Z, t0, x0)}i=1,2,3 ⟩. (1)

В (1) множество порядковых номеров игроков {1, 2, 3}. Игрок 1 явля-
ется лидером, а остальные два игрока находятся на нижнем уровне
иерархии. Интервал продолжительности игры [0,K] (K > 0 — целое
число) делится числами {0, 1, . . . ,K−1,K} = K на K частей единич-
ной длины. Фазовый вектор x∈Rn, позицией игры (1) в момент вре-
мени k будет пара (k, x)∈K×Rn, задана априори (или выбрана) на-
чальная позиция (t0, x0) ∈ {0, 1, . . . ,K−1,K}×Rn. Изменение управ-
ляемой системы

∑
o с возрастанием времени k = t0, t0 + 1, . . . ,K − 1

описывается разностным векторным уравнением

x(k+1)=Ax(k)+u1+u2+u3 + z, x(t0)=x0, (k= t0, t0+1, ...,K−1),

где A — постоянная n× n-матрица (A ∈ Rn×n),
ui ∈ Rn — управляющее воздействие игрока i (i = 1, 2, 3),
z ∈ Rn — неопределенный фактор.

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда №
23-21-00539, https://rscf.ru/project/23-21-00539/.
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Стратегию Ui(k) игрока i в момент времени k = 0, 1, . . . ,K − 1
отождествляем с n-вектор–функцией ui(k, x) = Pi(k)x, где n × n-
-матрица Pi(k) ∈ Rn×n, факт отождествления будем записывать в
виде Ui(k)÷ ui(k, x) = Pi(k)x, множество таких стратегий Ui(k) обо-
значим через Ai(k); фактически стратегия Ui(k) — позиционная, так
как зависит от реализующейся позиции игры (k, x), а ее вид означает,
что выбор своей стратегии Ui(k) игроком i сводится к выбору посто-
янной n× n-матрица Pi(k). Поэтому,множеством стратегий игрока i
в игре (1) с начальной позицией (t0, x0) будет

Ai = {Ui = (Ui(t0), Ui(t0+1), . . . , Ui(K−1) | Ui(k)÷ ui(k, x) =
= Pi(k)x ∀k = to, ...,K−1, x ∈ Rn}.

Неопределенность Z(k) в момент времени k = 0, 1, . . . ,K−1 будем
отождествлять уже с n-вектор–функцией вида

z(k, x, u1, u2, u3) = Q(k)x+R1(k)u1 +R2(k)u2 +R3(k)u3,

где Q(k), R1(k), R2(k), R3(k) ∈ Rn×n, то есть

Z(k)÷ z(k, x, u1, u2, u3) = Q(k)x+R1(k)u1 +R2(k)u2 +R3(k)u3.

При формировании неопределенностей подразумевается «инфор-
мационная дискриминация игроков» — неопределенность Z(k) в мо-
мент времени k формируется на основе «знания» не только позиции
игры (k, x), но и реализаций в этот момент стратегий игроков, то
есть в виде контрситуаций. Тогда множеством неопределенностей Z
в игре (1) с начальной позицией (t0, x0) будет

Z={Z = (Z(t0), Z(t0+1), . . . , Z(K−1) | Z(k)÷z(k, x, u1, u2, u3) =

= Q(k)x+
3∑
i=1

Ri(k)ui ∀Q(k), R1(k), R2(k), R3(k) ∈ Rn×n}.

Функция выигрыша i-го игрока квадратична и имеет вид

Ji(U∗, Z∗, t0, x0) = x′(K)Cix(K)+

+
K−1∑
k=t0

(u′i[k]Di(k)ui[k] + z′[k]Li(k)z[k]) (i = 1, 2),
(2)

значение которой и есть выигрыш этого игрока.
В игре (1) предполагается следующая схема информационного

взаимодействия: игрок 1, являющийся лидером, передает игрокам
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нижнего уровня информацию о множестве своих «чистых» страте-
гий. На основе этой информации, игрок 2 и 3 формирует свои стра-
тегии, как функции от «чистых» стратегий игрока верхнего уровня.
На втором шаге, игроки нижнего уровня передают первому игроку
информацию о выбранных ими стратегиях, после чего игрок 1 вы-
бирает свою стратегию, стремясь максимизировать свой выигрыш.
При этом, в процессе принятия решения, игроки вынуждены рас-
считывать на возможность реализации любой неопределенности, о
которой они не имеют никакой стохастической информации.

Используя подходы из [1, 2], для игры (1) в докладе формализу-
ется понятие гарантированного по Парето равновесия по Штакель-
бергу и приводятся достаточные условия его существования.
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ИНФОРМАЦИОННЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДА
ГЛОБАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ И КОРРЕКТНОЕ
УСЛОВИЕ ОСТАНОВКИ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ

ПРОЦЕДУРЫ
О.А. Кузенков (Нижний Новгород, ННГУ)

kuzenkov_o@mail.ru

В стохастических методах глобальной оптимизации существует
проблема корректного условия остановки работы алгоритма. Наибо-
лее простым условием является ограничение на число шагов. Одна-
ко нет никакой гарантии, что полученное за фиксированное число
шагов алгоритма решение будет хорошей аппроксимацией искомого
оптимума. Другим возможным условием остановки является пре-
кращение улучшения значения целевой функции. Если, начиная с
некоторого момента, получаемое решение практически не меняется,
то процесс оптимизации заканчивается. Но для эвристических мето-
дов есть опасность прекращения улучшений из-за попадания в ло-
кальный экстремум. В результате может иметь место ситуация, что
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разные алгоритмы в одной и той же задаче дают отличающиеся ре-
зультаты. Значительно более эффективным условием остановки яв-
ляется условие достижения заданной точности приближения точки
оптимума. Такое условие используется в некоторых сходящихся ал-
горитмах детерминированного поиска: в методе «золотого сечения»,
в методе Пиявского и т.п. Однако использование этого условия в сто-
хастических алгоритмах сталкивается с серьезными затруднениями.
Здесь обычно невозможно оценить полученную точность приближе-
ния.

Целью настоящей работы является установление новых, более
корректных условий остановки метода стохастической глобальной
оптимизации. В основе исследования лежит информационный ана-
лиз оптимизационных процедур. Метод оптимизации рассматрива-
ется как процесс постепенного получения все большей информации
о расположении точки глобального оптимума. В качестве основно-
го рабочего примера используется сравнительно новый и достаточ-
но простой стохастический метод многоэкстремальной многомерной
оптимизации SoFA (Survivle of the Fittest Algorithm), который отно-
сится к классу эволюционных методов [1].

Проведенный анализ позволяет сформулировать условие оста-
новки алгоритма, которое в ряде случаев гарантирует достижение
заданного разнообразия множества точек испытаний и получение
нужного количества информации с заданной вероятностью.

Исследование позволяет сделать заключение о значимости ин-
формационного анализа для совершенствования методов современ-
ных информационных технологий. Выявленные в ходе исследова-
ния методологические принципы понимания и анализа информации
внедрены в учебный процесс подготовки бакалавров информацион-
ных технологий в Нижегородском государственном университете им.
Н.И.Лобачевского при модернизации дисциплины «Математическое
моделирование процессов отбора» [2-4].
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О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

НА ГРАФЕ1

Р.Ч. Кулаев (Владикавказ, ЮМИ ВНЦ РАН, СОГУ)
kulaevrch@mail.ru

В докладе обсуждается вопрос о существовании решения нели-
нейной краевой задачи четвертого порядка на графе Γ:

(p(x)u′′)′′ = f(x, u, p(x)u′′), x ∈ Γ,

u|∂Γ = u′′|∂Γ = 0,
(1)

где ∂Γ – множество граничных вершин Γ. При этом, под дифферен-
циальным уравнением в (1) мы подразумеваем набор обыкновенных
дифференциальных уравнений на ребрах графа

(pi(x)u
′′
i )

′′ = fi(x, ui, u
′′
i ), x ∈ γi ∈ E(Γ), (2)

и набор условий согласования в каждой внутренней вершине
a ∈ J(Γ)

ui(a) = uk(a), i, k ∈ I(a), (pu′′)i(a) = αi(a)(pu
′′)k(a), (3)∑

i∈I(a)

αi(a)u
′
i(a) = 0, αi(a) > 0,

∑
i∈I(a)

(pu′′)′i(a) = f(a, uk(a), u
′′
k(a)), a ∈ J(Γ).

(4)

1 Работа выполнена при финансовой Министерства науки и высшего обра-
зования РФ (соглашение № 075-02-2024-1447)
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Задача (1), порожденная соотношениями (2)–(4), моделирует малые
деформации стержневой системы с условиями δ-типа (см.[1]). В этом
случае равенства (3)–(4) задают условия на смещения и изгибающие
моменты: перемещения всех соединяемых ребер непрерывны, а из-
гибающие моменты знакосогласованы [2,3]. Последнее условие – это
условие динамического равновесия.

Далее считаем, что выполнены условия:
• p ∈ C2[E(Γ)], inf

x∈E(Γ)
p(x) > 0;

• αi(a) > 0 для всех i ∈ I(a) и a ∈ J(Γ).
Обозначим через L0 линейный дифференциальный оператор, по-

рождаемый линейным уравнением

(p(x)u′′)′′ = h(x), x ∈ E(Γ),

ui(a) = uk(a), (pu′′)i(a) = αi(a)(pu
′′)k(a), i, k ∈ I(a);∑

i∈I(a)

αi(a)u
′
i(a) = 0,

∑
i∈I(a)

(pu′′)′i(a) = h(a), a ∈ J(Γ),

с граничными условиями

u|∂Γ = u′′|∂Γ = 0.

Кратко данную линейную задачу можно записать в виде

L0u = h(x), x ∈ Γ, u|∂Γ = u′′|∂Γ = 0, (5)

а исходная нелинейная задача тогда запишется в виде

L0u = f(x, u, u′′), x ∈ Γ, u|∂Γ = u′′|∂Γ = 0. (6)

Теорема 1. Дифференциальный оператор L0 : C4[Γ] → C[Γ] кра-
евой задачи (LP) обратим, а его функция Грина G(x, s) положи-
тельна на множестве Γ× Γ.

Теорема 2.(принцип максимума) Всякое нетривиальное реше-
ние краевой задачи

L0u ⩾ 0, u|∂Γ ⩾ 0, u′′|∂Γ ⩽ 0,

положительно на графе Γ.
Определение 1. Функция α ∈ C4[Γ] называется нижним реше-

нием задачи (NP), если

L0α ⩽ f(x, α, α′′), x ∈ Γ, α|∂Γ ⩽ 0, α′′|∂Γ ⩾ 0.

194



Определение 2. Функция β ∈ C4[Γ] называется верхним реше-
нием задачи (NP), если

L0β ⩾ f(x, β, β′′), x ∈ Γ, β|∂Γ ⩾ 0, β′′|∂Γ ⩽ 0.

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия:

(i) существуют α и β, верхнее и нижнее решения, задачи (NP),
удовлетворяющие условиям

α(x) ⩽ β(x) для всех x ∈ Γ;

β′′(x) ⩽ α′′(x) для всех x ∈ E(Γ);

(ii) f удовлетворяет условиям

f(x, s, v)− f(x, t, v) ⩽ 0 для α(x) ⩽ s ⩽ t ⩽ β(x), v ∈ R, x ∈ Γ,

f(x, u, s)−f(x, u, t) ⩾ 0 для β′′(x) ⩽ s ⩽ t ⩽ α′′(x), u ∈ R, x ∈ Γ.

Тогда существуют две монотонные последовательности {α[k]}∞k=0

и {β[k]}∞k=0, неубывающая и невозрастающая соответственно с
α[0] = α и β[0] = β, которые сходятся равномерно к экстремаль-
ным решениям задачи (NP) из порядкового отрезка [α, β].

Литература
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ДВЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ
МАКРОЭКОНОМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
МУЛЬТИПЛИКАТОР-АКСЕЛЕРАТОР1

А.Н. Куликов, Д.А. Куликов, Д.Г. Фролов
1 Работа выполнена в рамках реализации программы развития региональ-

ного научно-образовательного математического центра (ЯрГУ) при финансо-
вой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (Соглашение
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Как правило, для моделирования макроэкономической динамики
используют обыкновенные дифференциальные уравнения (см., на-
пример, [1,2]). При этом центральное место занимает вопрос об объ-
яснении явления цикличности рыночной экономики. Вместе с тем в
монографии [1], а также и других работах была высказана идея о
существенном влиянии на экономическую динамику пространствен-
ных факторов.

В докладе это будет проиллюстрировано на примере одной из
известных математических моделей макроэкономики – "мультипли-
катор – акселератор" , которую предложено дополнить слагаемыми,
призванными учесть пространственное распределение

Yt = I − aY + d1Yxx, It = bYt − cI + F (Yt) + d2Yxx, (1)

где a, b, c, d1, d2 – положительные или неотрицательные постоянные,
Y (t, x) – национальный доход, I(t, x) – индуцированные инвести-
ции. Последние слагаемые призваны учесть на феноменологическом
уровне влияние пространственного распределения.

В работах [1-5] система (1) была сведена к анализу следующего
дифференциального уравнения с частными производными, которое
после перенормировок и преобразований имеет следующий вид

utt − 2αut − 2βuxxt + σ2u− uxx = (Fj(u))t, j = 1, 2, (2)

где α, β, σ ∈ R (β ⩾ 0, σ > 0), u = u(t, x), x ∈ [0, π].
Уравнение (2) будем изучать вместе с краевыми условиями

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0. (3)

Пусть нелинейное слагаемое выбрано одним из двух следующих спо-

собов: 1)F1(u) = −(u3)t, 2)F2(u) = −(u
π∫
0

u2dx)t.

В докладе предполагается изложить результаты анализа поведе-
ния решений краевой задачи (КЗ) (2), (3) в следующих случаях:

1)α = ε, ε ∈ (0, ε0); 2)α = m2β + ε, ε ∈ (0, ε0);
3)α = ε, β = 0, ε ∈ (0, ε0), 0 < ε0 < 1, γ > 0.

© Куликов А.Н., Куликов Д.А., Фролов Д.Г., 2024
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Используя методы анализа бесконечномерных динамических си-
стем можно показать, что для КЗ (2), (3) справедливо следующее.

В случае 1) она имеет асимптотически орбитально устойчивый
пространственно однородный цикл при обоих вариантах выбора
нелинейности.

В случае 2) КЗ (2),(3) имеет седловой (неустойчивый) простран-
ственно неоднородный цикл.

В случае 3) при первом выборе нелинейного слагаемого КЗ (2),
(3) имеет асимптотически большое число устойчивых циклов, а су-
ществующие при этом инвариантные торы неустойчивы. При вто-
ром выборе F (u) КЗ (2), (3) имеет асимптотически большое число
неустойчивых (седловых) инвариантных циклов и торов.
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ТЕОРЕМА О РАВНОМЕРНОЙ РАВНОСХОДИМОСТИ
ДЛЯ РАЗРЫВНОГО ОПЕРАТОРА ДИРАКА

С ПОТЕНЦИАЛОМ ИЗ Lp(0, 2π), p > 2.
В.М. Курбанов, Л.З. Буксаева (Баку, Азербайджанский

Государственный Педагогический Университет)
q.vali@yahoo.com , leylabuksayeva.80@yahoo.com

Пусть интервал (0, 2π) точками {ξ}mi=0 , 0 = ξ0 < ξ1 < ... < ξm =
2π, разбит на интервал Gl = (ξl−1 , ξl) , l = 1,m.
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Рассмотрим оператор Дирака

Ly ≡ B
dy

dx
+ P (x) y, x ∈ G = ∪ml=1Gl,

где B = (bij)
2
i,j=1 , bii = 0, bi,3−i = (−1)

i−1
, y (x) =

(y1 (x) , y2 (x))
T
, P (x) = diag (p (x) , q (x)) , причем p(x) и q(x) ком-

плекснозначные суммируемые на (0, 2π) функции.
Следуя [1-2], будем понимать корневые (т.е. собственные и при-

соединенные) вектор- функции оператора ,безотносительно к виду
краевых условий и условия «сшивания» (см. [3-4]). Пусть {uk (x)}∞k=1

- произвольная система, составленная из корневых (собственных и
присоединенных) вектор - функций оператора L , а {λk} - соответ-
ствующая ей система собственных значений и выполняются услови-
ям A2 (условия В.А. Ильина):

1) система вектор-функций {uk (x)}∞k=1 полна и минимальна в
L2
2 (0, 2π).

2) система собственных значений {λk}∞k=1 удовлетворяет двум
неравенствам:

|Imλk| ⩽ C1 , k = 1, 2, ...
∑

t⩽|λk|⩽t+1

1 ⩽ C2, ∀ t ⩾ 0.

Для произвольной f (x) ∈ L2
2 (0, 2π) составим частичную сумму по-

рядка n биортогонального разложения по системе {uk (x)}∞k=1:

σn (x, f) =

n∑
k=1

(f, υk) uk (x) , x ∈ G.

Для каждого j = 1, 2 рассмотрим j-ю компоненту частичной суммы

σjn (x, f) =

n∑
k=1

(f, υk) u
j
k (x) , x ∈ G.

сравним с модифицированной частичной суммой тригонометриче-
ского ряда Фурье соответствующей j-й компоненты fj(x) вектор-
функции f(x)

Sν (x, fj) =
1

π

∫ 2π

0

sin ν (x− y)

x− y
fj (y) dy,

порядка ν = |λn| .
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Будем говорить, что j-я компонента разложения вектор-функции
f (x) ∈ L2

2 (0, 2π) в биортогональный ряд по системе {uk (x)}∞k=1

равносходится равномерно на любом компакте множества G =
m⋃
l=1

Gl

с разложением соответствующей j-й компоненты fj (x) вектор -
функции в f (x) тригонометрический ряд Фурье, если на любом ком-
пакте K ⊂ G

lim
n→∞

∥∥σjn (· , f)− S|λn| (· , fj)
∥∥
C(K)

= 0.

Теорема 1. Пусть P (x) ∈ Lp (0, 2π) ⊗ C2×2, p > 2, и систе-
ма {uk (x)}∞k=1 удовлетворяет двум условиям A2 . Тогда для того
чтобы каждая j-я (j = 1, 2) компонента разложения произвольной
вектор-функции f (x) ∈ L2

2 (0, 2π) в биортогональный ряд по си-
стеме {uk (x)}∞k=1 равносходилась равномерно на любом компакте
K0 ⊂ G с разложением в тригонометрический ряд Фурье соответ-
ствующей j-й компоненты fj (x) вектор-функции f (x), необходимо
и достаточно, чтобы для любого компакта K0 ⊂ G существовала
постоянная C (K0), обеспечивающая справедливость для всех номе-
ров к неравенства

∥uk∥ L2
2(K0) ∥υk∥L2

2(0,2π)
⩽ C (K0) .
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Юрию Ивановичу Сапронову (75-летию со дня рождения) (3–9 мая
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НЕРАВЕНСТВО РИССА ДЛЯ СИСТЕМ КОРНЕВЫХ
ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА С СУММИРУЕМЫМИ МАТРИЧНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В.М. Курбанов, Х.Р. Годжаева (Азербайджан,
Азербайджанский Государственный Педагогический Университет)

q.vali@yahoo.com , mehdizade.xedice@gmail.com

Рассмотрим на интервале G = (0, 1) , оператор

Lψ = ψ
′′
+ P1 (x)ψ

′ + P2(x)ψ

с суммируемыми матричными коэффициентами P1 (x) =
(p1i,j (x))

∞
i,j=1 , P2 (x) = (p2i,j (x))

∞
i,j=1.

Корневые вектор-функций (собственные и присоединенные
вектор-функции) понимаются обобщенной трактовке (безотноси-
тельно к краевым условиям) [1].

Через Lmp (G) , 1 ⩽ p < 0, обозначим пространствоm-
компонентных вектор-функций f (x) = f (f1 (x) , f2 (x) , ..., fm (x))

T

с нормой

∥f∥p = ∥f∥p,m =

(∫
G

|f (x)|p dx
)1/p

=

(∫
G

(∑
|fi (x)|2

)1/2
dx

)1/p

.

Пусть {ψk (x)}∞k=1 - произвольная система, составленная из корне-
вых (собственных и присоединенных) вектор-функций оператора L,
{λk}∞k=∞ - соответствующая ей система собственных значений. Кро-
ме того, каждая вектор-функция ψk (x) входит в систему {ψk (x)}∞k=1

вместе со всеми соответствующими ей присоединенными функциями
меньшего порядка.

Определение. Система {φk (x)}∞k=1 ⊂ Lmq (G) называется
риссовой (или удовлетворяет неравенству Рисса), если существу-
ет постоянная M = M (p) такая, что для любой вектор-функций
f (x) ∈ Lmp (G) , 1 < p ⩽ 2, q = p

p−1 , выполняется неравенство( ∞∑
k=1

|(f, φk)|q
)1/q

⩽M ∥f∥p .

© Курбанов В.М., Годжаева Х.Р., 2024
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где p−1 + q−1 = 1.
Обозначим µk =

√
λk, Reµk ⩾ 0.

Главным результатом данной работы является следующая теоре-
ма.

Теорема (Критерий риссовости). Пусть plij (x) ∈ L1 (G) , l =
1, 2, i, j = 1,m, длина цепочки корневых вектор-функций равномер-
но ограничена и существует постоянная C0 такая, что

|Imµk| ⩽ C0, k = 1, 2, ... . (1)

Тогда для риссовости системы, {φk (x)}∞k=1 где {ψk (x)}
= ψk (x) ∥ψk (x)∥−1

q , необходимо и достаточно существование кон-
станты ,такой, что ∑

τ⩽Reµk⩽τ+1

1 ⩽M1, ∀τ ⩾ 0. (2)

Замечание. В достаточной части теоремы условие равномер-
ной ограниченности цепочек корневых вектор -функций можно опу-
стить, ибо оно является следствием условия (2).
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системы корневых функции дифференциального оператора l,(II) /
В.М. Курбанов // Дифференциальные уравнения. — 2013. — Т.49,
№1, — С.9-20; — 2013, — Т.49, №4, — С.456-468.

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ ГРИНА
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО

ПОРЯДКА ФУНКЦИЯМИ ЛАГЕРРА
В.Г. Курбатов, Е.Д. Хороших, В.Ю. Чурсин (Воронеж, ВГУ)

kv51@inbox.ru
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Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

ẍ(t)−Ax(t) = f(t), t ∈ R,

с комплексным матричным коэффициентом A размера M × M ,
спектр которого не пересекает полуось R− = { z ∈ R : z ⩽ 0 }. В
этих условиях при любой непрерывной ограниченной f рассматри-
ваемое уравнение имеет единственное ограниченное решение x, и это
решение задается формулой

x(t) =

∫ +∞

−∞
G(t− s)f(s) ds,

где функция Грина G представима в виде

G(t) = −1

2
e−

√
A|t|(

√
A)−1.

Очевидно, G(−t) = G(t). Поэтому достаточно найти G(t) при t ⩾ 0.
Непосредственно проверяется, что функции

ln,τ (t) =
√
τ e−τt/2Ln(τt), t ⩾ 0, n = 0, 1, . . . ,

где τ > 0 — параметр масштабирования (сжатия-растяжения), а
Ln — многочлены Лагерра, образуют ортонормированный базис в
пространстве L2[0,∞). Предлагается искать приближение к G в ви-
де

GN,τ,A(t) =

N∑
n=0

Qn,τ,A ln,τ (t),

где N — небольшое число, а

Qn,τ,A =

∫ ∞

0

G(t) ln,τ (t) dt.

Для коэффициентов Qn,τ,A получены рекуррентные формулы

Q0,τ,A = −
√
τ
(√
A
)−1

(2
√
A+ τ1)−1,

Qn+1,τ,A = (2
√
A− τ1)(2

√
A+ τ1)−1Qn,τ,A.

Точность приближения, очевидно, зависит от параметра масшта-
бирования τ . Целью работы является нахождение τ , для которого
величина

∥GA −GN,τ,A∥L2[0,∞) =

√∫ ∞

0

∥∥GA(t)−GN,τ,A(t)
∥∥2
F
dt
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близка к минимальной; здесь ∥·∥F — норма Фробениуса.
Рассмотрим функцию

ξ(N, τ, λ) =

∫ ∞

0

∣∣∣ gλ(t)− N∑
n=0

qn,τ,λ ln,τ (t)
∣∣∣2 dt,

где

qn,τ,λ = −
∫ ∞

0

e−
√
λt

2
√
λ
ln,τ (t) dt, λ /∈ R−.

Получена формула

ξ(N, τ, λ) =
τ

|λ|
· 1

|2
√
λ+ τ |2 − |2

√
λ− τ |2

·
∣∣∣2√λ− τ

2
√
λ+ τ

∣∣∣2N+2

.

Предположим, что матрица A диагонализуема, т. е. существу-
ет обратимая матрица T и диагональная матрица D, для которых
A = TDT−1. В этом случае:

∥GA −GN,τ,A∥L2[0,∞) ⩽ κ(T )

√√√√ M∑
k=0

ξ(N, τ, λk),

где κ(T ) = ∥T∥2→2 · ∥T−1∥2→2 — число обусловленности матрицы T ,
∥·∥2→2 — норма матрицы, порожденная евклидовой нормой в CM , а
λk — собственные значения матрицы A.

В качестве оптимального τ рекомендуется взять точку минимума
функции

ρ(N, τ) =

M∑
k=0

ξ(N, τ, λk).

Приводятся результаты численных экспериментов.

ПОВЕРХНОСТИ НА СОБСТВЕННО
ГЕЛЬМГОЛЬЦЕВОЙ ГРУППЕ
В.А. Кыров (Горно-Алтайск, ГАГУ)

KyrovVA@yandex.ru

Рассмотрим матричную группу Ли [1]:

G :

eαz 0 x
0 eβz y
0 0 1

 ,

© Кыров В.А., 2024
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где (x, y, z) — точка группы Ли, а α, β — постоянные. Коммутацион-
ные соотношения для алгебры Ли этой группы следующие:

AG : [e1, e2] = 0, [e2, e3] = −βe2, [e3, e1] = αe1.

Левоинвариантная метрика вычисляется в работе [1]:

ds2 = e−2αzdx2 + e−2βzdy2 + e−(α+β)zdz2.

Связность Леви-Чивиты [1]:

▽e1e1 = αe3, ▽e1e2 = 0, ▽e1e3 = −αe1, ▽e2e1 = 0,

▽e2e2 = βe3, ▽e2e3 = −βe2, ▽e3e1 = 0, ▽e3e2 = 0, ▽e3e3 = 0.

Обозначим через Σ поверхность, вложенную в G, и f : Σ → G —
вложение. z = x+ iy — конформный параметр на Σ, а I = e2φdzdz̄ —
индуцированная метрика [2].

Так как метрика левоинвариантна, то палагаем Ψ = f−1∂f ,
Ψ∗ = f−1∂̄f , следовательно Ψ =

∑3
k=1 Zkek, Ψ

∗ =
∑3
k=1 Z̄kek. При

этом Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 = 0, |Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|2 =

1

2
e2φ, следовательно

Z1 =
i

2
(ψ̄2

2 +ψ2
1), Z2 =

1

2
(ψ̄2

2 −ψ2
1), Z3 = ψ1ψ̄2. Тогда деривационные

уравнения принимают вид уравнения Дирака:

Dψ =

[(
0 ∂
−∂̄ 0

)
+

(
U 0
0 V

)]
ψ = 0, ψ =

(
ψ1

ψ2

)
,

U =
α+ β

4
|ψ1|2 +

α− β

4
ψ̄1
ψ̄2

2

ψ1
+
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2),

V = −α+ β

4
|ψ2|2 −

α− β

4
ψ̄2
ψ̄1

2

ψ2
+
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2),

где H — средняя кривизна поверхности.
Вычисляются:
дифференциал Хопфа поверхности в G:

A = (ψ̄2∂ψ1 − ψ1∂ψ̄2) +
β − α

4
(ψ̄4

2 − ψ4
1)

и уравнения Вайнгартена:

∂ψ1 = φzψ1 + ψ2Ae
−φ +

α+ β

4
ψ2
1ψ̄2 +

α− β

4
ψ̄3
2 ,

∂ψ2 = −Uψ1,
∂̄ψ1 = V ψ2,

∂̄ψ2 = φz̄ψ2 − ψ1Āe
−φ +

α+ β

4
ψ̄1ψ

2
2 +

α− β

4
ψ̄3
1 .
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Уравнения Кодацци принимают вид:

φzz̄ +
H2

4
e2φ − |A|2e−2φ =

(α+ β)2

16
e2φ +

α2 − β2

4
(ψ2

1ψ
2
2 + ψ̄2

1ψ̄
2
2)+

(α− β)2

16
(6|ψ1|2|ψ2|2 − |ψ1|4 − |ψ2|4),

Az̄e
−φ − Hz

2
eφ =

α2 − β2

4
(ψ̄1ψ̄

3
2 − ψ3

1ψ2)+

(α− β)2

4
(|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2.
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ных групп Ли / В.А. Кыров // Математические заметки СВФУ. —
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АКТУАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
ТЕРМОЭЛАСТОСТАТИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ

М.А. Лаврентьева, Л.В. Левина, В.Б. Пеньков
(Липецк, ЛГТУ)

satalkina_lyubov@mail.ru

Актуальное состояние исследований в термоупругости отражено
в диссертационных работах различного уровня, выполненных в по-
следнее время. Тематика исследований: 1) динамика физики нели-
нейных термоупругих объектов (D. Soni, 2023); 2) идентификация
параметров среды средствами теории игр (R. Chamekh, 2019); 3)
формирование граничных элементов, отражающих характер вклю-
чений в среде (Chao Wu, 2021); 4) высокоскоростной гранично-
элементный метод оценки состояния вплоть до разрушения (B. Liu,
2022); 5) сравнительный анализ численных методов (A. Ghavamian,
2020); 6) микротрещино-образование объектов классических и нели-
нейных сред (F. Rabette, 2021); 7) «пространственно-временной»
подход в оценке конечных деформаций (R. Al Nahas, 2021); 8) по-
шаговое проектирование литьевых форм (F. Zwicke, 2020).

© Лаврентьева М.А., Левина Л.В., Пеньков В.Б., 2024
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Эти исследования выполнены на фоне ряда трудов, соот-
ветствующих последнему времени. Краткий список авторов: 1)
N. Boudrahem, A. Berboucha, 2021; 2) R.M. Kushnir, Y.V. Tokovyy,
D.S. Boiko, 2019; 3) S.B. Pimpare, C.S. Sutar, K.K. Chaudhari, 2021;
4) K. Xie, H. Song, P. Schiavone, C. Gao, 2024; 5) K. Wang, P. Li, K.
Zhang, 2023; 6) M.T. Ebrahimi, D.S. Balint, D. Dini, 2023; 7) Chen-Hao
Tan, Bing-Bing Xu, Yong-Tong Zheng, Si-Qi Zhang, Wen-Wei Jiang,
Kai Yang, Xiao-Wei Gao, 2024; 8) Heng Liang Zhang, Seonho Kim,
Geehong Choi, Dan Mei Xie, Hyung Hee Cho, 2021; 9) M.R.Hematiyan,
M.Mohammadi, Chia-ChengTsai, 2021.

Энергетический метод граничных состояний (МГС) обладает ря-
дом достоинств: универсальность (задачи математической физи-
ки: термостатика, упругость, термоэластостатика, электростатика,
...); самодостаточность (для оценки точности не требуется срав-
нения с результатами, полученными иными подходами); численно-
аналитическая форма представления результатов (существуют под-
ходы к построению полнопараметрических аналитических решений).
Основы МГС изложены в диссертациях: Пеньков В.Б., 2002; Харито-
ненко А.А., 2006; Саталкина Л.В., 2010; Иванычев Д.А., 2010; Стебе-
нев И.Н., 2013; Шульмин А.С., 2014; Рязанцева Е.А., 2015; Новикова
О.С., 2019. МГС использует изоморфные гильбертовы пространства
внутренних и граничных состояний (с равными скалярными про-
изведениями изоморфных пар), системы линейных алгебраических
уравнений относительно коэффициентов Фурье разложения реше-
ния по базисам, организованным на подходе Треффца.

В таблице приведены результаты анализа двух задач, в которых
термоупругий цилиндр сжимается равномерными осевыми усилиями
интенсивности p0 по торцам и растягивается радиальными усилия-
ми по боковой поверхности p = p0{(1 − z2) cosφ, (1 − z2) sinφ, 0}.
Безразмерные термоупругие параметры таковы: λ=µ=1, α=0,0045.
Температурное воздействие задано в вариантах:

1) задача Дирихле:

T =


0, S1√

4− (z − 1)2, S2

2, S3

;

206



2) задача Неймана:

∂T

∂textbfn
=


0, S1

−1− z, S2

8(1− r2), S3

.

Граничные условия удовлетворяют требованиям стационарности.
Требуется определить внутреннее термо-напряженное состояние те-
ла.

Термоэластостатическое состояние цилиндра в масштабе 1/p0
T σr σΘ σx σrz

Сравнение полей температуры, радиальных, окружных, осевых
и сдвиговых напряжений свидетельствует о существенном влиянии
температурных напряжений на их общую картину и позволяет осу-
ществлять качественные выводы.

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА О РАСПОЛОЖЕНИИ
ЖЕСТКОГО ВКЛЮЧЕНИЯ ДЛЯ МОДЕЛИ

О КОНТАКТЕ НЕОДНОРОДНОГО ТРЕХМЕРНОГО
ТЕЛА1

Н.П. Лазарев (Якутск, СВФУ)
nyurgunlazarev@yandex.ru

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках
государственного задания (проект № FSRG-2023-0025).
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Рассмотрена вариационная задача о равновесии трехмерного
упругого тела с жестким включением. Нелинейное условие Синьо-
рини накладывается на заданной части внешней границы тела и
описывает контакт с недеформируемым препятствием. На другой
части границы задается однородное условие Дирихле. Обратная за-
дача заключается в определении расположения жесткого включения
при условии, что известны перемещения на заданной части внешней
границы. Установлена непрерывная зависимость решений прямой за-
дачи от вариации параметров расположения включения. Доказана
разрешимость обратной задачи. В отличии от ранее изученных задач
об оптимальном расположении жестких включений в [1,2], в насто-
ящей постановке учитывается изменение расположения включения
не только за счет параллельных переносов, но и поворотов. Для дву-
мерного случая задача оптимального расположения жестким вклю-
чением для контактной задачи исследована в [3].
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2. Lazarev N. Optimal location of a finite set of rigid inclusions
in contact problems for inhomogeneous two-dimensional bodies /
N. Lazarev, E. Rudoy // J. Comput. Appl. Math. — 2022. — V. 403. —
P. 113710.

3. Lazarev N.P. Optimal location and shape of a rigid inclusion
in a contact problem for inhomogeneous two-dimensional body /
N.P. Lazarev, E.F. Sharin, G.M. Semenova, E.D. Fedotov // Сиб. элек-
трон. матем. изв. — 2022. — T. 19, № 2. — C. 627–638.

ФРАКТАЛЬНЫЙ ПОДХОД К ОРГАНИЗАЦИИ
НЕЙРОСЕТЕЙ

И.А. Латыпов, Н.В. Латыпова (Ижевск, УдГУ)
symposium2016@mail.ru, latypova-nv@yandex.ru

Фрактальность — неотъемлемое свойство любого природного
объекта или процесса. Фрактальный подход прочно вошёл в науч-
ный обиход и исследования учёных. Искусственные нейронные сети
(ИНС) созданы по аналогии с биологическими (или естественными)
сетями нейронов, по которым передаются сигналы в головной мозг.

© Латыпов И.А., Латыпова Н.В., 2024
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Основной элемент любой модели ИНС — это формальный нейрон.
Нейрон вычисляет скалярное произведение входного сигнала x и век-
тора весов w. Затем это произведение с помощью некоторой функции
активации F преобразуется в выход нейрона — некоторое значение
y:

y(x,w) = F (x · w). (1)

Не имеет смысла даже перечислять появившееся большое количе-
ство интересных моделей и алгоритмов, связанных с ИНС, которые
как раз и зависят от подбора весов и функции активации. Принцип
работы, промежуточная статистика и соответственно сам процесс
принятия решения скрыты от наблюдателя: на входе делается за-
прос, на выходе ИНС даёт некоторый ответ. Специфика нейросети
не гарантирует абсолютной правдивости результатов. Применение
фрактальной организации при построении ИНС позволяет сгладить
описанные недостатки или уменьшить их влияние.

В самом деле, существуют разные подходы использования фрак-
тальности при создании ИНС, которые приводят к понятию фрак-
тальных нейронных сетей. Первый заключается в том, что фрак-
тальные свойства синтезируются и встраиваются в саму математи-
ческую модель ИНС при построении (например, [1]), что при про-
стоте реализации увеличивает скорость работы сети и даёт возмож-
ность практического обнаружения глобального минимума функции
ошибки. Другими словами, фрактальные нейронные сети позволя-
ют оценить достоверность полученных сетью результатов. При вто-
ром подходе фрактальными свойствами обладают разрабатываемые
электронные структуры, которые при интегрировании с ИНС рас-
ширяют функциональные и «интеллектуальные» возможности по-
следней [2].

В биологических системах благодаря свойству самоподобия и по-
вторяющейся организации элементов (нейроны, органеллы, макро-
молекулы и др. клетки) на разных уровнях получаются сети внутри
сетей — своеобразная мета-сеть. Примеры такой фрактальной орга-
низации природных нейронных сетей подробно описаны в [3; 4].

В [5] для построения фрактальной нейронной сети описывается
применение систем итерируемых функций (СИФ) как совокупности
сжимающих отображений вместе с задаваемой итерационной схемой.
Пусть теперь для построения нейрона в формуле (1) в качестве функ-
ции активации берётся преобразование Хатчинсона, определяемое
СИФ с соответствующими вероятностями для выбора сжимающего
отображения, входящего в систему. Набор СИФ можно найти с по-
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мощью генетического алгоритма. Полученное устройство называют
вероятностным гипернейроном [5], а ИНС — случайной итеративной
нейронной сетью.

Резюмируя, стоит отметить, что закладывая фрактальность при
построении и организации ИНС, мы с одной стороны, приближаемся
к пониманию законов природы и человеческого сознания, моделируя
их объекты, а с другой — увеличиваются скорость сети и достовер-
ность полученных ею результатов.
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ПРИМЕНЕНИЕ ЯЧЕЕК ВОРОНОГО В ПРОБЛЕМЕ
РАССЕЯНИЯ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ ЖЕСТКИМ

ТЕЛОМ, ЗАДАННЫМ НЕРЕГУЛЯРНОЙ СЕТКОЙ1

Д.Р. Лепетков (Тула, ТулГУ)
Lepetckov@ya.ru

Изучается проблема рассеяния плоской звуковой волны
Ψi(x) = Aeikxd абсолютно жестким телом D ⊂ R3 с кусочно -
гладкой поверхностью S. Для расчета потенциала рассеянной
волны Ψs(x) применяется граничное интегральное уравнение

1 Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства про-
свещения РФ(соглашение №0̃73-00033-24-01)
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Бертона -Миллера

C(x)Ψ(x) =

∫
S

∂n′G(x′, x)Ψ(x′) dx′ +Ψi(x)

+
i

k

(∫
S

∂2n,n′G(x′, x)Ψ(x′) dx′ + ∂nΨi(x)
)
, x ∈ S,

где Ψ = Ψs + Ψi, G = Gk — функция Грина для уравнения Гельм-
гольца в R3. Тогда Ψs(x) =

∫
S
∂n′G(x′, x)Ψ(x′) dx′, x ∈ Dc.

Использование уравнения Бертона -Миллера позволяет решить
проблему неединственности решения [1, 2]. Здесь интегралы явля-
ются сингулярными, для их регуляризации применяется метод на
основе тождеств для функции Грина G0 [3].

Данные формулы составляют сущность метода граничных эле-
ментов. Рассматривается случай, когда тело произвольное и его по-
верхность S задается нерегулярным треугольным мешем без края,
состоящим из множеств вершин V , треугольных граней F и внешних
вершинных нормалей N . Данный случай отличается от вариантов
задания границы uv-поверхностями как в COMSOL или [2].

Для численного решения выбран метод коллокаций, обоснование
которого дается, например, в [4]. Его идея следующая. Меш разби-
вается на элементарные области Вороного Si с центрами в верши-
нах xi ∈ V и площадями wi. Неизвестный суммарный потенциал
Ψ(x) аппроксимируется на S кусочно-постоянной функцией со зна-
чениями Ψ(i) в вершинах xi и участками постоянства Si. Интегралы
вида

∫
S
f(x) dx заменяются квадратурными формулами

∑
i wif(xi).

Для регуляризации сингулярных интегралов используется гради-
ент ∇Ψ. Для его оценки на нерегулярной сетке применяется при-
ближение Ψ линейной функцией по вершинам из окрестности xi.
В итоге, задача сводится к решению системы линейных уравнений
(A(i,j))(Ψ(j)) = (B(i)), i, j = 0, 1, . . . , |V | − 1.

Данный метод успешно валидировался на шаре, где известно ана-
литическое решение. Результаты также сравнивались с решением
COMSOL, они оказались идентичными.

Предложенный метод имеет недостаток, связанный с размером
системы линейных уравнений. Данная система, как известно, явля-
ется заполненной. В экспериментах она составлялась и решалась за
приемлемое время для числа вершин |V | порядка 20000. Однако ре-
альные модели, например, получаемые 3D-сканированием, часто со-
держат сотни тысяч и миллионы вершин. Поэтому в таких случаях
требуется то или иное упрощение. Естественный подход состоит в
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симплификации меша до нужного числа вершин, например, мето-
дом схлопывания ребер на основе квадрик. Однако в этом случае
появляются большие грани, теряется геометрия и точность интегри-
рования снижается. Поэтому выбран комбинированный подход, со-
храняющий точность приближенного интегрирования, но понижаю-
щий размер системы. Для этого как и в первом случае число вершин
меша сокращается до нужного субсэмплингом при помощи квадрик
или пуассоновского диска. После этого исходный меш разбивается
на большие ячейки Вороного с центрами в сэмплированных верши-
нах. В каждой такой ячейке потенциал Ψ считается постоянным.
Большие ячейки Вороного состоят из исходных элементарных ячеек
Si, поэтому численное интегрирование по ним точнее, чем в первом
случае. Для построения ячеек Вороного применялась NetworkX реа-
лизация алгоритма из [5]. Эксперименты показали, что такой подход
позволяет без потери точности обрабатывать большие меши или со-
кращать на порядок время счета.
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КАК СРЕДСТВО ФОРМИРОВАНИЯ ЦЕЛОСТНОЙ
КАРТИНЫ МИРА ШКОЛЬНИКА

Н.И. Лобанова1, Н.Н. Яремко2 (Зеленокумск; Москва)
lobantchik@yandex.ru, yaremki@yandex.ru

В работе рассматривается проблема формирования целостной
картины мира школьника при изучении дифференциальных урав-
нений в системе дополнительного образования. Отличительны-
ми особенностями построения методики курса дифференциаль-
ных уравнений являются, во-первых, использование различных IT-
инструментов и IT-средств при нахождении аналитических реше-
ний дифференциальных уравнений и, во-вторых, тщательный отбор
и структурирование математического содержания курса в строгом
соответствии с целью обучения - формированием ЦКМ школьника
[1,2,3]. К изучению берутся наиболее общие естественно – научные и
социальные законы, формой выражения которых являются диффе-
ренциальные уравнения и которые свидетельствуют о целостности
и единстве окружающего мира. Такие особенности курса позволяют
избежать дублирования классической вузовской учебной дисципли-
ны и свести к минимуму технические вычислительные трудности
[4,5,6]. Изучение дифференциальных уравнений в системе дополни-
тельного образования позволяет предоставить школьникам возмож-
ность удовлетворить свои образовательные потребности вне школы,
познакомиться с новыми математическими понятиями и методами,
расширить математический кругозор, развить интерес к математике,
достичь определённых результатов в плане формирования целостной
картины мира. Методические построения основаны на положениях
системно-деятельностного подхода, реализуют теоретические утвер-
ждения практико-ориентированного обучения, приемы и методы ма-
тематического моделирования [7,8,9].
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О СУЩЕСТВЕННЫХ СПЕКТРАХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ
КОЛЕБЛЕМОСТИ ДВУМЕРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ

ОДНОРОДНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ
Н.А. Лобода, А.Х. Сташ (Майкоп, АГУ)
n-loboda@yandex.ru, aidamir.stash@gmail.com

В работах [1,2] И. Н. Сергеева на полупрямой вводились и иссле-
довались различные характеристики ляпуновского типа ненулевых
решений линейных однородных дифференциальных уравнений и си-
стем. В настоящей работе будем рассматривать верхние и нижние
сильные и слабые показатели колеблемости знаков, нулей, корней
и гиперкорней. Ранее сильные показатели колеблемости назывались
полными частотами, а слабые показатели — векторными частотами.

Подсчет показателя колеблемости происходит путем усреднения
числа нулей (или знаков, или корней, или гиперкорней) проекции ре-
шения x дифференциальной системы на какую-либо прямую, при-
чем эта прямая выбирается так, чтобы полученное среднее значе-
ние оказалось минимальным: если указанная минимизация произ-
водится перед усреднением, то получается слабый показатель ко-
леблемости, а если после, то — сильный показатель колеблемости.
При этом для вычисления этих характеристик решения y линейного
уравнения n-го порядка осуществляется переход к вектор-функции
x = (y, ẏ, . . . , y(n−1)).

Исследования спектров (т.е. множеств различных значений на
ненулевых решениях) показателей колеблемости автономных систем
было начато в работах [1,3] и полностью завершено в [4]. Из резуль-
татов указанных работ следует, что спектры показателей колеблемо-
сти любой автономной системы содержат единственное существенное
значение (т.е. это значение принимается на решениях, множество на-
чальных значений которых имеет положительную меру Лебега).

В работе [5] установлена возможность реализации не более чем
счетных существенных спектров показателей блуждаемости линей-
ных однородных двумерных дифференциальных систем. Оказалось,
что эти результаты можно обобщить и на все показатели колеблемо-
сти.

Теорема 1. Для любого конечного множества неотрицатель-
ных чисел, содержащего ноль, существует двумерная линейная од-
нородная ограниченная дифференциальная система (периодическая,
если все элементы заданного множества соизмеримы), у которой
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спектры показателей колеблемости знаков, нулей, корней и гипер-
корней совпадают с этим множеством, причем все значения ука-
занных показателей существенны.

Теорема 2. Для любого замкнутого ограниченного счетного
множества неотрицательных рациональных чисел с единственной
нулевой предельной точкой, существует двумерная линейная огра-
ниченная система, у которой спектры показателей колеблемости
знаков, нулей, корней и гиперкорней совпадают с этим множе-
ством, причем все значения указанных показателей существенны.
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При минимальных условиях на данные смешанной задачи для
неоднородного телеграфного уравнения построено обобщенное реше-
ние задачи. Уравнение в общем случае не допускает разделения пере-
менных. Рассмотрены двухточечные краевые условия, содержащие
производные функций. Решение представлено в виде ряда, сходяще-
гося с экспоненциальной скоростью.

Ключевые слова: расходящиеся ряды, волновое уравнение, сме-
шанная задача.

Исследуется следующая обобщенная смешанная задача:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
−q(x, t)u(x, t)+f(x, t), (x, t) ∈ Q = (0, 1)×(0,∞),

(1)
∂u(0,t)
∂x + a1u(0, t) + b1u(1, t) = 0, ∂u(1,t)∂x + a2u(0, t) + b2u(1, t) = 0, t ⩾ 0,

(2)

u(x, 0) = φ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= 0, x ∈ [0, 1], (3)

где коэффициенты ai, bi, i = 1, 2, — произвольные комплексные чис-
ла, q, f, φ, — комплекснозначные функции, f(x, t) ∈ L(QT ), сумми-
руемая функция, QT = {(x, t) : x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )}, T > 0 — произ-
вольно зафиксированное число, φ(x) ∈ L(0, 1), суммируемые функ-
ции, а потенциал q(x, t) таков, что найдется функция q0(x) ∈ L(0, 1),
так что справедливо |q(x, t)| ⩽ q0(x) для всех (x, t) ∈ Q, и функция
q(x, t)u(x, t) ∈ L(QT ).

Обобщенная смешанная задача для волнового уравнения являет-
ся одним из наиболее сильных обобщений смешанной задачи. Внеш-
ний вид ее такой же, как и у обычной смешанной задачи и характе-
ризуется тем, что в формальном решении ее по методу Фурье потен-
циал и начальные данные считаются произвольными суммируемыми
функциями, а возмущение в случае неоднородной задачи — произ-
вольной локально суммируемой функцией.

Ряд формального решения может быть и расходящимся. Следуя
рекомендациям Л. Эйлера для нахождения его суммы привлекаем
еще аксиому о перестановке в ряде операций интегрирования и сум-
мирования.

В статье А.П. Хромова и В.В. Корнева [1] найдены необходимые
и достаточные условия существования сильного решения задачи (1)–
(3) в случае q = q(x), f = 0, и получена формула для этого решения.
Сильным решением называем функцию, удовлетворяющую услови-
ям (2), (3) в обычном смысле, а уравнению (1) — почти всюду в
полуполосе Q.
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Наша задача — найти формулу для обобщенного решения задачи
(1)–(3) при минимальных ограничениях на данные задачи.

Теорема 1. Пусть для задачи (1)–(3) выполняются следующие
условия: функции φ(x) ∈ L(0, 1), f(x, t) ∈ L(QT ) для любого T > 0,
функция q(x, t) такова, что найдется функция q0(x) ∈ L(0, 1),
так что справедливо |q(x, t)| ⩽ q0(x) для (x, t) ∈ Q, и функция
q(x, t)u(x, t) ∈ L(QT ) для любого T > 0. Тогда задача (1)–(3) име-
ет обобщенное решение, которое представляется формулами

u(x, t) =

∞∑
k=0

ak(x, t) +
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

f̃(η, τ) dη, (4)

a0(x, t) =
1

2

[
φ̃(x+t)+φ̃(x−t)

]
, ak(x, t) =

1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

f̃k−1(η, τ) dη,

k ⩾ 1, где функции f̃(η, τ) = f(η, τ), f̃k(η, τ) = fk(η, τ) =
= −q(η, τ)ak(η, τ) при η ∈ [0, 1], k ⩾ 0, при каждом τ, далее функции
f(η, τ), fk(η, τ) продолжаются специальным образом по переменной
η на всю числовую прямую, функция φ̃(x) = φ(x) при x ∈ [0, 1],
далее функция φ(x) продолжается на всю прямую. Ряд в формуле
(4) сходится абсолютно и равномерно в прямоугольнике QT при
любом T > 0 с экспоненциальной скоростью.

Ранее для обобщенной смешанной задачи для телеграфного урав-
нения, краевое условие которой содержало значение решения во
внутренней точке отрезка, были изложены два способа построения
обобщенного решения ([2]).

Литература
1. Хромов А.П. Расходящиеся ряды в методе Фурье для волнового

уравнения / А.П. Хромов, В.В. Костин // Тр. ин-та матем. и механ.
УрО РАН. — 2021. — Т. 27, № 4. — С. 215–238.

2. Ломов И.С. Построение обобщенного решения смешанной зада-
чи для телеграфного уравнения: секвенциальный и аксиоматический
подходы / И.С. Ломов // Дифференц. уравнения. — 2022. — Т. 58,
№ 11. — С. 1471–1483.

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ МОДЕЛЬНОГО
ДВУХСКОРОСТНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

ПРИ НЕХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ КОСОЙ
218
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В первой четверти плоскости G∞ решена смешанная задача

utt(x, t) + (a1 − a2)utx(x, t)− a1a2uxx(x, t)−

−a−1
2 (a2)tut(x, t)− a1(a2)xux(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞, (1)

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

[α(t)ut(x, t) + β(t)ux(x, t) + γ(t)u(x, t)]|x=0 = µ(t), t > 0, (3)

где a1, a2, f, φ, ψ, µ – заданные вещественные функции своих пере-
менных x и t первой четверти плоскости G∞ = [0,+∞[×[0,+∞[.

Пусть Ck(Ω) – множество k раз непрерывно дифференцируемых
функций на подмножестве Ω плоскости R2 и C0(Ω) = C(Ω).

Уравнению (1) соответствуют характеристические уравнения

dx = (−1)ia3−i(x, t)dt, i = 1, 2, (4)

которые имеют неявные общие интегралы gi(x, t) = Ci, Ci ∈ R, i =
1, 2. Если в уравнении (1) коэффициенты a3−i строго положительны,
т. е. a3−i(x, t) ⩾ a

(0)
3−i > 0, (x, t) ∈ G, то в силу (4) переменная t на ха-

рактеристиках g1(x, t) = C1, C1 ∈ R, строго убывает, на характери-
стиках g2(x, t) = C2, C2 ∈ R, строго возрастает вместе с ростом пере-
менной x. Поэтому неявные функции yi = gi(x, t) = Ci, x ⩾ 0, t ⩾ 0,
обладают строго монотонными неявными обратными функциями
x = hi{yi, t}, t ⩾ 0, и t = h(i)[x, yi], x ∈ R, i = 1, 2. По определению
обратных отображений на четверти плоскости G∞ они удовлетворя-
ют следующим тождествам обращения из [1]:

gi(hi{yi, t}, t) = yi, t ⩾ 0; hi{gi(x, t), t} = x, x ⩾ 0, i = 1, 2, (5)

gi(x, h
(i)[x, yi]) = yi, x ⩾ 0;h(i)[x, gi(x, t)] = t, t ⩾ 0, i = 1, 2, (6)

hi{yi, h(i)[x, yi]} = x, x ⩾ 0; h(i)[hi{yi, t}, yi] = t, t ⩾ 0, i = 1, 2. (7)

Когда коэффициенты a3−i(x, t) ⩾ a
(0)
3−i > 0, (x, t) ∈ G∞, a3−i ∈

C2(G∞), тогда неявные функции gi, hi, h
(i) дважды непрерывно

дифференцируемы по x, t, yi, i = 1, 2, на G∞ [1].

© Ломовцев Ф.Е., 2024
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Из постановки смешанной задачи (1)–(3) для классических реше-
ний u ∈ C2(G∞) вытекает необходимость гладкости

f ∈ C(G∞), φ ∈ C2[0,+∞[, ψ ∈ C1[0,+∞[, µ ∈ C1[0,+∞[. (8)

В граничном режиме (3) и его первой производной по t полагаем
t = 0 и в силу начальных условий (2) при x = 0 и уравнения (1) при
x = 0, t = 0 находим необходимые условия согласования

α(0)ψ(0) + β(0)φ′(0) + γ(0)φ(0) = µ(0), (9)

α′(0)ψ(0) + β′(0)φ′(0) + γ′(0)φ(0) + β(0)ψ′(0) + γ(0)ψ(0)+

+α(0)[f(0, 0) + (a2(0, 0)− a1(0, 0))ψ
′(0) + a1(0, 0)a2(0, 0)φ

′′(0)+

+ ((a2)t(0, 0)/a2(0, 0))ψ(0) + a1(0, 0)(a2)x(0, 0)φ
′(0)] = µ′(0). (10)

Характеристика g2(x, t) = g2(0, 0) делит G∞ на G− = {(x, t) ∈
G∞ : g2(x, t) > g2(0, 0)} и G+ = {(x, t) ∈ G∞ : g2(x, t) ⩽ g2(0, 0)}.

В работе [2] методом корректировки найдены на G−, G+ и G∞
следующие классические (дважды непрерывно дифференцируемые)
решения с необходимой и достаточной гладкостью (12) и (13):

Fi(x, t) =

g2(x,t)∫
0

h1{g1(x,t),τ}∫
h1{g1((−1)i+1g2(x,t),g2(x,t)),τ}

f(δ, τ)E(δ, τ)

a1(δ, τ) + a2(δ, τ)
dδdτ+

+

t∫
g2(x,t)

h1{g1(x,t),τ}∫
h2{g2(x,t),τ}

f(δ, τ)E(δ, τ)

a1(δ, τ) + a2(δ, τ)
dδdτ, i = 1, 2, (11)

E(δ, τ) = exp


g1(x,t)∫
g1(δ,τ)

a22(a2/a1)δ̃ − a2(a2/a1)τ̃

[a1(δ̃, τ̃) + a2(δ̃, τ̃)]2(g1)δ̃(δ̃, τ̃)
ds

 .

В силу (4)–(7) методом неявных характеристик из [1] доказана
Теорема 1. Пусть коэффициенты a3−i(x, t) ⩾ a

(0)
3−i > 0, (x, t) ∈

G∞, a3−i ∈ C2(G∞), i = 1, 2, и нехарактеристическая косая произ-
водная в (3), т.е. a1(0, t)α(t) ̸= β(t), t ⩾ 0. Тогда для существования
единственного и устойчивого классического решения u ∈ C2(G∞)
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смешанной задачи (1)–(3) в G∞ необходимо и достаточно требова-
ний гладкости и условий согласования (8)–(10) и

t∫
0

f(hi{gi(x, t), τ}, τ) dτ ∈ C1(G∞), i = 1, 2, (12)

h2{g2(x,t),g2(x,t)}∫
(−1)i+1g2(x,t)

f(δ, g2(x, t))dδ −
t∫

g2(x,t)

f(h2{g2(x, t), τ}, τ)dτ−

−
g2(x,t)∫
0

f(h1{g1((−1)i+1g2(x, t), g2(x, t), τ}, τ)dτ ∈ C1(G∞), i = 1, 2,

(13)
Классическим решением задачи (1)–(3) в G∞ является функция

u−(x, t) = φ(h2{g2(x, t), 0})− F1(h2{g2(x, t), 0}, 0)+

+

h1{g1(x,t),0}∫
h2{g2(x,t),0}

a1(ν, 0)[φ
′(ν)− (F1)ν(ν, 0)] + ψ(ν)− (F1)t(ν, 0)

a1(ν, 0) + a2(ν, 0)
dν+

+F1(x, t), (x, t) ∈ G−,

u+(x, t) = φ(0)− F1(0, 0) + F1(x, t)+

+

h1{g1(x,t),0}∫
0

a1(ν, 0)[φ
′(ν)− (F1)ν(ν, 0)] + ψ(ν)− (F1)t(ν, 0)

a1(ν, 0) + a2(ν, 0)
dν+

+
1

η
(
h(2)[0, g2(x, t)]

) h(2)[0,g2(x,t)]∫
0

η(ρ)

{
a1(0, ρ)µ(ρ)

a1(0, ρ)α(ρ)− β(ρ)
−

−a1(0, ρ)[a2(0, ρ)α(ρ) + β(ρ)]

a2(0, ρ)[a1(0, ρ)α(ρ)− β(ρ)]

[(
a1(ν, 0)[φ

′(ν)− (F1)ν(ν, 0)]

a1(ν, 0) + a2(ν, 0)
+

+
ψ(ν)− (F1)t(ν, 0)

a1(ν, 0) + a2(ν, 0)

)
|ν=h1{g1(0,ρ),0}

∂h1{g1(0, ρ), 0}
∂ρ

− F′
1(ρ)

]
−

− a1(0, ρ)γ(ρ)

a1(0, ρ)α(ρ)− β(ρ)

[
φ(0) + F2(0, ρ)− F1(0, 0)− F1(ρ)+
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+

h1{g1(0,ρ),0}∫
0

a1(ν, 0)[φ
′(ν)− (F1)ν(ν, 0)] + ψ(ν)− (F1)t(ν, 0)

a1(ν, 0) + a2(ν, 0)
dν

]
−

−(F2)ρ(0, ρ)−
[a1(0, ρ) + a2(0, ρ)]β(ρ)

a2(0, ρ)[a1(0, ρ)α(ρ)− β(ρ)]
F2(ρ)

}
dρ, (x, t) ∈ G+.

Здесь функция F1(ρ) = F2(0, ρ) − F1(0, ρ), интегрирующий мно-
житель η(t) = exp

{ ∫ t
0

a1(0,ρ̃)γ(ρ̃)
a1(0,ρ̃)α(ρ̃)−β(ρ̃) dρ̃

}
и сумма интегралов чётно-

го порядка следования F2(ρ) = [A2 − A4 + A6 − A8](0, ρ) со своими
знаками в производной (F2)ρ(0, ρ) по ρ от функции F2(0, ρ) из (11).

Следствие 1. Если правая часть f уравнения (1) зависит толь-
ко от x или t и непрерывна по x или t, то теорема 1 верна без
интегральных требований гладкости (12), (13) на f [2] ([3]).

Следствие 2. В требованиях гладкости (12) и (13) принадлеж-
ность интегралов множеству C1(G∞) эквивалентна их принад-
лежности множеству C(1,0)(G∞) или C(0,1)(G∞), где C(1,0)(G∞) и
C(0,1)(G∞) – множества непрерывно дифференцируемых по x или t
и непрерывных по t или x функций на G∞ [2] ([3]).

Автор благодарит за помощь, консультацию и поддержку своего
научного руководителя, профессора Юрчука Николая Иосифовича.
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В работе представлен метод дифференциальных игр для постро-
ения синтезированного управления в приложении к задаче регуля-
ции углеводного обмена у больных сахарным диабетом первого типа
путем подбора оптимальной последовательности моментов и доз вве-
дения экзогенного инсулина с целью нормализации уровня глюкозы
в крови в пределах показателей заданного интервала значений.

Для изучения закономерностей гомеостатической системы угле-
водного обмена в организме человека рассмотрена математическая
модель переменных состояний - глюкозы G = G(t); инсулина I = I(t)
в единственном кровеносном компартменте, представленная неглад-
кой системой дифференциальных уравнений:

dI

dt
= α(G−G0)θ(G−G0)− βI + bu(t)

dG

dt
= γ(G0 −G)θ(G0 −G)− σGI + aS(t)

(1)

В моделе (1) параметры — неотрицательные величины, значе-
ния которых получены на основе исследования модели и проведе-
ния вычислительных экспериментов; θ(x) — функция Хевисайда,
определяющая негладкость системы дифференциальных уравнений.
Функция u(t) описывает поступление искусственного инсулина извне
для больных диабетом; S(t) — экзогенный источник поступления
глюкозы за счет приема пищи.

В силу отсутствия полной информации о параметрах процесса
задача синтеза решается с применением метода дифференциальных
игр, в которой рассматривается стратегия поддержания заданного
уровня глюкозы в крови в условиях действия возмущений S(t) и
u(t) в формате антагонистической игры.

Практическая реализация результатов синтеза, основанного на
необходимости решения нелинейного уравнения с параметрами, за-
висящими от состояния в реальном масштабе времени, основана на
применении метода теории гарантирующего управления.

Проведение анализа различных методов решения поставленной
задачи управления динамикой инсулин-глюкоза показал эффектив-
ность всех полученных схем введения искусственного инсулина на
стабилизацию углеводного обмена, а следовательно на их примени-
мость к предложенной в работе задаче управления сахарным диабе-
том первого типа.
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ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ
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Вспомогательная нехарактеристическая смешанная за-
дача. Решена и найден критерий корректности вспомогательной
смешанной задачи с нехарактеристическими вторыми частными про-
изводными на конце полуограниченной струны

utt(x, t) + (a1 − a2)uxt(x, t)− a1a2uxx(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞, (1)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

Γ(t)u ≡ [ζ(t)utt + ξ(t)uxt + θ(t)uxx + α(t)ut + β(t)ux + γ(t)u]x=0 =

= µ(t), t > 0, (3)

где в уравнении (1) коэффициенты a1 > 0, a2 > 0 и в граничном
режиме (3) для любого момента времени t вторые частные произ-
водные направлены не вдоль критической характеристики x = a1t,
уравнения (1), т.е. a21ς(t)− a1ξ(t) + θ(t) ̸= 0, t ⩾ 0.

Уравнению (1) соответствует два различных семейства характе-
ристик x− a1t = C1, x+ a2t = C2, C1, C2 ∈ R = ]−∞, +∞[.

Определение 1. Характеристика x = a1t, где a1 > 0, назы-
вается к р и т и ч е с к о й для уравнения (1) на множестве
Ġ∞ =]0,∞[×]0,∞[.
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Критическая характеристика x = a1t, a1 > 0, делит первую
четверть G∞ на множества G− = {{x, t} ∈ G∞ : x > a1t, t > 0} и
G+ = {{x, t} ∈ G∞ : x ⩽ a1t, x ⩾ 0} , где G∞ = [0,+∞[×[0,+∞[.

Из статьи [1] известно понятие характеристической первой косой
производной, т.е. характеристических первых частных производных
в граничном условии (3). Понятие характеристических вторых част-
ных производных для граничного условия (3) введено в [2].

Определение 2. Граничный режим (3) называется х а р а к т е
р и с т и ч е с к и м, а вторые частные производные в (3) – х а р а к
т е р и с т и ч е с к и м и, если a21ζ (t)− a1ξ (t) + θ (t) = 0, t ⩾ 0.

Пусть Ck (Ω) – множество k раз непрерывно дифференцируемых
функций на подмножестве Ω ⊂ R2 и C0 (Ω) = C (Ω).

Определение 3. К л а с с и ч е с к и м решением смешан-
ной задачи (1)–(3) на G∞ = [0,∞[ × [0,∞[ называется функция
u ∈ C2(G∞), удовлетворяющая поточечно уравнению (1) для всех
{x, t} ∈ Ġ∞, Ġ∞ = ]0,∞[ × ]0,∞[, в обычном смысле, а начальным
условиям (2) и граничному режиму (3) в смысле пределов значе-
ний функции u(ẋ, ṫ) и ее соответствующих частных производных во
внутренних точках {ẋ, ṫ} ∈ Ġ∞ при ẋ→ x, ṫ→ t к соответствующим
граничным точкам {x, t} ∈ G∞.

Для классических решений u ∈ C2(G∞) из уравнения (1), началь-
ного состояния (2) и граничного режима (3) вытекает необходимость
требований гладкости:

f ∈ C(G∞), φ ∈ C2[0,+∞[, ψ ∈ C1[0,+∞[, µ ∈ C[0,+∞[. (4)

Дополнительные необходимое (и достаточные) интегральные требо-
вания гладкости (7) и (8) на правую часть f волнового уравнения
(1) указаны ниже в формулировке теоремы 1.

В граничном режиме (3) мы полагаем t = 0, вычисляем значения
левой части полученного равенства с помощью начального состояния
(2) при x = 0 и уравнения (1) при x = 0, t = 0 и соответственно
получаем необходимость условия согласования

ζ(0)[f(0, 0) + (a2 − a1)ψ
′(0) + a1a2φ

′′(0)] + ξ(0)ψ′(0) + θ(0)φ′′(0)+

+α(0)ψ(0) + β(0)φ′(0) + γ(0)φ(0) = µ(0). (5)
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В следующей теореме 1 используются обозначения

Fi(x, t) =

=
1

a1 + a2

[ ti(x)∫
0

x+a2(t−τ)∫
xi(t,τ)

f(s, τ)dsdτ +

t∫
ti(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
,

(6)

ti(x) = (−1)i
(
t− x

a1

)
, xi(t, τ) =

[
1− (−1)

i

(
a2
a1

+ 1

)]
(x−a1t)−a2τ,

i = 1, 2, Φ(x, t) =
1

a1 + a2

a1φ(x+ a2t) + a2φ(0) +

x+a2t∫
0

ψ(s)ds

 ,

P (t) = µ(t)− Γ(t)(Φ(x, t) + F2(x, t)),

χ(a, b) = exp

−a1

b∫
a

σ(s)ds

 , σ(t) =
β(t)− a1α(t)

a12ζ(t)− a1ξ(t) + θ(t)
,

F (x, t) =
1

a1 + a2

t∫
0

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ .

Частные классические решения F1 и F2 из (6) неоднородного
уравнения (1) соответственно в G− и G+ найдены методом коррек-
тировки пробных решений в классические решения работы [3], где
доказана необходимость и достаточность гладкости (7) и (8) на f .

В статье [2] доказана следующая
Теорема 1. Пусть непрерывны коэффициенты: ζ, ξ, θ, α, β, γ ∈

C[0,+∞[, нехарактеристичны вторые частные производные гра-
ничного режима (3): a12ζ(t)− a1ξ(t) + θ(t) ̸= 0, t ∈ [0,+∞[, и суще-
ствует нетривиальное решение v ∈ C2[0,+∞[, v(ρ) ̸= 0, v′(ρ) ̸= 0,
ρ ∈ [0,+∞[, обыкновенного дифференциального уравнения

[a1
2ζ(ρ/a1)− a1ξ(ρ/a1) + θ(ρ/a1)]v

′′(ρ)−

− [β(ρ/a1)− a1α(ρ/a1)] v
′(ρ) + γ(ρ/a1)v(ρ) = 0.
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Смешанная задача (1)—(3) в G∞ имеет единственное и устой-
чивое по f, φ, ψ, µ классическое решение u ∈ C2(G∞) тогда и толь-
ко тогда, когда выполняются условия (4),(5), и

J1(x, t) ≡
t∫

0

f(x+ a2(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G∞), (7)

Ji+1(x, t) ≡
[
1− (−1)

i

(
a2
a1

+ 1

)] ti(x)∫
0

f(xi(t, τ), τ)dτ+

+

t∫
ti(x)

f(x− a1(t− τ), τ)dτ ∈ C1(G∞), i = 1, 2. (8)

Классическим решением u ∈ C2(G∞) нехарактеристической сме-
шанной задачи (1)—(3) на G∞ является функция

u−(x, t) =
1

a1 + a2

a1φ(x+ a2t) + a2φ(x− a1t) +

x+a2t∫
x−a1t

ψ(s)ds

+

+ F (x, t), (x, t) ∈ G−, (9)

u+(x, t) = v(a1t− x)

t2(x)

∫
0

a21
v2(a1s)

s∫
0

v(a1τ)χ(s, τ)P (τ)

a21ζ(τ)− a1ξ(τ) + θ(τ)
dτds+

a1v(0) [ψ(0)− a2φ
′(0)]

a1 + a2

t2(x)

∫
0

χ(s, 0)

v2(a1s)
ds

}
+Φ(x, t)+F2(x, t), (x, t) ∈ G+,

(10)
Замечание 1. Если правая часть f уравнения (1) не зависит от

переменной x или t, то требования гладкости на f из (7) и (8) экви-
валентны требованию непрерывности f по t или x. Если же непре-
рывная правая часть f ∈ C(G∞) зависит от переменных x и t, то в
теореме 1 благодаря равенствам

∂

∂x

 t∫
o

f
(∣∣∣x+ (−1)

i
ai (t− τ)

∣∣∣ , τ)dτ
 =

227



=
(−1)

i

ai

 ∂
∂t

 t∫
o

f
(∣∣∣x+ (−1)

i
ai (t− τ)

∣∣∣ , τ)dτ
 − f (x, t)

 , i = 1, 2,

(11)
требования (7) и (8) эквивалентны принадлежности интегралов из
(7) и (8) множествам C(0,1) (G∞) или C(1,0) (G∞) , т.е. множествам
непрерывных по x и непрерывно дифференцируемых по t на G∞ или
непрерывно дифференцируемых по x и непрерывных по t функций
на G∞. Сначала равенства (11) выводятся для более гладких f ∈
C1 (G∞) и потом предельным переходом по f распространяются на
непрерывные функции f ∈ C (G∞) с условиями (7) и (8).

Физико-геометрическая интерпретация решений вспомога-
тельных смешанных задач проводится с целью поиска их множества
зависимости, т.е. множества изменения независимых переменных в
исходных данных задач и коэффициентах уравнения и краевых усло-
вий. В ней определяющей составляющей является геометрическая
интерпретация решений, в которой нуждается решение и исследова-
ние смешанных задач о колебаниях ограниченной струны с помощью
результатов исследования вспомогательных смешанных задач о ко-
лебаниях полуограниченной струны. Физико-геометрическая интер-
претация классических решений вспомогательной смешанной зада-
чи для волнового уравнения с одной скоростью a1 = a2= const при
нестационарной нехарактеристической первой косой производной на
конце полуограниченной струны проведена в [4, c. 55–60]. В насто-
ящем докладе дана аналогичная физико-геометрическая интерпре-
тация классических решений (9), (10) вспомогательной смешанной
задачи (1)—(3) для волнового уравнения с двумя скоростями a1 ̸= a2
при нестационарных нехарактеристических вторых частных произ-
водных полуограниченной струны.
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РАДОНА-КИПРИЯНОВА ФУНКЦИЙ,

ОПРЕДЕЛЕННЫХ В ШАРЕ1

Л.Н. Ляхов, В.А. Калитвин, М.Г. Лапшина (Воронеж, ВГУ;
Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина; Липецк, РАНХиГС;
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Многочисленные задачи, порожденные сферической симметрией,
приводят к пребразованию Радона специального вида, введенного в
[1]: Kγ [f ](θ; p) =

∫
R+

n
f(x)Pγx1

δ(p − ⟨x, θ⟩)xγ1 dx, γ > 0, где ⟨x, θ⟩ —
скалярное произведение n - мерных векторов, θ — единичный вектор
нормали к плоскости ⟨x, θ⟩=p, а символ Pγx1

(γ > 0) обозначает
действие оператора Пуассона по переменной x1. Это преобразование
называется преобразованием Радона - Киприянова.

Произведем вращение f(x1, x′) → f
(√

z21 + z22 , x
′
)

и введем обо-

значения f̃(z) =
(√

z21 + z22 , x
′
)
, z = (z1, z2, x

′) ∈ R+
n+1={z: z2>0}.

При этом Kγ [f ](θ; p) = C(γ)
∫
{p=⟨z,Θ⟩}+ f̃(z) z

γ−1
2 dΓ(z), где {p =

⟨z, θ̃⟩ = ⟨z,Θ⟩}+ - полуплоскость (z2 > 0). Для удобства полу-
плоскость интегрирования обозначим Θ+

⊥ = {z: ⟨Θ, z⟩ = p, z2>0}.
При фиксированном векторе Θ примем обозначение Kγ [f ](Θ; p) =
Kγ,Θ[f ](p).

Следуя [2], запишем преобразование Радона—Киприянова в виде
интеграла по полуплоскости Θ+

⊥ в ∈R+
n+1 :

Kγ,Θ[f ](p) = C(γ)
∫
Θ+

⊥
f̃(pΘ+ z)zγ−1

2 dΓ(z).

Двойственное преобразование в R1. Через Sev = S+
ev(R+

n )
обозначим подпространство пространства Л.Шварца пробных функ-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-21-00387).
© Ляхов Л.Н., Калитвин В.А. Лапшина М.Г., 2024
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ций, четных по Киприянову (см. [3], с.21) по переменной x1. Пусть
f ∈ Sev(R+

n ) и g ∈ Sev(R+
1 ). Введем линейную форму в R1∫

R1

Kγ,Θ[f ](p) g(p) dp = C(γ)

∫
R1

∫
Θ+

⊥

f̃(pΘ+ z) g(p) zγ−1
2 dΓ(z)dp.

Положив y = pΘ + z ∈ R+
n+1={y=(z1, z2, x

′) : z2>0 }, получим∫
R1
Kγ,θ[f ](p) g(p) dp =

∫
R+

n
f(x)K#

γ,θg(x) x
γ
1dx1 dx

′ с двойственным
оператором K#

γ,θ g(x) = Pγx1
(g(θ, ⟨θ, x⟩)) . Справедливо равенство∫

S+
1 (n)

∫
R1
Kγ [f ](θ, p) g(p) dp θ

γ
1dS(θ) =

∫
R+

n
f(x)K#

γ g(x) x
γ
1dx1 dx

′,

где K#
γ g(x) =

∫
S+
1 (n)

K#
γ,θg(x)x

γ
1dx – оператор, полученный допол-

нительным интегрированием по сфере оператора, двойственного к
преобразованию Радона-Киприянова.

Преобразование Фурье—Бесселя:
FB [f ](ξ) = f̂(ξ) =

∫
R+

n
f(x)jν(x1ξ1) e

−i⟨x′,ξ′⟩ xγ1dx, γ = 2ν+1>0,

F−1
B

[
f̂
]
(x) = (2π)1−n 2−2ν Γ−2(ν + 1) FB [f̂ ](−x) = f(x).

где jν(t)=
2νΓ(ν+1) Jν(t)

tν , Jν — функция Бесселя первого рода.
Обобщенная свертка Пуассона:
(f ∗ g)γ =

∫
R+

n
T y1x1

f(x1, x
′ − y′) g(y) yγ1 dy1dy

′, где обобщенный
сдвиг Пуассона определен формулой

T y1x1
f(x) =

Γ( γ+1
2 )

Γ( γ
2 )Γ(

1
2 )

∫ π
0
f
(√

x21+y
2
1−2x1y1 cosα, x

′
)

sinγ−1 α dα.

Если f, g∈Sev, то

Kγ [(u ∗ v)γ ](ξ; p)=
+∞∫
−∞

Kγ [u](ξ, t)Kγ [v](ξ; p−t) dt.

Лемма 1. K̃γ [ω̂](θ; p) = (2π)n−2 22ν Γ2(ν +1) ω(pθ), где ω ∈ Sev.
Теорема 1.Если g ∈ Z+

n , то

F(p→s)

[
K# g

]
(sθ) =

= (2π)n−2 22ν Γ2(ν + 1) |ξ|1−n
[
ĝ
(
ξ
|ξ| , |ξ|

)
+ ĝ

(
− ξ

|ξ| ,−|ξ|
)]
.

Теорема 2. Если f ∈ Sev(R+
n ), то

K#
γ Kγ [f ](x) = |S1(n− 1)|

(
1
|x| ∗ f

)
γ
, где |S1(n− 1)| — площадь

единичной сферы в евклидовом пространстве Rn−1.
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О НЕКОТОРЫХ НЕРАВЕНСТВАХ
ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА
КИПРИЯНОВА-КАТРАХОВА1

Л.Н. Ляхов, С.А. Рощупкин (Воронеж, ВГУ,
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Использованное здесь преобразование в одномерном случае вве-
дено в [1]. Преобразование Фурье-Бесселя-Киприянова-Катрахова
функций определенных в Rn задается следующим выражением

FB [u](ξ)=û(ξ)=
∫
Rn

Λ+
γ (x, ξ) u(x) (x

2)ν+
1
2 dx, xγ =

n∏
i=1

(x2i )
γi/2.

Это преобразование обратимо (см. [2]):

F−1
B [u](x) =

1∏n
i=1 2

2(νi+1) Γ2(νi + 1)
FB[u](−x) =

=
1∏n

i=1 2
2(ν+1) Γ2(ν + 1)

∫
Rn

Λ−
γ (x, ξ)u(ξ) (ξ

2)ν+
1
2 dξ .

Ядро этих преобразований имеет вид:

Λ±
γ (x, ξ) =

n∏
j=1

[
jγj− 1

2
(xjξj)∓ i

xjξj
γ+1

jγj+ 1
2
(xjξj)

]
.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-21-00387).
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Пусть ∂xi =
∂
∂xi

, Bγi = ∂2
x2
i
+ γi

xi
∂xi, 1 ⩽ i ⩽ n,

∂αi

Bγi
=

{
B
αi/2
γi , αi = 2k, 1 ⩽ i ⩽ n,

∂xiB
(αi−1)/2
γi , αi = 2k + 1, k = 0, 1, 2, . . . .

Класс Ξmev состоит из бесконечно дифференцируемых функций
a(x, ξ), четных по каждой координате аргументов (x, y) ∈ R2n и удо-
влетворяющих неравенству:∣∣∣(∂αB)x (∂βB)ξa(x, ξ)

∣∣∣ ⩽ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|,

при любых α, β с константами Cα,β , независящими от x и ξ.
Сингулярным псевдодифференциальным оператором Киприяно-

ва-Катрахова A = a(x;DB) с символом a(x; ξ) назовем оператор,
действующий на четные функции из пространства Шварца (Sev) по
формуле

FB [Au](ξ) =
∫
Rn

Λ+
γ (x, ξ) a(x; ξ)u(x)(x

′)γdx.

Теорема 1. Пусть A — сингулярный псевдодифференциальный
оператор с символом a(x, ξ) ∈ Ξmev и пусть на единичной сфере∑+
n ={ξ : |ξ|=1} символ Rea(x, ξ) ограничен снизу некоторой кон-

стантой C. Тогда для любого ε > 0 существует константа C ′ =
C ′(ε) такая, что для всех бесконечно дифференцируемых функций
u(x), четных по каждой координате аргумента справедливо нера-
венство

Re(Au, u)γ + C ′∥u∥2m−1
2 ,γ

⩾ (C − ε)∥u∥m
2 ,γ

.

Теорема 2. Пусть A — сингулярный псевдодифференциальный
оператор с символом a(x, ξ) ∈ Smev.Тогда для любого действительно-
го числа s и любого ε > 0 существует константа Cs,ε = C такая,
что

∥Au∥s−m,γ ⩽ (K + ε)∥u∥s,γ + C∥u∥s−1/2,γ .

Полученные неравенства необходимы для построения соответ-
ствующих регуляризаторов В-эллиптических сингулярных псевдо-
дифференциальных операторов Киприянова-Катрахова.

Литература
1. Киприянов И.А. Об одном классе одномерных сингулярных
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2. Катрахов В.В. Полное преобразование Фурье-Бесселя и алгеб-
ра сингулярных псевдодифференциальных операторов/ В.В. Катра-
хов, Л.Н. Ляхов // Дифференциальные уравнения. — 2011. — Т. 47,
№ 5. — С. 681–695

О ФУНКЦИИ ГРИНА ЗАДАЧИ С УСЛОВИЯМИ ТИПА
ШТУРМА ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА1

М.Г. Мажгихова (Грозный, ЧГУ)
mazhgihova.madina@yandex.ru

Рассмотрим уравнение

Dα
0tu(t)− λu(t) = f(t), 0 < t < 1, (1)

где α ∈ (n− 1, n], Dα
0t — оператор Римана–Лиувилля [1]

Dα
stg(t) =


sign(t−s)
Γ(−α)

t∫
s

g(ξ)dξ
|t−ξ|α+1 , α < 0;

g(t), α = 0;

signn(t− s) dn

dtnD
α−n
st g(t), n− 1 < α ⩽ n, n ∈ N,

λ — произвольная константа.
Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию u(t)

такую, что u(t) ∈ L(0, 1), Dα−n
0t u(t) ∈ Cn(0, 1) и удовлетворяющую

уравнению (1) для всех 0 < t < 1.
Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетво-

ряющее условиям
n∑
k=1

aik lim
t→0

Dα−βk

0t u(t) = ci, i = 1, p,

n∑
k=1

bjk lim
t→1

Dα−βk

0t u(t) = dj , j = 1, q,

где aik, bjk — заданные постоянные, p, q ⩾ 1 и p+q = n, βi — элементы
из множества {1, . . . , n}.

В работе развит метод функции Грина для решения краевой за-
дачи с обобщенными условиями типа Штурма и доказана теорема

1 Работа выполнена в рамках гос. задания Минобрнауки РФ по проекту:
Нелинейные сингулярные интегро-дифференциальные уравнения и краевые за-
дачи (проект № FEGS-2020-0001).
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существования и единственности решения этой задачи. Решение за-
дачи выписано в терминах функции Грина.

Литература
1. Нахушев А.М. Дробное исчисление и его применение / А.М.

Нахушев. — М. : ФИЗМАТЛИТ, 2003. — 272 с.

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО
УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА ПРИ ВАРИАЦИЯХ
ЕГО ПОТЕНЦИАЛА НА КВАЗИМОДЕЛЬНЫХ

РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ
Е.А. Мазепа, Д.К. Рябошлыкова (Волгоград, ВолГУ)

elena.mazepa@volsu.ru, daria_ryaboshlikova@volsu.ru

В данной работе изучаются решения неоднородного эллиптиче-
ского уравнения вида:

Lu ≡ ∆u− c(x)u = h(x), (1)

на некомпактном римановом многообразии M . Здесь c(x) ⩾ 0 и
c(x), h(x) ∈ C0,α(G) для любого G ⊂⊂ M , 0 < α < 1. Под реше-
нием уравнения (1) понимаем функцию u ∈ C2(M).

Пусть M - полное риманово многообразие без края, предста-
вимое в виде объединения M = B ∪ D, где B - некоторый ком-
пакт, а D изометрично произведению [r0; +∞) × S1 × S2... × Sk
(где r0 > 0, Si− компактные римановы многообразия без края) и
имеет метрику ds2 = dr2 + g21(r)dθ

2
1 + g22(r)dθ

2
2 + ...+ g2k(r)dθ

2
k. Здесь

gi(r) - положительные, гладкие на [r0; +∞) функции, а dθ2i - метрика
на Si. Пусть dim Si = ni. Ясно, что dimM = n1+n2+...+nk+1. Всюду
в дальнейшем будем считать, что на D h1(r) ⩽ h(r, θ1, ..., θk) ⩽ h2(r),
где h1(r), h2(r) ∈ C0,α(R+).

Пусть на D c(r, θ1, ..., θk) ≡ c(r).
Введем обозначения: S(t) = gn1

1 (t) · ... · gnk

k (t),

I =

∞∫
r0

1

S(t)

 t∫
r0

c(z)S(z)dz

 dt, Ii =

∞∫
r0

1

S(t)

 t∫
r0

S(z)

g2i (z)
dz

 dt,

K =

∞∫
r0

1

S(t)
dt, Kh = K +

∞∫
r0

1

S(t)

 t∫
r0

max |h1(z)|, |h2(z)|S(z)dz

 dt,

© Мазепа Е.А., Рябошлыкова Д.К., 2024
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Ih = I +

∞∫
r0

1

S(t)

 t∫
r0

max |h1(z)|, |h2(z)|S(z)dz

 dt,

где r0 > 0, i = 1, ..., k.
Справедливы следующие утверждения, которые были представ-

лены в работе [1].
Теорема 1. Пусть риманово многообразие M и правая часть

уравнения (1) таковы, что Ih < ∞ (Kh < ∞, если c(x) ≡ 0), I1 =
... = Is = ∞, Ii < ∞ для всех i = s + 1, ..., k, 0 ⩽ s ⩽ k. Тогда для
любой непрерывной на S1×S2× ...×Sk функции Φ(θs+1, ..., θk) на M
существует единственное ограниченное решение u(x) уравнения (1)
такое, что на D выполнено lim

r→+∞
u(r, θ1, θ2, ..., θk) = Φ(θs+1, ..., θk).

Далее наряду с уравнением (1) рассмотрим на M уравнение

L1u ≡ ∆u− c1(x)u = h(x), (2)

где 0 ⩽ c1(x) ⩽ c(x). Здесь c1(x) ⩾ 0, c1(x) ∈ C0,α(G), c(x) определен-
но выше.

Ранее в работе [2] была показана взаимосвязь разрешимости кра-
евых задач на произвольном некомпактном римановом многообразии
M для уравнений (1) и (2).

Объединяя результаты теоремы 1 и работы [2], получаем следу-
ющую теорему.

Теорема 2. Пусть риманово многообразие M и правая часть
уравнения (2) таковы, что Ih < ∞, I1 = ... = Is = ∞, Ii < ∞ для
всех i = s + 1, ..., k, 0 ⩽ s ⩽ k. Тогда для любой непрерывной на
S1 × S2 × ... × Sk функции Φ(θs+1, ..., θk) на M существует един-
ственное ограниченное решение u(x) уравнения (2) такое, что на
D выполнено lim

r→+∞
u(r, θ1, θ2, ..., θk) = Φ(θs+1, ..., θk).
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2. Mazepa E.A. Boundary-value problems for the inhomogeneous
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С МАЛЫМ ОТКЛОНЕНИЕМ АРГУМЕНТА
ОТ НЕКОТОРОГО ФИКСИРОВАННОГО

ЗАПАЗДЫВАНИЯ
Е.И. Маркина (Воронеж, ВГУ)
elizavetamarkina2002@gmail.com

Рассматривается задача о периодических решениях автономного
уравнения нейтрального типа

x′(t) = f(ε, x(t− h0 − εh), x′(t− h0 − εh)), (1)

с малым отклонением аргумента от фиксированного запаздывания
h0 > 0.

В уравнении (1) оператор f действует из [0, 1]× Rm × Rm в Rm.
В случае, когда h0 = 0 — такая задача рассматривалась в [1]. Це-

лью настоящей работы является получение аналогичного результата
в случае, когда h0 > 0.

При ε = 0 уравнение (1) превращается в уравнение нейтрального
типа следующего вида:

x′(t) = f(0, x(t− h0), x
′(t− h0)), (2)

Будем предполагать, что выполнены следующие требования:
1) оператор f непрерывен по совокупности переменных и удовле-

творяет условию Липшица с константой k < 1 по третьей перемен-
ной;

2) уравнение (2) имеет нестационарное T0 — периодическое реше-
ние φ т. е

φ′(t) = f(0, φ(t− h0), φ
′(t− h0));

3) отображение f(0, x, y) непрерывно дифференцируемо по вто-
рой и третьей переменным в окресности множества

{(φ(t− h0), φ
′(t− h0)) : t ∈ [0, T0]}.

Положим:

a(t) =
∂f(0, x, y)

∂x

∣∣∣∣
x=φ(t−h0),y=φ′(t−h0)

и
b(t) =

∂f(0, x, y)

∂y

∣∣∣∣
x=φ(t−h0),y=φ

′ (t−h0)

.

© Маркина Е.И., 2024
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Тогда φ′ является решением уравнения:

x′(t) = a(t)x(t− h0) + b(t)x′(t− h0). (3)

Будем также предполагать, что выполнено следующее предполо-
жение:

4) уравнение (3) не имеет T0 — периодических решений, линейно
независимых с φ′ и присоединенных к φ′ решений Флоке.

Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1) — 4). Тогда для

любого δ > 0 существует εδ > 0 такое, что при ε ∈ [0, εδ] уравнение
(1) имеет T — периодическое решение xε, для которого справедливы
неравенства

|T − T0| < δ и sup
τ

∥∥∥∥xε(TτT0
)
− φ(τ)

∥∥∥∥+ sup
τ

∥∥∥∥ TT0x′ε
(
Tτ

T0

)
− φ′(τ)

∥∥∥∥ < δ.
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ЭНТРОПИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНОЙ
СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

М.Н. Машкин, В.Ю. Смирнов (Москва, МАИ)
mnmashkin@yandex.ru

Определено конечное значение информационной энтропии для
распределения непрерывной случайной величины.

Вероятность фиксированного значения непрерывной случайной
величины равна нулю [1], что даёт бесконечность информационной
энтропии при использовании бесконечно малых интервальных зна-
чений вероятности. В этом случае используют относительную эн-
тропию, что нашло применение в расчётах пропускной способности
каналов связи и в обработке отсчётов в виде интервалов [2]. В ра-
боте рассматривается предельный случай равенства нулю интервала
значений вероятности.

© Машкин М.Н., Смирнов В.Ю., 2024
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Информационная энтропия в nat для значений случайной вели-
чины равна:

H = −
n∑
i=1

ln ppii ,

где
∑n
i=1 pi = 1.

При условии дискретности событий с количеством n → ∞ и при
равномерном законе распределения все вероятности событий (состо-
яний) одинаковы и равны p. С учётом np = 1, получим:

lim
n→∞

(
−n ln (1/n)(1/n)

)
= lim
n→∞

(− ln (1/n)) = ∞.

Следовательно, в случае дискретного множества pi вычисление H
даёт очевидный результат равный ∞. В этом случае исключается
вариант равенства нулю вероятности состояния, т.е. p ̸= 0.

В случае непрерывного закона распределения случайной величи-
ны, что соответствует состоянию сингулярности пространства, ко-
гда дискретность случайной величины исключена ввиду отсутствия
фактора времени, информационная энтропия может быть определе-
на, с учётом n→ ∞ и pi = 1/n, , следующим образом:

H = n lim
n→∞

ln ppii = ∞ · 0.

Таким образом, получаем неопределённость: H = ∞ · 0.
Для устранения неопределённости и с учётом плотности вероят-

ности – производной от функции распределения вероятности (веро-
ятность – функционал по определению), обладающей непрерывно-
стью, применим правило Лопиталя. Что позволяет для одномерного
пространства получить следующее выражение:

H = −
∑∞

i=1

(ln pi)

(1/pi)
=
∑∞

i=1

(ln pi)
′

(1/pi)
′ =

∑∞

i=1

(1/pi)

(ln e/p2i )
=
∑∞

i=1

pi
ln e

.

При законе равной плотности вероятности, т.е. np = 1, и при n→ ∞
получим:

H =
∑∞

i=1

pi
ln e

= lim
n→∞

(
n
(1/n)

ln e

)
=

1

ln e
= 1.

Для произвольного непрерывного закона распределения случайной
величины, определённой на отрезке [a, b] получим:

H =
∑∞

i=1

pi
ln e

=
∑∞

i=1

f (ξi)∆xi
ln e

max∆x→0

=
1

ln e

∫ b

a

f (x) dx =
1

ln e
= 1.
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Вывод: Информационная энтропия распределения непрерывной слу-
чайной величина равняется 1 nat.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ
ДЛЯ НАМАГНИЧЕННОСТИ И ХИМИЧЕСКОГО

ПОТЕНЦИАЛА ФЕРРОМАГНИТНЫХ МЕТАЛЛОВ
ПРИ НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ1

Мельников Н.Б.,
Резер Б.И. (Москва, МГУ; Екатеринбург, ИФМ УрО РАН)

melnikov@cs.msu.ru, reser@imp.uran.ru

В теории среднего поля Стонера намагниченность mz = 2µB s̄z,
пропорциональная среднему спину s̄z, получается из решения систе-
мы уравнений (см., напр., [1])

s̄z =
1

2

(
n̄↑ − n̄↓

)
, ne = n̄↑ + n̄↓, (1)

где среднее число электронов n̄σ со спином σ =↑, ↓ или ±1 вычисля-
ется по формуле

n̄σ =

∫ +∞

−∞
νσ(ε)f(ε) dε, νσ(ε) ≡ ν(ε+ σUs̄z).

Здесь f(ε) = [exp((ε − µ)/T ) + 1]−1 — функция Ферми (µ — хими-
ческий потенциал, T — температура в энергетических единицах), а
число электронов ne вычисляется по формуле

ne = 2

∫ εF

−∞
ν(ε) dε,

где εF — уровень Ферми. Немагнитная плотность электронных со-
стояний d-электронов металла ν(ε) (на атом, d-полосу и спин), кон-
станта взаимодействия U и уровень Ферми εF являются известными

1 Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации (тема «Электрон», номер госре-
гистрации 122021000039-4).
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входными данными. Система уравнений (1) решается относительно
s̄z и µ при каждом значении параметра T ⩾ 0.

Теорема. Пусть выполнено условие

U
2ν↑(εF)ν↓(εF)

ν↑(εF) + ν↓(εF)
> 1. (2)

Тогда справедливы разложения

s̄z(T ) = s̄z(0)− αT 2 + . . .

µ(T ) = εF − β T 2 + . . .

где коэффициенты имеют вид

α =
π2

6

ν↑(εF)ν
′
↓(εF)− ν↓(εF)ν

′
↑(εF)

ν↑(εF) + ν↓(εF)− 2Uν↑(εF)ν↓(εF)
,

β =
π2

6

ν′↑(εF) + ν′↓(εF)− U [ν′↑(εF)ν↓(εF) + ν′↓(εF)ν↑(εF)]

ν↑(εF) + ν↓(εF)− 2Uν↑(εF)ν↓(εF)
.

Ранее асимптотические формулы для намагниченности в теории
среднего поля Стонера были получены для ν(ε), пропорциональной√
ε (свободные электроны) [2], и для произвольной ν(ε) лишь в двух

предельных случаях [3]. Наша асимптотическая формула для намаг-
ниченности справедлива в общем случае, а асимптотическая фор-
мула для химического потенциала обобщает известное разложение,
справедливое для свободных электронов (см., напр., [4]),

µ(T ) = εF − π2

6

ν′(εF)

ν(εF)
T 2 + . . .

на случай произвольной ν(ε). Неравенство (2) обобщает известный
критерий Стонера Uν(εF) > 1. Полученные формулы могут быть
использованы для исследования температурной зависимости намаг-
ниченности в сплавах 3d-металлов (см., напр., [5]).
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ
ВОСПАЛЕНИЯ НА ВИРУСНУЮ ИНФЕКЦИЮ1

А.С. Мозохина (Москва, РУДН)
mozokhina-as@rudn.ru

В предыдущих работах было показано, что распространение ви-
русной инфекции по ткани или культуре клеток описывается систе-
мой реакционно-диффузионных уравнений [1, 2]. Известно, что при
попадании инфекции в организм развивается воспалительная реак-
ция. При этом слишком интенсивная воспалительная реакция приво-
дит к патологическим состояниям (например, цитокиновый шторм),
а длительно протекающее воспаление может стать причиной некото-
рых заболеваний (например, атеросклероз).

В настоящей работе сформулирована математическая модель на
основе нелокальных уравнений реакции-диффузии, описывающая
влияние воспаления, а именно воспалительных цитокинов, произ-
водимых заражёнными клетками, на распространение вирусной ин-
фекции в ткани. Рассматриваются однородная и неоднородная по
пространству постановки. Для однородной по пространству поста-
новки (случай перемешивания) определены стационарные точки и
найдено условие устойчивости стационарного состояния, соответ-
ствующего отсутствию инфекции. Для неоднородной постановки по-
лучены оценки на скорость распространения вирусной инфекции ме-
тодом линеаризации и на полную вирусную нагрузку (интеграл от
концентрации вируса по пространственной переменной). Установле-
на зависимость этих величин от параметров, характеризующих вос-
паление, и связь полученных формул с результатами, полученными
в предыдущей модели [1]. Результаты анализа и численного моде-
лирования рассматриваемой модели показывают, что производство
воспалительных цитокинов заражёнными эндотелиальными клетка-

1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации (мегагрант соглашение № 075-15-2022-1115).
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ми способствует разрешению вирусной инфекции, уменьшению ин-
фекционности и тяжести заболевания [3].
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ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА ПЕРЕНОСА ТЕПЛОВОГО
ИЗЛУЧЕНИЯ РАДИАЦИОННО-КОНДУКТИВНОГО

ТЕПЛООБМЕНА
Л.А. Мышеловка, Ю.П. Вирченко (Белгород, БелГУ)

virch@bsu.edu.ru

Развивается флюктуационная «квазимикроскопическая» теория
радиационно-кондуктивного теплообмена в твердотельных диэлек-
триках на основе статистических полуфеноменологических пред-
ставлений. Она исходит из кинетических представлений переноса
тепла излучением в среде и в математическую модель теории вклю-
чается переносящее тепло излучение электромагнитное поля.

В рамках подхода, использованного в работе [1], рассматривается
одномерная задача об эволюции распределения температуры T (x, t)
в ограниченном образце с учётом радиационно-кондуктивного теп-
лообмена. Изменение со временем T (x, t) описывается уравнением
теплопроводности

Ṫ (x, t) = a2
∂2T

∂x2
− ∂P

∂x
, (1)

где P (x, t) – поток энергии излучения, переносящего тепло.
Рассматривается среда идеального диэлектрика с учетом явления

дисперсии при распространении в них электромагнитного излуче-
ния. Она обладает зависящими от частоты ω поля диэлектрической
ε(ω) и магнитной µ(ω) проницаемостями. С целью определенности
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постановки задачи, связанной с уравнением (1), вычисляется плот-
ность потока P (x, t) энергии электромагнитного поля в точке x сре-
ды в момент времени t, излучаемого малым объемом, окружающим
точку x. Плотность потока P (x, t) рассматривается как функция от
локальной температуры T (x, t). Согласно канонам электродинами-
ки, функционал P (x, t), в случае идеальной диэлектрической среды,
определяется в виде

P (x, t) =

√
µε

c2
([E(x, t),H(x, t)])x ,

где ε, µ – соответственно, электрическая и магнитная восприимчи-
вости среды, E(x, t), H(x, t) – векторные поля электрической и маг-
нитной составляющие теплового электромагнитного излучения. По-
ля E(x, t) и H(x, t) подчинены уравнениям Максвелла в среде,

rotH =
ε

c
Ė+ γE+

4π

c
j(x, t), rotE = −µ

c
Ḣ, (2)

divE = 0, divH = 0.

Токовое слагаемое в первом уравнении, согласно «флуктуационно-
диссипационной теореме», представлено в виде двух слагаемых. Пер-
вое из них γE, связанное с мнимой частью проводимости среды, опи-
сывает поглощение средой электромагнитной теплового излучения,
а второе — «флуктуационный» ток j(x, t) описывает процесс генера-
ции излучения тепловыми колебаниями среды.

Так как поля порождаются тепловыми флуктуациями E(x, t) и
H(x, t), то они должны рассматриваться как стохастическими. При
этом флуктуационный ток представляет собой стохастический ис-
точник, который математически моделируется обобщённым гаус-
совским случайным процессом белого шума, как по времени, так
и по пространственной координате. Для того чтобы P (x, t) было
функцией от имеющейся в каждой фиксированной пространственно-
временной точке локальной температуры T (x, t) необходимо, чтобы
такими функциями были поля E(x, t), H(x, t). Это, в свою очередь,
требует чтобы таковой являлась амплитуда A[T (x, t)] стохастическо-
го источника,

⟨j(x, t)⟩ = 0 , ⟨jk(x, t)jl(x′, t′)⟩ = δklA[T (x, t)]δ(t− t′)δ(x− x′) .

Здесь угловые скобки обозначают математическое ожидание.
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Для вычисления потока P (x, t), решается стационарная задача
на отрезке вещественной оси для системы стохастических уравне-
ний (2) с граничными условиями непрерывности полей E и H и их
производных по x. Математическое ожидание, определяющее поток
P (x, t), вычисляется в коротковолновой асимптотике, когда частота
ω фурье-образов полей E и H стремится к бесконечности.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ
ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА1

А.Н. Наимов, М.В. Быстрецкий (Вологда, ВоГУ)
naimovan@vogu35.ru , pmbmv@bk.ru

Рассмотрим систему нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений вида

x′′(t) = Q(t, x′(t)−B(t, x(t))) + f(t, x(t), x′(t)), x(t) ∈ R2. (1)

Здесь Q,B : R3 7→ R2, f : R5 7→ R2 — непрерывные отображения,
удовлетворяющие следующим условиям:

1) Q(t+ ω, y) ≡ Q(t, y), B(t+ ω, y) ≡ B(t, y);
2) ∃m > 1 Q(t, λy) ≡ λmQ(t, y) ∀λ > 0;
3) B(t, λy) ≡ λB(t, y) ∀λ > 0;
4) f(t+ ω, y1, y2) ≡ f(t, y1, y2);
5) (|y1|+ |y2|)−m|f(t, y1, y2)| ⇒ 0 при |y1|+ |y2|⇀∞.

Отображение f называем возмущением.
Цель работы — нахождение условий на Q и B, обеспечивающих

существование ω-периодических решений системы уравнений (1) при
любом возмущении f . Решение x(t) ∈ C2(R1; R2) системы уравнений
(1) называем ω-периодическим, если x(t+ ω) ≡ x(t).

В работе [1] исследовано существование периодических решений
системы уравнений вида (1) в многомерном случае, когда главная

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда №
23-21-00032
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нелинейная часть Q не зависит от t. В этом случае если имеет ме-
сто априорная оценка периодических решений, то по известной схеме
можно вычислить вращение соответствующего вполне непрерывно-
го векторного поля, нули которого являются периодическими реше-
ниями системы уравнений (1). Если вращение отлично от нуля, то
согласно принципу ненулевого вращения существуют периодические
решения. В многомерном случае, когда Q зависит от t, весьма про-
блематично вычисление вращения порождаемого вполне непрерыв-
ного векторного поля.

В настоящей работе исследовано существование периодических
решений двумерной системы уравнений (1) предполагая, что глав-
ная нелинейная часть Q зависит от t. Сначала сформулирована и
доказана теорема об априорной оценке ω-периодических решений. В
условиях априорной оценки, применяя результаты работы [2], дока-
зана теорема о необходимых и достаточных условиях существования
ω- периодических решений.

Пусть наряду с условиями 1 - 5 выполнены следующие условия:
6) при любом фиксированном t0 система уравнений y′ = Q(t0, y)

не имеет ненулевых ограниченных решений;
7) система уравнений y′ = B(t, y) не имеет ненулевых ω-

периодических решений.
Теорема 1. Если выполнены условия 1 - 7, то для ω-

периодических решений системы уравнений (1) имеет место апри-
орная оценка

max
t∈R

(|x(t)|+ |x′(t)|) < M, (2)

где M не зависит от x(t).
Для нахождения условий существования ω- периодических реше-

ний предположим, что вместо условия (7) выполнено условие
8) B(t, y) ≡ B0(y) и система уравнений y′ = B0(y) не имеет нену-

левых ограниченных решений.
Обозначим через γ0(Q), γ(B0) вращения (степени отображения)

двумерных векторных полей Q(t0, ·), B0 : R2 7→ R2 на единичной
окружности |y| = 1.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1 - 6, 8. Если γ0(Q) ̸= 0,
γ(B0) ̸= 0, то при любом возмущении f существует ω- периоди-
ческое решение системы уравнений (1). И обратно, если система
уравнений (1) имеет ω- периодическое решение при любом возму-
щении f , то γ0(Q) ̸= 0.

245



Литература
1. Мухамадиев Э. О разрешимости периодической зада-

чи для системы нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка / Э. Мухамадиев, А.Н. На-
имов // Дифференц. урав. — 2024. — Т. 60, № 4. —
С. 315–326.

2. Мухамадиев Э. О разрешимости одного класса периоди-
ческих задач на плоскости / Э. Мухамадиев, А.Н. Наимов,
М. М. Кобилзода // Дифференц. урав. — 2021. — Т. 57, № 2. —
С. 203–209.

ПРИМЕНЕНИЕ НЕЧЕТКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
ДЛЯ ОЦЕНКИ ФИНАНСОВЫХ ИНСТРУМЕНТОВ

С.А. Никитина (Челябинск, ЧелГУ)
nikitina@csu.ru

Рассматривается применение методов нечеткого моделирования
для анализа эффективности инвестиционных инструментов. При вы-
боре финансовой стратегии в ситуации неопределенности такой ана-
лиз помогает оценивать и принимать решение.

Поскольку параметры финансовой системы в условиях неопреде-
ленности бывает невозможно установить точно, то возникают зада-
чи, которые описываются рядом характеристик, имеющих нечеткую
природу.

В работе была задана система показателей для оценки инвести-
ционной стратегии. Зачастую на уровень эффективности инвестиции
значительное влияние оказывают показатель адекватности доходно-
сти, приемлемый уровень риска и достаточная степень ликвидно-
сти вложений, поэтому эти характеристики были выбраны как осно-
вополагающие для оценки инвестиционной стратегии [1]. Однако в
дальнейшем для уточнения полученной в работе модели могут быть
добавлены другие показатели, при этом основной алгоритм вычисле-
ния оценки эффективности останется прежним. Значимость каждо-
го показателя устанавливается с помощью весовых коэффициентов,
для определения которых можно применить метод попарных срав-
нений и шкалу Саати [2].

Для описания финансового инструменты введены специальные
лингвистические переменные, для каждой из которых были заданы
терм-множества. Каждый терм представляет собой нечеткое число
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треугольного, трапециевидного или (L-R)-типа. После фиксации те-
кущих значений, характеризующих финансовую систему, произво-
дится процедура фаззификации, то есть введения нечеткости. Затем
определенным образом выполняется операция свертки по всем уров-
ням показателей модели с учетом весовых коэффициентов значимо-
сти [3]. В результате получаем общую агрегированную характери-
стику инвестиционного инструмента, по которой возможно сделать
вывод относительно уровня его эффективности.
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О МЕТОДЕ СЛУЧАЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
НАПРАВЛЯЮЩИХ ФУНКЦИЙ В ПЕРИОДИЧЕСКОЙ

ЗАДАЧЕ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ВКЛЮЧЕНИЙ1

В.В. Обуховский, С.В. Корнев, Е.Н. Гетманова
(Воронеж, ВГПУ)

ekaterina_getmanova@bk.ru

Для τ > 0 обозначим символом C пространство C([−τ, 0];Rn)
непрерывных функций x : [−τ, 0] → Rn и пусть I = [0, T ], T > 0.
Для функции x(·) ∈ C([−τ, T ];Rn) символом xt ∈ C обозначается
функция, заданная как xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0].

В настоящей работе исследуется периодическая задача для слу-
чайного функционально-дифференциального включения следующе-
го вида: (1) : x′(ω, t) ∈ φ(ω, t, x(ω, t)) + F(ω, t, xt), (2) : x(ω, 0) =
x(ω, T ), для всех ω ∈ Ω, где отображение φ : Ω × R × Rn → Rn

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ в рамках реализации
Президентской программы исследовательских проектов (проект № 22-71-10008).
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и мультиотображение F : Ω × R × Rn → Kv(Rn) удовлетворяют
условию T -периодичности по второму аргументу и выполнены сле-
дующие условия: φ1) φ : Ω × I × Rn → Rn — случайное отоб-
ражение такое, что φ(ω, ·, ·) непрерывно для любого ω ∈ Ω; F1)
F : Ω × I × Rn → Kv(Rn) — случайный u-мультиоператор; F2)
существует функция k : Ω × I → R+ такая, что (j) k(ω, ·) — L2-
интегрируема для любого ω ∈ Ω, (jj) k(·, t) — измерима п.в. t ∈ I,
и ∥F(ω, t, xt)∥ := sup{|z| : z ∈ F(ω, t, xt)} ⩽ k(ω, t)(1 + ∥xt∥) для всех
ω ∈ Ω, t ∈ I и x ∈ Rn.

Под случайным решением задачи (1), (2) понимается функция
ξ : Ω× I → Rn такая, что (i) оператор ω ∈ Ω → ξ(ω, ·) ∈ C([τ, T ];Rn)
измерим; (ii) для каждого ω ∈ Ω абсолютно непрерывная функция
ξ(ω, ·) ∈ C([τ, T ];Rn) удовлетворяет (1), (2) для п.в. t ∈ I.

Из условий (F1), (F2) следует, что мультиоператор суперпозиции
PF : Ω × C([τ, T ];Rn) ⊸ P(L2(I,Rn)), заданный как PF (ω, xt) =
{f ∈ L2(I,Rn) : f(s) ∈ F(ω, s, xs) п.в. s ∈ I} корректно определен,
∥PF (ω, xt)∥2 = sup{∥f∥2 : f ∈ PF (ω, xt)} (см., напр., [1]).

Согласно (φ1) можно определить мультиоператор суперпозиции
P : Ω× C(I;Rn) −→ P(L2(I,Rn)), соответствующий включению (1),
следующим образом: P(ω, x) = {h ∈ L2(I,Rn) : h(s) = φ(ω, s, x(s)) +
f(s) п.в. s ∈ I для некоторого f ∈ PF (ω, xt)}.

Символом CT обозначим пространство непрерывных T−перио-
дических функций x : R → Rn с нормой ∥x∥C = sup

t∈[0,T ]

∥x(t)∥. Через

∥x∥2 =
(∫ T

0
∥x(s)∥2 ds

) 1
2

обозначим норму в L2.
Определение 1. (ср. [3]) Случайный потенциал G : Ω × R → R

называется случайной строгой интегральной направляющей функ-
цией для включения (1), если найдется N > 0 такое, что для всех
ω ∈ Ω и всех абсолютно непрерывных x ∈ CT с ∥x∥2 ⩾ N , выпол-
нено соотношение

∫ T
0
⟨∇G(ω, ·), hω(s)⟩ds > 0 для всех суммируемых

сечений hω ∈ P(ω, x).
Под случайным топологическим индексом Ind G случайного

невырожденного потенциала G понимается случайная топологиче-
ская степень Deg

(
∇G, BRn(0, R0)

)
(cм. [2]).

Теорема 1. Пусть G : Ω × Rn → R — случайная строгая ин-
тегральная направляющая функция с ненулевым случайным топо-
логическим индексом. Пусть выполнены следующие условия:

1) существуют константы ε > 0, K > 0 и β ⩾ 1 такие, что

∥∇Gω∥ ⩾ ε∥x̃∥β −K и ⟨φ(ω, s, x̃),∇G⟩ ⩾ ε∥∇Gω∥2,
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для любых ω ∈ Ω, s ∈ I, x̃ ∈ Rn.
2) для любого ω ∈ Ω и абсолютно непрерывной функции x(ω, ·) ∈

CT , выполнено: lim sup
∥x∥2→+∞

∥PF (ω, x)∥2
∥x∥2

< ε2T (1−β)/2. Тогда задача (1),

(2) имеет случайное решение.
Литература

1. Борисович Ю. Г. Введение в теорию многозначных отображе-
ний и дифференциальных включений / Ю.Г. Борисович, Б.Д. Гель-
ман, А.Д. Мышкис, В.В. Обуховский. —М.: Либроком, — 2011.

2.Andres J. Random topological degree and random differential
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О ТОПОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ МНОЖЕСТВА
РЕШЕНИЙ ПОЛУЛИНЕЙНОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ ДРОБНОГО
ПОРЯДКА q ∈ (1, 2) С НЕВЫПУКЛОЙ ПРАВОЙ

ЧАСТЬЮ1

В.В. Обуховский, Г.Г. Петросян, М.С. Сорока
(Воронеж, ВГПУ)

valerio-ob2000@mail.ru, garikpetrosyan@yandex.ru,
marya.afanasowa@yandex.ru

Рассматривается задача Коши для полулинейного дробного диф-
ференциального включения в сепарабельном банаховом простран-
стве E следующего вида:

CDq
0x(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, T ], (1)

x(0) = x0, x
′(0) = x1, (2)

где CDq
0, 1 < q < 2, — дробная производная Герасимова-Капуто,

F : [0, T ] × E ⊸ E — почти полунепрерывное снизу многозначное
отображение с компактными значениями, A : D(A) ⊂ E → E —

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 22–71–10008).
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замкнутый линейный (не обязательно ограниченный) оператор в E
и x0, x1 ∈ E.

Предполагается, что оператор A удовлетворяет условию
(A) A : D (A) ⊂ E → E замкнутый линейный оператор в E по-

рождает сильно непрерывное семейство равномерно ограниченных
косинус оператор-функций {C(t)}t⩾0 .

На многозначное отображение F накладываются следующие
условия:

(F1) F : [0, T ]× E ⊸ E — почти полунепрерывно снизу;
(F2) Существует константа K > 0 такая, что

∥F (t, x)∥E ⩽ K(1 + ∥x∥E) для п.в. t ∈ [0, T ];

(F3) Существует функция µ ∈ L∞([0, T ]) такая, что для любого
ограниченного множества Q ⊂ E имеем

lim
τ→+0

χ(F (Jt,τ ×Q)) ⩽ µ(t)χ(Q), для п.в. t ∈ [0, T ],

где χ— мера некомпактности Хаусдорфа в E, Jt,τ = [t−τ, t+τ ]∩[0, T ].
С применением теории мер некомпактности и уплотняющих опе-

раторов доказан следующий аналог классического свойства связно-
сти по Кнезеру.

Теорема 1. При выполнении условий (A), (F1) − (F3) множе-
ство ΣFx0

решений задачи (1)-(2) связно.
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О МОДЕЛЯХ ВЯЗКОУПРУГОСТИ
ОЛДРОЙДОВСКОГО ТИПА1

В.П. Орлов (Воронеж, ВГУ)
orlov_vp@mail.ru

Пусть ограниченная область Ω ∈ RN , N = 2, 3 такова, что
Ω = Ω0 \ (∪Ki=1Ωi). Здесь Ωi, i = 0, 1, . . . ,K ограниченные области с
непересекающимися границами, причем Ωi ⊂ Ω0 при i = 1, . . . ,K.

В QT = [0, T ]×Ω рассматривается задача (задача A) о движении
вязкоупругой жидкости олдройдовского типа:

∂u/∂t+

N∑
i=1

ui∂u/∂xi − µ0∆u+ grad p−

µ1Div

∫ t

τu(t,x)

G(s− t) E(u)(s, z(s; t, x)) ds = f,

div u(t, x)=0, (t, x)∈QT ;
∫
Ω

p(t, x) dx = 0; t ∈ [0, T ];

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω;u(t, x) = φ(x), t ∈ [0, T ], x ∈ ∂Ω.

Здесь u(t, x)=(u1(t, x), . . . , uN (t, x)) и p(t, x) искомые скорость дви-
жения и давление жидкости, матрица E(u)={Eij(u)}Ni,j=1, Eij(u) =
1
2 (∂ui/∂xj +∂uj/∂xi) — тензор скоростей деформаций. Дивергенция
Div E(u) матрицы определяется как вектор с компонентами — дивер-
генциями строк, константы µ0 > 0, µ1 ⩾ 0. Ядро G(t− s) удовлетво-
ряет оценке |G(t − s)| ⩽ M(t − s)γ1−1, 0 < γ1 < 2. Вектор-функция
z(τ ; t, x) является решением задачи Коши

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

u(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω.

и определяет траекторию движения частицы жидкости, которая в
момент времени t находится в точке x ∈ Ω. Пусть

W1(0, T ) ≡ {v : v ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), v′ ∈ L1(0, T ;V
−1)}.

Функция τu(t, x) = inf{τ : z(s; t, x) ∈ Ω, s ∈ (τ, t]} означает мо-
мент вхождения в Ω частицы жидкости, которая в момент времени
t находится в точке x ∈ Ω.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Научного Фон-
да (Грант № 22-11-00103).
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Предполагается, что φ(x) удовлетворяет необходимому условию∫
∂Ω

φ(x) · n(x) dx =

K∑
i=0

∫
Γi

φ(x) · n(x) dx

(n(x) - внешняя нормаль к ∂Ω), и является следом на ∂Ω гладкой на
Ω0 соленоидальной функции a(x).

Введем W1 = {v : v ∈ L2(0, T ;V ), v′ ∈ L1(0, T ;V
−1) (опре-

деление пространств H и V на Ω см. в [1]). Пусть b(u, v, w) =∑N
i,j=1

∫
Ω
ui∂vj/∂xiwj dx, где u, v, w ∈ V .

Представим u в виде u = v + a.
Пусть f ∈ L2(0, T ;V

−1), v0 ∈ H. Слабым решением задачи A
называется функция v ∈W1, удовлетворяющая тождеству

d(v, φ)/dt−
N∑
i=1

(viv, ∂φ/∂xi) + µ0(E(v), E(φ))+

µ1(

∫ t

τv+a(t,x)

G(s− t)E(v + a)(τ, z(s; t, x)) dτ , E(φ)) =

⟨f, φ⟩ − b(v, a, φ)− b(a, v, φ)− b(a, a, φ)− µ0(E(a), E(φ))

при любой φ ∈ V и п.в. t ∈ [0, T ], и условию v(0) = u0 − a.
При некоторых ограничениях на граничную функцию φ устанав-

ливается существование слабого решения задачи A.
Результат получен совместно с В.Г. Звягиным.
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ТЕОРЕМА О СРЕДНЕМ ДЛЯ ЖЁСТКОГО
ЛАПЛАСИАНА НА СТРАТИФИЦИРОВАННОМ

МНОЖЕСТВЕ
С.Н. Ощепкова, А.С. Спивак (Воронеж, ВГУИТ, ВГУ)
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В докладе обсуждается аналог теоремы о среднем для гармони-
ческих в смысле жёсткого лапласиана функций на стратифициро-
ванном множестве. Хорошо известно, что для таких функций, как
и в случае классического лапласиана, имеет место равенство нулю
интеграла от нормальной производной по замкнутой гладкой поверх-
ности [1]. А именно, ∫

S

(∇u)ν dµ = 0,

где µ - так называемая стратифицированная мера, а (∇u)ν — «стра-
тифицированный» аналог нормальной производной. Тем не менее
точного аналога теоремы о среднем по метрическим сферам до сих
пор нет. Мы представим некоторую версию теоремы о среднем в слу-
чае двумерных плоских стратифицированных множеств. Например,
в случае, когда две двумерные страты (допустим, верхняя и нижняя
открытые полуплоскости стандартной системы координат) примы-
кают к одномерной страте (оси Ox), имеет место формула

u(P0) =
u(P1) + u(P2)

2
+

1

2

∫
SR(P0)

u dl − 1

2

∫∫
BR(P0)

u

r
ds,

где P1 и P2 — точки оси Ox, отстоящие на расстоянии R от точки
P0, лежащей на этой же оси.

Литература
1. Покорный Ю.В. Дифференциальные уравнения на геомет-

рических графах / Ю.В. Покорный, О.М. Пенкин, В.Л. Прядиев,
А.В. Боровских, К.П. Лазарев, С.А. Шабров. — М. : ФИЗМАТЛИТ,
— 2005. — 272 с.

ОБ АВТОМОДЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ ЗАДАЧИ
СТЕФАНА-ДИРИХЛЕ

Е.Ю. Панов (Великий Новгород, НовГУ)
eugeny.panov@novsu.ru

В области t, x > 0 рассматривается многофазная задача Стефана
для уравнения теплопроводности

ut = a2iuxx, ui < u < ui+1, i = 0, . . . ,m, (1)

© Панов Е.Ю., 2024
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где u0 ⩽ u1 < · · · < um < um+1 = uD, ui, i = 1, . . . ,m — температуры
фазовых переходов, ai > 0, i = 0, . . . ,m, — коэффициенты диффузии
для i-ой фазы. Рассматриваются непрерывные, кусочно C2-гладкие
решения u = u(t, x), удовлетворяющие (1) в классическом смысле в
областях ui < u(t, x) < ui+1, i = 0, . . . ,m, заполненных соответству-
ющими фазами. На неизвестных линиях x = xi(t) фазовых перехо-
дов, где u = ui, должно выполняться условие Стефана

dix
′
i(t) + kiux(t, xi(t)+)− ki−1ux(t, xi(t)−) = 0, (2)

в котором ki > 0 – коэффициент теплопроводности i-ой фазы, а
di ⩾ 0 — скрытая удельная теплота i-го фазового перехода. В (2)
односторонние пределы ux(t, xi(t)+), ux(t, xi(t)−) на линии x = xi(t)
берутся из областей с более высокой (соответственно - более низкой)
температурой. Из физических соображений константы Стефана di
должны быть положительны. Мы ослабляем это требование, пред-
полагая, что di ⩾ 0, причём d1 > 0, если u0 = u1. Добавим к нашей
задаче также начальное и краевое условия

u(0, x) = u0, u(t, 0) = uD. (3)

Ввиду инвариантности задачи (1),(2),(3) относительно группы пре-
образований (t, x) → (λ2t, λx), λ > 0, естественно искать автомодель-
ное решение u = u(t, x) = u(ξ), ξ = x/

√
t. Из условий (3) следует, что

u(0) = uD, u(+∞)
.
= lim

ξ→+∞
u(ξ) = u0 < uD, так что функция u(ξ)

убывает (случай uD ⩽ u0 разбирается аналогично). Решение задачи
(1),(2),(3) получается “склеиванием” автомодельных решений урав-
нений теплопроводности (1) и имеет вид (см. [1]):

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F (ξi+1/ai)− F (ξi/ai)
(F (ξ/ai)− F (ξi/ai)), (4)

ξi+1 < ξ < ξi, i = 0, . . . ,m,

где +∞ = ξ0 > ξ1 > · · · > ξm > ξm+1 = 0, F (ξ) = 1√
π

∫ ξ
0
e−s

2/4ds

(считаем, что F (+∞) = 1). Параболы ξ = ξi, i = 1, . . . ,m, на кото-
рых u = ui, являются неизвестными линиями фазовых переходов и
подлежат определению из условий (2):

diξi/2 +
ki(ui+1 − ui)F

′(ξi/ai)

ai(F (ξi+1/ai)− F (ξi/ai))
−
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ki−1(ui − ui−1)F
′(ξi/ai−1)

ai−1(F (ξi/ai−1)− F (ξi−1/ai−1))
= 0.

Оказалось, что эта нелинейная система алгебраических уравнений
относительно неизвестного вектора параметров ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) гра-
диентна, то есть имеет вид ∇E(ξ̄) = 0, где

E(ξ̄) = −
m∑
i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) +

m∑
i=1

diξ
2
i /4,

ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Ω, открытый выпуклый конус Ω ⊂ Rm задан нера-
венствами ξ1 > · · · > ξm > 0. Основным результатом работы являет-
ся следующая

Теорема 1.Функция E(ξ̄) коэрцитивна и строго выпукла в Ω.
Поэтому, она имеет единственную критическую точку ξ̄0 ∈ Ω, ко-
торая является точкой глобального минимума. Координаты этой
точки определяют единственное решение (4) задачи (1),(2),(3).

Аналогичные результаты были получены ранее для задачи
Стефана-Римана на прямой x ∈ R, см. [2,3].
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УЛУЧШЕННЫЕ РЕЗОЛЬВЕНТНЫЕ
АППРОКСИМАЦИИ В УСРЕДНЕНИИ ОПЕРАТОРОВ

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА
C.Е. Пастухова (Москва, РТУ-МИРЭА)

pas-se@yandex.ru

В Rd, d⩾2, рассмотрим операторы четного порядка 2m⩾4

(Lεu)j = (−1)m
n∑
k=1

∑
|α|=|β|=m

Dα(Ajkαβ(x/ε)D
βuk), j = 1, . . . , n, (1)
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с ε-периодическими коэффициентами, ε — малый параметр. Здесь
α=(α1, . . . , αd) — мультииндексы длины |α| =

∑
i αi; αj∈Z⩾0; коэф-

фициенты A={Ajkαβ(y)} – измеримые комплекснозначные функции
для всех целых 1⩽j, k⩽n и мультииндексов α, β, |α|=|β|=m. Введём
Aαβ = {Ajkαβ}nj,k=1 — (n × n)-матрицы для любых фиксированных α
и β. Тогда (1) записывается короче как

Lεu = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

Dα(Aαβ(x/ε)D
βu).

Коэффициенты в (1) подчинены условиям: ∥A∥L∞(Rd) ⩽ λ1 и

Re
∑

|α|=|β|=m

(Dαφ,AαβD
βφ) ⩾ λ0

∑
|α|=m

∥Dαφ∥2 ∀φ∈C∞
0 (Rd;Cn)

с константами λ1, λ0 > 0, где (F,G) и ∥F∥ означают скалярное про-
изведение и норму в пространстве L2. Усредненным для Lε является
оператор той же структуры

L̂ = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

DαÂαβD
β ,

но с постоянными коэффициентами, которые находятся через ре-
шения периодических задач на ячейке Y=[− 1

2 ,
1
2 )
d. Известно [1], что

ператоры Lε и L̂ связаны сильной резольвентной сходимостью в про-
странстве L2 при ε→0; этот результат усилен в [2] до сходимости ре-
зольвент в операторной (L2(Rd)→L2(Rd))-норме с оценкой скорости
сходимости порядка ε.

Укажем аппроксимацию резольвенты (Lε + I)−1 в операторной
(L2(Rd)→Hm(Rd))-норме с погрешностью порядка ε2:

∥(Lε + I)−1 − Uε∥L2(Rd)→Hm(Rd) ⩽ Cε2, C = const(d, n, λ0, λ1), (2)

где

Uε = (L̂+ I)−1 − ε(L̂+ I)−1B(L̂+ I)−1 + εmKm(ε) + εm+1Km+1(ε),

Km(ε)f =

n∑
k=1

∑
|γ|=m

(Nk
γ )
ε)DγΘεuk,

Km+1(ε)f =

n∑
k=1

(
∑

|δ|=m+1

(Nk
δ )
εDδΘεuk +

∑
|γ|=m

(Nk
γ )
εDγΘεu1k)
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с функциями u=(L̂+I)−1f и u1=−(L̂+I)−1B(L̂+I)−1f . Выше участ-
вуют подходящий сглаживающий оператор Θε, дифференциальный
оператор порядка 2m+1 с постоянными коэффициентами

Bu = (−1)m
n∑
k=1

∑
|α|=m,|δ|=m+1

DαbkαδD
δuk

(коэффициенты bkαδ находятся через решения задач на ячейке Y ), а
также Nk

γ (y) и Nk
δ (y) — сами решения задач на ячейке.

Оценка (2) обобщает результат из [3], где рассмотрены скалярные
(т.е., n=1 в (1)) самосопряженные операторы Lε с вещественными
коэффициентами. Из (2), переходя к более слабой операторной L2-
норме, получаем L2-аппроксимацию резольвенты (Lε + I)−1 в виде
суммы (L̂+ I)−1 − ε(L̂+ I)−1B(L̂+ I)−1 с погрешностью O(ε2).
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3. Pastukhova S. E. Improved approximations of resolvent in
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ОБ ОЦЕНКЕ ПЕРВОГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ
ЛАПЛАСИАНА НА КВАДРАТНОЙ СЕТКЕ
О.М. Пенкин, А.А. Поздняков (Воронеж, ВГУ)

o.m.penkin@gmail.com, andruwapozd@gmail.com

Как известно (см. [1]), спектр частот собственных колебаний сет-
ки из струн близок, при определёных условиях к аналогичному
спектру мембраны. Пока это доказано только для регулярных се-
ток (ячейка является квадратом). В данном докладе мы останав-
ливаемся только на первом собственном значении, но основываемся
на подходе, отличном от того, который приведён в упомянутой в
ссылке книге. А именно, мы опираемся на принцип Рэлея, согласно
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которому

λQ = inf
UQ

∫∫
Q

σQ|∇u|2dxdy∫∫
Q

ρQu2dxdy
, λG = inf

UG

∫
G

σG|∇u|2dl∫
G

ρGu2dl
,

где λQ и λG — первые собственные значения мембраны, заполняю-
щей квадрат Q и, соответственно, сетки из струн, связанных в виде
графа G, «заполняющей» квадрат Q. Между плотностями ρQ и ρG,
а также напряжением σQ и натяжением σG, предполагаются выпол-
ненными следующие соотношения:

2ρGh+m = ρQh
2, σG = σQh

где h — размер ячейки струнной сетки (длина струн, из которых
составлена сетка). Мы показываем, что при данных условиях имеет
место неравенства λQ = λG.

Литература
1. Покорный Ю.В. Дифференциальные уравнения на геометриче-

ских графах / Ю.В. Покорный, О.М. Пенкин, В.Л. Прядиев, А.В. Бо-
ровских, К.П. Лазарев, С.А. Шабров // М.:ФИЗМАТЛИТ. — 2005. —
С. 272.

ОБ АСИМПТОТИКЕ СПЕКТРА ОПЕРАТОРА ТИПА
ХАРТРИ, СОДЕРЖАЩЕГО ФУНКЦИЮ

МАКДОНАЛЬДА1

А.В. Перескоков (Москва, НИУ МЭИ, НИУ ВШЭ)
pereskokov62@mail.ru

Рассмотрим задачу на собственные значения для нелинейного
оператора типа Хартри в L2(R2)

(H+ ε

∫
R2

K0(κ|q − q′|) | ψ(q′) |2 dq′)ψ = λψ, ∥ψ∥L2(R2) = 1. (1)

Здесь

H = −1

2

( ∂2
∂q21

+
∂2

∂q22

)
+
q21 + q22

2

1 Результаты получены в рамках выполнения государственного задания Ми-
нобрнауки России (проект № FSWF-2023-0012)
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обозначает двумерный осциллятор,K0(x) — функция Макдональда,
κ > 0 — параметр, ε > 0 — малый параметр. Задача (1) относится к
классу резонансных: обе частоты двумерного осциллятора H равны
единице.

Хорошо известно, что при ε = 0 собственные значения λ = λ(ε)
задачи (1) имеют вид λ(0) = n + 1, n = 0, 1, . . . . Рассмотрим слу-
чай, когда число n, задающее невозмущенное собственное значение,
велико ( для определенности будем считать, что λ имеет порядок
ε−1). Сформулируем основной результат.

Для каждого числа k = 0, 1, 2, . . . собственные значения зада-
чи (1) при n→ ∞ задаются асимптотической формулой

λn,k(ε) = n+ 1+

+
ε√

n2(k!)2

{
A2k(κ2)

κ
exp

(
κ2

4

)
erfc

(κ
2

)
− 2B2k−1(κ2)√

π

}
+O

(
1

n2

)
,

(2)
где

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t
2

dt

— интеграл вероятностей, A2k(x), k = 0, 1, 2, . . . , и B2k−1(x), k =
1, 2, . . . — системы многочленов степени 2k и 2k− 1 соответственно,
определяемые равенствами [1]

A2k(x) =

= exp
(
−x
4

) ∂2k

∂ωk∂ηk

[
1

(1− ω)(1− η)
exp

(
x(1− ωη)

4(1− ω)(1− η)

)]∣∣∣∣
ω=η=0

,

B2k−1(x) = −
√
π

2
√
x

∂2k

∂ωk∂ηk

[
1

(1− ω)(1− η)
exp

(
x(1− ωη)

4(1− ω)(1− η)

)
×

×

{
erfc

( √
x
√
1− ωη

2
√
(1− ω)(1− η)

)
− erfc

(√
x

2

)}]∣∣∣∣∣
ω=η=0

,

B−1(x) = 0.

В частности, при k = 0, 1, 2 формула (2) принимает вид

λn,0(ε) = n+ 1 +
ε√
n2κ

exp

(
κ2

4

)
erfc

(κ
2

)
+O

(
1

n2

)
,
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λn,1(ε) = n+ 1+

+
ε√
n 32

{
(κ2 + 4)2

κ
exp

(
κ2

4

)
erfc

(κ
2

)
− 2(κ2 + 6)√

π

}
+O

(
1

n2

)
,

λn,2(ε) = n+ 1 +
ε√

n 2048

{
(κ4 + 16κ2 + 32)2

κ
exp

(
κ2

4

)
erfc

(κ
2

)
−

−2(κ6 + 30κ4 + 268κ2 + 648)√
π

}
+O

(
1

n2

)
.

Здесь n→ ∞.
Разложение (2) описывает спектр оператора типа Хартри вблизи

верхних границ спектральных кластеров, которые образуются около
собственных значений невозмущенного оператора H. Соответству-
ющие асимптотические собственные функции локализованы вблизи
окружности.

Литература
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О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА FINE-TUNING BERT
ДЛЯ СОКРЫТИЯ ПЕРСОНАЛЬНЫХ ДАННЫХ

В ТЕКСТОВЫХ СООБЩЕНИЯХ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЗАДАЧИ РАСПОЗНАВАНИЯ

ИМЕНОВАННЫХ СУЩНОСТЕЙ
И.В. Петров (Воронеж, ВГУ)

steam-ilka@yandex.ru

С ростом объемов онлайн-коммуникаций и расширением приме-
нения автоматизированных систем анализа данных возрастает необ-
ходимость в защите персональной информации от несанкциониро-
ванного доступа. Традиционные методы шифрования данных не все-
гда способны адекватно реагировать на изменяющийся контекст со-
общений и требуют дополнительных ресурсов для анализа и обработ-
ки информации. В данной работе предложен метод динамического
шифрования индивидуальных данных через дообучение предвари-
тельно обученной модели BERT, который позволяет автоматически
распознавать и шифровать чувствительные персональные данные,
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такие как имена людей, названия организаций и адреса, в текстовых
сообщениях с высокой точностью и скоростью.

В работе было показано, что дообученная на задаче NER модель
BERT способна с высокой точностью идентифицировать и шифро-
вать персональные данные в текстах различной тематики. Исполь-
зование метода «fine-tuning» позволило значительно улучшить каче-
ство распознавания сущностей по сравнению с традиционными ме-
тодами обработки естественного языка (регулярные выражения и
словари).

Для проверки эффективности предложенного метода был прове-
ден ряд экспериментов, в ходе которых модель BERT дообучалась
на различных наборах данных для задачи NER. Результаты экспе-
риментов показали, что модель способна эффективно распознавать
именованные сущности в тексте. В частности, была достигнута высо-
кая точность распознавания имен, адресов и названий организаций,
что делает предложенный метод перспективным для использования
в сферах, требующих высокой степени конфиденциальности инфор-
мации.
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ОБОБЩЕННАЯ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ПОРЯДКА q ∈ (1, 2)1

Г.Г. Петросян (Воронеж, ВГПУ)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 22–71–10008).
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Рассматривается обобщенная периодическая задача для полули-
нейного дробного дифференциального включения в сепарабельном
банаховом пространстве E следующего вида:

CDq
0x(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, T ], (1)

x(0) = kx(T ), x′(0) = x1, (2)

где CDq
0, 1 < q < 2, — дробная производная Герасимова-Капуто,

F : [0, T ] × E ⊸ E — полунепрерывное сверху многозначное отоб-
ражение с компактными значениями, k – положительная константа,
A : D(A) ⊂ E → E — замкнутый линейный (не обязательно огра-
ниченный) оператор в E, порождающий семейство сильно непрерыв-
ных равномерно ограниченных косинус оператор-функций {C(t)}t⩾0

и x1 ∈ E.
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АППРОКСИМАЦИЯ ДРОБНЫХ УРАВНЕНИЙ1

С.И. Пискарев (Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова)
piskarev@gmail.com

Дискретизация уравнений в частных производных разностны-
ми схемами бурно развивающаяся область современной математи-
ки. Акценты сместились в настоящий момент на дробные уравне-
ния. Такие задачи отличаются от классических тем, что гладкость
начальных данных и скорость сходимости разностных схем имеют

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-21-00005).
© Пискарев С.И., 2024
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специфическую связь. В случае дискретизации дробных уравнений
неравенство коэрцитивности, как и в классическом случае, позво-
ляет получить двусторонние оценки скорости сходимости. О таких
особенностях для дробных уравнений мы и поговорим.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТРАНСПОРТНОГО
ПОТОКА НА УЧАСТКАХ С РАЗЛИЧНЫМИ

СКОРОСТНЫМИ РЕЖИМАМИ1

М.А. Погребняк (Ярославль, ЯрГУ)
pogrebnyakmaksim@mail.ru

Работа посвящена расширению математической модели движе-
ния транспортного потока, предложенной в [1, 2]. Расширенная мо-
дель описывает динамику движения нескольких автомобилей на
участках с различными скоростными режимами.

Разделим весь участок дороги на M ∈ N интервалов. Обозначим
за φm начало m-ого интервала.

Будем считать, что водитель транспортного средства стремится
ехать с максимальной допустимой скоростью на каждом участке:

V mmax,n = vmmax,n, если φm ⩽ xn(t) < φm+1.

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 21-71-30011).
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Введем функцию V mmin,n вида:

V mmin,n = min(ẋn−1(t− τ), vm+1
max,n), при n > 1 и φm ⩽ xn(t) < φm+1,

будет описывать скорость под которую транспортное средство долж-
но подстраивать свою текущую скорость (V mmin,1 = V m+1

max,1).
Транспортное средство должно заранее обратить внимание на на-

чало следующего интервала и подстроить свою скорость:

Φmn =

{
min(φm+1

n , xn−1(t− τ)), φm ⩽ xn(t) < φm+1 и ẋn ⩾ V m+1
max,n,

xn−1(t− τ), φm ⩽ xn(t) < φm+1 и ẋn < V m+1
max,n.

Таким образом, модель для движения транспортного потока на
участках с различными скоростными интервалами будет выглядеть
следующим образом:

ẍ1(t) = Rm1
[
a1
(
V mmax,1 − ẋ1(t)

)]
− (1−Rm1 )Hm

1 ,

ẍn(t) = Rmn [an (P
m
n − ẋn(t))]− (1−Rmn )Hm

n ,

xn(t) = λn, ẋn(t) = vn, при t ∈ [−τ, 0],

где an > 0 — коэффициент чувствительности. Pmn — логистическая
функция вида:

Pmn =
V mmax,n − V mn

1 + exp[kn(−∆xmn (t, τ) + Smn )]
+ V mn ,

в которой ∆xmn (t, τ) = Φmn −xn(t), kn > 0 — скорость логистического
роста. Функция V mn имеет вид:

V mn = min (ẋn−1(t− τ), V mmax,n) при n > 1, V m1 = V mmax,1.

Sn — параметр логистической кривой, который отражает рас-
стояние, начиная с которого влияние впереди идущего автомобиля
перестает превалировать над преследующим:

Smn = (τ + tb)ẋn(t) + ẋ2n(t)/2µg + ln + τ∆ẋmn (t, τ),

в которой ∆ẋmn (t, τ) = V mmin,n− ẋn(t), τ — время реакции водителя, τb
— время срабатывания тормозной системы, µ — коэффициент тре-
ния скольжения, g — ускорение свободного падения. Параметр ln —
сумма безопасного расстояния между двумя соседними автомобиля-
ми и длины впереди идущей машины.
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Функция Хевисайда Hm
n имеет вид:

Hm
n =


qn

(
ẋn(t)

∆ẋmn (t, τ)

∆lxmn (t, τ)

)2

, qn

(
ẋn(t)

∆ẋmn (t, τ)

∆lxmn (t, τ)

)2

⩽ µg,

µg, qn

(
ẋn(t)

∆ẋmn (t, τ)

∆lxmn (t, τ)

)2

> µg.

где ∆lx
m
n (t, τ) = Φmn − xn(t) − ln, а qn > 0 описывает интенсивность

торможения автомобиля.
Релейная функция Rmn имеет вид:

Rmn =

{
1, если ∆xmn (t, τ) > (τ + tb)ẋn(t) + ẋ2n(t)/2µg + ln,

0, если ∆xmn (t, τ) ⩽ (τ + tb)ẋn(t) + ẋ2n(t)/2µg + ln.
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К ВОПРОСУ О ВОССТАНОВЛЕНИИ РЕШЕНИЯ
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО

УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ
М.В. Половинкина, И.П. Половинкин

(Воронеж, ВГУИТ, ВГУ)
polovinkin@yandex.ru

Рассмотрим начально–краевую задачу

∂2u

∂2t
+
ϑ

t

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ (0, π), t > 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0,
∂u

∂t
(x,+0) = 0, u(x,+0) = φ(x),

где γ > 0, ϑ > 0. Пусть Wn
2 означает множество всех функций g ∈

L2(0, π), у которых ∂n−1g(·)/∂xn−1 абсолютно непрерывна на [0, π],

∥∂ng(·)/∂xn∥L2(0,π) ⩽ 1, где ∥g(·)∥L2(0,π) =

(
2
π

π∫
0

|g(x)|2 dx
)1/2

.
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Функция φ(·) ∈Wn
2,γ может быть разложена на промежутке (0, 1)

в ряд Фурье:

φ(x) =

∞∑
κ=1

aκ sin(κx)

Следуя [1], введем в рассмотрение "информационный" оператор
FNδ , который каждой функции φ ∈ Wn

2 ставит в соответствие неко-
торый вектор y = (y1, . . . , yN ) приближенных значений первых N
коэффициентов в разложении функции φ, удовлетворяющий усло-
вию

N∑
κ=1

|aκ − yκ|2 < δ2, δ > 0,

и зададимся целью по этим данным восстановить решение рассмат-
риваемой начально–краевой задачи в момент времени T > 0 в клас-
се Wn

2 . Методом восстановления будем считать всякий оператор
m : RN → L2,γ(0, 1), следуя [1]. Пусть

U(n,N, δ) = {(φ, y) : φ ∈Wn
2 , y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN ,

N∑
κ=1

|aκ − yκ|2 < δ2}.

Погрешностью оптимального восстановления называется величи-
на

E(T,Wn
2 , F

N
δ ) = inf

m:RN→L2(0,1)
sup

(φ,y)∈U(m,N,δ)

∥ u(·, T )−m(y)(·) ∥L2(0,1) .

Метод, на котором достигается введенная в этом определении точная
нижняя грань, называется оптимальным методом восстановления.

Пусть ωκ = κ2n, µκ = j2ζ (κT ),

A = max
1⩽κ⩽N

j2ζ (κT )

κ2n
=
j2ζ (pT )

p2n
, B = max

κ>N

j2ζ (κT )

κ2n
=
j2ζ (qT )

q2n
,

где

jζ(z) =
2ζΓ(ζ + 1)

zζ
Jζ(z) = Γ(ζ + 1)

∞∑
m=0

(−1)mz2m

22mm!Γ(m+ ζ + 1)
,

Γ(·) — гамма-функция Эйлера, Jζ(·) — функция Бесселя первого ро-
да порядка ζ = (ϑ− 1)/2. Пусть для некоторых чисел 1 ⩽ p ⩽ N ,
q > N и p ⩽ r ⩽ N выполнены равенства

A =
µp
ωp
, B =

µq
ωq
, µr −Bωr = max

p⩽κ⩽N
(µκ −Bωκ).
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Эти числа определяются неоднозначно, так что для определенности
будем считать, что p — наибольшее, а q и r — наименьшие из чи-
сел, для которых выполнены соответствующие равенства. Число r
определяется из условия

j2ζ (rT )−Br2n = max
p⩽κ⩽N

(
j2ζ (κT )−Bκ2n

)
.

Числа {sϱ} определяются с помощью условия

j2ζ (sϱ+1T )− j2ζ (sϱT )

s2nϱ+1 − s2nϱ
= max
sϱ⩽κ⩽r

j2ζ (κT )− j2ζ (sϱT )

κ2n − s2nϱ
,

ϱ = 1, . . . , h− 1, s0 = p, sh = r. Далее положим

Gϱ =

{
κ ∈ N ∩ [1, N ] :

j2ζ (κT )

κ2n
>
j2ζ (sϱ+1T )− j2ζ (sϱT )

sϱ+1 − sϱ

}
,

Gh =

{
κ ∈ N ∩ [1, N ] :

j2ζ (κT )

κ2n
> B

}
.

Получен [2] аналог теоремы [1] об оптимальном восстановлении
решения рассматриваемой начально–краевой задачи.

Теорема.
1. При B ⩾ A для любого δ > 0

E(T,Wn
2 , F

N
δ ) =

j2ζ (qT )

qn
,

метод u(x, T ) = 0 оптимальный.
2. При B < A, s−nϱ+1 ⩽ δ < s−nϱ , ϱ = 1, . . . , h− 1,

E(T,Wn
2 , F

N
δ ) =

√
j2ζ (sϱT )

s2nϱ+1δ
2 − 1

s2nϱ+1 − s2nϱ
+ j2ζ (sϱ+1T )

1− δ2s2nϱ
s2nϱ+1 − s2nϱ

,

метод

u(x, T ) =
∑
κ∈Gϱ

(
1 +

j2ζ (sϱ+1T )− j2ζ (sϱT )

s2nϱ+1j
2
ζ (sϱT )− s2nϱ j

2
ζ (sϱ+1T )

κ2n

)−1

×

×yκjζ(κT ) sin(κx)
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оптимальный.
3. При B < A, δ < r−n

E(T,Wn
2 , F

N
δ ) =

√
δ2j2ζ (rT ) + j2ζ (qT )

1− δ2r2n

q2n
,

метод

u(x, T ) =
∑
κ∈Gh

(
1 +

j2ζ (qT )

q2nj2ζ (rT )− r2nj2ζ (qT )
κ2n

)−1

×

×yκjζ(κT ) sin(κx)

оптимальный.
4. При B < A, δ ⩾ p−n

E(T,Wn
2 , F

N
δ ) =

√
j2ζ (pT )

p2n
,

метод u(x, T ) = 0 оптимальный.
Литература

1. Выск Н.Д. Оптимальное восстановление решения волнового
уравнения по неточным начальным данным / Н. Д .Выск, К. Ю. Оси-
пенко // Математические заметки. – 2007. – T. 81, № 6. – C. 803–815.

2. Половинкина М. В. Замечания о восстановлении решений
начально-краевых задач для сингулярных волновых уравнений /
М. В. Половинкина, И.П. Половинкин // Прикладная математика
& Физика. – 2023. – T. 55, № 4. – C. 330–338.

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ БАЛАНСИРОВКА
ОБУЧАЮЩЕГО НАБОРА ДАННЫХ МЕТОДОМ

СОГЛАСОВАННОГО СИНТЕЗА
И.Е. Попов, А.С. Резникова (Волгоград, ВолГУ)

popov.larion@volsu.ru, pib-201_613411@volsu.ru

При работе с моделями машинного обучения важную роль имеет
обучающий набор данных. В зависимости от его качества опреде-
ляется обобщающая способность моделей и их точность. Качество
данных принято характеризовать их корректностью, а также полно-
той [1]. Последнее характеризует репрезентативность выборки. При

© Попов И.Е., Резникова А.С., 2024
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этом зачастую полнота выборки слабо представлена в малых набо-
рах данных. В данной работе для повышения качества выборки бы-
ла проведена пространственная балансировка методом согласован-
ного синтеза. Будем считать синтез согласованным в том случае,
если значения признаков не нарушают логику формирования при-
знакового описания объекта, а созданные значения соответствуют
действительно возможным (к такому синтезу, например, относится
алгоритм SMOTE [2]).

Малые объемы выборки частое явление в медицинской области.
В настоящем исследовании были использованы данные, полученные
в ходе обследованний молочных желез методом микроволновой ра-
диотермометрии. Изначальная выборка в силу своего малого объема
имела слабое разнообразие. Также в ней наблюдалась значительная
несбалансированность. В результате анализа данных были опреде-
лены информативные области [3]. Информативные области сформи-
рованы по основным признакам для каждого из 6 классов выбор-
ки [4]. Также были выдвинуты гипотезы о характерном распределе-
нии значений признаков. Далее, синтезировался дополняющий набор
данных. Его объединение с изначальным способствовало получению
данных, обладающих свойствами полноты и разнообразия.

Для оценки качества осуществленной балансировки проводи-
лась многоклассовая классификация на трех наборах данных: изна-
чальном, сбалансированном количественно и сбалансированном про-
странственно. Результаты представлены на рисунке 1. Здесь th0−th5
– точность определения каждого из классов. meff – эффективность,
равная среднему геометрическому по точности определения каждо-
го из классов. В результате пространственной балансировки удалось
повысить эффективность на 13.5% относительно изначальной вы-
борки и на 6.2% относительно количественной балансировки. Пред-
ложенный метод балансировки позволяет как количественно сбалан-
сировать данные, так и повысить их полноту.
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Рис. 1: Результаты вычислительных экспериментов.
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ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ НА ЯДРЕ ОПЕРАТОРА
СЛЕДА1

Л.В. Провоторова (Москва, НИУ МЭИ)
prolubov2000@yandex.ru

Пусть G ⊂ R2 – ограниченная область с липшицевой границей Γ.
Рассматривается краевая задача

−∆u(x) = h(x), x = (x1, x2) ∈ G, (1)

(u|Γ, τ) = 0, (2)

1 Результаты работы получены в рамках выполнения государственного за-
дания Минобрнауки России (проект FSWF-2023-0012).

© Провоторова Л.В., 2024

271



(
∂u

∂n
|Γ
)
norm

= f(γ), γ ∈ Γ, (3)

где h(x) = (h1(x), h2(x)) ∈ L2(G) – заданная вектор-функция,
τ = (τ1, τ2) – касательный вектор к границе Γ, f ∈ L2(Γ), причем
(f, τ) = 0 почти всюду на Γ. В этой задаче вектор-функция u(x) =
(u1(x), u2(x)) – искомая величина.

Будем искать слабое решение этой задачи, то есть вектор-
функцию u(x), удовлетворяющую интегральному тождеству, экви-
валентному задаче (1) — (3).

Введем пространство функций, удовлетворяющих условию (2):

W 1
2,norm(G) =

{
u(x) ∈W 1

2 (G)|(u|Γ, τ) = 0
}
.

Проверим, что задача (1) — (3) эквивалентна интегральному тож-
деству ∫

G

(∇u,∇v) dx −
∫
Γ

(f, v|Γ) dγ =

∫
G

(h, v) dx, (4)

где u ∈W 1
2,norm(G), пробные функции v ∈W 1

2,norm(G) произволь-
ны.

Определение. Функция u ∈ W 1
2,norm(G) называется слабым ре-

шением задачи (1) — (3), если для любой пробной функции v(x) ∈
W 1

2,norm(G) выполняется интегральное тождество∫
G

(∇u,∇v) dx −
∫
Γ

(f, v|Γ) dγ =

∫
G

(h, v) dx.

Определение. Краевая задача для уравнений с частными про-
изводными называется слабо корректной по Адамару-Петровскому,
если выполнены следующие требования: слабое решение существу-
ет и единственно, а также решение непрерывно зависит от данных
задачи в том смысле, что справедлива оценка

∥∇u∥L2(G) + ∥u∥L2(G) ⩽M
(
∥h∥L2(G) + ∥f∥L2(Γ)

)
. (5)

Теорема. Пусть h ∈ L2(G), f ∈ L2(Γ), (f, τ) = 0, γ ∈ Γ. Задача
(1) — (3) слабо корректна тогда и только тогда, когда для любой
функции u ∈W 1

2,norm(G) справедливо неравенство∫
G

|u|2 dx ⩽M

∫
G

|∇u|2 dx, (6)

где M > 0 – постоянная.
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В дополнение к изложенной теореме существенную роль играет
Лемма. Если область G такова, что на границе Γ найдется хотя

бы одна пара точек, в которых касательные векторы неколлинеарны,
то для любой функции u ∈W 1

2,norm(G) справедливо неравенство∫
G

|u|2 dx ⩽M

∫
G

|∇u|2 dx,

где M > 0 – постоянная.
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ
СТАЦИОНАРНОГО РЕЖИМА СМО

С ДИФФУЗИОННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ
ВХОДНОГО ПОТОКА, НЕНУЛЕВЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ СНОСА
Д.Б. Прокопьева, Ю.И. Коробецкая,

Н.И. Головко (Владивосток, ТОВВМУ, ДВФУ)
prokopievad@yandex.ru, golovko.ni@dvfu.ru, korobetskaya.yui@dvfu.ru

Рассматривается система массового обслуживания (СМО) с бес-
конечным накопителем, одним обслуживающим прибором и экспо-
ненциальным обслуживанием с интенсивностью µ. На вход СМО
поступает дважды стохастический пуассоновский поток, интенсив-
ность которого λ(t) изменяется на промежутке [α, β] и представля-
ет собой диффузионный процесс с ненулевым коэффициентом сноса
a ̸= 0, коэффициентом диффузии b > 0 и упругими границами α, β.

Обозначим в стационарном режиме число заявок в СМО через
ν̂, интенсивность входного потока через λ̂. Пусть qk(x)dx = P{ν̂ =
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k, x ⩽ λ̂ < x + dx} — стационарные характеристики числа заявок,
k ⩾ 0; f(x)dx = P{x ⩽ λ̂ < x + dx} — стационарная плотность
интенсивности входного потока, x ∈ [α, β]. Интегралы

∫ β
α
qk(x)dx =

pk, k ⩾ 0, представляют собой стационарное распределение числа
заявок. f(x), qk(x) ∈ C2[α, β].

Анализ необходимого условия существования стационарного ре-
жима для такой СМО и f(x) приведены в [1]. В данной работе для
указанной СМО доказаны достаточные условия существования ста-
ционарного режима по числу заявок.

Пусть Mν̂ среднее число заявок в СМО в стационарном режиме,
M(x) — плотность распределения среднего числа заявок по интен-
сивности λ̂:

M(x)dx =
∑
k⩾1

kP{ν̂ = k, x ⩽ λ̂ < x+ dx} =
∑
k⩾1

kqk(x) dx.

Среднее число заявок выражается через M(x) следующим обра-
зом: Mν̂ =

∫ β
α
M(x) dx.

В [1] представлена первая модель стационарной СМО относитель-
но стационарных характеристик числа заявок qk(x), k ⩾ 0.

Введем производящую функцию R(x, z) =
∑
k⩾0

qk(x)z
k с областью

определения D = Dxz ∪ DR, где

Dxz = {(x, z) : x ∈ [α, β], |z| ⩽ 1, z ∈ C},

DR = {(x, z) : 1 < z < 1 + ε0 < µ/β, z ∈ R, x ∈ [α, β]}, ε0 > 0,

ε0 − некоторая малая величина, показанная ниже.
Производящая функция R(x, z) удовлетворяет дифференциаль-

ному уравнению

R′′
xx(x, z)−

2a

b
R′
x(x, z)−

2

b
(1− z)

(
x− µ

z

)
R(x, z) = Ψ(x, z), (1)

где Ψ(x, z) = 2µ
bz (1− z)q0(x), с краевыми условиями

b

2
R′
x(xi, z)− aR(xi, z) = 0, x1 = α, x2 = β. (2)

Теорема 1.Существует такое ε0 > 0, что при выполнении ра-
венства q0(x) = (1 − x/µ)f(x) краевая задача (1), (2) имеет един-
ственное решение, определенное на множестве DR.
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В работе получено однородное уравнение относительно M(x) :

b

2
M ′(x)− aM(x) = 0 (3)

с краевыми условиями

b

2
M ′(α)− aM(α) = 0,

b

2
M ′(β)− aM(β) = 0. (4)

Теорема 2. Если выполняются условия теоремы 1, то суще-
ствует и единственна плотность среднего числа заявок M(x),
как решение краевой задачи (3), (4), которая имеет вид M(x) =
Mν̂ · f(x),∀x ∈ [α, β].
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ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО
УРАВНЕНИЯ НА ГЕОМЕТРИЧЕСКОМ ГРАФЕ

ПРИ δ-ВЗАИМОДЕЙСТВИИ В ВЕРШИНАХ
В.Л. Прядиев (Воронеж, ВГУ)

pryad@mail.ru

Ниже все понятия, связанные с геометрическим графом и диффе-
ренцированием функций, определённых на нём, понимаются как и в
[1]. Пусть Γ — открытый конечный и связный геометрический граф,
J и ∂Γ — множества его, соответственно, внутренних и граничных
вершин. Рассмотрим задачу

uxx(x, t) = utt(x, t), x ∈ Γ \ J, t > 0, (1)∑
h∈D(a)

α(a, h)u+h (a, t) = k(a)u(a, t), a ∈ J, t > 0, (2)

u(b, t) = 0, b ∈ ∂Γ, t > 0, (3)
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u(x, 0) = φ(x) и ut(x, 0) = 0, x ∈ Γ, (4)

где u+h (a, t) — правая производная u( · , t) в вершине a по допусти-
мому относительно Γ единичному вектору h, D(a) — множество та-
ковых векторов, числа α(a, h) и k(a) и функция φ заданы. Решение
задачи (1)-(4) понимается классически.

Пусть G : Γ× (Γ \ J) → R — функция Грина краевой задачи

−y′′(x) = f(x), x ∈ Γ \ J, (5)∑
h∈D(a)

α(a, h)y+h (a) = k(a)y(a), a ∈ J, (6)

y(b) = 0, b ∈ ∂Γ, (7)

понимаемая в смысле связной версии (см. в [1] гл. 3, п. 3.2.3, а так-
же гл. 6); здесь f — произвольная заданная функция, равномерно
непрерывная на каждом из рёбер Γ.

Определим функцию g(x, t, s) следующим набором требований:
1) g : Γ×[0; +∞)×(Γ\J) → R, 2) g непрерывна, 3) g(x, 0, s) = G(x, s),
4) gt(x, 0, s) = 0 при x ̸= s, 5) для любой s ∈ Γ \ J функция g( · , · , s)
удовлетворяет уравнению

uxx(x, t) = utt(x, t), (x, t) ∈
(
(Γ \ J)× (0;+∞)

)
\ χ(s),

условиям трансмиссии∑
h∈D(a)

α(a, h)u+h (a, t) = k(a)u(a, t), (a, t) ∈ (J × (0;+∞)) \ χ(s),

и краевым условиям (3); здесь χ(s) — объединение всех характери-
стик уравнения (1), выходящих из точки (s; 0).

Теорема. Пусть задача (5)-(7) невырождена. Пусть φ непре-
рывна на Γ, причём
1) φ′′ равномерно непрерывна на любой компоненте связности мно-
жества Γ \ J ,
2) φ удовлетворяет условиям (6) и (7),
3) φ++

hh (a) = φ++
ηη (a) для всех a ∈ J и h, η ∈ D(a),

4) φ++
hh (b) = 0 для всех b ∈ ∂Γ и h ∈ D(b).

Тогда решение задачи (1)-(4) представимо в виде

u(x, t) = −
∫

Γ\J

g(x, t, s)φ′′(s) ds, x ∈ Γ, t ⩾ 0. (8)
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Как доказано в [1] (в гл. 4), задача (5)-(7) невырождена, напри-
мер, если ∂Γ ̸= ∅ и все числа α(a, h) положительны, а все k(a) —
неотрицательны. Если же ∂Γ = ∅, то от чисел k(a) достаточно до-
полнительно потребовать положительности хотя бы одного из них.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ
ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ
Е.В. Раецкая (Воронеж, ВГЛТУ)

raetskaya@inbox.ru

Рассматривается система в частных производных

∂x(t, s)

∂t
= B

∂x(t, s)

∂s
+Du(t, s) (1)

с условиями
x(0, s) = a0(s), x(T, s) = b0(s), (2)

где t ∈ [0, T ], s ∈ [0, S]; x(t, s) ∈ Rn; u(t, s) ∈ Rm; B, D — матри-
цы соответствующих размеров. Решается задача управления, а имен-
но, построения в аналитическом виде пары функций (u, x): функции
управления u = u(t, s) и функции состояния x = x(t, s), удовлетво-
ряющей условиям (2) и дополнительному условию

x(t, 0) = γ0(t). (3)

Прямоугольной матрице D : Rm → Rn соответствуют расщепле-
ния пространств в прямые суммы

Rm = CoimD+̇KerD, Rn = ImD+̇CokerD,

обуславливающие расщепление функции состояния на компоненты
x1(t, s) ∈ CokerD и u1(t, s) ∈ ImD0 вида

x(t, s) = x1(t, s) + u1(t, s). (4)
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В случае dimCokerD > 0 реализуется первый шаг метода каскадной
декомпозиции ([1]− [6]), подразумевающий переход от системы (1) с
условиями (2) - (3), к редуцированной системе

∂x1(t, s)

∂t
= B1

∂x1(t, s)

∂s
+D1

∂u1(t, s)

∂s
(5)

с условиями

∂jx1(t, s)

∂tj
|t=0 = a1j(s),

∂jx1(t, s)

∂tj
|t=T = b1j(s), j = 0, 1. (6)

x1(t, 0) = γ1(t), u1(t, 0) = η1(t). (7)

Рассматривается случай сюръективной матрицы D1, при выпол-
нении условий dimKerDj = 0 j = 0, 1. Разработан метод построе-
ния базисной функции вида X1(t, s) =

∑4
k=1 φ1k(s) · ψ1k(t), удовле-

творяющей условиям (6) и однозначно определяющей пару функ-
ций: x1(t, s), u1(t, s), таких что функция состояния x(t, s) вида (4)
удовлетворяет условиям (2)-(3). Подстановка этой функции x(t, s)
в уравнение (1) позволяет единственным образом найти функцию
u(t, s).

Разработана методика построения базисных функций X1(t, s)
в различной форме: полиномиальной, экспоненциальной, дробно-
рациональной. Для каждой базисной функций построены соответ-
ствующие решения задачи управления - пары функций (x, u).
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ
СТАБИЛИЗИРОВАННЫХ УПРАВЛЕНИЯ

И СОСТОЯНИЯ ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ С МНОГОТОЧЕЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

К.А. Раецкий (Воронеж, ВГУ)
kraetsky@mail.ru

Решается задача моделирования стабилизированной траектории
x̄(t) системы

˙̄x(t) = Ax̄(t) +Bū(t) + f(t), (1)

с условиями
x̄(t0) = x∗, x̄(ti) = xi, i = 1, 2, ... k, (2)

и условием экспоненциального сближения с программной траекто-
рией x(t), x(t0) = x0.

Задача моделирования состоит в построении множества стаби-
лизирующих траекторий x̄(t), удовлетворяющих (1) - (2), и выборе
одной траектории x̄(t), более подходящей для практического приме-
нения. При необходимости строится ū(t), под воздействием которого,
при выполнении начального состояния x∗, траекторией динамиче-
ской системы (1) будет на практике именно x̄(t) со свойствами (2),
ввиду единственности решения начальной задачи для (1). Если под-
ходящая траектория не находится, то управление ū(t) строить не
нужно, а следует искать подходящую траекторию в другом классе
вектор-функций.

Для решения поставленной задачи моделируются вспомогатель-
ные траектории y(t), удовлетворяющие системе

ẏ(t) = Ay(t) +Bv(t) (3)

© Раецкий К.А., 2024

279



и условиям

y(t0) = x∗ − x0, y(ti) = 0, i = 1, 2, ... k, (4)

∥y(t)∥ ⩽ ce−ωt. (5)

Здесь v(t) = u(t) − ū(t), v(t) − стабилизирующее управление. Для
моделирования экспоненциально стабилизирующей траектории при-
меняется метод неопределенных коэффициентов, разработанный в
[1],[2], состоящий в следующем: рассматриваются модели y(t) в виде

y(t) =

r∑
j=1

e−cjtαj , (6)

где cj − скалярные величины, от выбора которых зависит форма
траектории, αj ∈ Rn − неопределенные коэффициенты, число r за-
висит от количества моментов ti, i = 0, 1, ... k, и от свойств матриц
A и B. При подходящем наборе cj и αj условие (5) будет выполнено.

Вектор-функция v(t) строится в виде

v(t) =

r∑
j=1

e−cjtβj (7)

с неопределенными векторными коэффициентами βj ∈ Rm.
Подстановка выражений выражений (6), (7) в уравнение (3) и

условия (4), приводит к линейной алгебраической системе, решение
которой осуществимо современными вычислительными средствами
[3].

Исследуется разрешимость полученной системы и определяются
классы экспоненциальных функций, для которых полученная систе-
ма разрешима.

Приводится пример, наглядно демонстрирующий эффективность
применения предлагаемого метода.
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ПРИМЕНЕНИЕ КУМУЛЯНТОВ
ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПРОСТРАНСТВЕННОГО

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ИНТЕНСИВНОСТИ ЛАЗЕРНОГО
ПУЧКА

А.М. Райцин (Москва, МТУСИ)
arcadiyram@rambler.ru

Важной задачей при разработке оптико-электронных комплексов
с лазерными источниками излучения является идентификация про-
странственного распределения интенсивности (РИ) лазерного пучка.
В силу большого числа различных причин, излучаемое РИ часто не
укладывается в расчетную модель гауссова пучка, являющегося ре-
шением уравнения квазиоптики, и при практическом использовании
лазеров возникает задача оценивания отличия (сходства) излучаемо-
го РИ с пространственным распределением Гаусса. В работе пред-
лагается мера отличия (сходства) упомянутых РИ,использующая их
кумулянты χi, i = 0, 1, 2, 3... , основанная на факте ограниченного
числа кумулянтов χ0, χ1, χ2 для пространственного РИ Гаусса и яв-
ляющаяся альтернативой к известным мерам [1].

РИ излучаемого поля в поперечном сечении лазерного пучка име-
ет вид I (x, y). Для простоты в работе рассмотрен одномерный слу-
чай РИ, т.е. I (x) = I (x, y∗), где y∗- фиксированная координата в
поперечном сечении лазерного пучка.

Используя известную связь между моментами и кумулянтами РИ
[2-3]

∞∑
i=0

(ju)
i

i!
mi = exp

( ∞∑
k=0

χk
k!

(ju)
k

)
,

в работе показано, что мера отличия (сходства) µ (x) рассматривае-
мых РИ определяется выражением

µ (x) =
I (x)

Ig (x)
= 1 +

∣∣∣∣∣
∞∑
i=3

βi
i!Di/2

Hi

(
x√
D

)∣∣∣∣∣ , (1)
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где Ig (x) = m0√
2πD

exp
(
− x2

2D

)
- РИ Гаусса, m0 = exp (χ0),

mi =
∞∫

−∞
xiI (x) dx - моменты РИ, i = 0, 1, 2...,

D = m2

m0
= m̄2 = χ2, βi = mi

m0
= m̄i, Hi

(
x√
D

)
- многочлены

Эрмита, i = 3, 4, 5...
Второе слагаемое формулы (1) обуславливает отличие (сходство)

излучаемого РИ от РИ Гаусса. При этом для двух слагаемых этой
суммы имеют место соотношения

β3 = m̄3 = χ3, β4 = m̄4 = χ4

и в работе получена простая формула для оценки верхней границы
меры отличия (сходства) РИ (µ (x) ⩽ µ̄)

µ̄ = 1 +
|γ3|
3

+
|γ4|
4
, (2)

где γ3 = m̄3

m̄
3/2
2

, γ4 = m̄4

m̄2
2
− 3.

Моменты, входящие в формулу (2), определяются по результатпм
измерения РИ излучаемого поля. Рассмотренная мера может быть
обобщена для двухмерных пространственных РИ.
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОШИ-РИМАНА

С НЕИЗОЛИРОВАННЫМИ ОСОБЕННОСТЬЯМИ
В МЛАДШИМ КОЭФФИЦИЕНТЕ

А.Б. Расулов, Ю.С. Федоров, А.М. Сергеева
(Москва, НИУ МЭИ)

rasulzoda55@gmail.com,fedorovUS@mpei.ru,HmelevsAM@mpei.ru
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Пусть область D ограничена простым ляпуновским контуром
Γ, охватывающим точку z0 = 0. Пусть попарно непересекающиеся
окружности γj с центром zj радиуса rj , 1 ⩽ j ⩽ n, лежат в областиD
и не проходят через точку z0. Пусть ρ(z) есть расстояние от точки z
до множества γ = γ1∪ . . .∪γn. Очевидно, в достаточно малой окрест-
ности γj функция ρ(z) совпадает с |ρj(z)|, где ρj(z) = |z − zj | − rj .
Рассмотрим в области D0 = D \ (γ ∪ {0}) уравнение

∂u

∂z̄
− a(z)

ρ(z)
u+

b(z)

|z|m
ū = f, (1)

где положительное число m < 1 и функции a, b ∈ C(D). Предполага-
ется, что на каждой окружности γj функция |a(z)| постоянна, более
точно,

a(z) = a∗juj(z), uj(z) =
z − zj
|z − zj |

|z − zj | − rj
||z − zj | − rj |

, z ∈ γj , (2)

с некоторыми a∗j ∈ C. Кроме того, разность

A0(z) =
a(z)

ρ(z)
−

n∑
j=1

a∗j
uj(z)

ρj(z)
∈ Lp(D), (3)

где показатель p > 2 в дальнейшем фиксирован. Решение ищется в
классе W 1,p

loc (D0), т.е. в классе функций, принадлежащих W 1,p(G) в
любой области G, которая вместе со своим замыканием содержится в
D0. Что касается правой части f , то она выбирается в классе Lp(D).

В настоящей работе для обобщенной системы типа Коши–Римана
(1), коэффициент которой при u допускают особенность первого по-
рядка на окружности γ найдено интегральные представление. Пере-
ходим к рассмотрению уравнения

∂u

∂z̄
−A(z)u = f

с коэффициентом A(z) = a(z)ρ−1, который согласно (3) записываем
в виде

A(z) =

n∑
j=1

a∗j
uj(z)

ρj(z)
+A0(z), a∗j ∈ C, A0(z) ∈ Lp(D).

Лемма. Пусть функция A0(z) ∈ Lp(D) и ω∗ = 2
∑n
j=1 a

∗
j ln ||z −

zj | − rj |.
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Тогда функция

Ω(z) = ω∗(z) + (TA0)(z), z ∈ D0, (5)

удовлетворяет уравнению Ωz̄ = A.
Теорема 1. Пусть функция Ω(z) имеет вид (5) и e−Ωf ∈ Lp(D).

Тогда общее решение уравнения (1) с b = 0, в классе C(D\γ) дается
формулой

u = eΩ[φ+ T (e−Ωf)],

где φ ∈ C(D\γ) — произвольная аналитическая функция в откры-
том множестве D\{γ}).

В работе получено интегральное представление уравнения (1) и
для случая b(z) ̸= 0..
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЯ КОШИ-РИМАНА С СИЛЬНЫМИ

ОСОБЕННОСТЯМИ В МЛАДШИХ КОЭФФИЦИЕНТАХ
В ОБЛАСТИ С КУСОЧНО-ГЛАДКОЙ ГРАНИЦЕЙ

А.Б. Расулов, Н.В. Якивчик (Москва, НИУ МЭИ)
rasulzoda55@gmail.com, YakivchikNV@mpei.ru

Пусть односвязная область D ограничена простым кусочно-
гладким ляпуновским контуром Γ, составленным из гладких дуг
Γ1,Γ2, . . . ,Γm и ориентированным против часовой стрелки. Множе-
ство τ1, τ2, . . . , τm концов этих дуг обозначим F . Он разбивает плос-
кость на «конечную» — D и «бесконечную» — D′ области. Для опре-
деленности пусть 0 ∈ D и D0 = D \ {0}, Dε = D ∩{|z| > ε} при ε > 0
и, следовательно, ∞ ∈ D′.

Рассмотрим в области D0 уравнение

∂u

∂z̄
− a(z)

|z|α
u(z) = f(z) (1)
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с коэффициентом a(z) ∈ C
(
D ∪ Γ

)
, который n раз непрерывно диф-

ференцируем в достаточно малой окрестности нуля, где α ⩾ 1,
n = [α] — целая часть α. Функция f в правой части (1) принад-
лежит Lploc(D0), p > 2, т.е. Lploc(D0) = {f : f ∈ Lploc(Dε) для любого
ε > 0}.

Решение ищется в классе W 1,p
loc (D0), т.е. в классе функций, при-

надлежащих W 1,p(G) в любой области G, которая вместе со своим
замыканием содержится в D0. Что касается правой части f , то она
выбирается в классе Lp(D).

Функцию a(z) в окрестности особой точки z = 0 можно разло-
жить по формуле Тейлора

a(z) = p(z) + a0(z), где a0(z) = o(zn), при z → 0.

Здесь p(z) = 2
∑
k⩽n ak1k2 z

k1 z̄k2 — ее главная часть, k = (k1, k2),
ak1k2 — коэффициенты ряда Тейлора, a0(z) — ее остаток в форме
Пеано.

Лемма 1. Если α > 1, то существует регулярное решение урав-
нения

Ωz̄ = |z|−α a(z),

представимое в виде

Ω(z) = ω(z) + h(z), (2)

где

ω(z) =



2

|z|α
∑
k⩽n

ak1k2
zk1 z̄k2+1

2(k2 + 1)− α
+ T (|ζ|−α a0)(z)

при α ̸= 2(k2 + 1),∑
k⩽n

ak1k2 z
k1−k2−1 ln z̄ + T (|ζ|−α a0)(z) при α = 2(k2 + 1),

h(z) =
1

2πi

[ nτ∑
j=1

στ,j ω(τ, j)

]
ln(z − τ) + ωτ (z), ωτ (z) ∈ Cµ(+0)(Sτ,j , τ),

στ,j = 1 или στ,j = −1, если τ является соответственно правым
или левым концом дуги Γτ,j.

Определение и свойства оператора T подробно изложены в [1], а
определение класса Cµ(+0)(Sτ,j , τ) приведено в [2].

Теорема 1. Пусть число α ⩾ 1 и функция Ω определена по фор-
муле (2) и правая часть f удовлетворяет условию e−Ω f = f0 ∈

285



Lp(D) с p > 2. Тогда любое регулярное решение уравнения (1) пред-
ставимо в виде

u = eΩ[φ+ Tf0],

где φ ∈ C
(
D \ F

)
— произвольная аналитическая в области D0

функция, которая для заданного семейства λ = (λτ , τ ∈ F ) веще-
ственных чисел подчиняется степенному поведению

φ(z) = O(1) (z − τ)λτ при z → τ.
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УСТОЙЧИВОСТЬ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ СПИРАЛЕЙ
К МАЛЫМ ВОЗМУЩЕНИЯМ В ЗАДАЧАХ

УПРАВЛЕНИЯ С ОСОБОЙ ЭКСТРЕМАЛЬЮ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

М.И. Ронжина, Л.А. Манита (Москва, РГУ нефти и газа
(НИУ) имени И.М. Губкина, Москва, НИУ ВШЭ, МИЭМ)

ronzhina.m@gubkin.ru, lmanita@hse.ru

Наличие особых экстремалей второго порядка характерно для
задач оптимального управления, аффинных по двумерному огра-
ниченному управлению u. В докладе будут представлены результа-
ты для задач оптимального управления, аффинных по двумерному
управлению из круга. В рассматриваемом классе задач решения в
окрестности особой экстремали, как правило, определяются реше-
ниями обобщения задачи Фуллера на случай управления из круга:∫ ∞

0

⟨x(t), x(t)⟩ dt→ inf
u
, ẋ = y, ẏ = u, ∥u∥ ⩽ 1, x, y, u ∈ R2. (1)
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В задаче (1) начало координат является единственной особой экс-
тремалью второго порядка. Имеется семейство решений в виде ло-
гарифмических спиралей, которые попадают в начало координат за
конечное время, при этом управление совершает счетное число обо-
ротов по границе круга [1].

В [2] исследовалась задача, аффинная по управлению из круга,
гамильтонова система которой имеет большую размерность. Было
доказано, что в окрестности особой экстремали второго порядка су-
ществует семейство экстремалей в виде логарифмических спиралей,
которые попадают в особую экстремаль за конечное время, при этом
управление совершает счетное число оборотов по границе круга. В
случае, когда гамильтонова система имеет малую размерность, ре-
шения в виде логарифмических спиралей найдены только для неко-
торых конкретных задач оптимального управления [1], [3], [4].

В докладе будет рассмотрено нелинейное возмущение задачи (1):∫ ∞

0

⟨x(t), x(t)⟩ dt→ inf
u
, ẋ = y, ẏ = u+f(x, y), ∥u∥ ⩽ 1, x, y, u ∈ R2,

(2)
где функция f(x, y) достаточно гладкая, f(0, 0) = 0 и ∃C > 0:

lim
λ→0

|f(λ2x, λy)|
λ

< C.

Для задачи (2) начало координат является единственной особой экс-
тремалью и имеет порядок 2.

Теорема. В достаточно малой окрестности начала координат
существует семейство экстремалей задачи (2) в виде логарифми-
ческих спиралей

x(t) = kx(t)(T − t)2eiα ln |T−t|eiφx(t),

y(t) = ky(t)(T − t)eiα ln |T−t|eiφy(t),

u(t) = eiα ln |T−t|eiφu(t), t ⩽ T,

x(t) = y(t) = u(t) = 0, t ⩾ T.

Здесь kx,y(t), φx,y,u(t) и φ0(t) ограничены, α = ±
√
5.

Построенное семейство экстремалей попадает в начало координат
за конечное время, при этом управление совершает счетное число
оборотов по границе круга. Данный результат является обобщением
результата, полученного в [3].
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ЭЛЛИПТИЧЕСКОЕ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ
УРАВНЕНИЕ СО СДВИГАМИ И СЖАТИЕМ

АРГУМЕНТА1

Л.Е. Россовский, А.А.Товсултанов
(Москва, Российский университет дружбы народов,
Грозный, Чеченский государственный университет)

Пусть p > 1, а компакт K⊂Rn и ограниченная область Ω⊂Rn
таковы, что p−1Ω−K⊂Ω.

Пусть, кроме того, ν∈ (C (K))
∗ есть регулярная (комплексная)

борелевская мера на K, а ν̃ (ξ) =
∫
K
e−ihξdν(h) – ее характеристи-

ческая функция. Оператор со сдвигами и сжатием аргумента опре-
делим следующим образом:

Tu(x) =

∫
K

u
(
p−1x− h

)
dν(h).

Лемма. Оператор T есть ограниченный линейный оператор в
пространствах Соболева Hs (Ω) (s∈R). Его спектральный радиус в
пространстве L2(R

n) равен

ρ (T ) = pn/2 lim
m→∞

sup
ξ∈Rn

∣∣ν̃ (ξ) ν̃ (pξ) . . . ν̃ (pm−1ξ
)∣∣ 1

m .

1 Работа второго автора выполнена в рамках государственного задания Ми-
нобрнауки РФ (проект FEGS-2020-0001).
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Если число α∈C таково, что |α| < 1/ρ(T ), то при всех s⩾0 опе-
ратор I + αT : Hs (Ω) → Hs(Ω) имеет ограниченный обратный.
Если же для некоторого положительного числа s выполнено бо-
лее сильное условие |α| < 1/(psρ (T )), то ограниченно обратимым
будет и оператор I+αT : H−s (Ω) → H−s(Ω). x2+(y-2)2 < 1y=ax2.
Рассмотрим в Ω краевую задачу

−∆(u (x) + αTu (x)) = f (x) (x∈Ω) , (1)
u|∂Ω = 0. (2)

Считая f∈L2(Ω), под обобщенным решением задачи (1), (2) бу-
дем понимать функцию u из пространства Соболева H1

0 (Ω), удовле-
творяющую интегральному тождеству

n∑
j=1

(
(u+ αTu)xj

, vxj

)
L2(Ω)

= (f, v)L2(Ω)

при любой функции v∈H1
0 (Ω) .

Теорема. При выполнении неравенства |α| < p/ρ(T ) задача
(1), (2) имеет единственное обобщенное решение u∈H1

0 (Ω) для
любой функции f∈L2(Ω). Если при этом f∈Hk (Ω), а ∂Ω∈Ck+2,
то u∈Hk+2(Ω) ( k- целое неотрицательное).

Продемонстрировано на примере, что при больших значениях ко-
эффициента α задача (1), (2) может иметь при любой функции
f∈L2(Ω) бесконечно много обобщенных решений.

В монографии [1] построена теория краевых задач для эллипти-
ческих дифференциально-разностных уравнений, а в работе [2] рас-
смотрены эллиптические функционально-дифференциальные урав-
нения со сжатиями/растяжениями. Принципиальным ограничением
этой работы было предположение, что все сжатия имеют один и тот
же центр, что существенно сужало круг изучаемых задач. В докла-
де впервые рассматривается эллиптическое уравнение со сжатиями,
центры которых «размазаны» по области.
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АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ МАКСИМАЛЬНОГО
ВСПЛЕСКА В ДРЕВОВИДНОЙ СЕТИ

В.А. Русаков (Ростов-на-Дону, ЮФУ)
vrusakov@sfedu.ru

Явление всплеска динамического потока (обзор теории динами-
ческих потоков дан в [1]), заключающееся в превышении в некото-
рый момент времени суммарной величины потока по впадающим в
сток дугам сети над величиной максимального стационарного пото-
ка для той же сети рассмотрено в [2, 3, 4]. Величина максимального
всплеска динамического потока является важной характеристикой
сети, наряду с величиной максимального стационарного потока, по-
скольку позволяет оценить максимальную загруженность сети для
всего бесконечного множества допустимых динамических потоков.

Для нахождения потока, приводящего к максимальному всплес-
ку в сети в [2] описан алгоритм, названный алгоритмом Эдмондса-
Карпа с обратным поиском, вычислительная сложность которого
оценивается как O(|X|3 ∗ i2), где |X| — количество вершин в се-
ти, а i — время образования максимального всплеска. Суть данного
алгоритма заключается в последовательном нахождении увеличива-
ющих путей по направлению от стока к источнику и построении по
исходной сети вспомогательной сети. Количества вершин и дуг вспо-
могательной сети превышают аналогичные величины исходной сети
не меньше чем в i раз.

В данной работе предложен альтернативный алгоритм нахожде-
ния максимального всплеска, более эффективный по числу операций
и по используемой памяти, чем алгоритм Эдмондса-Карпа с обрат-
ным поиском, а именно обладающий квадратичной от размеров сети
временной сложностью и использующий вспомогательную сеть, раз-
мер которой не превышает размеров исходной сети. Однако, основ-
ным недостатком предлагаемого метода является его применимость
только для динамических потоков в древовидных сетях (определение
древовидной сети дано в [4]). Доказательство корректности приве-
денного алгоритма основывается на свойствах древовидных сетей.

Вспомогательным методом в предложенном алгоритме является
алгоритм поиска максимального потока в древовидной сети, имею-
щий линейную вычислительную сложность от размеров сети. Одна-
ко, вместо предложенного алгоритма, для поиска ближайшего к сто-
ку минимального разреза может быть использован любой алгоритм
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поиска максимального потока, вычислительная сложность которого
не превышает O(|X|2 + |U |2) (|U | — количество дуг сети).
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ГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕННО
ТРАНССАСАКИЕВЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

А.Р. Рустанов, О.Е. Арсеньева, С.В. Харитонова
(Москва, НИУ МГСУ, Москва, МПГУ, Оренбург, ОГУ )
aligadzhi@yandex.ru, oe.arseneva@mpgu.su, hcb@yandex.ru

Определение 1 [1]. Почти контактная метрическая струк-
тура называется приближенно транссасакиевой (короче, NTS-)
структурой, если ее линейное расширение принадлежит клас-
су W1 ⊕ W4 почти эрмитовых структур в классификации Грея-
Хервеллы. Почти контактное метрическое многообразие, снаб-
женное NTS-структурой, называется NTS-многообразием.

Определение 2 [1, 2]. NTS-структура с замкнутой контакт-
ной формой называется собственной NTS-структурой.

Определение 3 [1, 2]. Собственное NTS-многообразие с гармо-
нической контактной формой называется гармоническим, а число
χ = − 1

2nδη — его характеристикой.
Теорема 1. Для любого гармонического NTS-многообразия име-

ют место тождества:

1) R(Φ2X,Φ2Y )ξ −R(ΦX,ΦY )ξ = 0;

2) R(Φ2X,Φ2Y )ξ +R(ΦX,ΦY )ξ = 0;

3) R(ΦX,ΦY )ξ = 0;
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4) R(ξ,Φ2X)Φ2Y −R(ξ,ΦX)ΦY = 0; for all X,Y, Z ∈ X (M). (1)

Теорема 2. Тензор Риччи гармонического NTS-многообразия
удовлетворяет тождествам:

1) S(ξ,Φ2X) = 0; 2) S(Φ2X,Φ2Y ) = S(ΦX,ΦY ), for all X,Y ∈ X (M).

Теорема 3. Кривизна Риччи гармонического NTS-многообразия
М в направлении структурного вектора не положительна; она рав-
на нулю тогда и только тогда когда М — точнейше косимплекти-
ческое многообразие.

Теорема 4. Гармоническое NTS-многообразие Эйнштейна явля-
ется многообразием неположительной скалярной кривизны.

Теорема 5. Не существуют гармонического NTS-многообразия
постоянной положительной кривизны.

Теорема 6. Гармоническое NTS-многообразие является про-
странством постоянной кривизны k = −χ2 тогда и только тогда,
когда оно канонически конциркулярно многообразию Cn × R, снаб-
женному канонической косимплектической структурой.

Теорема 7. Гармоническое NTS-многообразие точечно постоян-
ной Φ-голоморфной секционной кривизны является многообразием
глобально постоянной Φ-голоморфной секционной кривизны тогда и
только тогда, когда оно является многообразием постоянной кри-
визны −χ2, т.е. когда оно канонически конциркулярно многообразию
Cn ×R, снабженному канонической косимплектической структу-
рой.

Теорема 8. Гармоническое NTS-многообразие является много-
образием точечно постоянной Φ-голоморфной секционной кривизны
тогда и только тогда, когда оно канонически конциркулярно одному
из следующих многообразий:

1) CPn ×R; 2) Cn ×R; 3) CHn ×R; 4) M2 ×R; 5) S6 ×R,
снабженных канонической точнейше косимплектической

структурой. Здесь S6 — шестимерная сфера, M2 — келерово мно-
гообразие. При этом гармоническое NTS-многообразие является
многообразием глобально постоянной Φ-голоморфной секционной
кривизны тогда и только тогда, когда оно канонически кон-
циркулярно многообразию Cn × R, снабженному канонической
косимплектической структурой.
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2. Rustanov A.R. Geometry of harmonic nearly trans-Sasakian
manifolds / A.R. Rustanov // Axioms. — 2023. V. 12, № 8. — 744.
https://doi.org/10.3390/axioms12080744.

ОБОБЩЁННОЕ РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

СО СМЕШАННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ
И ПОТЕНЦИАЛОМ

В.С. Рыхлов (Саратов, СГУ)
RykhlovVS@yandex.ru

1. Рассмотрим обобщённую неоднородную начально-граничную
задачу (НГЗ) для волнового уравнения со смешанной производной

uxx + p1uxt + p2utt = q(x)u+ f(x, t), (1)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (3)

где (x, t) ∈ Q = [0, 1]× [0,+∞); p1, p2 ∈ R; φ(x), ψ(x), q(x) ∈ L1[0, 1],
f(x, t) является функцией класса Q и все эти функции являются
комплекснозначными. Здесь и далее считаем, что функция f(x, t)
переменных (x, t) ∈ Q есть функция класса Q, если f(x, t) ∈ L1(QT )
при любом T > 0, где QT = [0, 1]× [0, T ].

Для волнового уравнения выполняется условие p21 − 4p2 > 0,
то есть корни ω1, ω2 характеристического многочлена вещественны.
Предположим далее

ω1 < 0 < ω2. (4)

Это соответствует регулярной по Биркгофу оператор-функции (о.-
ф.), связанной с НГЗ (1)–(3) (см. далее).

Требуется найти решение НГЗ (1)–(3) в области Q при как можно
более слабых условиях на функции φ(x), ψ(x), q(x), f(x, t).

Опредение 1. Задачу (1)–(3), в которой φ(x) ∈W 2
1 [0, 1], ψ(x) ∈

W 1
1 [0, 1], q(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) ∈ Q, назовём классической НГЗ.
Опредение 2. Под классическим решением (к.р.) классической

НГЗ понимается функция u(x, t) переменных (x, t) ∈ Q, которая:
а) непрерывна вместе с ux(x, t) и ut(x, t), при этом ux(x, t) и ut(x, t)
абсолютно непрерывны и по x, и по t, и почти всюду (п.в.) в Q
выполняется равенство uxt(x, t) = utx(x, t);
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б) удовлетворяет условиям (2)–(3) на границе множества Q и
уравнению (1) п.в. в Q.

Для к.р. задачи (1)–(3) по необходимости должны выполняться
условия (далее ссылаемся на них, как на условия (N)): 1) функции
φ(x), φ′(x), ψ(x) абсолютно непрерывны и 2) φ(0) = φ(1) = 0 и
ψ(0) = ψ(1) = 0.

С задачей (1)–(3) тесно связана спектральная задача L(λ)y = 0,
порожденная о.-ф. L(λ) вида

y′′ + λp1y
′ + λ2p2y − q(x)y, y(0) = 0, y(1) = 0.

Известно, что числа

λk = λ0k +O
(1
k

)
, k = ±1,±2, . . . , где λ0k =

2kπi

ω2 − ω1
,

являются собственными значениями (с.з.) о.-ф. L(λ), простыми при
|k| ⩾ k1 ≫ 1, где k1 ∈ N. При этом λ0k являются с.з. L(λ) в случае
нулевого потенциала.

2. Пусть γk есть окружности
{
λ : |λ−λ0k| = δ

}
, а δ > 0 настолько

мало, что внутри γk находится по одному с.з. λk при |k| ⩾ k2 ≫ 1,
где k2 ∈ N.

Обозначим через Rλ резольвенту о.-ф. L(λ), G(x, ξ, λ) её функ-
цию Грина, R1λ интегральный оператор с ядром Gξ(x, ξ, λ). Зафик-
сируем k0 ∈ N, δ > 0 и число r > 0 так, что при |k| ⩾ k0 внутри γk
находится по одному с.з. и все γk при |k| ⩾ k0 находятся вне контура
|λ| = r.

Теорема 1. Если u(x, t) есть к.р. задачи (1)–(3), выполняется
(4) и utt ∈ Q, то это решение единственно и находится по формуле

u(x, t) =
1

2πi

(∫
|λ|=r

+
∑

|k|⩾k0

∫
γk

)(
− p1e

λtR1λφ+ p2e
λtλRλφ+

+p2e
λtRλψ +

t∫
0

eλ(t−τ)Rλf(·, τ) dτ

)
dλ, (5)

в которой ряд справа сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при любом
фиксированном t > 0.

Из теоремы 1 видно, что задача (1)–(3) и ряд (5) тесно связаны:
если эта задача имеет к.р., то для него справедлива формула (5).
При этом функции φ(x), ψ(x) должны удовлетворять условиям (N).
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Следуя методу, используемому в [1–2], расширим понятие этой
связи. Ряд справа в (5) имеет смысл для любых функций φ(x), ψ(x),
q(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) ∈ Q, хотя теперь он может и не быть схо-
дящимся. Будем считать, что он является формальным решением
(рядом) задачи (1)–(3), но понимаемой теперь чисто формально.

Опредение 2. В случае f(x, t) ∈ Q и φ(x), ψ(x), q(x) ∈ L1[0, 1]
будем назаывать формальный ряд справа в (5) обобщенным реше-
нием (о.р.) задачи (1)–(3), а саму задачу — обобщенной НГЗ.

3. Рассмотрим случай q(x) ≡ 0. С использованием метода, пред-
ложенного в [1–2] к простейшей смешанной задаче для уравнения
колебания струны (использование аксиом расходящихся рядов в по-
нимании Л. Эйлера и аксиомы:

∫ ∑
=
∑∫

, где
∫

— определнный
интеграл, предложенной в [1–2]) доказана следующая теорема.

Теорема 2. Если φ(x) ∈ L1[0, 1], f(x, t) ∈ Q, q(x) ≡ 0 и вы-
полняется условие (4), то для о.р. u(x, t) НГЗ (1)–(3) справедлива
формула

u(x, t) = v(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫
0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)∫
η
(
α(x,t−τ)

) f(ξ, τ
)
dξ, (5)

где
v(x, t) := ζ

({
α(x, t)

})
− ζ
({
β(x, t)

})
,

ζ(x) :=
1

ω2 − ω1

(
φ̂(x)− ω1ω2Ψ̃(x)

)
,

φ̂(ξ) =


ω2φ

( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a);

ω1φ
(1− ξ

1− a

)
, ξ ∈ [a, 1).

Ψ̃(ξ) =


Ψ
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a);

Ψ
(1− ξ

1− a

)
, ξ ∈ [a, 1),

Ψ(x) =

x∫
0

ψ(ξ) dξ, η(s) =
{s}
a
χ
(
a− {s}

)
+

1− {s}
1− a

χ
(
{s} − a

)
,

α(x, t) :=
t+ ω2x

ω2 − ω1
, β(x, t) :=

t+ ω1x

ω2 − ω1
, a =

ω2

ω2 − ω1

χ(x) — функция Хевисайда, {x} — дробную часть числа x ∈ R.
3. Рассмотрим случай q(x) ̸≡ 0. Используя подход, разработан-

ный в работе [3] с привлечением приема А. Н. Крылова ускорения
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сходимости рядов в случае потенциала q(x) ∈ L1[0, 1], получена фор-
мула для решения в виде быстро сходящегося ряда.

Чтобы сформулировать полученный результат, введем линейный
оператор,

(Bf)(x, t) := 1

ω2 − ω1

t∫
0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)∫
η
(
α(x,t−τ)

) q(ξ)f(ξ, τ) dξ,
действующий из D(B) ⊂ L1(QT ) в C(QT ). Сужение этого оператора
на пространство C(QT ) будем обозначать B. Показано, что оператор
B является линейным ограниченным оператором.

Введем чисто формально функцию w(x, t) := (Bv)(x, t). Вви-
ду специальной структуры функции v(x, t), доказывается, что если
φ(x), ψ(x), q(x) ∈ L1[0, 1], то w(x, t) является функцией из простран-
ства C(QT ) при любом T > 0. Следовательно можно образовать ряд

∞∑
n=0

(Bnw)(x, t). (6)

Теорема 3. Если φ(x), ψ(x), q(x) ∈ L1[0, 1] то ряд (6) сходит-
ся абсолютно и равномерно в пространстве C(QT ) к непрерывной
функции W (x, t), при этом сходимость ряда не медленнее экспо-
ненциального, и функция

u(x, t) = v(x, t) +W (x, t)

является единственным о.р. задачи (1)–(3) в случае f = 0.
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Рассмотрим уравнение смешанного эллиптико-гиперболического
типа

Lu = uzz + (sgnz)(uxx + uyy) = F (x, y, z) (1)

в области
Q = {(x, y, z)| (x, y) ∈ D, −α < z < β},

D = {(x, y)| 0 < x < p, 0 < y < q},

где

F (x, y, z) =

 F1(x, y, z) = f1(x, y)g1(z), z > 0,

F2(x, y, z) = f2(x, y)g2(z), z < 0,
(2)

α, β, p, q – заданные положительные действительные числа, и по-
ставим следующую краевую задачу на сопряжения на плоскости из-
менения типа, которую назовем первой граничной задачей.

Первая граничная задача. Найти функцию u(x, y, z), удовле-
творяющую следующим условиям:

u(x, y, z) ∈ C1(Q) ∩ C2(Q+ ∪Q−), uxx, uyy, uzz ∈ L(D); (3)

Lu(x, y, z) ≡ F (x, y, z), (x, y, z) ∈ Q+ ∪Q−; (4)

u(x, y, z)
∣∣
x=0

= u(x, y, z)
∣∣
x=p

= 0, −α ⩽ z ⩽ β; (5)

u(x, y, z)
∣∣
y=0

= u(x, y, z)
∣∣
y=q

= 0, −α ⩽ z ⩽ β; (6)

u(x, y, z)
∣∣
z=−α = ψ(x, y), u(x, y, z)

∣∣
z=β

= φ(x, y), (x, y) ∈ D, (7)

где Fi(x, y, z), i = 1, 2, ψ(x, y) и φ(x, y) – заданные достаточно глад-
кие функции, при этом ψ(x, y) и φ(x, y) удовлетворяют услови-
ям согласования с граничными данными (5), Q+ = Q ∩ {z > 0},
Q− = Q ∩ {z < 0}.

Отметим, что ранее в работах [1] – [15] и других изучены зада-
чи Трикоми и Геллерстедта для многомерных уравнений смешанно-
го типа в парашютообразных областях, где гиперболическая часть
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ограничена коническими поверхностями, а эллиптическая часть
представляет собой область типа полусферы, в частности, полусфе-
ру и цилиндр, образующие которого параллельны оси Oz.

В работе Проттера М. [1] впервые была приведена постановка
аналога задачи Трикоми для трехмерного вырождающегося урав-
нения смешанного типа, где доказывалась единственность решения
этой задачи. Позже была показана ошибочность полученных в этой
работе результатов.

Первые постановки аналога задачи Трикоми для трехмерного
уравнения типа (1) принадлежат советским ученым А.В. Бицадзе [2],
С.П. Пулькину [3]. Более доказательные утверждения А.В. Бицад-
зе были приведены в работах [4], где, когда эллиптическая часть S
границы области состоит из двух конических поверхностей, методом
интегральных тождеств доказана единственность сильного решения
задачи и на основании априорной оценки установлено существова-
ние слабого обобщенного решения. В работе Нахушева А.М. [5, с.
126 – 130] этот результат перенесен для более общей поверхности S,
но при некоторых ограничениях на нее.

С.П. Пулькин [6] в области вращения вокруг оси Oz предложил
другой подход, основанный на представлении решения в цилиндри-
ческих координатах в виде суммы тригонометрического ряда. При
этом коэффициенты ряда определяются как решения плоской задачи
Трикоми для уравнения смешанного типа с сингулярным коэффи-
циентом

vrr + (sgnz)vzz +
2p

r
vr = 0,

где p = n+ 1/2, n = 0, 1, 2, ... , r =
√
x2 + y2, v = v(r, z).

В случае, когда эллиптическая часть S границы области являют-
ся цилиндром, А.В. Бицадзе [7], используя преобразования Фурье,
решение трехмерной задачи Трикоми свел к плоской задаче. Затем
многими математиками с указанными выше методами исследовались
трехмерные аналоги задач Трикоми и Геллерстедта для вырождаю-
щихся уравнений смешанного типа, уравнений с сингулярными ко-
эффициентами и общих многомерных уравнений смешанного типа
[8] – [15].

Задача Дирихле для многомерных уравнений смешанного типа
изучались в работах [16] – [18] и других. В монографии [16, c. 129 –
136] изучена задача Дирихле в области Q для уравнения смешанного
типа

uxx + uzz + (sgny)uyy = 0.
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Здесь установлен критерий единственности решения задачи, при
этом возникающие малые знаменатели не исследованы, поэтому
обоснование сходимости построенных рядов, то есть обоснование су-
ществования решение задачи, остается не доказанным. Аналогичная
ситуация и в статье [17], где рассматривается уравнение смешанного
типа с тремя сингулярными коэффициентами. В работе [18] и в дру-
гих работах этого автора изучается задача Дирихле для многомер-
ных уравнений смешанного типа эллиптико-гиперболического типа
в цилиндрической области, к сожалению, из – за возникающих ма-
лых знаменателей отсутствуют четкие обоснования сходимости ря-
дов при доказательстве теорем единственности и существования ре-
шения задачи Дирихле.

В данной работе показано, что корректность постановки зада-
чи (3)–(7) существенным образом зависит от длин ребер p, q и α
параллелепипеда Q− гиперболической части области Q. Установлен
критерий единственности решения этой задачи. Решение построе-
но в виде суммы ортогонального ряда. При обосновании сходимости
ряда возникла проблема малых знаменателей от двух натуральных
аргументов. Установлены оценки об отделенности от нуля с соответ-
ствующей асимптотикой, что позволило доказать сходимость ряда в
классе регулярных решений и устойчивость решения относительно
граничных функций.

Литература
1. Protter M.H. New boundary value problems for the wave equation

and equations of mixed type / M.H. Protter // Jour. of Rational
Mechanics and Analysis. — 1954. V. 3. №5. — P. 435 – 446.

2. Бицадзе А.В. К проблеме уравнений смешанного типа в мно-
гомерных областях / А.В. Бицадзе // Докл. АН СССР. 1956. Т.110,
№6. С. 901—902.

3. Пулькин С.П. К вопросу о постановке задачи Трикоми в про-
странстве / С.П. Пулькин // Ученые записки Куйбышевского гос-
пединститута. — 1956. Вып. 14. — С. 63–77.

4. Бицадзе А.В. Об уравнениях смешанного типа в трехмерных
областях / А.В. Бицадзе // Докл. АН СССР. — 1962. — T. 143. №5.
— C. 1017-1019

5. Нахушев А.М. Задачи со смещением для уравнений в частных
производных. / А.М. Нахушев // М.: Наука, — 2006. — 287 с.

6. Пулькин С.П. Исследование по уравнениям смешанного типа.
/ С.П. Пулькин // Диссертация д-ра физ.-мат. наук. Казань: КГУ,
— 1958.

299



7. Бицадзе А.В. Об одном трехмерном аналоге задачи Трикоми /
А.В. Бицадзе // Сиб. матем. журн. — 1962. — T. 143. №5. — C. 1017
– 1019.

8. Каратопраклиев Г.Д. Об одной краевой задаче для уравнения
смешанного типа в многомерных областях / Г.Д. Каратопраклиев //
Докл. АН СССР. — 1969. — T. 188. №6. — C. 1223 – 1226

9. Aziz A.K. Frankl-Morawetz problem in R3 / A.K. Aziz, M.
Schneider // SIAM J. Math. Anal. — 1979. V. 10, №5. — P. 913–921.

10. Кузьмин А.Г. Неклассические уравнения смешанного типа и
их приложения к газодинамике. / А.Г. Кузьмин // Л.: Изд-во ЛГУ,
— 1990. — 208 с.

11. Салахитдинов М.С. О трехмерном аналоге задачи Трикоми
для уравнений смешанного типа / М.С. Салахитдинов, Б. Исломов
// Докл. АН СССР. — 1990. — Т. 311, №4. — С. 797 – 801.

12. Попиванов Н.И. Краевая задача для нелинейного уравнения
Трикоми в пространстве R3 / Н.И. Попиванов, М. Шнайдер // Диф-
ференц. уравнения. — 1991. — Т. 27. № 4. — С. 648 – 655.

13. Lupo D.Critical exponents for semilinear equations of mixed
elliptic-hyperbolic and degenerate types / D. Lupo, R.P. Kevin //
Comm. Pure. Appl. Math. — 2003. 56: — C. 403 – 424.

14. Rassias J. M. Tricomi – Protter Problem of nD Mixed
Type Equations / J.M. Rassias // International Journal of Applied
Mathematics and Statistics. — 2007. — Vol. 8. №M 07. — p. 76 – 86.

15. Сабитов К.Б. К теории уравнений смешанного типа. / К.Б.
Сабитов // М.: ФИЗМАТЛИТ, — 2014. — 304 с.

16. Хачев М.М. Первая краевая задача для линейных уравнений
смешанного типа. / М.М. Хачев // Нальчик: Изд-во «Эльбрус», —
1998. — 169 с.

17. Уринов А.К. Задача Дирихле для трехмерного уравнения сме-
шанного типа с тремя сингулярными коэффициентами / А.К. Ури-
нов, К.Т. Каримов // Вестник Сам. гос. техн. ун-та. Серия Физ.-мат.
науки. — 2017. — Т. 21. № 4. — С. 665 – 683.

18. Алдашев С.А.Корректность задачи Дирихле в цилиндриче-
ской области для одного класса многомерных гиперболо – эллипти-
ческих уравнений / С.А. Алдашев // Нелинейные колебания. — 2013.
— Т. 16. №4. — С. 435 – 451.
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В БЕСКОНЕЧНОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Самосопряженный оператор Лапласа-Вольтерра ∆ в простран-
стве функций бесконечномерного аргумента задается с помощью вве-
дения на пространстве последовательностей E = ℓ2 трансляционно
инвариантной конечно-аддитивной меры λ. Полугруппа et∆, t ⩾ 0,
порождаемая оператором Лапласа-Вольтерра в гильбертовом про-
странстве H = L2(E, λ,C) квадратично интегрируемых по мере λ
функций, сглаживает произвольную функцию так, что любая функ-
ция из пространства образов

⋃
t>0

et∆(H) ≡ C∞
∆ обладает лежащей в

пространстве H производной любого порядка по любому базисному
направлению (см. [1]).

В общем случае среди "бесконечно дифференцируемых" в ука-
занном выше смысле функций из пространства C∞

∆ существуют раз-
рывные. Более того, функции из пространств C∞

∆ и H не облада-
ют свойством непрерывности в среднем квадратичном относительно
сдвига аргумента на векторы пространства E.

Найдено инвариантное относительно полугруппы et∆, t ⩾ 0, под-
пространство H0 такое, что любая функция из образа

⋃
t>0

et∆(H0)

является непрерывной. И найдено такое плотное в пространстве ар-
гументов E подпространство E1, что функции из пространства H
непрерывны в среднем квадратичном относительно сдвига аргумен-
та на векторы из пространства E1.

Установлено, что полугруппа et∆, t ⩾ 0, задается представлени-
ем в пространстве H полугруппы операторов свертки с гауссовскими
мерами на пространстве E. Получены необходимые и достаточные
условия сильной непрерывности полугруппы et∆, t ⩾ 0. Описано по-
ведение полугруппы в случае отсутствия сильной непрерывности

В случае сильной непрерывности полугруппы et∆, t ⩾ 0, про-
странство Соболева W 1

2,∆ вводится как область определения замы-
кания квадратичной формы K∆(u) = −(∆u, u), u ∈ C∞

∆ . Простран-
ство Соболева W 2

2,∆ вводится как область определения замыкания
квадратичной формы K∆:2(u) = (∆u,∆u), u ∈ C∞

∆ . Установлено,
что каждая функция из пространства W 1

2,∆ обладает квадратично
интегрируемым следом на гиперповерхности Eaj = {x ∈ E : xj = a},
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а произвольная функция u ∈ W 2
2,∆ обладает на гиперповерхности

Eaj = {x ∈ E : xj = a} квадратично интегрируемым следом нор-
мальной производной ∂

∂ej
u.

Исследована краевая задача Дирихле для уравнения Пуассона

∆u = f in Π, u|∂Π = 0, (1)

на непустом параллелепипеде Π = {x ∈ E : aj < xj < bj , j ∈
N}, с положительной мерой λ(Π), задаваемой безусловно сходящимся

произведением
∞∏
j=1

(bj − aj).

Обозначим через Ẇ 1
2,∆(Π) подпростраство обращающихся в нуль

вне множества Π функций в банаховом пространстве функций
W 1

2,∆(Π).
Теорема 1. Пусть f ∈ L2(Π,Λ,C) ≡ HΠ. Тогда задача Дирихле

(1) имеет единственное решение, являющееся точкой минимума
функционала

J(u) = ∥(−∆)
1
2u∥2HΠ

+ 2(u, f)HΠ , u ∈ Ẇ 1
2,∆. (2)

Для анализа связи задачи Дирихле (1) и вариационной задачи (2)
установлена формула Гаусса-Остроградского для функций из про-
странства W 2

2,∆ на параллелепипеде Π.
Литература
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АНАЛИЗ АКТУАЛЬНЫХ ПОДХОДОВ
К МОДЕЛИРОВАНИЮ РЕЙТИНГОВЫХ СИСТЕМ

И.А. Седых, И.В. Стругов (Липецк, ЛГТУ)
sedykh-irina@yandex.ru, strugov.ilya@yandex.ru

В современном информационном обществе рейтинговые системы
играют ключевую роль в самых различных областях. Оценки и ран-
жирование применяются как для товаров и услуг, так и для пользо-
вателей и информационных ресурсов, нередко являясь основой для
рекомендательных систем.
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В данной работе рассматриваются актуальные методы моделиро-
вания рейтинговых систем и анализируются подходы, предложенные
в материалах исследований мирового уровня.

Рассматривается разработка рейтинговой шкалы для оценки по-
зитивного поведения. При этом описываются особенности исследо-
вания при работе с социальным рейтингом, а также изучаются прин-
ципы выбора ключевых параметров для системы.

Изучается разработка системы рейтинга для оценки уязвимости
жилых строений на основе набора экспертных оценок, метода Дел-
фи, а также проведение анализа выявленных несоответствий.

Описывается исследование роли социальной активности в кон-
тексте разработки системы социальных рекомендаций, а также явле-
ния гомофилии, его интерпретации и влияния при работе с данными,
характеризующими социальное поведение.

Выполняется анализ подходов к оценке надёжности рейтинга для
систем принятия решений в случае модели с несколькими атрибута-
ми, подразумевающей случай ассиметричного доступа к информа-
ции.

Приводится пример использования ассиметричной шкалы рей-
тинга в рамках разработки информативных рейтинговых систем, а
также приводится обоснование значимости вербальной структуры
при разработке подобных систем.

Также проводится исследование способов использования методов
машинного обучения на разных этапах моделирования рейтинговых
систем.

Предлагается описание варианта использования сетей Петри в
структурной основе моделируемой рейтинговой системы.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СЕТЕЙ ПЕТРИ ПРИ РЕШЕНИИ
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ, УПРАВЛЕНЧЕСКИХ

И ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ
И.А. Седых, А.А. Тамбовцев (Липецк, ЛГТУ)
sedykh-irina@yandex.ru, sasha.tambovtsev.585@mail.ru

В современном мире с постоянным развитием научно-техничес-
кого прогресса существует высокая потребность новых способов
отображения моделей параллельных процессов, показывающих од-
новременную работу нескольких процессоров. С этой задачей хоро-
шо справляются сети Петри, так как имеют высокую эффективность
и моделирующие возможности. Это связано с тем, что сети Петри
являются интеграцией графа и дискретной динамической системы,
что позволяет моделировать, создавать и рассматривать как стати-
ческие, так и динамические модели представляемого объекта.
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Понятие «сети Петри» впервые использовал Карл Петри в 1962
году в своей диссертации «Связь с автоматами» [1]. С этого времени
появилось множество вариаций данных моделей.

Сейчас сети Петри по-прежнему актуальны, они продолжают
развиваться и улучшаться, о чём свидетельствует наличие работ о
применении, исследовании и модернизации сетей Петри.

В своей работе «Формальная семантика и автоматическая про-
верка иерархических мультимедийных сценариев с интерактивным
выбором» [2] Хайм Ариас говорил, что сети Петри обладают интерес-
ными характеристиками, так как являются полезным визуальным
инструментом для простого моделирования, интерпретации и ана-
лиза систем с параллельностью, синхронизацией и разделением ре-
сурсов. Они обеспечивают компактное представление систем с очень
большим пространством состояний и допускают модульное представ-
ление. Это позволяет разложить большие системы на несколько под-
систем, которые взаимодействуют между собой.

Также в данной работе отмечается, что с помощью сетей Петри
можно изучать два типа свойств: зависящие от начальной маркиров-
ки (поведенческие) и независящие от неё (структурные).

В работе[2] рассматриваются Time Stream Petri Nets (сети Пет-
ри временного потока). Отмечается, что возможности таких моде-
лей могут быть использованы для моделирования мультимедийных
систем. Данные модели позволяют учитывать, как временной неде-
терминизм распределенных систем, так и временную изменчивость
объектов.

Отдельно Хайм Ариас также выделил Colored Petri Nets (CPN,
цветные сети Петри) - это графический язык дискретно-событийного
моделирования, объединяющий сети Петри с языком функциональ-
ного программирования для получения масштабируемой модели для
параллельных систем.

В работе «Формальное моделирование и проверка систем управ-
ления поездом» [3] Юйчэнь Се рассказывает о вариативности сетей
Петри. По его мнению, прежде чем появится новая сеть, будет созда-
но множество различных вариаций уже существующих сетей Петри.
Использование высокоуровневых сетей Петри облегчает этап моде-
лирования сложных дискретно-событийных моделей, поскольку мо-
дели могут быть компактными и хорошо структурированными.

В работе Луис Сесар Маркес Де Васконселос «Генерация трасс
для моделирования «Vanets» с помощью цветных сетей Петри» [4] с
помощью цветных сетей Петри была представлена модель для тести-

305



рования системы, предназначенной для создания и улучшения рабо-
ты приложений и программ, позволяющих определять ситуацию на
дорогах: обнаружение заторов, определение состояния дороги и об-
наружение аварий, а также осуществлять управление движением и
поиском мест досуга и развлечений по маршруту следования.

Ещё одним примером применения сетей Петри может послужить
работа Жозе Элунда «Моделирование с несколькими ограничения-
ми гибкой производственной системы» [5]. В данной работе Жозе
предлагает инструмент, основанный на имитационной модели с ис-
пользованием иерархических цветных сетей Петри. Свой выбор он
обосновывает тем, что сети Петри и их графическое представление
позволяют упростить описание процессов. Использование сетей Пет-
ри при моделировании позволяет предсказать поведение системы на
этапе производства и предотвратить тупиковые ситуации.
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ПРИМЕНЕНИЕ СОВРЕМЕННЫХ ЦИФРОВЫХ
ТЕХНОЛОГИЙ В ОБУЧЕНИИ МАТЕМАТИКЕ

В.В. Сёмина, Г.В. Сёмин (Липецк, ЛГТУ)
pravilnik@mail.ru

В XXI веке в связи глобальным распространением Интернета раз-
витие и распространение современных информационных технологий
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происходит молниеносно, их использование позволяет существенно
повысить вовлеченность студентов в образовательный процесс [1].

Студенты технических специальностей изучают разделы высшей
математики в течение первых двух лет обучения, математические
объекты: матрицы, векторы, комплексные числа, а также дифферен-
циальные уравнения, уравнения математической физики, различные
методы и алгоритмы оптимизации, интерполяции используются в
других дисциплинах.

Упростить понимание графиков функций, матриц и векторов
студентами, вовлечь их в процесс обучения и упростить работу
преподавателя помогают современные цифровые технологии [2,3],
которые рассматриваются в данной работе: «белые» доски (Miro,
Ziteboard, sBoard, BitPaper), создание обучающих игр [4] (Desmos),
математические графические калькуляторы (Desmos, Geogebra),
онлайн и офлайн математические пакеты (Wolfram Mathematica,
Mathlab, Mathcad), облачные сервисы и даже социальные сети.

Была произведена модернизация рабочей программы дисципли-
ны «Линейная алгебра и аналитическая геометрия», разработаны
лекционные и практические занятия с использованием цифровой
технологии «белая» доска, созданы обучающие игры в цифровой
среде Desmos, предложено использование облачных сервисов для
организации самостоятельной работы студентов и автоматизации
проверки работ, разработаны прикладные кейсы, требующие при-
менения изученного теоретического материала к реальным, а не аб-
страктным задачам для направления подготовки «Электроэнергети-
ка и электротехника».
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териалы международной научно-практической конференции. — Ли-
пецк. — 2023. — С. 205–209.

ПРИМЕНЕНИЕ ОКРЕСТНОСТНЫХ СИСТЕМ
ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ТЕПЛОВЫХ РЕЖИМОВ

В.В. Сёмина, Г.В. Сёмин, А.М. Шмырин (Липецк, ЛГТУ)
pravilnik@mail.ru

Система вентиляции и кондиционирования воздуха (СВКВ) в
производственных помещениях представляет собой сложную систе-
му, математическое моделирование которой требует моделирования
самого здания, а также работы узлов, агрегатов внутреннего и на-
ружного вентиляционного оборудования. Провести системный ана-
лиз связей между множеством подсистем и их элементами, парамет-
рически идентифицировать уравнения с большим числом неизвест-
ных параметров позволяют окрестностные модели.

Окрестностный подход к моделированию сложных систем [1],
разработанный Блюминым С.Л., Шмыриным А.М., Карабутовым
Н.Н. и др., позволяет частично исключить анализ «физики» процес-
сов и минимизировать количество экспериментальных данных, что
является преимуществом перед классическими моделями по прин-
ципу «белый ящик» и моделями на основе нейросетей. Окрестност-
ные системы обобщают традиционные дискретные модели, такие как
дискретно-аргументные модели различных видов, конечные и кле-
точные автоматы, сингулярные модели.

Окрестностная система представляет совокупность связанных уз-
лов, для каждого из которых определено входное, выходное воздей-
ствие и состояние. Удобно рассматривать окрестностную структуру
в виде оснащённого орграфа. Под оснащением узлов или связей по-
нимается набор переменных модели. Чтобы построить окрестност-
ную структуру требуется провести анализ технологической схемы
процесса, по которой далее строится окрестностная система в виде
системы функциональных зависимостей между переменными, опре-
деленными в окрестностной структуре. Уравнения в окрестностной
системе могут быть линейные, билинейные, трилинейные и др.

Данное исследование является продолжением работ [2,3], в кото-
рой окрестностной подход был применен для моделирования систе-
мы фильтрации и СВКВ в цеху обжига клинкера цементного про-
изводства. Цель работы — решение задачи оптимального управле-
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ния системой отопления и СВКВ в помещении плавательного бассей-
на на основе модернизации окрестностных моделей слабосвязанных
окрестностных систем, алгоритмов декомпозиции и агрегирования,
предложенных в [2].

СВКВ в производственном помещении состоят из различного обо-
рудования, которое контролирует микроклимат и распределение воз-
духа в помещении. При этом СВКВ потребляют до 60

Для того, чтобы окрестностная модель СВКВ была более уни-
версальной, модель [3] была скорректирована в узлах, связанных с
поступлением вредных веществ в воздух рабочей зоны помещения.
Ранее в качестве вредного вещества, поступающего в рабочую зо-
ну на примере цеха обжига клинкера, рассматривалась клинкерная
пыль. Но многие производственные помещения, склады сталкивают-
ся с другой проблемой, а именно – нарушение допустимых показа-
телей влажности воздуха. Особенно это касается помещений с нали-
чием большой площади открытой поверхности воды (плавательные
бассейны, аквапарки и др.) Если СВКВ не обеспечивает допусти-
мые показатели влажности влажности воздуха в производственных
помещениях, то это способствует поломкам дорогостоящего обору-
дования, вызывает разрушение конструкций здания, наносит вред
здоровью людей.

Был проведен системный анализ систем отопления и СВКВ в
помещении плавательного бассейна спортивного корпуса, на основе
которого построена окрестностная структура и соответствующая ей
окрестностная система СВКВ. Результаты параметрической иденти-
фикации предложенных окрестностных моделей свидетельствуют о
близости теоретических значений зависимых переменных в уравне-
ниях моделей регуляции температуры и влажности.
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МУРАВЬИНЫЕ АЛГОРИТМЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧ ТРАНСПОРТНОЙ ЛОГИСТИКИ

К.С. Ситников, А.А. Андрианова (Казань, КФУ)
kissitnikov@stud.kpfu.ru, Anastasiya.Andrianova@kpfu.ru

Муравьиный алгоритм –— это метаэвристический алгоритм оп-
тимизации, вдохновленный поведением муравьев при поиске пути
к источнику пищи. Он может применяться, в частности, при реше-
нии задачи построения оптимального маршрута, которая является
важной задачей транспортной логистики. В рамках данной рабо-
ты рассматривается применение вариаций муравьиного алгоритма
и экспериментальная оценка их эффективности.

Введем основные понятия и обозначения, применяемые в мура-
вьиных алгоритмах. Переход муравья между точками согласно [1]
зависит от:

1) Памяти муравья –– перечня посещенных точек Ji,k, где k —-
номер муравей, а i —- текущая точка.

2) Видимости –– величины, выражающей эвристическое желание
посетить точку j из точки i. Она обратна расстоянию Dij — µij =
1
Dij

.
3) Следа феромона на ребре —- подтвержденное муравьиным

опытом желание посетить точку j из точки i. Количество феромонов
на ребре (i, j) на итерации t обозначим как τij (t).

Выбор следующей точки муравья на маршруте осуществляется
вероятностным образом. Вероятность перехода k-го муравья из точ-
ки i в точку j на итерации t определяется по формуле (1) [2]:

Pijk(t) =


|τij(t)|α|µij |β∑

j∈Jik
|τij(t)|α|µij |β , если j ∈ Ji,k,

0, если j /∈ Ji,k,
(1)

где α и β — два регулируемых параметра. При α = 0 выбор произво-
дится на основе жадного подхода выбора ближайшей непосещенной
точки, при β = 0 будет учитываться феромонное усиление.

По завершении маршрута каждый муравей k откладывает на реб-
ре (i, j) количество феромона, определяемое по формуле (2):

∆τij,k(t) =

{
Q

Lk(t)
, если (i, j) ∈ Tk(t),

0, если (i, j) /∈ Tk(t),
(2)
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где Tk(t) — маршрут, пройденный муравьем k на итерации t, а Lk(t)
— длина этого маршрута. Q является регулируемым параметром.

Обновление феромона рассчитывается по формуле τij(t + 1) =
(1−p)τij(t)+∆τij(t), где ∆τij(t) =

∑m
(k=1) ∆τij,k(t), где m –– количе-

ство муравьев в колонии. На начальном этапе количество феромона
принимается равным небольшому положительному числу τ0. Число
муравьев назначается равным количеству пунктов, которые необ-
ходимо посетить. Количество феромона, откладываемого на ребрах
наилучшего текущего маршрута T+, принимается равным Q

L+ , где
L+ –– длина маршрута T+.

В рамках экспериментального исследования на примере построе-
ния маршрутов по городу Казани оценивалась важность учета дан-
ных о феромоне и данных о расстоянии между пунктами. Для задан-
ного набора точек в рамках каждого эксперимента входные парамет-
ры количества муравьев и итераций алгоритма, а также начальный
уровень феромона и распыление оставались неизменными, равными
2, 15, 0.11 и 0.5. Регулируемые параметры в каждом из трех про-
водимых экспериментов устанавливались отличными друг от друга:
α = 1, 4 и β = 2, 5 в первом, α = 4 и β = 0 во втором, α = 0 и β = 1
в третьем эксперименте. Наилучшие показатели времени и пройден-
ного расстояния были показаны в третьем эксперименте, который
основывает выбор следующего пункта только на основании данных
о близости непосещенных пунктов. Так, в одном из запусков экспе-
римента были показаны результаты 37,15 минут и 25278 метров ди-
станции в третьем эксперименте против 38,38 минут и 26245 метров
в эксперименте, где учитываются и известные данные о расстоянии,
и данные о феромоне, оставленном популяцией муравьев. Использо-
вание только данных о феромоне показывает худшие результаты - в
указанном примере 41,97 минут и 28936 метров.
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ЧИСЛЕННОЕ И КОМПЬЮТЕРНОЕ
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЛЯ ОЦЕНКИ ТЕПЛОПЕРЕДАЧИ

В СТЕКЛОПАКЕТАХ
П.А. Сомова, Е.И. Гурина (Томск, ТГУ)

p.a.somova@gmail.com

В последние годы практически все развитые страны периодиче-
ски обновляют требования к нормативным документам, определя-
ющим уровень защиты зданий от тепловых потерь. Исследования
закономерностей теплопереноса, улучшение на их основе теплотех-
нических свойств строительных элементов и, как результат, повы-
шение энергоэффективности зданий становятся приоритетными за-
дачами. Актуальность данной проблемы подчеркивается не только
в контексте современного строительства, но и в свете постоянного
развития новых строительных материалов и технологий. В работе
анализируется распространение тепла в составной конструкции теп-
лоизоляционного окна, в наружной и внутренней створках которого
установлены однокамерный и двухкамерный стеклопакеты. Величи-
на воздушного промежутка между стеклопакетами — 200 мм. Фор-
мула остекления 4M1 − 16− 4M1 − 200− 4M1 − 14− 4M1 − 14− 4M1.

Поставленная в работе задача решается несколькими этапами. На
первом этапе моделируется процесс распространения тепла внутри
однокамерного стеклопакета с формулой остекления 4M1−16−4M1 с
наполнением межстекольного пространства осушенным воздухом, на
втором этапе моделируется процесс распространения тепла внутри
двухкамерного стеклопакета с формулой остекления 4M1−14−4M1−
14− 4M1, с наполнением в виде осушенного воздуха.

В процессе теплообмена в двухкамерном стеклопакете участву-
ют пять слоев с различными теплофизическими свойствами, для
каждого из слоев стеклопакета используется свое дифференциаль-
ное уравнение теплопроводности с соответствующими значениями
ρ (плотность), λ (коэффициент теплопроводности) и Cρ (удельная
теплоемкость) [1,2]:

ρ1Cρ1
∂T1
∂x

= λ1
∂2T1
∂x2

, 0 < x < Lgl; 1.1

ρ2Cρ2
∂T2
∂x

= λ2
∂2T2
∂x2

, Lgl < x < Lair; 1.2
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ρ3Cρ3
∂T3
∂x

= λ3
∂2T3
∂x2

, Lair < x < Lgl2 ; 1.3

ρ4Cρ4
∂T4
∂x

= λ4
∂2T4
∂x2

, Lgl2 < x < Lair2 ; 1.4

ρ5Cρ5
∂T5
∂x

= λ5
∂2T5
∂x2

, Lair2 < x < L. 1.5

λ1 = λ3 = λ5 = 1, 15 (Вт/м·◦C); ρ1 = ρ3 = ρ5 = 2560 (кг/м3);
Cρ1 = Cρ3 = Cρ5 = 670 (Дж/кг·◦C) — параметры стекла марки М1;
λ2 = λ4 = 0, 0257 (Вт/м·◦C); ρ2 = ρ4 = 1, 186 (кг/м3) ); Cρ2 = Cρ4 =
1005 (Дж/кг·◦C)− параметры осушенного воздуха.

В начальный момент времени температура каждой части кон-
струкции принимается одинаковой и равной: T (t, x) |t=0= 25cC, 0 ⩽
x ⩽ L (1.6), на левой границе рассматривается граничное условие I
рода: Troom(t, x) |x=0= 25cC, t > 0 (1.7).

Граничные условия IV рода действуют в зоне контакта стекла и
межстекольного пространства, заполненного осушенным воздухом:

{
λ1

∂T1

∂x |x=Lgl
= λ2

∂T2

∂x |x=Lgl

T1(t, Lgl) = T2(t, Lgl)

{
λ2

∂T2

∂x |x=Lair= λ3
∂T3

∂x |x=Lair

T2(t, Lair) = T3(t, Lair){
λ3

∂T3

∂x |x=Lgl2
= λ4

∂T4

∂x |x=Lgl2

T3(t, Lgl2) = T4(t, Lgl2)

{
λ4

∂T4

∂x |x=Lair2
= λ5

∂T5

∂x |x=Lair2

T4(t, Lair2) = T5(t, Lair2)
1.8

На выходе из рассматриваемой области действует граничное
условие III рода: λ5(∂T5

∂x ) = k(T5 − Tcp), t > 0 (1.9), где k = 10
(Вт/м2 · cC) — коэффициент теплоотдачи между стеклом и воз-
духом, Tср = −21cC.

Дифференциальные уравнения в частных производных (1.1- 1.5)
с начально-краевыми условиями (1.6) - (1.9), а также иными усло-
виями однозначности (геометрическими, теплофизическими) состав-
ляют полную математическую формулировку рассматриваемой за-
дачи [1,3]. Численное решение поставленной задачи реализовано на
C++ на основе метода конечных разностей с использованием явной
разностной схемы. Верификация полученных численных результа-
тов проводилась с данными, полученными в результате компьютер-
ного моделирования процесса теплопередачи в конструкции тепло-
изоляционного окна в пакете гидродинамики Ansys Fluent.
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О ПОРЯДКЕ СХОДИМОСТИ КВАДРАТУРНЫХ
ПРОЦЕССОВ С КРАТНЫМИ УЗЛАМИ

ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛА С ЯДРОМ КОШИ
Ю.С. Солиев (Москва, МАДИ)

su1951@mail.ru

Рассмотрим сингулярный интеграл

If = I(f ;x) =

∫ 1

−1

p(t)
f(t)

t− x
dt, −1 < x < 1,

p(x) = (1− x)α(1 + x)β , α > −1, β > −1,

(1)

понимаемого в смысле главного значения по Коши, где f(x) — за-
данная плотность интеграла. Следуя [1], через Hmq,r,s(x) = Hmq,r,s

(f ;x) обозначим интерполяционный полином Эрмита порядка mq −
1 + r + s, удовлетворяющий условиям

H(i)
mq,r,s(f ;xk) = f (i)(xk), i = 0, q − 1, k = 1,m,

H(j)
mq,r,s(f ;−1) = f (j)(−1), j = 0, s− 1,

H(l)
mq,r,s(f ; 1) = f (l)(1), l = 0, r − 1,

где 0 ⩽ r, s ⩽ q, xk — нули полинома Якоби P (α,β)
m (x), α > −1, β >

−1.
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Рассмотрим случай q = 2, r = 1, s = 1 (см., напр., [2]). Аппрок-
симируя плотность интеграла полиномом H2m,1,1(x) = H2m,1,1(f ;x),
получим квадратурную формулу

If = I(H2m,1,1f ;x) +R2m,1,1f =

=

m+1∑
k=0

(f(xk)Ak(x) + f ′(xk)Bk(x)) +R2m,1,1f,
(2)

где A0(x) =
f(−1)

2ω2
m(−1)I((1−x)ω

2
m(x)), Am+1(x) =

f(1)
2ω2

m(1)I((1+x)ω
2
m(x)),

Ak(x) = I

(
1− x2

1− x2k

(
1−

(
2xk

1− x2k
− ω′′

m(xk)

ω′
m(xk)

)
(x− xk)

)
l2km(x)

)
,

k = 1,m, B0(x) = B1(x) = 0, Bk(x) = I

(
1− x2

1− x2k
(x− xk)l

2
km(x)

)
,

k = 1,m, ωm(x) = Πmk=1(x− xk), lkm(x) =
ωm(x)

ω′
m(xk)(x− xk)

,

(3)
а Rmq,r,sf = Rmq,r,s(f ;x) — остаточный член.

Для нахождения интегралов I(K2m+1(x)) приведенных в (3), где
K2m+1(x) многочлен степени не выше 2m+ 1, имеем

I(K2m+1(x)) =

∫ 1

−1

(1− t)α(1 + t)β×

×K2m+1(t)−K2m+1(x)

t− x
dt+K2m+1(x)I(1;x).

(4)

Интеграл I(1;x) вычисляется точно [3] (формула 3.228.3). Так как
K2m+1(t)−K2m+1(x)

t−x =
∑2m+1
v=1 bv

∑v
µ=1 t

µ−1xv−µ, где bv(v = 0, 2m+ 1)
— коэффициенты многочлена K2m+1(x), то вычисление интеграла в
(4) сводится к вычислению моментов весовой функции. Если α >
−1, β > −1, то [4]

µp =

∫ 1

−1

(1− x)α(1 + x)βxpdx =

=

p∑
n=0

an
(−1)n2α+β+1Γ(β + 1)Γ(n+ α+ 1)

n!Γ(α+ β + n+ 2)
,

an =
2np!Γ(n+ α+ β + 1)

(p− n)!Γ(2n+ α+ β + 1)
F (n− p, α+ n+ 1; 2n+ α+ β + 2; 2)
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где Γ(α) — гамма-функция, F (a, b; c; z) — гипергеометрическая функ-
ция. Легко найти значения моментов для наиболее важных част-
ных случаев значений α, β (p — четное, µp = 0 при p — нечет-
ном): α = β = 0 =⇒ µp = 2

p+1 ; α = β = − 1
2 =⇒ µp = (p−1)!!π

p!! ;

α = β = 1
2 =⇒ µp =

(p−1)!!π
(p+2)!! .

Через En(φ) обозначим наилучшее приближение функции φ(x)
алгебраическими полиномами степени не выше n.

С помощью результатов работ [1], [5] доказывается
Теорема 1. Пусть f(x) ∈ C(q−1)([−1; 1]), q ⩾ 1. Если q(2α +

1) ⩽ 4r < q(2α + 1) + 4, q(2β + 1) ⩽ 4s < q(2β + 1) + 4, то
∥I(f −Hmq,r,sf)∥C = O((mq + r + s)1−qE(m−1)q+r+s(f

(q−1)) ln2m).
Следствие 1. Пусть f(x) ∈ C(1)([−1; 1]), − 1

2 < α, β ⩽ 1
2 . Тогда

∥R2m,1,1f∥C = O(m−1E2m(f ′) ln2m).
Следствие 2. Пусть f ′(x) ∈ Hγ([−1; 1]), 0 < γ ⩽ 1, − 1

2 < α,
β ⩽ 1

2 . Тогда ∥R2m,1,1f∥C = O(m−γ−1 ln2m).
Полиномы Эрмита можно применить и для аппроксимации по-

нимаемого в смысле конечной части по Адамару гиперсингулярного
интеграла

Iρf = Iρ(f ;x) =

∫ 1

−1

(1− t)α(1 + t)β
f(t)

(t− x)ρ+1
dt,

ρ = 1, 2, ..., −1 < x < 1, α > −1, β > −1.

Теорема 2. Пусть f(x) ∈ C(q−1)([−1; 1]), q ⩾ 1. Если ρ ⩽ q − 1,
2ρ + q(2α + 1) ⩽ 4r < 2ρ + q(2α + 1) + 4, 2ρ + q(2β + 1) ⩽

4s < 2ρ + q(2β + 1) + 4, то
∥∥∥Iρf −H

(ρ)
mq,r,sf

∥∥∥
C

= O((mq + r +

s)1−q−ρE(m−1)q+r+s(f
(q−1)) ln2m).
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СУЩЕСТВОВАНИЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
НЕЛИНЕЙНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

П.С. Соловьёв (Казань, КФУ)
pavel.solovev.kpfu@mail.ru

Пусть Ω — открытое ограниченное подмножество в Rn с непре-
рывной по Липшицу границей Γ, Ω = Ω∪Γ, n ⩾ 2. Изучается задача
нахождения наименьшего собственного значения λ ∈ Λ, Λ = [0,∞), и
соответствующей положительной собственной функции u(x), x ∈ Ω,
удовлетворяющих в обобщённом смысле однородному дифференци-
альному уравнению в частных производных второго порядка и од-
нородному граничному условию Дирихле:

−
n∑
i=1

∂

∂xi

(
p(λs)

∂u

∂xi

)
= r(λs)u, x ∈ Ω, u = 0, x ∈ Γ. (1)

Здесь p(η), r(η), η ∈ Λ, s(x), x ∈ Ω — заданные функции.
При фиксированном η ∈ Λ через γ(η) обозначим минимальное

собственное значение задачи на собственные значения

−
n∑
i=1

∂

∂xi

(
p(ηs)

∂w

∂xi

)
= γ(η)r(ηs)w, x ∈ Ω, w = 0, x ∈ Γ. (2)

Тогда собственное значение λ задачи (1) является корнем характе-
ристического уравнения γ(λ) = 1.

Предположим, что выполнены следующие условия.
1) Функции p(η), r(η), η ∈ Λ, s(x), x ∈ Ω, являются непрерывными

положительными.
2) Функции p(η), r(η), η ∈ Λ, являются неубывающими.

3) Справедливо соотношение lim
η→∞

p(η)

r(η)
= 0.

4) При c ∈ (1,∞) существует конечный предел lim
η→∞

r(cη)

r(η)
.
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Лемма 1. Пусть выполнено условие 1). Тогда минимальное
собственное значение γ(η) задачи (2) является положительным
простым и соответствует единственной нормированной положи-
тельной почти всюду в Ω собственной функции.

Лемма 2. Пусть выполнены условия 1)—4). Тогда γ(η) → 0 при
η → ∞.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)—4). Минимальное про-
стое собственное значение λ задачи (1), отвечающее единствен-
ной нормированной положительной почти всюду в Ω собственной
функции u, существует тогда и только тогда, когда γ(ξ) > 1 для
некоторого ξ ∈ Λ.

Обозначим через κ минимальное собственное значение задачи

−
n∑
i=1

∂2v

∂x2i
= κv, x ∈ Ω, v = 0, x ∈ Γ.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1)—4), κp(0)/r(0) > 1.
Тогда существует минимальное простое собственное значение λ
задачи (1), отвечающее единственной нормированной положитель-
ной почти всюду в Ω собственной функции u.

Для αi, βi ∈ R, αi < βi, i = 1, 2, . . . , n, обозначим

Q =

n∏
i=1

[αi, βi], κ0 =

n∑
i=1

(
π

βi − αi

)2

.

Теорема 3. Пусть выполнены условия 1)—4), κ0p(0)/r(0) > 1,
Q ⊆ Ω. Тогда существует минимальное простое собственное зна-
чение λ задачи (1), отвечающее единственной нормированной поло-
жительной почти всюду в Ω собственной функции u.

Полученные результаты могут быть применены при математиче-
ском моделировании баланса заряженных частиц высокочастотного
индукционного разряда пониженного давления [1,2].
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ОЦЕНКИ ЧИСЛА НЕСАМОПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ
ПУТЕЙ НА КВАДРАТНОЙ РЕШЕТКЕ

P.Е. Солонченко, Ю.П. Вирченко (Белгород, БГТУ)
virch@bsu.edu.ru

Исследуется проблема об укладке несамопересекающихся/несп-
рямляемых путей на квадратной решетке Z2, которая является бес-
конечным графом с бинарным отношением смежности φ(·, ·) ее уз-
лов. Это отношение устанавливается формулой φ(x, y) ⇔ y − x ∈
{±ej ; j ∈ {1, 2}}, где e1 = ⟨1, 0⟩, e2 = ⟨0, 1⟩ — орты решетки. Путем
γ(x) длины n с началом в узле x ∈ Z2 называется последовательность
γ(x) = ⟨x, x1, ..., xn⟩, в которой xj ∈ Z2 и выполняется φ(xj , xj−1),
j = 1, 2, .., n с x0 ≡ x. Путь называется несамопересекающимся, если
для любой пары {j, k} номеров имеет место xj ̸= xk. Такой путь на-
зывается неспрямляеым, если |xj − xk| > 1 для всех k ̸= j± 1. Пусть
An(x) — класс неспрямляемых путей длины n с начальным узлом
x. Задача состоит в том, чтобы вычислить асимптотику функции
Mn = |An(x)| от n ∈ N при n→ ∞.

Положительно направленными путями γ(x) = ⟨x, x1, ..., xn⟩ бу-
дем называть такие, у которых xk − x = n

(1)
k e1 + n

(2)
k e2 с n(j)k ⩾ 0,

k = 1÷ n, j ∈ {1, 2}. Все положительно направленные пути являют-
ся неспрямляемыми. Число всех положительно направленных путей
длины n, очевидно, равно 2n. Тогда, так как число всех путей на
квадратной решетке длины n с фиксированным начальным узлом
равно 3n, то имеет место асимптотическая формула Mn = nO(1),
где 2 ⩽ O(1) ⩽ 3. Следовательно,

2 ⩽ lim inf
n→∞

lnMn, lim sup
n→∞

lnMn ⩽ 3 .

Гипотеза состоит в том, что существует постоянная

a = lim inf
n→∞

lnMn = lim sup
n→∞

lnMn , 2 < a < 3 .

Требуется определить (возможно точнее) эту постоянную.
Предлагается численный статистический подход для определе-

ния постоянной a на основе метода Монте-Карло. Он основан на
построении специального случайного процесса с дискретным време-
нем ⟨k̃n;n ∈ N⟩ и использовании его эргодических свойств. С этой
целью, строится процесс случайного блуждания с ограничениями
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⟨x̃m;m ∈ N+⟩. Он, в свою очередь, основан, при фиксации началь-
ного узла x̃0 = x, на процессе случайных сдвигов ⟨ẽm;m ∈ N+⟩ так,
что x̃m =

∑m
l=1 ẽl.

Процесс случайных сдвигов строится следующим образом. ẽ1 =
±ej , j ∈ {1, 2} с вероятностью 1/4 для каждого значения. Если опре-
делена случайная последовательность ⟨ẽk; k = 1÷n⟩ и имеется l воз-
можных сдвигов ẽn+1, для которых |x̃n+1 − x̃k| > 1, k = 1 ÷ n − 1,
l ∈ {1, 2, 3}, то вероятность реализации любого из них равна 1/l.
Если же множество таких сдвигов пусто, то соответствующий узел
x̃n является точкой остановки, и соответствующий сдвиг ẽn+1 = 0
с вероятностью 1. Обозначив набор сдвигов {es : |xn + es − xk| >
1, k = 1 ÷ n − 1} = Σn, указанное условие при построении случай-
ного процесса сдвигов сформулируем в виде определения условной
вероятности

Pr{ẽn+1 = es|x̃j = xj , j = 1÷ n− 1; es ∈ Σn, |Σn| = l} = 1/l , l ̸= 0

и Pr{ẽn+1 = 0|x̃j = xj , j = 1 ÷ n − 1; |Σn| = 0} = 1 . Построенный,
таким образом, процесс сдвигов оказывается эргодическим стацио-
нарным после исключения конечных случайных траекторий.

Случайный процесс сдвигов индуцирует эргодический стацио-
нарный случайный процесс ⟨k̃n = |Σn|;n ∈ N⟩, траектории ко-
торого определяют значение функционала M̃n =

∏n
j=1 k̃j . Тогда

⟨ln M̃n;n ∈ N⟩ стремится по вероятности при n → ∞ к процессу
со стационарными приращениями. При этом ln M̃n =

∑n
l=1 ln k̃l. По-

этому предел

lim
n→∞

1

n
ln M̃n = lim

n→∞

n∑
l=1

ln k̃l,

существует в силу эргодичности и, с вероятностью 1, имеет неслучай-
ный предел, то limn→∞ ln M̃n/n = limn→∞ ln Mn/n, который явля-
ется искомой постоянной a. Тогда, для вычисления этой постоянной,
достаточно сгенерировать методом Монте-Карло одну траекторию
процесса случайных сдвигов.
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О РЕШЕНИИ ОДНОГО ГИСТЕРЕЗИСНОГО
УРАВНЕНИЯ С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

Л.В. Стенюхин (Воронеж, ВГТУ)
stenyuhin@mail.ru

Физическая система с гистерезисом модели Bouc-Wen описы-
вается гомотопическим отображением

ΦBW (u, z, t) = αku(t) + (1− α)Dkz(t), (1)

где 0 ⩽ α ⩽ 1, k > 0, D > 0 и u(t), z(t) — кусочно- дифференциру-
емые функции, связанные уравнением

ż(t) = u̇(t)
(
α−

[
βsign(z(t)u̇(t)) + γ

]
|z(t)|n

)
, (2)

α, β > 0, γ, n — числа, n ∈ N, ż, u̇ — производная по времени,
t ∈ [−a; a], a > 0.

Положим, что эволюция модели определяется гармоникой

u(t) = A sinωt, u̇(t) = Aω cosωt,

βi = βsign(z(t)u̇(t)) + γ =

[
β1 = −β + γ,
β2 = β + γ,

i = 1; 2. (3)

Тогда уравнение гистерезиса (2) примет вид

ż(t) = Aω cosωt
(
α− βi|z(t)|n

)
, (4)

βi = βsign
(
Aωz(t) cosωt

)
+ γ, i = 1; 2.

Рассмотрим уравнение гистерезиса (4) с дифференциальным опе-
ратором дробного порядка k при n = 1 с начальным условием, по-
лучим задачу Коши{

dk

dtk
z(t) = −Aβiω cosωt |z(t)|+Aαω cosωt,

dk−1

dtk−1 z(t)|t→0 = b1.
(5)

Теорема 1. Решением задачи{
dk

dtk
z(t) = −Aβiω cosωt |z(t)|,

dk−1

dtk−1 z(t)|t→0 = b1.
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является функция

z(t) = b1

∞∑
j=1

(−Aβiω)j−1 · t
kj−1

Γ(kj)
= b1 · tk−1 · Ek,k(−Aβiωtk),

где Ek,k(·) — функция Миттаг-Леффлера.
Теорема 2. Решением задачи (5) является функция

z(t) = b1 · tk−1 · Ek,k(−Aβiωtk)+

+Aαω

t∫
0

(t− τ)k−1 · Ek,k[(−Aβiω)(t− τ)k] cosωt dτ.
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О ВЛИЯНИИ АППРОКСИМАЦИИ
STSP-РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ НА ОЦЕНКУ ИНТЕРВАЛА
ОХВАТА НЕПРЕРЫВНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ
А.В. Степанов (Санкт-Петербург,ВНИИМ им. Д.И. Менделеева)

stepanov17@yandex.ru

Рассмотрено стандартное двустороннее степенное распределение
(Standard Two-Sided Power Distribution, STSP) [1], плотность кото-
рого определена на отрезке [0, 1] и имеет вид:

f(x) =

 p
(
x
θ

)p−1
, 0 < x ⩽ θ,

p
(

1−x
1−θ

)p−1

, θ ⩽ x < 1;

здесь p > 0, 0 ⩽ θ ⩽ 1. Важным преимуществом данного распре-
деления является простота проводимых математических выкладок
(при достаточно широком разнообразии), и, как следствие, простота
выражений для интервалов охвата. Например, для симметричного
случая (θ = 0.5) интервал охвата, отвечающий уровню доверия P0,
имеет вид:

[
1
2

p
√
1− P0, 1− 1

2
p
√
1− P0

]
. Для асимметричного (θ > 0.5)

STSP-распределения односторонний интервал охвата определяется
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следующим образом:
[
θ p

√
1−P0

θ , 1

]
(выражение для асимметричного

двустороннего интервала охвата выглядит несколько сложнее). Для
симметричного случая также получено выражение для коэффици-
ентов охвата.

Оценивание интервалов охвата является важной задачей при об-
работке измерительных данных (их рассматривают в качестве ме-
ры расширенной неопределенности [2]). В работе изучалось влияние
выбора аппроксимации плотности непрерывного распределения из-
меряемой величины (вообще говоря, неизвестной), на получаемые
оценки. Оценивание проводилось методом Монте-Карло для некото-
рых семейств аппроксимируемых (модельных) измерений. А именно,
по сгенерированной из модельного непрерывного распределения f0
выборке заданной длины n получали оценки θ̂, p̂ параметров аппрок-
симирующего STSP-распределения (используя метод максимального
правдоподобия и метод моментов), которые, в свою очередь, приме-
нялись для вычисления интервала охвата Î = [ĉ1, ĉ2] аппроксими-
рующего распределения. Указанный интервал служил оценкой ин-
тервала охвата для исходного (аппроксимируемого) распределения,
а показателем качества данной оценки, — отклонение интеграла P̂0

от плотности f0 по отрезку Î от исходного уровня доверия P0 (при
этом, естественно, ожидалось, что величина P̂0 не будет значимо, т.е.
больше, чем на единицы процентов, отличаться в меньшую сторону
от P0). В качестве метрик выступали как усредненное по эксперимен-
там (прогонам) значение величины P̂0, так и процентное соотноше-
ние числа экспериментов, для которых величина |P̂0−P0| незначима,
к их общему числу. Рассматривались также доверительные границы
для P̂0. Оценивались как симметричные, так и асимметричные (дву-
сторонние и односторонние) интервалы охвата. Эксперименты про-
водились для различных значений n. В качестве аппроксимируемых
распределений рассматривались, в частности: само STSP; равномер-
ное и усеченное нормальное распределение (определенные на отрез-
ке [θ1, θ2] ⊂ [0, 1]); бета-распределение. Особый интерес может пред-
ставлять случай, когда плотность исходного распределения сосре-
доточена вблизи одного из концов отрезка [0, 1] [3]. Было показано,
что при рассмотрении модельных распределений из семейства STSP
оценки границ являются смещенными (вследствие смещенности θ̂,
p̂), но, в большинстве случаев, отклонение P̂0 от P0 не является зна-
чимым. В качестве альтернативы методам максимального правдопо-
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добия и моментов рассматривалсяя также метод выбора наилучшего
STPS-приближения из конечного множества таких приближений [4].
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УНИМОДАЛЬНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ВЕРОЯТНОСТЕЙ ЗНАЧЕНИЙ ЭКСТЕНСИВНОГО
ФУНКЦИОНАЛА ОТ ТРАЕКТОРИЙ СЛУЧАЙНОЙ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
А.М. Теволде, Ю.П. Вирченко (Белгород, БелГУ)

virch@bsu.edu.ru

В работе устанавливаются необходимое и достаточное условия
унимодальности распределения вероятностей функционала, кото-
рый представляется суммой набора независимых, одинаково распре-
деленных случайных неотрицательных величин x̃k со случайным
числом слагаемых распределенным по Пуассону. Общее распреде-
ление слагаемых x̃k сосредоточено на отрезке [0, 1] и таково, что
Pr{x̃k = 0} ≠ 0. Его абсолютно непрерывная часть асимптотически
близка к равномерному распределению.

Рассмотрим последовательность ⟨x̃k; k ∈ N⟩ неотрицательных
независимых, одинаково распределенных величин с общей плотно-
стью распределения w(x) = θ(x)θ(1 − x) и функционал H[x̃k] =∑ñ
k=1 x̃k, со случайным числом ñ слагаемых так, что значения n ∈ N

случайной величины ñ распределены по Пуассону, Pr{ñ = n} =
λne−λ/n!, где H[x̃k] ≡ 0 при n = 0. Тогда плотность распределения
случайных значений функционала H[x̃k] имеет вид e−λδ(x) + g(x),

© Теволде А.М., Вирченко Ю.П., 2024
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где δ(·) — обобщенная функция Дирака и плотность g абсолютно
непрерывной части распределения дается формулой

g(x) = e−λ
∞∑
m=1

λm

m!
wm∗ (x) , x ∈ [0,∞) , λ > 0 . (1)

Здесь wm∗ — m-я степень операции свертки плотности w, определяе-
мая при [0,∞) рекуррентно как

(wm∗ )(x) =

∫ x

0

w(x− y)(wm−1
∗ )(y)dy , m ⩾ 1 , N ⩾ 2 .

Доказаны следующие утверждения.

Теорема 1. Плотность g представима в виде

g(x) =

∞∑
k=0

θ(x− k)θ(k + 1− x)Rk+1(x)

с коэффициентами

Rk(x) = e−λ
∞∑
m=k

λm

(m− 1)!

k−1∑
l=0

(−1)l

l!(m− l)!
(x− l)m−1 , k ∈ N,

где каждая из функций Rk(x) > 0 определена в [k, k+1) и при этом
limx→k−0Rk(x) = Rk+1(k) при k > 1 и их производные Ṙk(x) удовле-
творяют limx→k−0 Ṙk(x) = Ṙk+1(k) при k > 2.

Теорема 2. Если параметр λ > 0 удовлетворяет условию

1 >

∞∑
m=2

λm−1

m!(m− 1)!
,

то функция g имеет единственный максимум в точке x∗ = 1. Ес-
ли, наоборот, g имеет единственный максимум в x∗, то, с необхо-
димостью, параметр λ удовлетворяет условию

∞∑
m=3

λm−2

m!(m− 2)!
< 1/2 .

Качественный анализ плотности g и доказанные в результате это-
го анализа утверждения Теорем 1 и 2, связаны с изучением матема-
тической модели электрического пробоя тонкой пленки полимерно-
го материала, в котором случайным образом, в среднем однородно
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с малой плотностью распределены вкрапления материала, обладаю-
щего существенно меньшей электрической прочностью по сравнению
с материалом пленки. Эти вкрапления, имеют сферическую форму
и обладают случайным размером. Анализ такой модели, в несколько
отличных условиях производился в работе [1], где вкрапления имели
форму полусфер с экспоненциально распределенным размером.

С физической точки зрения интерес представляет поиск условий,
при которых происходит нарушение унимодальности плотности g.

Литература
1. Virchenko Yu.P. Bifurcation of distribution function of

electric breakdown voltages of polymer enamel-lacquer coatings /
Yu.P. Virchenko, A.D. Novoseltsev // Journal of Physics: Conf. Series. —
2021. — V.1902. — 012091.

ЭФФЕКТ КЛЕТОЧНОСТИ ДЛЯ МОДЕЛЬНЫХ
ИЗОСПЕКТРАЛЬНЫХ БИЛЛИАРДОВ С КРАЕВЫМИ

УСЛОВИЯМИ ДИРИХЛЕ
С.А. Титаренко (Санкт-Петербург, ТПП СПб)

titarenko.sa@gmail.com

Квантовый биллиард — это область Ω, где локализована части-
ца с энергетическим спектром {0 < E1 < E2 ⩽ . . .}, определяе-
мым уравнением Шрёдингера как собственные значения лапласиана:
−∆Wn = EnWn, Wn |∂Ω= 0, Wn — волновые функции частицы. На
рис.1 даны авторы и найденная ими пара биллиардов Ω и Ω̃ (внут-
ренние построения наши), спектры которых совпадают как счетные
множества En = Ẽn,∀n, но сами биллиарды неизометричны. Любые
такие биллиарды клеточны, и их волновые функции переплетены ор-
тогональной симметричной матрицей t (см. доказательство для об-
щего случая в нашем препринте Санкт-Петербургского матобщества
№04, 2020) ⇒ для 7-клеточных биллиардов рис.1 справедлива фор-

мула переплетения: W̃ =
6∑
i=0

6∑̃
j=0

tij̃Wi(j̃). Здесь W̃ := W̃n;Wi(j̃) :=

сужение Wn на i-ю клетку из Ω, перенесенное клеточной изометрией
T (рис.1) в j̃-ю клетку из Ω̃. Цель данной работы: напрямую найти
матрицу t для модельного примера рис.1, проиллюстрировав общий
случай. Обозначив aj+1 = t0j̃ , выпишем найденную матрицу 7 x 7
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(см. пояснения ниже и рис.1):

0̃ 1̃ 2̃ 3̃ 4̃ 5̃ 6̃
0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7
1 a5 −a2 a4 a3 a1 −a6 −a7
2 a2 a1 −a3 −a4 a7 −a6 a5
3 a6 a3 −a1 a4 −a7 −a2 −a5
4 a3 a6 a1 −a4 −a5 a2 −a7
5 a7 −a1 −a4 −a3 a2 a6 −a5
6 a4 −a6 a5 −a3 −a1 −a2 a7

(1)

W1 = W0 на ребре p3 (пунктир) в Ω ⇒ на p3 между клетка-
ми 4̃ и 0̃ в Ω̃ должно выполняться t14̃W1(4̃) = t00̃W0(0̃) ⇒ t14̃ =

t00̃ = a1; t10̃ = t04̃ = a5. Аналогично для p3 между клетками 2̃ и
3̃ : t12̃ = t03̃ = a4; t13̃ = t02̃ = a3. Нулевое краевое условие на ребре p3
(пунктир) в клетке 1̃ обеспечивается вычитанием изометрично пере-
несенных сужений ⇒ t16̃ = −t06̃ = −a7 и т.д. до заполнения матрицы
t (1). Ее ортогональность требует единичных квадратов норм столб-
цов t0̃ . . . t6̃ ⇒ 7 линейных уравнений для a2j : 0̃ : a21 + . . .+ a27 = 1; 1̃ :

2(a22+a
2
1+a

2
6)+a

2
3 = 1; 2̃ : 2(a23+a

2
4+a

2
1)+a

2
5 = 1; 4̃ : 2(a25+a

2
1+a

2
7)+a

2
2 =

1; 3̃ : 4a24 + 3a23 = 1; 5̃ : 4a26 + 3a22 = 1; 6̃ : 4a27 + 3a25 = 1. Обозначая
неизвестные как a2 и b2 : a22 = a23 = a25 = a2; a21 = a24 = a26 = a27 = b2,
из 7 уравнений нормировки имеем равенство: 4a2 +3b2 = 1.(∗) Возь-
мем для aj при извлечении корней +a и +b и подставим в матрицу
t (1). Ортогональность разных столбцов tj̃ (6 х 7/2=21 уравнение,
выписываем только первое) замечательно дает одно и то же равен-
ство: (t0̃, t1̃) = 0 ⇒ ba + a(−a) + ab + ba + ab + b(−b) + b(−b) =
4ab − 2b2 − a2 = 0.(∗∗) Система (*) и (**) для a и b совпадает с
уравнениями, найденными Бузером и соавт. (рис. 1) иным способом.

Построение переплетающей матрицы t — это прямое доказатель-
ство равенства спектров биллиардов рис.1: сужения волновых функ-
ций Wn на клетки из Ω, изометрично перенесенные в клетки Ω̃
и гладко «склеенные» с соблюдением нулевого краевого условия,
дают в сумме W̃n и Ẽn = En. Это чисто алгебраическое доказа-
тельство, кроме наличия трех отрезков на границе клетки и отсут-
ствия самоналожений при зеркальных отражениях клеток, не на-
кладывает ограничений на их геометрию и размерность ⇒ выбирая
разные клетки, мы неограниченно генерируем новые примеры изо-
спектральных неизометричных биллиардов. Например, взяв клет-
ку на рис.2, получим новые биллиарды с одинаковым (но другим!)
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спектром. Взяв на рис.2 вместо кругов с отсеченными круговыми
сегментами шары, у которых соответствующие шаровые сегменты
отсечены плоскостями, перпендикулярными горизонтальной плоско-
сти, подсоединив в местах отсечений сплошные цилиндры диаметра-
ми p1, p2, p3 и отражая такие клетки относительно круговых торцов
цилиндров, мы получим трехмерные изоспектральные биллиарды.
Если наклонить отсекающие плоскости, получатся более сложные
изоспектральные тела. Существование сплетающей матрицы t есть
необходимое, но не достаточное условие неизометричности билли-
ардов с одинаковым спектром: правильный треугольник в качестве
клетки дает изометричные 7-клеточные «пропеллеры».

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
С ПАМЯТЬЮ И АКУСТИЧЕСКИМИ ГРАНИЧНЫМИ

УСЛОВИЯМИ1

Ж.Д. Тотиева
1 Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России, соглашение № 075-

02-2024-1379
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(Владикавказ, ЮМИ ВНЦ РАН, СКЦМИ ВНЦ РАН)
jannatuaeva@inbox.ru

Рассматривается волновое уравнения с памятью и акустическими
граничными условиями:

utt − uxx +

∫ t

0

k(t− s)uxx(x, s) ds = 0, (x, t) ∈ I × (0, T ), (1)

u
∣∣
x=0

≡ 0, 0 < t < T, (2)[
ux −

∫ t

0

k(t− s)ux(x, s) ds
]∣∣∣∣∣
x=l

= y′(t), 0 < t < T, (13)

ut
∣∣
x=l

= −py′(t)− qy(t), 0 < t < T, (4)

u
∣∣
t=0

= u0(x), ut
∣∣
t=0

= u1(x), x ∈ I, (5)

где u(x, t) есть потенциал скорости; k(t) ядро памяти; y(t) смещение
на границе x = l; T, p, q фиксированные положительные постоян-
ные, I = (0, l) ⊂ R.

Ядро интегрального слагаемого (памяти) описывает вязкие свой-
ства среды и не поддается непосредственному измерению. Предпо-
ложим, что известна следующая информация:∫ l

0

φ(x)ux(x, t)dt = f(t), t ∈ [0, T ], (6)

ux(x, t)
∣∣∣
x=0

= g(t), t ∈ [0, T ], (7)

где g(t), f(t) данные измерений, в частности, f(t) прдставляет усред-
ненную скорость на I, φ есть функция, зависящая от типа измери-
тельного прибора, для которой supp(φ) ⊆ I.

Если функция k(t) известна, то начально-краевая задача (1)-(5)
определения u(x, t) и y(t) называется прямой задачей. Обратная
задача заключается в восстановлении u(x, t), y(t) и k(t) из системы
(1)-(7).

Качественное исследование прямой задачи (1)-(5) в ограниченной
области Ω ⊂ Rn(n ⩾ 1) с границей Γ = Γ0∪Γ1 класса C2, Γ0∩Γ1 = ∅,
было представлено в работе [1]. Ниже используются стандартные
обозначения соболевских пространств [2]. Предполагается, что:
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(i1) u0(x), u1(x) ∈ H4(I), φ(x) ∈ H3
0 (I).

(i2) α−1 :=
∫ l
0
φ′(x)u′′0(x)dx ̸= 0.

(i3) g(t) ∈ H2(0, T ), f(t) ∈ H4(0, T ) :
y′(0) = u′0(l), y

′′(0) = u′1(l)− k(0)u′0(l),

k(0) = α(f ′′′(0)−
∫ l
0
v0(x)φ

′′′(x)dx),∫ l
0
φ(x)u′0(x)dx = −

∫ l
0
φ′(x)u0(x)dx = f(0),∫ l

0
φ(x)u′1(x)dx = −

∫ l
0
φ′(x)u1(x)dx = f ′(0),∫ l

0
φ(x)u′′0(x)dx = −

∫ l
0
φ′(x)u′0(x)dx = f ′′(0).

−
∫ l
0
φ′(x)[u′′1(x)− k(0)u′′0(x)]dx = f ′′′(0).

Исследование разрешимости задачи (1)-(7) целесообразнее про-
водить в терминах функций v := ut + (py′ + qy)xl , так как в этом
случае для v имеем нулевые граничные условия, что необходимо при
доказательстве следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть ввыполнены условия (i1)-(i3). Тогда суще-
ствует такое τ ∈ (0, T ), что обратная задача (1)-(7) имеет един-
ственной решение

(v, k, y) ∈ H3(0, τ ;H1
0 (I) ∩H2(I))×H1(0, τ)×H3(0, τ).

Литература
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О ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОМ ОПЕРАТОРЕ
СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ В АНИЗОТРОПНОМ

ПРОСТРАНСТВЕ ЛЕБЕГА
Н.И. Трусова, И.В. Барышева, Е.В. Фролова

(Липецк, ЛГПУ имени П.П. Семенова-Тян-Шанского)
trusova.nat@gmail.com

Пусть D = {x : ai ⩽ xi ⩽ bi, i = 1, n} — конечный замкнутый па-
раллелепипед в Rn, α, α — мультииндексы, дополняющие друг друга
до полного мультииндекса (1, 2, . . . , n) и D = Dxα

×Dxα
. Обозначим
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через m размерность параллелепипеда Dxα (1 ⩽ m ⩽ n), тогда па-
раллелепипед Dxα

будет иметь размерность равную n−m.
Рассмотрим частно-интегральный оператор K(

K(m)
α u

)
(x) =

∫
Dtα

κ(x; tα)u(tα;xᾱ) dtα, x = (xα, xα) ,

в котором ядро

κ =
kα(x; tα)

|xα − tα|β

при β < m имеет слабую особенность.
Частно-интегральные операторы со слабой особенностью ранее

изучались в пространстве непрерывных функций двух переменных в
[1]. Классические интегральные операторы такого вида хорошо изу-
чены в работах [2, 3, 4].

Обозначим через Lp(D) анизотропное пространство Лебега, где
мультииндекс p = (p1, p2, . . . , pn), pi ⩾ 1 (i = 1, n), норма в котором
определяется равенством

∥u∥Lp(D) =

( bn∫
an

( bn−1∫
an−1

. . .

( b2∫
a2

[ b1∫
a1

|u(x)|p1 dx1

]p2/p1
dx2

)p3/p2
. . .

. . . dxn−1

)pn/pn−1

dxn

)1/pn

.

Теорема 1. Пусть p, p′ — фиксированные сопряженные показа-
тели Гельдера, число β удовлетворяет условию βpp′ < m, функция
u ∈ L(p,p2)(Dtα , Dxα

) и k(x; tα) ∈ L((p′)2, pp′, pp′)(Dtα , Dxα
, Dxα

). Тогда
для ЧИ-оператора K(m)

α справедлива следующая равномерная оценка

∥K(m)
α u∥Lp(D) ⩽ A ∥k∥L((p′)2, pp′, pp′)(Dtα ,Dxα ,Dxα

) ∥u∥L(p,p2)(Dtα ,Dxα
) ,

где

A =

 ∫
Dxα

 ∫
Dtα

1

|xα − tα|βpp′
dtα


p
p′

dxα


1
p2

.
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Ограниченность константы A следует из оценки

A ⩽

 ∫
Dxα

 ∫
BR

1

|xα − tα|βpp′
dtα


p
p′

dxα


1
p2

=

=

 ∫
Dxα

(
|S1(m)|Rm−βpp′

m− βpp′

) p
p′

dxα


1
p2

=

=

(
|S1(m)|Rm−βpp′

m− βpp′

) 1
pp′

|Dxα
|

1
p2 ,

полученной переходом к сферическим координатам, где BR – шар с
центром в точке xα и радиуса R большего, чем диаметр параллеле-
пипедаDα: BR = {tα : |xα−tα| < R}, |S1(m)| — площадь поверхности
сферы единичного радиуса в Rm, |Dxα

| — объём параллелепипеда.
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ПРОБЛЕМА ФОРМИРОВАНИЯ
АЛГОРИТМИЧЕСКОГО МЫШЛЕНИЯ СТУДЕНТОВ

ПРИ ИЗУЧЕНИИ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ
Е.Л. Туренова, И.В. Добрынина (Москва, МГТУ ГА, МТУСИ)

turenova@yandex.ru, ivdobrynina@rambler.ru

Современное общество и процессы, связанные с его информати-
зацией, вносят коррективы в преподавательскую деятельность, что
заставляют преподавателей повышать темп и эффективность обуче-
ния студентов, в том числе такой дисциплине, как высшая матема-
тика.
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Ценность математических знаний известна всем, однако найти
оптимальный баланс теории и практики удается немногим. Зачастую
ситуацию улучшает моделирование и алгоритмизация. Остановимся
на последней. Известные ученые так или иначе изучали проблему
формирования алгоритмического мышления, равно как и связанную
с ней алгоритмическую деятельность, назовем лишь некоторых из
них: Л.В. Виноградова, Л.М. Фридман, А.Я. Хинчин и другие [1].
В вузах данная проблема тесным образом переплетается с вопросом
сформированности компетенций выпускника в соответствии с основ-
ной образовательной программой.

Ввиду нехватки в учебных планах часов на изучение той или иной
темы преподаватель зачастую на лекционных либо практических
занятиях ограничивается лишь озвучиванием алгоритмов решения
тех или иных задач, которые затем прорабатываются на конкрет-
ных примерах. С одной стороны, это дает возможность сэкономить
время, воспользоваться готовыми алгоритмами. С другой, встает во-
прос механического запоминания алгоритмов, которые к промежу-
точной аттестации сильно возрастают в числе. В результате студент,
беря билет и ознакомившись с задачами, не всегда может вспомнить
нужный алгоритм и тем более применить его.

Авторами [2] предлагается следующее. Во-первых, тщательно
разработать учебные планы вместе с выпускающми кафедрами. Во-
вторых, важны составление рабочих программ и оценочных средств
для того, чтобы суметь проработать каждый раздел рабочей про-
граммы в теории и практике. С этой целью на кафедре матема-
тического анализа Московского технического университета связи и
информатики (МТУСИ) создан расширенный учебно-методический
комплекс, причем в интерактивной форме. Он позволяет глубже изу-
чить теоретический материал, на его основе понять алгоритмы реше-
ния основных задач, закрепить и проверить свои знания. Комплекс
содержит и так называемые семестровые индивидуальные домашние
задания, позволяющие более тщательно проработать основные во-
просы дисциплины. Все это помогает не только лучше распознавать
основные классы задач, но и обоснованно проходить шаги нужного
алгоритма. Конечно, в МТУСИ изучаются вопросы математической
логики и теории алгоритмов, поэтому студенты сами могут соста-
вить требуемые алгоритмы решения задач, в ряде вузов приходится
основываться на школьных знаниях. Поэтому роль преподавателя в
формировании алгоритмического мышления возрастает.
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В последнее время используют различные программы для реше-
ния задач высшей математики, однако и здесь хорошему професси-
оналу необходимо понимать алгоритмы, в них заложенные [3].

Не все задачи являются алгоритмически разрешимыми. Выде-
лить разрешимые зачастую является предметом научного исследо-
вания [4].
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раганды: Караганд. ун-т «Болашак», 2009. — Т. 4. — С. 89–94.
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ник+, 2022. — 82 с.

3. Туренова Е.Л. О применении информационных технологий в
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нина // Математика и ее приложение в науке и образовании : ма-
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4. Добрынина И.В. Об алгоритмической разрешимости проблемы
обобщенной сопряженности подгрупп в группах Кокстера с древес-
ной структурой / И.В. Добрынина, Е.Л. Туренова // Мягкие изме-
рения и вычисления. — 2021. — Т. 39, № 2. — С. 7–14.

ИТЕРАЦИОННАЯ ВЫПУКЛАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ
РОБАСТНОГО ОЦЕНИВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ

РЕГРЕССИОННЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ
А.Н. Тырсин (Екатеринбург, УрФУ)

at2001@yandex.ru

При построении линейных регрессионных моделей в ряде слу-
чаях приходится сталкиваться со стохастической неоднородностью
данных. Это проявляется в нарушении условий теоремы Гаусса-
Маркова, в частности наблюдения могут быть засорены грубыми
ошибками. В этих условиях оценивание регрессионных зависимостей
выполняют с помощью робастных (устойчивых) методов [1]. Пара-
метры модели определяются с помощью решения задачи минимиза-
ции по выборке данных (xi1, . . . , xim, yi), i = 1, . . . , n:
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Q(a) =

n∑
i=1

ρ

∣∣∣∣∣∣yi − a0 −
m∑
j=1

ajxij

∣∣∣∣∣∣
⇒ min

a∈Rm+1
, (1)

где ρ(·) — определенная на положительной полуоси вогнутая или
выпукло-вогнутая функция потерь, для которой: 1) ρ(0) = 0; 2) ∀x >
0 ρ′(x) > 0; 3) ∃c ⩾ 0 : ∀x ⩽ (>)c ρ′′(x) ⩾ (<)0.

Целевая функция Q(a) — не выпуклая, поэтому задача (1) в об-
щем случае может иметь множество локальных минимумов. Это
приводит к значительному росту вычислительной трудоемкости ее
решения, что затрудняет применение робастных методов для дина-
мического моделирования быстроменяющихся процессов в режиме
реального времени.

В [2] предложен один из вариантов снижения вычислительной
сложности решения задачи (1) путем сведения к решению после-
довательности выпуклых задач минимизации взвешенным методом
наименьших модулей (ВМНМ). Данный алгоритм может быть обоб-
щен следующим образом.

Случай 1. 0 ⩽ limx→+0
ρ(x)
x2 < ∞. Вместо задачи (1) итерационно

решаем последовательность задач минимизации взвешенным мето-
дом наименьших квадратов (ВМНК)

W (k)(a) =

n∑
i=1

p
(k)
i (yi − a0 −

m∑
j=1

ajxij)
2 ⇒ min

a∈Rm+1
,

где p(k)i =
ρ
(∣∣∣yi−a(k−1)

0 −
∑m

j=1 a
(k−1)
j xij

∣∣∣)
(yi−a(k−1)

0 −
∑m

j=1 a
(k−1)
j xij)2

, a
(k−1)
j — ВМНК-оценки на (k−

1)-й итерации, a(0)j — МНК-оценки, p(0)i = 1, i = 1, . . . , n.

Случай 2. 0 ⩽ limx→+0
ρ(x)
x < ∞. Вместо задачи (1) итерационно

решаем последовательность задач минимизации ВМНМ

V (k)(a) =

n∑
i=1

p
(k)
i |yi − a0 −

m∑
j=1

ajxij | ⇒ min
a∈Rm+1

,

где p(k)i =
ρ
(∣∣∣yi−a(k−1)

0 −
∑m

j=1 a
(k−1)
j xij

∣∣∣)
|yi−a(k−1)

0 −
∑m

j=1 a
(k−1)
j xij |

, a
(k−1)
j — ВМНМ-оценки на (k−

1)-й итерации, a(0)j — МНМ-оценки, p(0)i = 1, i = 1, . . . , n.
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Случай 3. limx→+0
ρ(x)
x = ∞. Все узловые точки будут задачи ло-

кальными минимумами функции Q(a) [3], и задачу (1) нельзя свести
к последовательности выпуклых задач минимизации.
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ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ ДРОБНОГО
ПОРЯДКА

Т.А. Ульвачёва (Воронеж, ВГПУ)
tanya438@mail.ru

Пусть E1, ..., En — банаховы пространства. Будем рассматривать
банахово пространство E = E1 × ...× En с нормой

∥x∥E = max
1⩽i⩽n

∥xi∥Ei
,

где x = (x1, ..., xn). Рассмотрим систему полулинейных дифферен-
циальных включений дробного порядка в пространстве E :

CDq1
0 x1(t) ∈ A1x1(t) + F1(t, x1(t), ..., xn(t)), t ∈ [0, T ],

....................................................................
CDqn

0 xn(t) ∈ Anxn(t) + Fn(t, x1(t), ..., xn(t)), t ∈ [0, T ],

(1)

где CDqi
0 — производные Капуто дробных порядков qi, 0 < qi < 1,

i = 1, ..., n; линейные операторы Ai : D(Ai) ⊆ Ei → Ei, i = 1, ..., n
удовлетворяют следующему условию:

© Ульвачёва Т.А., 2024
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(Ai) Ai — неплотно определенные операторы Хилле-Иосида, порож-
дающие сильно непрерывные ограниченные полугруппы.

Символом Kv будем обозначать совокупность всех непустых вы-
пуклых компактных подмножеств пространства. Определим много-
значную нелинейность F : [0, T ]× E → Kv(E) как

F (t, x) = F1(t, x)× ...× Fn(t, x),

где каждый мультиоператор Fi : [0, T ] × E → Kv(Ei), i = 1, ..., n
удовлетворяет следующим условиям:

(F1i) для любого x ∈ E мультифункция Fi(·, x) : [0, T ] → Kv(Ei) име-
ет сильно измеримое сечение;

(F2i) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение Fi(t, ·) : E → Kv(Ei) по-
лунепрерывно сверху;

(F3i) для некоторого pi > 1
qi

мультиоператор Fi является локально
pi-интегрально ограниченным.

Введем в пространстве E векторную меру некомпактности
(МНК) Хаусдорфа X , положив для ограниченного множества Ω ⊂ E:

X (Ω) =
(
χ1(Ω1), ..., χn(Ωn)

)T
∈ Rn+,

где χi — МНК Хаусдорфа в пространстве Ei, а Ωi обозначает про-
екцию множества Ω на Ei, i = 1, ..., n. Пусть многозначная нелиней-
ность F удовлетворяет следующему условию X -регулярности:

(F4i) существуют функции µi ∈ Lpi+ , i = 1, ..., n такие, что для любого
ограниченного множества Ω ⊂ E выполнено
X
(
F (t,Ω)

)
⩽ M(t)X (Ω) п.в. t ∈ (0, T ), где матрица M(t) име-

ет вид:

M(t) =


µ1(t) 0 ... 0
0 µ2(t) ... 0
... ... ... ...
0 0 ... µn(t)


Мы будем рассматривать задачу о существовании интегральных

решений x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) системы (1), удовлетворяющих на-
чальным условиям

x1(0) = x01 ∈ D(A1), ..., xn(0) = x0n ∈ D(An). (2)
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Теорема 1. При выполнении условий (Ai), (F1i) − (F4i) суще-
ствует τ, 0 < τ ⩽ T такое, что задача (1),(2) имеет интегральное
решение на промежутке [0, τ ].

Для формулировки глобальной теоремы существования решения
заменим условия (F3i) на условия подлинейного роста:

(F3′i) для каждого i = 1, ..., n существует функция αi(·) ∈ Lpi+ (0, T )
такая, что ∥Fi(t, x)∥Ei

⩽ αi(t)(1 + ∥xi∥Ei
) п.в. t ∈ [0, T ].

Теорема 2. При выполнении условий (Ai), (F1i), (F2i), (F3
′
i),

(F4i) множество всех интегральных решений задачи (1), (2) на
промежутке [0, T ] непусто и компактно.

Литература
1. Obukhovskii V. On semilinear differential inclusions in Banach

spaces with nondensely defined operators / V. Obukhovskii, P. Zecca //
J. Fixed Point Theory Appl. — 2011. — Vol.9, no. 1. — P.85–100.

РАЗРЕШЕНИЕ ВЫРОЖДЕННОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО

ПОРЯДКА1

В.И. Усков (Воронеж, ВГЛТУ)
vum1@yandex.ru

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка:

A
d2u

dt2
= B

du

dt
+ Cu(t) + f(t), (1)

где A,B,C — замкнутые линейные операторы, действующие из ба-
нахова пространства X1 в банахово пространство X2; domA = X1;
domB = X1; domC = X1; f(t) — заданная функция со значениями в
X2; t ∈ [0; tk].

Оператор A фредгольмов с нулевым индексом, обладающий од-
номерным ядром. Исследуется случай:

⟨QBe, φ⟩ = 0, ⟨(QBA−B +QC)e, φ⟩ ≠ 0. (2)

В работе [1] получен следующий результат.

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда, № 24–
21–20012, https://rscf.ru/project/24-21-20012/
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Теорема 1. Пусть выполнено (2), и функция f(t) дважды диф-
ференцируема. Тогда уравнение (1) равносильно системе:

d2u

dt2
= K1

du

dt
+K0u(t) + F (t),

⟨(QBdu
dt

+QCu(t) +Qf(t)), φ⟩ = 0,

⟨((QBA−B +QC)
du

dt
+QBA−Cu(t) +QBA−f(t) +Q

df

dt
), φ⟩ = 0,

в обозначениях:

K1(·) = A−B(·)− ⟨(QB(A−B)2 +QBA−C +QCA−B)(·), φ⟩
⟨(QBA−B +QC)e, φ⟩

e,

K0(·) = A−C(·)− ⟨(QBA−BA−C +QCA−C)(·), φ⟩
⟨(QBA−B +QC)e, φ⟩

e,

F (t) = A−f(t)−

−
⟨(QBA−BA−f(t) +QCA−f(t) +QBA− df

dt
+Q

d2f

dt2
), φ⟩

⟨(QBA−B +QC)e, φ⟩
e.

Теперь для уравнения (1) поставим задачу Коши:

u(0) = u0 ∈ X1,
du

dt
(0) = u1 ∈ X1. (3)

Из теоремы 1 следует теорема.
Теорема 2. Пусть выполнено (2). Пусть операторы K1,K0

ограничены, функция F (t) непрерывна. Тогда решение задачи (1),
(3) существует при выполнении условий согласования:

⟨(QBu1 +QCu0 +Qf(0)), φ⟩ = 0,

⟨((QBA−B +QC)u1 +QBA−Cu0 +QBA−f(0) +Q
df

dt
(0)), φ⟩ = 0

и единственно.
Более общий случай n-мерного ядра с переменными операторны-

ми коэфффициентами рассмотрен в работе [2]. Результат примене-
нялся при исследовании рабочего процесса шнекороторного метате-
ля лесопожарного грунтомета в работе, которое планируется опуб-
ликовать в «Лесотехническом журнале».
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ГЛОБАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА КОРРЕКТНОСТИ
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ КЛАССИЧЕСКИХ

РЕШЕНИЙ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
С НЕСТАЦИОНАРНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМИ

КОСЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ОГРАНИЧЕННОЙ
СТРУНЫ

Е.В. Устилко, Ф.Е. Ломовцев (Минск, БГТУ и БГУ)
ustilko@tut.by, lomovcev@bsu.by

Решается следующая характеристическая смешанная задача

utt(x, t) + (a1 − a2)uxt(x, t)− a1a2uxx(x, t) = f(x, t), (1)

(x, t) ∈ Qn = [0, d]× [0, dn+1], dn =
(n− 1)d

a1 + a2
, n = 1, 2, . . . ,

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, d], d > 0, (2)

[αi(t)
(
ut(x, t) + (−1)i+1aiux(x, t)

)
+ γi(t)u(x, t)]|x=d̂i = µi(t), (3)

где исходные данные смешанной задачи f , φ, ψ, µi — заданные веще-
ственные функции своих переменных x, t, коэффициенты граничных
условий αi, γi — вещественные функции переменной t и постоянные
скорости волн a1 > 0, a2 > 0, d̂i = (i− 1)d, i = 1, 2.

Найдены в явном аналитическом виде формулы единственных
и устойчивых гладких решений смешанной задачи для волнового
уравнения (1) при характеристической первой косой производной
в нестационарном граничном режиме для полуограниченной стру-
ны в статье [1]. В ней также установлен критерий корректности по
Адамару из требований гладкости и условий согласования исходных
данных этой характеристической смешанной задачи.

© Устилко Е.В., Ломовцев Ф.Е., 2024
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Теорема 1. Пусть в граничных режимах (3) вещественные ко-
эффициенты αi, γi ∈ Cn−k+2[dk, dk+1], k = 1, 2, . . . n, γi (t) ̸= 0,
t ∈ [0, dn+1], i = 1, 2, n = 1, 2, 3, . . . , Для того, чтобы характе-
ристическая смешанная задача (1)—(3) в Qn имела единственное и
устойчивое по исходным данным f , φ, ψ, µ1, µ2 классическое реше-
ние u ∈ C2(Qn) необходимо и достаточно требований гладкости:

φ ∈ Cn+1[0, d], ψ ∈ Cn[0, d], f ∈ Cn−k(Gk), µ ∈ Cn−k+2[dk, dk+1],

Gk = [0, d]× [dk, dk+1];

αi(t)φ
′(d̂i − (−1)ia3−itk), αi(t)ψ(d̂i − (−1)ia3−itk),

αi(t)

∫ t

dk

f(d̂i − (−1)ia3−i(t− τ), τ)dτ ∈ Cn−k+2[dk, dk+1],∫ t

dk

f
(
x− (−1)ia3−i (t− τ) , τ

)
dτ ∈ Cn−k+1(Gk),

a2 + 2a1
a1

(x/a1)−t
∫
dk

f

(
a2 + 2a1

a1
(x− a1t)− a2τ, τ

)
dτ+

+
t

∫
(x/a1)−t

f(x− a1(t− τ), τ)dτ ∈ Cn−k+1 (∆3k−2) ,

−a3−i
ai

∫ t− d̂i−(−1)ix

ai

dk

f((−1)i+1a3−i(t−
d̂i − (−1)ix

ai
− τ), τ)dτ+

+

∫ t

t− d̂i−(−1)ix

ai

f(x+ (−1)iai (t− τ) , τ)dτ ∈ Cn−k+1 (∆3k−1 ∪∆3k) ,

i = 1, 2, t ∈ [dk, dk+1], k = 1, n,

∆3k−2 = {(x, t) ∈ Gk : x ⩾ a1tk, x+ a2tk ⩽ d, x ∈ [0, d]} ,

∆3k−1 = {(x, t) ∈ Gk : x ⩽ a1tk, x ∈ [0, a1d2]} ,

∆3k = {(x, t) ∈ Gk : x+ a2tk ⩾ d, x ∈ [a1d2, d]} ,

tk = t− dk, k = 1, n,

и два набора условий согласования, аналогичных условиям из [2].
Замечание. Получены также явные формулы единственных

классических решений u ∈ C2(Qn) смешанной задачи (1)—(3).
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ПЕРВАЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В ПОЛУОГРАНИЧЕННОЙ ПЛОСКОЙ ОБЛАСТИ
С НЕГЛАДКОЙ БОКОВОЙ ГРАНИЦЕЙ

К.Д. Федоров (Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова,
Московский центр фундаментальной и прикладной математики)

konstantin-dubna@mail.ru

Пусть на интервале (0, T ), 0 < T <∞, задано множество точек

{t1, . . . , tN ∈ (0, T ) | 0 < t1 < . . . < tN < T}, N ∈ N. (1)

В полосе D = R × (0, T ) выделяется полуограниченная область
Ω = {(x, t) ∈ D : x > g(t)}. Ее боковая граница Σ определяется
непрерывной функцией, производная которой кусочно-непрерывна
со множеством (1) точек разрыва первого рода.

Пусть

P0 = (g(0), 0), Pk = (g(tk), tk), k = 1, . . . , N, P = {P0, . . . , PN}.

Через C2,1
x,t (Ω \ P ) обозначим пространство (вектор-) функций u,

непрерывных вместе со своей первой пространственной производной
в Ω и имеющих непрерывные и ограниченные вторую пространствен-
ную и первую временную производные в Ω\P , для которых конечно
выражение

∥u; Ω∥(2) =
∑

2r+s⩽2

sup
(x,t)∈Ω

∣∣∣ ∂r+su
∂tr∂xs

(x, t)
∣∣∣+
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+ sup
(x,t),(x,t+∆t)∈Ω,

|∆t|≠0

1

|∆t|1/2
∣∣∣∆t

∂u

∂x
(x, t)

∣∣∣.
В D рассматривается равномерно-параболический матричный

оператор Lu = ∂u
∂t −

2∑
l=0

Al(x, t)
∂lu
∂xl , где Al = ||aijl||mi,j=1, m ⩾ 1. Пред-

полагается, что коэффициенты aijl определены и ограничены в D и
|∆x,taijl(x, t)| ⩽ ω0(|∆x|+ |∆t|1/2) в D, где ω0 — модуль непрерывно-
сти, удовлетворяющий двойному условию Дини:

˜̃ω0(z) =

z∫
0

y−1dy

y∫
0

ω0(ξ)ξ
−1dξ < +∞, z > 0.

Для первой начально-краевой задачи:

Lu = f в Ω, u
∣∣∣
t=0

= h, u
∣∣∣
Σ
= ψ, (2)

доказывается, что если функция f непрерывна, ограничена в D и
|∆xf(x, t)| ⩽ ω(|∆x|) в D, где ω — модуль непрерывности, удовле-
творяющий условию Дини:

ω̃(z) =

z∫
0

ω(ξ)ξ−1dξ < +∞, z > 0,

функция h непрерывна и ограничена вместе со своими первой и вто-
рой производными, функция ψ непрерывна, ее производная кусочно-
непрерывна со множеством (1) точек разрыва первого рода и выпол-
нено условие согласования:

ψ(0) = h(g(0)),

то классическое решение u ∈ C1,0
x,t (Ω) задачи (2) принадлежит про-

странству C2,1
x,t (Ω \ P ) и справедлива соответствующая оценка.

Существование и единственность решения поставленной задачи
в классе C1,0

x,t (Ω) следует из [1 — 3].
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МАССИВНЫЕ МНОЖЕСТВА И КОНУСЫ
МОДЕЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЙ1

В.В. Филатов (Волгоград, ВолГУ)
filatov@volsu.ru

Работа посвящена изучению свойств ограниченных решений по-
лулинейных эллиптических уравнений вида

Lu ≡ ∆u− q(x)u = 0 (1)

на модельных многообразиях. Предполагается, что функция q(x) ⩾ 0
— липшицева функция.

Одним из истоков данной тематики является классификацион-
ная теория двумерных некомпактных римановых поверхностей. От-
личительным свойством поверхностей параболического типа являет-
ся выполнение на них теоремы типа Лиувилля, утверждающей, что
всякая ограниченная снизу супергармоническая функция на таких
поверхностях является тождественной постоянной. Данное свойство
поверхностей параболического типа послужило основой для распро-
странения понятия параболичности на римановы многообразия раз-
мерности выше двух. А именно, говорят, что некомпактное многооб-
разие имеет параболический тип, если всякая положительная супер-
гармоническая функция на нём является константой. В противном
случае, говорят, что некомпактное риманово многообразие имеет ги-
перболический тип.

В значительной части работ римановы многообразия описыва-
лись в терминах различных кривизн, роста объёма, выполнения изо-
периметрических неравенств и так далее. Большинство указанных

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-31-
90110).
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характеристик являются достаточно традиционными в римановой
геометрии, понятны большинству исследователей, но далеко не все-
гда эффективно характеризуют поведение решений эллиптических
уравнений на римановых многообразиях. Во многих случаях приме-
нение емкостной техники позволяет получать более точные резуль-
таты (обзор данной тематики можно найти, например в [1]).

Приведём один из новых результатов в данном направлении. Для
его формулировки нам понадобится понятие L — массивных мно-
жеств. Пусть M — произвольное некомпактное риманово многообра-
зие с пустым краем. Будем говорить, что Ω является L - массивным,
если на M существует v - нетривиальное субрешение полулинейного
уравнения (1), такое, что 0 ⩽ v < 1 и v = 0 в M \ Ω. Функцию v
будем называть L - допустимой для Ω.

В работе [2] доказано, что на M существует нетривиальное огра-
ниченное решение полулинейного уравнения (1) тогда и только то-
гда, когда на M существует L — массивное подмножество.

Пусть M - полное риманово многообразие, представимое в виде
объединения M = B ∪ D, где B - некоторый компакт, а D изомет-
рично прямому произведению (r0,+∞)× S, где S - замкнутое (ком-
пактное с пустым краем) многообразие с метрикой

ds2 = dr2 + g2(r)dθ2.

Здесь g(r) - положительная, гладкая на (r0; +∞) функция, а dθ2 -
метрика на S. Примерами таких многообразий являются евклидово
пространство (g(r) = r), пространство Лобачевского (g(r) = sh r),
поверхности вращения и другие.

Будем говорить, что D1 - конус модельного многообразия, если
D1 изометрично прямому произведению [r0,+∞)×Ω ⊂ S (где r0 > 0,
Ω - открытое подмножество S с непустым гладким краем). Очевидно,
что D1 ⊂ D. Обозначим

J =

∞∫
r0

g1−n(t)dt

t∫
r0

q(z)gn−1(z)dz =<∞.

Сформулируем основной результат текущей работы.
Теорема 1. Пусть многообразие M такое, что J < ∞. Тогда

D1 является q - массивным множеством.
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P. 135–249.

2. Losev A.G. Liouville type theorems for solutions of semilinear
equations on non-compact Riemannian manifolds / A.G. Losev,
V.V. Filatov // Вестн. Удмуртск. ун-та. Матем. Мех. Компьют. нау-
ки. — 2021. — Т. 31, № 4. — С. 629–639.

ОБ ОДНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧЕ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ1

М.Н. Филиппов, Д.В. Туртин, М.А. Степович,
В.В. Калманович (Москва, ИОНХ им. Н.С. Курнакова РАН,

Иваново, ИвГУ, Калуга, КГУ им. К.Э. Циолковского)
mn@filippov.org.ru, turtin@mail.ru, m.stepovich@mail.ru,

v572264@yandex.ru

Электронно-зондовые технологии широко используются в раз-
личных отраслях науки, техники, производства. При взаимодей-
ствии электронного зонда с конденсированным веществом возникает
ряд физических явлений, одним из которых является нагрев мише-
ни. Для количественного описания этого явления ранее рассматрива-
лись математические модели, описываемые стационарными диффе-
ренциальными уравнениями теплопроводности — см., например [1–3]
и литературу там же. Однако при реализации некоторых режимов
работы электронно-зондовых устройств (например, катодолюминес-
ценции [4]) используется импульсное облучение мишени. При этом
характерный диаметр области, в которой рассеивается энергия элек-
тронного пучка, составляет единицы микрометра и менее. Поскольку
кинетика нагрева электронным зондом анализируемого микрообъ-
ёма практически не поддаётся экспериментальному исследованию,
для количественного описания этого процесса особое значение при-
обретают методы математического моделирования.

В настоящей работе рассмотрена математическая модель изме-
нения температуры образца, основанная на классическом нестаци-
онарном уравнении теплопроводности с правой частью, в которой
плотность источников тепла модулирована синусоидальной функци-
ей либо прямоугольными импульсами:

∂u (r⃗, t)

∂t
= a2∆u (r⃗, t) +

1

cρ0
ρ (r⃗, t) .

1 Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда и
Правительства Калужской области № 23–21–10069
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Здесь u — температура перегрева образца, a2 = λ/cρ0 — температу-
ропроводность образца, λ — теплопроводность образца, c — тепло-
ёмкость образца, ρ0 — плотность образца, ρ (r⃗, t) — плотность мощ-
ности источников тепла в точке r⃗ в момент времени t.
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ОБ n-КОМПОНЕНТНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРАХ

В.И. Фомин (Тамбов, ТГУ им. Г.Р. Державина)
vasiliyfomin@bk.ru

В [1,2] рассмотрены n- компонентные операторы двух типов: век-
торные, т.е. операторы, действующие из векторного пространства в
векторное пространство, и векторно- функциональные, т.е. опера-
торы, действующие из векторного пространства в функциональное
пространство. В данной работе изучаются n-компонентные функци-
ональные операторы, т.е. операторы, действующие из функциональ-
ного пространства в функциональное пространство.

Ниже используются следующие общепринятые обозначения ([3,
с. 60, 96]): L (N1,N2) — нормированное пространство ограниченных
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линейных операторов, отображающих нормированное пространство
N1 в нормированное пространство N2; C ([a, b];B) — вещественное
банахово пространство непрерывных на отрезке [a, b] ⊂ R функций
со значениями в банаховом пространстве B с естественными линей-
ными операциями (x+ y) (t) = x (t)+ y (t), (αx) (t) = αx (t) и нормой

∥x∥C([a,b];B) = max
a⩽t⩽b

∥x (t)∥B . (1)

В дальнейшем без дополнительных ссылок неоднократно исполь-
зуется следующий известный факт ([4, с. 91]): нормированное про-
странство L (N , B) ограниченных линейных операторов, отобража-
ющих нормированное пространство N в банахово пространство B,
является банаховым пространством.

Пусть E,H — вещественные банаховы пространства;
Φ = C ([a, b];E), Ψ = C ([a, b];H); n ∈ N, n ⩾ 2, n фиксировано;
{Xi}ni=1, {Yi}

n
i=1 — семейства вещественных банаховых пространств;

Φi = C ([a, b];Xi), Ψi = C ([a, b];Yi); Wi = C ([a, b];L (Xi, Yi)), i = 1, n.
Известно ([5, с. 124]), что прямое произведение банаховых про-

странств является банаховым пространством. Следовательно,

Φ⃗ = Φ1×Φ2×...×Φn =
{
u⃗ = (u1, u2, ..., un) : ui = ui (t) ∈ Φi, i = 1, n

}
,

Ψ⃗ = Ψ1×Ψ2×...×Ψn =
{
v⃗ = (v1, v2, ..., vn) : vi = vi (t) ∈ Ψi, i = 1, n

}
−

вещественные банаховы пространства n-компонентных функций с
покомпонентными линейными операциями и нормой

∥u⃗∥Φ⃗ = ∥u1∥Φ1
+ ∥u2∥Φ2

+ ...+ ∥un∥Φn
,

∥v⃗∥Ψ⃗ = ∥v1∥Ψ1
+ ∥v2∥Ψ2

+ ...+ ∥vn∥Ψn
,

т.е. в силу (1)

∥u⃗∥Φ⃗ = max
a⩽t⩽b

∥u1(t)∥X1
+ max
a⩽t⩽b

∥u2(t)∥X2
+ ...+ max

a⩽t⩽b
∥un(t)∥Xn

,

∥∥∥⇀
v
∥∥∥
Ψ⃗
= max
a⩽t⩽b

∥v1(t)∥Y1
+ max
a⩽t⩽b

∥v2(t)∥Y2
+ ...+ max

a⩽t⩽b
∥vn(t)∥Yn

.

В частности, при Φi = Φ, Ψi = Ψ, i = 1, n, получаем вещественные
банаховы пространства Φn = Φ× Φ× ...× Φ, Ψn = Ψ×Ψ× ...×Ψ.

По определению, n- компонентный функциональный оператор F⃗ :
Φ⃗ → Ψ⃗ первого типа — это оператор F⃗ = (F1, F2, ..., Fn), где Fi ∈
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L (Xi, Yi), Fi фиксированы, i = 1, n, действующий по следующему
закону:

F⃗ u⃗ = (F1u1(t), F2u2(t), ..., Fnun(t)) (2)

для любого элемента u⃗ = (u1(t), u2(t), ..., un(t)) ∈ Φ⃗.
Определение (2) корректно, так как Fiui(t) ∈ Ψi, i = 1, n, ибо

композиция ограниченного линейного оператора и непрерывной век-
торной функции является непрерывной векторной функцией. Обо-
значим множество n-компонентных операторов вида (2) символом
Mc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
. Любой оператор F⃗ ∈Mc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
является линейным (это

следует из линейности его компонент Fi, i = 1, n). Введём в мно-
жестве Mc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
естественные линейные операции. Пусть α ∈ R,

u⃗ ∈ Φ⃗; F⃗ = (F1, F2, ..., Fn),
⇀

G = (G1, G2, ..., Gn) ∈Mc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
. По опре-

делению,
(
F⃗ +

⇀

G
)
u⃗ = F⃗ u⃗+

⇀

Gu⃗,
(
αF⃗
)
u⃗ = αF⃗ u⃗. Используя формулу

(2), приходим к выводу:

F⃗ + G⃗ = (F1 +G1, F2 +G2, ..., Fn +Gn) , αF⃗ = (αF1, ..., αFn) . (3)

Выполнимость аксиом линейного пространства для линейных опе-
раций (3) очевидна. Для каждого оператора F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) ∈
Mc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
справедливо неравенство

∥∥∥F⃗ u⃗∥∥∥
Ψ⃗

⩽ c1∥u⃗∥Φ⃗, ∀u⃗ ∈ Φ, где

c1 = max
1⩽i⩽n

∥Fi∥L(Xi,Yi)
. Это означает, что каждый оператор F⃗ ∈

Mc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
ограничен и для его естественной нормы∥∥∥F⃗∥∥∥

Mc(Φ⃗,Ψ⃗)
= inf

{
c :
∥∥∥F⃗ u⃗∥∥∥

Ψ⃗
⩽ c∥u⃗∥Φ⃗,∀u⃗ ∈ Φ⃗

}
(4)

справедлива оценка
∥∥∥F⃗∥∥∥

Mc(Φ⃗,Ψ⃗)
⩽ c1. Наделяя множество Mc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
линейными операциями (3), нормой (4) и учитывая, что Ψ⃗ — ба-
нахово пространство, получаем вещественное банахово простран-
ство Lc

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
ограниченных линейных n-компонентных функцио-

нальных операторов первого типа, действующих из Φ⃗ в Ψ⃗ по за-
кону (2). Частными случаями этого пространства являются про-
странства Lc

(
Φ⃗, Φ⃗

)
= Lc

(
Φ⃗
)
, Lc

(
Φn, Ψ⃗

)
, Lc

(
Φ⃗,Ψn

)
, Lc (Φn,Ψn),

Lc (Φn,Φn) = Lc (Φn). Введя в пространстве Lc
(
Φ⃗
)

операцию умно-
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жения
(
F⃗

⇀

G
)
u⃗ = F⃗

(
⇀

Gu⃗
)
, получаем вещественную банахову алгебру

Bc
(
Φ⃗
)
, в частности, алгебру Bc (Φn).

Если F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) ∈ Lc
(
Φ⃗,Ψn

)
, то для компонент элемента

F⃗ u⃗ = (F1u1(t), F2u2(t), ..., Fnun(t)) справедливы включения Fiui(t) ∈
Ψ, i = 1, n. Следовательно, эти компоненты можно суммировать. Это
позволяет ввести следующее понятие.

По определению, n- компонентный функциональный оператор F⃗ :
Φ⃗ → Ψ второго типа — это оператор F⃗ = (F1, F2, ..., Fn), где Fi ∈
L (Xi, H), Fi фиксированы, i = 1, n, действующий по следующему
закону:

F⃗ u⃗ = F1u1(t) + F2u2(t) + ...+ Fnun(t) (5)

для любого элемента u⃗ = (u1(t), u2(t), ..., un(t)) ∈ Φ⃗.
Обозначим множество n- компонентных операторов вида (5) сим-

волом Mc

(
Φ⃗,Ψ

)
. Любой оператор F⃗ ∈ Mc

(
Φ⃗,Ψ

)
линеен. Для

каждого F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) ∈ Mc

(
Φ⃗,Ψ

)
справедливо неравенство∥∥∥F⃗ u⃗∥∥∥

Ψ
⩽ c2∥u⃗∥Φ⃗, ∀u⃗ ∈ Φ⃗, где c2 = max

1⩽i⩽n
∥Fi∥L(Xi,H), т.е. оператор

F⃗ ограничен и
∥∥∥F⃗∥∥∥

Mc(Φ⃗,Ψ)
⩽ c2. Введя в множестве Mc

(
Φ⃗,Ψ

)
есте-

ственные линейные операции и норму и учитывая, что Ψ— бана-
хово пространство, получаем вещественное банахово пространство
Lc
(
Φ⃗,Ψ

)
ограниченных линейных n- компонентных функциональ-

ных операторов второго типа, действующих из Φ⃗ в Ψ по закону
(5). Частными случаями этого пространства являются пространства
Lc (Φn,Ψ), Lc

(
Φ⃗,Φ

)
, Lc (Φn,Φ). Условимся называть операторы ви-

да (2), (5) n-компонентными функциональными операторами с по-
стоянными компонентами.

По определению, n- компонентный функциональный оператор
A⃗ : Φ⃗ → Ψ⃗ третьего типа — это оператор A⃗ = (A1(t), A2(t), ..., An(t)),
где Ai(t) ∈ Wi, Ai(t) фиксированы, i = 1, n, действующий по следу-
ющему закону:

A⃗u⃗ = (A1(t)u1(t), A2(t)u2(t), ..., An(t)un(t)) (6)

для любого элемента u⃗ = (u1(t), u2(t), ..., un(t)) ∈ Φ⃗.
Определение (6) корректно, так как Ai(t)ui(t) ∈ Ψi, i = 1, n,

ибо, как известно ([6, с.143]), композиция непрерывной операторной
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функции и непрерывной векторной функции является непрерывной
векторной функцией. Обозначим множество n- компонентных опера-
торов вида (6) символом Mv

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
. Любой оператор A⃗ ∈Mv

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
линеен. Для каждого оператора A⃗ = (A1(t), A2(t), ..., An(t)) ∈
Mv

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
справедливо неравенство

∥∥∥A⃗u⃗∥∥∥
Ψ⃗

⩽ c3∥u⃗∥Φ⃗, ∀u⃗ ∈ Φ⃗, где

c3 = max
1⩽i⩽n

(
max
a⩽t⩽b

∥Ai(t)∥L(Xi,Yi)

)
, т.е. оператор A⃗ ограничен и∥∥∥A⃗∥∥∥

Mv(Φ⃗,Ψ⃗)
⩽ c3. Наделяя множество Mv

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
естественными ли-

нейными операциями и нормой и учитывая, что Ψ⃗ — банахово про-
странство, получаем
вещественное банахово пространство Lv

(
Φ⃗, Ψ⃗

)
ограниченных ли-

нейных n- компонентных функциональных операторов третьего ти-
па, действующих из Φ⃗ в Ψ⃗ по закону (6). Частными случаями
этого пространства являются пространства Lv

(
Φ⃗, Φ⃗

)
= Lv

(
Φ⃗
)
,

Lv
(
Φn, Ψ⃗

)
, Lv

(
Φ⃗,Ψn

)
, Lv (Φn,Ψn), Lv (Φn,Φn) = Lv (Φn). Введя

в пространстве Lv
(
Φ⃗
)

операцию умножения (A⃗B⃗)u⃗ = A⃗(B⃗u⃗), полу-

чаем вещественную банахову алгебру Bv
(
Φ⃗
)
, в частности, алгебру

Bv (Φn).
Если A⃗ = (A1(t), A2(t), ..., An(t)) ∈ Lv

(
Φ⃗,Ψn

)
, то для компо-

нент элемента A⃗u⃗ = (A1(t)u1(t), A2(t)u2(t), ..., An(t)un(t)) справедли-
вы включения Ai(t)ui(t) ∈ Ψ, i = 1, n. Следовательно, эти компонен-
ты можно суммировать. Значит, можно ввести следующее понятие.

По определению, n- компонентный функциональный опера-
тор A⃗ : Φ⃗ → Ψ четвёртого типа — это оператор A⃗ =
(A1(t), A2(t), ..., An(t)), где Ai(t) ∈ C ([a, b];L (Xi, H)), Ai(t) фикси-
рованы, i = 1, n, действующий по следующему закону:

A⃗u⃗ = A1(t)u1(t) +A2(t)u2(t) + ...+An(t)un(t) (7)

для любого элемента u⃗ = (u1(t), u2(t), ..., un(t)) ∈ Φ⃗.
Обозначим множество n-компонентных операторов вида (7) сим-

волом Mv

(
Φ⃗,Ψ

)
. Любой оператор A⃗ ∈Mv

(
Φ⃗,Ψ

)
линеен. Для каж-

дого A⃗ = (A1(t), A2(t), ..., An(t)) ∈ Mv

(
Φ⃗,Ψ

)
справедливо неравен-
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ство
∥∥∥A⃗u⃗∥∥∥

Ψ
⩽ c4∥u⃗∥Φ⃗, ∀u⃗ ∈ Φ⃗, где c4 = max

1⩽i⩽n

(
max
a⩽t⩽b

∥Ai(t)∥L(Xi,H)

)
,

т.е. оператор A⃗ ограничен и
∥∥∥A⃗∥∥∥

Mv(Φ⃗,Ψ)
⩽ c4. Введя в множестве

Mv

(
Φ⃗,Ψ

)
естественные линейные операции и норму и учитывая,

что Ψ — банахово пространство, получаем вещественное банахово
пространство Lv

(
Φ⃗,Ψ

)
ограниченных линейных n- компонентных

функциональных операторов четвёртого типа, действующих из Φ⃗ в
Ψ по закону (7). Частными случаями этого пространства являются
пространства Lv (Φn,Ψ), Lv

(
Φ⃗,Φ

)
, Lv (Φn,Φ).

Условимся называть операторы вида (6), (7) n- компонентными
функциональными операторами с переменными компонентами.
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N, R и C — множества натуральных, вещественных и комплекс-
ных чисел, N0 := {0} ∪ N, N := N ∪ {+∞}, N0 := N0 ∪ {+∞}. Произ-
вольную функцию Z : D → N0 на области D ⊂ C называем распре-
делением точек на D [1; пп. 0.1.2–0.1.3] с кратностями Z(z) ∈ N0

точек z ∈ D в Z. Если f — голоморфная функция на области D ⊂ C,
то распределение точек

Zerof : z 7−→
z∈D

sup

{
p ∈ R := R ∪ {±∞}

∣∣∣∣ lim sup
z ̸=w→z

|f(w)|
|w − z|p

< +∞
}

∈ N0

называем распределением корней голоморфной функции f на D, а f
обращается в нуль на Z и пишем f(Z) = 0, если Zerof ⩾ Z на D. В
этом случае Z — это подраспределение корней функции f .

Пусть M : D → R := R ∪ {±∞} — расширенная вещественная
функция на области D. Распределение точек Z на D называем рас-
пределением единственности для функции M на D, если любые две
голоморфные на D функции f и g, разность f − g которых обраща-
ется в нуль на Z, при ограничениях ln |f | ⩽ M и ln |g| ⩽ M на D
совпадают на D, т. е. f = g на D.

Рассматриваем случай лишь субгармонической на области D
функции M ̸≡ −∞ с распределением масс Рисса ∆M := 1

2π△M ,
где △ — оператор Лапласа, действующий на обобщённых функций.

Основная задача — какие соотношения между Z и ∆M гаран-
тируют, что Z — распределение единственности для M?

Здесь обсуждается только случай, когда область D := D(R0) —
открытый круг радиуса R0 > 0 с центром в нуле. В частности, при
R0 = +∞ открытый круг D(+∞) — это комплексная плоскость C.

Пусть число p > 0, а s ⩾ 0 — конечная p-тригонометрически
выпуклая 2π-периодическая функция на R, т. е. для любых чисел
θ1 < θ < θ2 < θ1 + π/p и c1, c2 ∈ R из s(θj) ⩽ c1 sin pθj + c2 cos pθj
при j = 1, 2 следует s(θ) ⩽ c1 sin pθ + c2 cos pθ. Распределению точек
Z и распределению масс Рисса ∆M на D(R0) сопоставим радиально-
аргументные считающие функции по s:

Zr-a(s)(t) :=
0⩽t<R0

Z(0) sup
θ∈R

s(θ) +
∑

0<|z|⩽t

Z(z)s(arg z) ⩾ 0,

∆
r-a(s)
M (t) :=

0⩽t<R0

∆M

(
{0}
)
sup
θ∈R

s(θ) +

∫∫
0<|z|⩽t

s(arg z) d∆(z) ⩾ 0.

Функцию F : (0, R0) → R называем ±p-степенно выпуклой на (0, R),
если для любых 0 < t1 < t < t2 < R0 и c1, c2 ∈ R из пары неравенств
F (tj) ⩽ c1t

p
j + c2t

−p
j при j = 1, 2 следует F (t) ⩽ c1t

p + c2t
−p.
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Теорема (2024 г.). Пусть 0 < r0 < R0 ⩽ +∞, Z — распределение
точек, а M ̸≡ −∞ — субгармоническая функция на D(R0) и

CM (r) :=
1

2π

∫ 2π

0

M(reiθ) dθ −→
R0>r→R0

+∞. (1)

Если точная верхняя грань величины

rp

max
{
1,CM (r)

} ∫ R

r

(
F (t)− F (R)

)
d
(
Zr-a(s)(t)−∆

r-a(s)
M (t)

)
(2)

по всем парам из 2π-периодической p-тригонометрически выпуклой
функции s на R с нормировкой sup

R
s = 1 при p > 0 и убывающей

±p-степенно выпуклой функции F ⩾ 0 на (0, R0) с нормировкой-
пределом lim

0<t→0
tpF (t) = 1, по всем p > 0 и по всем (r,R) ⊂ (r0, R0)

равна +∞, то Z — распределение единственности для M .
Приведённый признак распределения единственности новый да-

же при любом фиксированного p > 0 с фиксированной парой функ-
ций s, F при замене точной верхней грани на верхний предел по
R→ R0 как для плоскости, так и для круга. Уже в этом очень част-
ном случае признак «чувствует» изменение кратности одной точки
на единицу и точен. Получен ряд его приложений к вопросам ап-
проксимации экспоненциальными системами через версии для целых
функций на C. Версии этой теоремы для функций многих веществен-
ных и комплексных переменных пока в стадии разработки.

Литература
1. Хабибуллин Б.Н. Полнота систем экспонент и множества един-

ственности / Б.Н. Хабибуллин. — Уфа: РИЦ БашГУ, 2012. — xvi+176
с. http://www.researchgate.net/publication/271841461

О ГЛАДКОСТИ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С НЕЧЕТКОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ1

В.Л. Хацкевич, О.А. Махинова (Воронеж,
ВУНЦ ВВС ВВА им. проф. Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина)

vlkhats@mail.ru

Основы теории нечетких дифференциальных уравнений заложе-
ны в работах [1-3] и получили дальнейшее развитие в [4-7].

1

© Хацкевич В.Л., 2024

354



В литературе рассматриваются различные определения диффе-
ренцируемости нечеткозначных функций. В настоящей работе при-
меняется «классическое» определение производной по Хукухаре [1]
и связанной с ним производной по Сеиккала [3].

Обычно [4] при решении линейных нечетких дифференциальных
уравнений выписывают уравнение (или систему уравнений) для со-
ответствующих α-индексов и решают ее. Затем проверяют, опреде-
ляют ли производные полученных α-индексов производную нечет-
козначной функции. Как показывают примеры [4, 5], это не всегда
так.

В последние годы широкое распространение для решения линей-
ных нечетких дифференциальных уравнений высокого порядка по-
лучил метод нечеткого преобразования Лапласа [6]. Однако он не
представляет возможности предварительно определить, будут ли по-
лученные функции гладкими и, соответственно, решениями.

Пусть на вход последовательного колебательного контура, опи-
сываемого дифференциальным уравнением второго порядка с по-
стоянными коэффициентами

a2z̃
′′
(t) + a1z̃

′
(t) + a0z̃(t) = ỹ(t), a2 = L > 0, a1 = R > 0, a0 =

1

RC
> 0

(1)
поступает непрерывный нечеткий ограниченный на всей числовой
оси сигнал ỹ(t).

Отметим, что α-индексы z±α (t) нечеткого решения z̃(t) дифферен-
циального уравнения (1) в указанных предположениях удовлетворя-
ют соотношениям (∀α ∈ [0, 1],∀t ∈ (−∞,∞))

a2(z
±
α )

′′
(t) + a1(z

±
α )

′
(t) + a0z

±
α (t) = y±α (t). (2)

Нечеткозначную функцию z̃(t), α-индексы которой удовлетворя-
ют равенствам (2), будем называть ультраслабым решением уравне-
ния (1).

Теорема 1. Пусть коэффициенты нечеткого дифференциаль-
ного уравнения (1) удовлетворяют условиям ai > 0(i = 0, 1, 2) и
a21 − 4a0a2 > 0. Пусть входной сигнал ỹ(t) является непрерывной
ограниченной при t ∈ (−∞,∞) нечеткозначной функцией. Тогда для
нечеткого ультраслабого сигнала z̃(t) на выходе динамической си-
стемы (1) справедливо представление
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z̃(t) =

∞∫
−∞

G2(t− s)ỹ(s)ds. (3)

Здесь G2(t) – функция Грина задачи об ограниченных решениях для
скалярного дифференциального уравнения a2x

′′
+a1x

′
+a0x = f(t) с

непрерывной и ограниченной на всей числовой оси вещественнознач-
ной функцией f(t), имеющая вид

G2(t) =

{
(eλ2t − eλ1t)(λ2 − λ1)

−1 при t ⩾ 0,

0 при t < 0.

При этом λ1, λ2 вещественные, различные и отрицательные корни
характеристического уравнения a2λ2 + a1λ+ a0 = 0 (λ1 < λ2 < 0).

Отметим, что (3) является слабым решением, а именно решением
указанного ниже нечеткого интегрального уравнения.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда при
всех t ⩾ 0 нечеткозначная функция (3) является решением следу-
ющего нечеткого интегрального уравнения

a2z̃(t) + a1

t∫
0

z̃(s)ds+ a0

t∫
0

τ∫
0

z̃(s)dsdτ =

=

t∫
0

τ∫
0

ỹ(s)dsdτ + a2z̃(0) + t(a2w̃(0) + a1z̃(0)). (4)

Здесь нечеткие числа z̃(0) и w̃(0) определяются равенствами

z̃(0) =

0∫
−∞

1

λ2 − λ1
(e−λ2s − e−λ1s)ỹ(s)ds, (5)

w̃(0) =

0∫
−∞

1

λ2 − λ1
(λ2e

−λ2s − λ1e
−λ1s)ỹ(s)ds, (6)

а λ1 < λ2 < 0 – корни характеристического уравнения a2λ2 + a1λ+
a0 = 0.
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Выясним, когда ультраслабое решение (3) нечеткого дифферен-
циального уравнения (1) является дифференцируемой по Сеиккала
нечеткозначной функцией.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополни-
тельно нечеткозначная функция ỹ(t) непрерывно дифференцируема
по Сеиккала при ∀t ∈ (−∞,∞). Тогда ультраслабое ограниченное ре-
шение z̃(t) нечеткого дифференциального уравнения (1), определяе-
мое формулой (3), дифференцируемо по Сеиккала при ∀t ∈ (−∞,∞)
и удовлетворяет при ∀t ∈ (0,∞) следующему нечеткому интегро-
дифференциальному уравнению

a2(z̃)
′
(t) + a1z̃(t) + a0

t∫
0

z̃(s)ds =

t∫
0

ỹ(s)ds+ a2w̃(0) + a1z̃(0),

где z̃(0) и w̃(0) определены формулами (5), (6).
Такое решение естественно назвать сильно-слабым решением

уравнения (1).
Отметим, что первоначально уравнение последовательного

колебательного контура записывается именно как интегро-
дифференциальное уравнение [8]. Уравнение (1) получается
последующим дифференцированием.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3 и дополни-
тельно правая часть уравнения (1) ỹ(s) дважды непрерывно диффе-
ренцируема по Сеиккала. Тогда ультраслабое ограниченное решение
z̃(t), определяемое формулой (3), также дважды дифференцируемо
по Сеиккала и удовлетворяет нечеткому дифференциальному урав-
нению (1).

Таким образом, в условиях теоремы 4 формула (3) дает сильное
ограниченное решение уравнения (1).

Литература
1. Puri M.L. Differential of fuzzy functions / M. L. Puri,

D.A. Ralescu // J. Math. Anal. Appl. — 1983. — V.91. — P. 552-558.
2. Kaleva O. Fuzzy differential equations / O. Kaleva // Fuzzy sets

and systems — 1987. — V.24. — № 3. — P. 301-317.
3. Seikkala S. On the fuzzy initial value problem / S. Seikkala //

Fuzzy Sets and Systems — 1987. — V.24 — № 3. — P. 319-330.
4. Khastan A. New Results on Multiple Solutions for Nth-Order

Fuzzy Differential Equations under Generalized Differentiability /
357



A. Khastan, F Bahrami, K. Ivaz// Boundary Value Problems — 2009. —
№ 7. — P. 1-13.

5. Allahviranloo T. A new method for solving fuzzy linear
differential equations / T. Allahviranloo, S. Abbasbandy, S. Salahshour,
A. Hakimzadeh // Soft Computing — 2011. — V. 92. — P. 181-197.

6. Ahmad L. Solving nth order fuzzy differential equation by fuzzy
Laplace transform /L. Ahmad , M. Farooq, S. Abdullah// Indian Journal
of Pure and Applied Mathematics — 2014. — P. 1-20.

7. Хацкевич В.Л. Непрерывные процессы с нечеткими состояни-
ями и их приложения / В.Л. Хацкевич // Автоматика и телемеха-
ника — 2023. — .No 8. — С. 43-60.

8. Баскаков С.И. Радиотехнические цепи и сигналы / С.И. Бас-
каков // М.: Высшая школа — 1988. – 448 с.

СВОЙСТВО СОЛНЕЧНОСТИ ДЛЯ ОГРАНИЧЕННО
СЛАБО КОМПАКТНЫХ МНОЖЕСТВ1

И.Г. Царьков (Москва, МГУ, Московский центр
фундаментальной и прикладной математики)

tsar@mech.math.msu.su

В работе изучается более слабая непрерывность ε-выборки по
сравнению с обычной непрерывностью (из сильной топологии в силь-
ную). Прежде всего обращается внимание на свойства пространства
и множества в нем, гарантирующие при наличии такой выборки
свойства солнечности множества.

Через (KK) обозначим класс всех действительных банаховых
пространств, обладающих свойством Кадеца-Кли, то есть таких про-
странств, что из условий: последовательность {xn} ⊂ X слабо схо-
дится к x ∈ X и ∥xn∥ → ∥x∥ (n → ∞) вытекает, что существует
подпоследовательность, сильно сходящаяся к точке x. Через (KKs)
обозначим класс всех действительных банаховых пространств, для
которых из всякой направленности (xα) ⊂ X, слабо сходящейся к
некоторой точке x ∈ X и такой, что ∥xα∥ → ∥x∥, можно выделить
сходящуюся в сильной топологии к x подпоследовательность. От-
метим, что (KK) ∩ (Rf) = (KKs) ∩ (Rf), где (Rf) – класс всех
рефлексивных пространств.

Отметим, что этим двум классам пространств (KK) и (KKs), в
частности, принадлежат пространства суммируемых последователь-

1 Исследование выполнено в МГУ им. М. В. Ломоносова за счет гранта Рос-
сийского научного фонда (проект 22-21-00204).
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ностей ℓ1, а также пространства (CLUR) и пространства Ефимова-
Стечкина.

Нам понадобятся следующие обозначения. Для произвольного
множества M в некотором линейном нормированном пространстве
X через ϱ(y,M) обозначим расстояние от точки y ∈M до множества
M, т.е. величину

inf
z∈M

∥z − y∥.

Через PMx = PM (x) обозначим множество всех ближайших точек
из M для x ∈ X, т.е. множество

{y ∈M | ∥y − x∥ = ϱ(x,M)}.

Отображение PM называют метрической проекцией на множество
M . Через

B(x, r) = {y ∈ X | ∥y − x∥ ⩽ r} и S(x, r) = {y ∈ X | ∥y − x∥ = r}

обозначим соответственно шар и сферу с центром x радиуса r ⩾ 0. В
случае x = 0 и r = 1 будем вместо указанных обозначений писать B
и S – соответственно единичные шар и сферу. Через X∗ обозначим
сопряженное к X пространство и через S∗ – единичную сферу про-
странства X∗. Для произвольных x ∈ X и δ > 0 рассмотрим также
метрическую δ-проекцию P δMx, представляющую собой множество

{y ∈M | ∥y − x∥ ⩽ ϱ(x,M) + δ} =M ∩B(x, ϱ(x,M) + δ).

В этой работе мы будем изучать множества, для которых для
всех ε > 0 существуют аддитивные ε-выборки, являющиеся непре-
рывными отображениями из сильной топологии пространства X в
слабую топологию этого же пространства, короче говоря, являющи-
еся nw-непрерывными.

Определение 1. Пусть ε ⩾ 0, M ⊂ X. Отображение φ : X →
M называется аддитивной ε-выборкой, если для всех x ∈ X выпол-
няется неравенство

∥φ(x)− x∥ ⩽ ϱ(x,M) + ε

Определение 2. Пусть ∅ ̸= M ⊂ X. Точка x ∈ X \M назы-
вается точкой солнечности, если существует точка y ∈ PMx ̸= ∅
(называемая точкой светимости) такая, что y ∈ PM ((1−λ)y+λx)
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для всех λ ⩾ 0 – это геометрически означает, что из точки y ис-
ходит луч (солнечный луч), проходящий через x, для каждой точки
которого y является ближайшей из M .

Точка x ∈ X \M называется точкой строгой солнечности, ес-
ли PMx ̸= ∅ и каждая точка y ∈ PMx является точкой свети-
мости для x. Если все точки из K ⊂ X \M являются точками
солнечности (строгой солнечности), то множество M называют
солнцем (строгим солнцем) относительно множества K. В слу-
чае, когда K = X \M , говорят, что M – солнце (строгое солнце).
Чебышевским множеством называется такое множество, для ко-
торого каждая точка пространства X имеет единственную бли-
жайшую в этом множестве. Чебышевским солнцем называется
чебышевское множество, являющееся строгим солнцем.

Теорема 1. Пусть K – ограничено слабо компактное, непустое
подмножество в X такое, что для всех ε > 0 существует ε-
выборка, являющаяся nw-непрерывным отображением на K. Тогда,
если X ∈ (KKs) (в частности X ∈ (KK) ∩ (Rf)), то множество
K является солнцем в пространстве X.

Определение 2. Пусть M – непустое подмножество линейно-
го нормированного пространства (X, ∥ · ∥). Точку x ∈ X называют
точкой аппроксимативной компактности, если для любой последо-
вательности {yn} ⊂ M : ∥x − yn∥ → ϱ(x,M) (n → ∞) существу-
ет подпоследовательность {ynk

}, сходящаяся к некоторой точке
y0 ∈ M . Обозначение: x ∈ AC(M). Если AC(M) = X, множество
M называется аппроксимативно компактным.

Теорема 2. Пусть X – банахово пространство, и для аппрок-
симативно компактного множества M ⊂ X и для произвольных
числа δ > 0 и непустого компакта K ⊂ X существует nw-непре-
рывная δ-выборка χ : K → M . Тогда существует непрерывная (из
сильной в сильную топологию) ε-выборка g : X →M для всех ε > 0.

ОБ АППРОКСИМАЦИЯХ РАСЩЕПЛЯЮЩЕГО
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛИНЕЙНОЙ

НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ
СИСТЕМЫ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 1

О.Б. Цехан (Гродно, ГрГУ)
tsekhan@grsu.by

1 Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ, проект № Ф22-050
© Цехан О.Б., 2024
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Рассмотрим линейную нестационарную сингулярно возмущен-
ную систему с запаздыванием вида:

ż(t) = A
(
t, µ, e−ph

)
z(t) +B (t, µ)u(t), t ∈ T = [t0, t1],

z0(θ) ≡ 0, θ ∈ Th
∆
= [t0 − h, t0) , z ∈ Rn.

(1)

Здесь µ ∈ (0, µ0], µ0 ≪ 1, h = const > 0 , p ∆
= d

dt — опера-
тор дифференцирования, e−ph — оператор чистого запаздывания:
e−phz(t) = z(t − h), z(t) = {x(t), y(t)}, x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , u ∈ Rr,
A
(
t, µ, e−ph

) ∆
= Aµ = diag{En1

, µEn2
}A
(
t, e−ph

)
, B (t, µ)

∆
= Bµ =

diag{En1
, µEn2

}B (t) , A
(
t, e−ph

)
=

(
A1

(
t, e−ph

)
A2

(
t, e−ph

)
A3 (t) A4 (t)

)
,

B (t) =

(
B1 (t)
B2 (t)

)
, Ai

(
t, e−ph

)
= Ai0(t) + Ai1(t)e

−ph, Aij (·) ∈

C1 [T ;Rn1×nj ] , i = 1, 2, j = 0, 1, As (·) ∈ C1 [T ;Rn2×nk−2 ] , s = 3, 4,
Bi (·) ∈ L2 [T ;Rni×r] , i = 1, 2.

Предположения. ∀t ∈ T 1) Reλ < −γ < 0, γ = const > 0,

∀λ : det (λEn2
−A4 (t)) = 0 ; 2) ∥A4 (t)∥ ⩽ c; 3)

∥∥∥Ȧ4 (t)
∥∥∥ ⩽ β.

Продолжим As (t) , s = 3, 4, на (−∞, t1] так, что они ограничены,
непрерывно дифференцируемы и A4 (t) удовлетворяет предположе-
нию 1) для ∀t ∈ (−∞, t1].

Определим множество Mv×s (µ, e−ph) нестационарных операто-
ров M

(
t, µ, e−ph

)
(t ∈ T ) из PC ((−∞, t];Rs) в Rv, с ограниченными

на (−∞, t1] элементами из кольца C((−∞, t1] ;R)[[µ, z]], z = e−ph.
Для произвольных k, s, v ∈ Z+ введем класс Mv×s

kT

(
µ, e−ph

)
опе-

раторов M
(
t, µ, e−ph

)
(t ∈ T ) из PC ([t− kh, t];Rs) в Rv, с ограни-

ченными на [t − kh, t1] элементами из кольца C ([t− kh, t1];R) [µ, z],
z = e−ph: A

(
t, e−ph

)
∈ Mn×n

1T

(
µ, e−ph

)
, B (t) ∈ Mn×r

1T

(
µ, e−ph

)
. Мно-

жества операторов вида Aµ, Bµ обозначим An×n
T

(
µ, e−ph

)
, Bn×rT (µ).

Согласно включению Mn×n
1T

(
µ, e−ph

)
⊂ Mn×n (µ, e−ph) определим

множества An×n (µ, e−ph), Bn×r (µ, e−ph) как расширение множеств
An×n
T

(
µ, e−ph

)
, Bn×rT (µ).

Множество Σµ систем (1) с Aµ ∈ An×n
T

(
µ, e−ph

)
, Bµ ∈ Bn×rT (µ)

с пространством состояний PC([t− h, t];Rn) погрузим во множество
Σ̃µ систем вида (1) с пространством состояний PC((−∞, t];Rn) и
с оператором вида Aµ, в котором матричные блоки Ai0, Ai1, i =
1, 2, Aj , j = 3, 4, являются функциональными матрицами с элемен-
тами из кольца C((−∞, t1] ;Rn)[[µ, z]], z = e−ph: Σµ ⊂ Σ̃µ.
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Рассмотрим в Mn×n (µ, e−ph) группу Gn(µ, e−ph) непрерывно
дифференцируемых на (−∞, t1] невырожденных при каждом t ∈
(−∞, t1] n × n-матричных операторов G(t, µ, e−ph), аналогично в
Mn×n

kT

(
µ, e−ph

)
— группу GnkT (µ, e−ph): GnkT (µ, e−ph) ⊂ Gn(µ, e−ph). С

каждым оператором G
(
t, µ, e−ph

)
∈ Gn(µ, e−ph) связывается опреде-

ленное на пространстве PC ((−∞, t];Rn1+n2) нелокальное (по време-
ни) преобразование переменных состояния системы из Σ̃µ, которое
порождает обратимый оператор преобразования системы Σ̃µ, дей-
ствующий на пару (Aµ, Bµ) ∈ (An×n,Bn×r) по правилу:

G ∗ (Aµ, Bµ) =
(
G−1AµG−G−1Ġ, G−1Bµ

)
∆
= (Aξη,Bξη) .

Утверждение. Пусть элементы Aij (t) , i = 1, 2, j = 0, 1, As (t) ,
s = 3, 4, определены, ограничены и непрерывно дифференцируемы с
ограниченными производными на (−∞, t1]; выполнены предположе-
ния 1)-3). Тогда для любой системы {Aµ, Bµ} ∈ Σ̃µ для всех до-
статочно малых µ ∈ (0, µ0] 1) в группе Gn есть пробразование K,
приводящее ее к системе с блочно-диагональной матрицей

Aξη = diag
{
Aξ

(
t, µ, e−ph

)
, µ−1Aη

(
t, µ, e−ph

)}
,

где Aξ

(
t, µ, e−ph

)
∈ Mn1×n1 ,Aη

(
t, µ, e−ph

)
∈ Mn2×n2 представи-

мы в виде асимптотических рядов по параметру µ; 2) в группе
невырожденных преобразований GnkT есть пробразование K[k], явля-
ющееся аппроксимацией преобразования K и приводящее {Aµ, Bµ}
к системе, блочная матрица которой имеет диагональные блоки,
являющиеся O(µ)-возмущением блоков Aξ, Aη из матрицы Aξη рас-
щепленной системы и внедиагональные матричные блоки, элемен-
ты которых имеют порядок малости не менее O(µk).

КОРРЕКТНОСТЬ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ОДНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА СО СМЕШАННЫМИ
ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Е.С. Чеб (Минск, БГУ)
cheb@bsu.by

Рассматривается корректно поставленная смешанная задача для
линейного уравнения в частных производных четвертого порядка с

© Чеб Е.С., 2024
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постоянными коэффициентами, в случае наличия у него одной крат-
ной характеристики. Получены условия существования единственно-
го классического решения, непрерывно зависящего от правой части,
начальных и граничных данных.

Рассмотрим гиперболическое уравнение четвертого порядка

∂4u

∂t4
+4a

∂4u

∂t3∂x
+6a2

∂4u

∂t2∂x2
+4a3

∂4u

∂t∂x3
+a4

∂4u

∂x4
= f(x, t), (x, t) ∈ Qn,

(1)
с начальными условиями

∂ju

∂tj

∣∣∣
t=0

= φj(x), j = 0, 1, 2, 3, x ∈ [0, l]. (2)

Пусть коэффициент a > 0. Уравнение (1) имеет одну характеристику
x− at кратности четыре.

Добавим к уравнению (1) граничные условия вида

∂su

∂xs

∣∣∣
x=0

= µs(t), t ∈ [0, tn+1],
∂su

∂xs

∣∣∣
x=l

= νs(t), t ∈ [t1, tn+1], s = 0, 1,

(3)
Здесь Qn = ∪nk=0Gk, G0 =

{
(x, t) ∈ R2 : x ⩾ at, x ∈ [0, l], t ∈ [0, t1]

}
,

Gk =
{
(x, t) ∈ R2 : (k − 1)l ⩽ at − x ⩽ kl, x ∈ [0, l], t ∈ [tk−1, tk+1]

}
,

tk = kl/a, k = 0, n.
Выбор таких граничных условий гарантирует корректность за-

дачи (1)–(4) в классе четырежды непрерывно дифференцируемых
функций [1].

Теорема. Задача (1)—(4) на Qn имеет единственное классиче-
ское решение u ∈ C4(Qn) в треугольнике G0 вида

u0(t, x) = φ0(x+ at) + t
[
φ1(x+ at)− aφ′

0(x+ at)
]
+

+
1

2
t2
[
φ2(x+ at)− 2aφ′

1(x+ at) + a2φ′′
0(x+ at)

]
+

+
1

6
t3
[
φ3(x+ at)− 3aφ′

2(x+ at) + 3a2φ′′
1(x+ at)− a3φ

(3)
0 (x+ at)

]
,

+ F0(x, t), F0(x, t) =

∫ t

0

(t− τ)3

3!
f(x− at+ aτ, τ)dτ,

при выполнении условий гладкости φj ∈ C(7−j)[0, l], j ∈ 0, 3,
f ∈ C(G0), (F0)x, (F0)t ∈ C3(G0), и на Gk вида
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uk(t, x) =
(x− l)2(l + 2x)

l3
µ1

(
t− x

a

)
+
x(x− l)2

l2
µ2

(
t− x

a

)
+

+
x2(3l − 2x)

l3
ν1

(
t− x− l

a

)
+
x2(x− l)

l2
ν2

(
t− x− l

a

)
+

+
x(x− l)2

al2
µ

′

1

(
t− x

a

)
+
x2(l − x)

al2
ν′1

(
t− x− l

a

)
+

+Mk(x, t) + Fk(x, t), Fk(x, t) =

∫ t

tk−1

(t− τ)3

3!
f(|x− at+ aτ |, τ)dτ,

при выполнении условий гладкости функций µi ∈ C(6−i)[0, tk+1],
νi ∈ C(6−i)[t1, tn+1], i = 1, 2, основных условий согласования φj(0) =
= µ

(3−j)
1 (0), φ

′

j(0) = µ
(3−j)
2 (0), j = 0, 3, a4µ(4)

1 = f(0, 0) − φ
(4)
0 (0)−

−4a3φ
(3)
1 (0)− 6a2φ

(2)
2 (0)− 4aφ

′

3(0) и дополнительных условий согла-
сования.

Слагаемое Mk(x, t) включает слагаемые вида
∫ t
tk−1

(t−τ)3
3! f(|x −

at+ aτ |, τ)dτ при x = 0, l, его производные по t и производные по x
при x = 0, l, преобразованные как в [2].
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ИЕРАРХИЧЕСКИЕ РЕШЕТОЧНЫЕ МОДЕЛИ ТЕОРИИ
ПЕРКОЛЯЦИИ

Д.А. Черкашин, Ю.П. Вирченко (Белгород, БГТУ)
virch@bsu.edu.ru

Численно исследуется задача теории перколяции бернуллиевско-
го поля на иерархических графах Γ(n) порядка n ∈ N+, порождае-
мых квадратной решеткой. Для произвольного бесконечного связно-
го графа Γ = ⟨VΓ, φ⟩ с множеством вершин VΓ и бинарным симмет-
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ричным отношением смежности φ на VΓ такая задача ставится сле-
дующим образом [1]. На множестве VΓ графа определяется случай-
ное однородное бернуллиевское поле ρ̃ ∈ {0, 1}VΓ так, что Eρ̃(x) = c,
x ∈ VΓ, 0 < c < 1, c — вероятность заполнения фиксированной вер-
шины. Тогда на каждой реализации ρ̃ определен случайный подграф
Γρ̃ графа Γ с множеством вершин Vρ̃ = {x ∈ VΓ : ρ̃(x) = 1} и отноше-
нием смежности φρ̃, которое является сужением отношения смежно-
сти φ. Требуется вычислить вероятность P (c) существования беско-
нечного несамопересекающегося пути γ с начальной фиксированной
вершиной вершиной 0 ∈ VΓ.

Введем для любого множества Z вершин из VΓ множество ∂+Z =
{y ∈ VΓ \ Z : ∃

(
x ∈ Z : φ(y, x)} его внешних граничных вершин.

Точно также определим множество ∂−Z = {y ∈ Z : ∃
(
x ̸∈ Z : φ(y, x)}

множество внутренних граничных вершин.
Пусть графы Υ и Υ′ являются подграфами графа Γ, то есть опре-

деляются одним и тем же отношением смежности φ на Γ. Пусть мно-
жества VUpsilon и VΥ′ таковы, что VΥ∩VΥ′ = {x}. Граф Γ(x) с множе-
ством вершин VΥ∪VΥ′ с отношением смежности φ назовем склейкой
графов Υ и Υ′ по вершине x. Операцию склеивания обозначим по-
средством знака ∨ и запишем Γ(x) = Υ ∨Υ′. Определение операции
склеивания обобщается на произвольную совокупность графов Υ и
Υj , j = 1÷ s, которые являются подграфами одного и того графа с
отношение смежности φ и соответствующие им множества вершин
таковы, что множества VΥj

, j = 1 ÷ s попарно не пересекаются и
VΥ ∩ VΥj

= {xj}.
Склейкой такой совокупности графов по совокупности вершин

Σ = {xj ; j = 1 ÷ s} назовем граф Γ(Σ) с отношение смежности φ и
множеством вершин VΥ ∪

(⋃s
j=1 VΥj

)
. Этот граф обозначим как

Γ(Σ) =
⋃
z∈Σ

Υ ∨Υz , Υxj
≡ Υj , j = 1÷ s.

Положим, что Γ является квадратной решеткой, то есть VΓ = Z2

и отношение смежности φ определяется формулой φ(x, y) ⇔ y =
x ± ej , j ∈ {1, 2}, где e1 = ⟨1, 0⟩, e2 = ⟨0, 1⟩. Иерархический граф
Γ(n) порядка n, порождаемый квадратной решеткой, определяется
следующим образом. Обозначим посредством Zn ⊂ Z2 множество
вершин{

x1 + x2 : xj ∈
{
αllej ;αl ∈ {±1}, l = 0÷ n

}
, j ∈ {1, 2}

}
.
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Далее, определим для каждого фиксированного n ∈ N+ множество
Z(n) = Zn ∪ ∂+Zn. Очевидно, что Z(n) → Z2 при n → ∞. Заметим,
что число вершин в Zn равно (2n+1)2, а число вершин в ∂+Zn равно
4(2n+1) так, что число вершин в Z(n) = (2n+1)(2n+5) равно n ∈ N+.

Введем бесконечную расширяющуюся последовательность ⟨Γ(n)
m ;

m ∈ N+⟩ графов, где V
Γ
(n)
0

= Z(n). Номер m будем называть поко-

лением иерархической модели. Графы Γ
(n)
m определим рекуррентно

по m ∈ N+. Для каждого значения m + 1 граф Γ
(n)
m+1 определяется

склеиванием графа Γ
(n)
m с соответствующим этому уровню совокуп-

ностью графов Υ
(n)
m (u), u ∈ ∂+Γ

(n)
m ,

Γ
(n)
m+1 =

( ⋃
u∈Σ

Γ(n)
m ∨Υ(n)

m (u)
)
,

каждый из которых построен на множестве V
Υ

(n)
m (u)

= Z(n)(u) вер-
шин так, что все эти множества попарно не пересекаются и каждый
из них изоморфен, с точки зрения отношения связности, графу Γ

(n)
0 ,

причем такой изоморфной связи вершина u переходит в вершину 0

на Z2. Таким образом, совокупность всех графов Υ
(n)
m (u), u ∈ ∂+Γ

(n)
m

собой набор из [4(2n+1)]m экземпляров одного и того же графа Γ
(n)
0 .

Литература
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ЛОКАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ И УСТОЙЧИВОСТЬ
ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

С СИНГУЛЯРНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ
И МНОГОЧЛЕНАМИ В КРАЕВОМ УСЛОВИИ1

Е.Е. Читоркин (Самара, Самарский университет; Саратов, СГУ)
chitorkin.ee@ssau.ru

Работа посвящена обратной задаче Штурма-Лиувилля вида

−y′′ + q(x)y = λy, x ∈ (0, π), (1)

y[1](0) = 0, r1(λ)y
[1](π) + r2(λ)y(π) = 0, (2)

1 Работа выполнена в Саратовском государственном уни-
верситете при финансовой поддержке РНФ (проект 21-71-10001,
https://rscf.ru/project/21-71-10001/).
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где q(x) — комплекснозначный сингулярный потенциал из класса
W−1

2 (0, π), λ — спектральный параметр, r1(λ) и r2(λ) — взаимно
простые многочлены, y[1] := y′ − σ(x)y — так называемая квази-
производная, σ(x) — первообразная q(x), то есть q = σ′ в смысле
обощенных функций, σ ∈ L2(0, π).

Пусть степени многочленов равны p ⩾ 0, а {ci}pi=0 и {di}pi=0 —
коэффициенты многочленов r1(λ) и r2(λ) при λi, соответственно.
Будем считать, что cp = 1, а старшие коэффициенты многочлена
r2(λ) могут быть нулевыми. Обозначим класс таких пар многочле-
нов как Rp и будем писать (r1, r2) ∈ Rp в случае принадлежности
пары многочленов данному классу.

В [1] доказано, что спектр краевой задачи L — счетное множе-
ство собственных значений, которые могут быть занумерованы как
{λn}n⩾1 согласно их асимптотике. Предположим, что все собствен-
ные значения просты. Тогда функция Вейля M(λ), определенная в
[2], имеет простые полюса λ = λn, n ⩾ 1, а весовые числа опре-
деляются как αn = Resλ=λn M(λ), n ⩾ 1. Будем называть числа
{λn, αn}n⩾1 спектральными данными задачи L и рассмотрим сле-
дующую обратную задачу.

Обратная задача 1: По спектральным данные {λn, αn}n⩾1 най-
ти σ(x), r1(λ) и r2(λ).

Наряду с L рассмотрим краевую задачу L̃ = L(σ̃, r̃1, r̃2) того же
вида, но с другими коэффициентами.

Теорема 1. Пусть L̃ = L(σ̃, r̃1, r̃2) — фиксированная краевая
задача вида (1) − (2) с σ̃ ∈ L2(0, π), (r̃1, r̃2) ∈ Rp и простыми соб-
ственными значениями {λ̃n}n⩾1. Тогда существует δ0 > 0, завися-
щее от L̃, такое, что для любых комплексных чисел {λn, αn}n⩾1,
удовлетворяющих условию

δ :=

( ∞∑
n=1

(|ρ̃n − ρn|+ |α̃n − αn|)2
) 1

2

⩽ δ0,

где ρn :=
√
λn, ρ̃n :=

√
λ̃n, существует комплекснознаная функция

σ(x) ∈ L2(0, π) и многочлены (r1, r2) ∈ Rp, являющиеся решением
обратной задачи 1 с данными {λn, αn}n⩾1. Более того,

∥σ − σ̃∥L2
⩽ Cδ, |ci − c̃i| ⩽ Cδ, |di − d̃i| ⩽ Cδ, i = 0, p,

где константа C зависит только от L̃.
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Доказательство теоремы 1 приведено в [2] основано на конструк-
тивном решении обратной задачи Штурма-Лиувилля с многочлена-
ми в краевых условиях с ненулевой модельной задачей, методика
получения которого описана в [3]. В общем случае L может иметь
конечное число кратных собственных значений. Тогда спектральные
данные определяются иначе. Локальная разрешимость и устойчи-
вость для этого случая исследованы в [4].
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ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ
ТОКА И ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ

ДЛЯ ОБЛАСТИ ФИЛЬТРАЦИИ, ОГРАНИЧЕННОЙ
ОДНОЙ ЛИНИЕЙ ТОКА И ТРЕМЯ
ПОТЕНЦИАЛЬНЫМИ ЛИНИЯМИ

Е.Г. Чуб, Н.С. Задорожная (Ростов-на-Дону, РГУПС)
elenachub111@gmail.com

При рассмотрении плоских задач фильтрации, простое и в то же
время достаточно точное для инженерной практики решение дает
возможность получить метод мажорантных областей [1]. Этот ме-
тод дает возможность ответить на вопрос, как изменятся основные
характеристики потока при изменении границы области.
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Сущность метода мажорантных областей заключается в том, что
путем деформации границы области фильтрации строятся две та-
кие области, для которых задачу фильтрации можно решить точ-
но. Полученные фильтрационные характеристики для этих областей
заведомо должны давать верхние и нижние оценки искомых. Если
вспомогательные оценки подобраны удачно, то решение получается
достаточно точным, а его погрешность находится строго обосновано.

В настоящей работе приведена теорема об изменении значений
функции тока и потенциальной функции, когда область фильтрации
ограничена одной линией тока и тремя потенциальными линиями.

Введем предварительно следующие обозначения: G- исходная об-
ласть, ограниченная кривой L; GW - годограф комплексного потен-
циала исходной области; G̃ - область, полученная из исходной обла-
сти вариацией ее границы; L̃ - граница области G̃; G̃W1- - образ GW в
области W1 = φ1+ iψ1; L′ и L̃′ - совокупность потенциальных линий,
входящих в состав L и L̃ соответственно. Вариацией комплексного
потенциала называют функцию w̄ = w̄ (z) =W1 −W = σ + iτ , кото-
рая удовлетворяет в области G̃ той же системе дифференциальных
уравнений, что и комплексный потенциал. Следовательно, по тео-
реме о сохранении области образом G̃ в плоскости w̄ = σ + iτ будет
некоторая область Ω - годограф вариации комплексного потенциала.

Пусть область фильтрации ограничена линией тока BC и тре-
мя потенциальными линиями AB, AD и CD. Краевые условия для
комплексного потенциала W(z) имеют вид

φ|CD = 0, φ|AD = −kH0, φ|AB = −kH,ψ|BC = 0.

Будем называть линией промежуточного напора линию границы
области фильтрации, на которых приведенный напор постоянен и
принимает, промежуточное значение.

На основании выше приведенного, доказывается следующая тео-
рема.

Теорема . При вдавливании линии наименьшего напора для слу-
чая H > H0 > 0 максимальное значение функции тока уменьшает-
ся на линии промежуточного напора, т.е. на линии ψ|AD = −kH0.

Доказательство базируется на построении годографа вариации
комплексного потенциала.

Заметим, что аналогичные теоремы об изменении напоров, рас-
ходов и скоростей были приведены в работах [2,3,4].
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О СТИЛТЬЕСОВСКОЙ СТРУНЕ С НЕГЛАДКИМИ
РЕШЕНИЯМИ И ВЯЗКОУПРУГИМ ОСНОВАНИЕМ

С.А. Шабров, Ж.И. Бахтина, Т.В. Гридяева,
С.Е. Манучарова (Воронеж, ВГУ)
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В работе рассматривается модель малых поперечных колебаний
струны, помещенной в вязкоупругую среду с локализованными осо-
бенностями:

ρ(x)
∂2u(x, t)

∂t2
=

∂

∂σ

(
p(x)

∂u

∂x

)
−

−β(x, t)

u(x, t)− t∫
0

Q(x, t, τ)u(x, τ) dτ

− γ(x, t)
∂u(x, t)

∂t
+ F (x, t)

(1)
при условиях

u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = φ0(x), u̇(x, 0) = φ1(x), (2)
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которые приводят к потере гладкости у решения.
Функция σ(x) является строго возрастающей функцией, у ко-

торой множество точек разрыва S(σ) не пусто. В каждой точке
ξ ∈ S(σ) уравнение задается следующим образом:

ρ(ξ)
∂2u(ξ, t)

∂t2
=

∆
(
p∂u∂x

)
∆σ(ξ)

(ξ, t)−

−β(ξ, t)

u(ξ, t)− t∫
0

Q(ξ, t, τ)u(ξ, τ) dτ

− γ(ξ, t)
∂u(ξ, t)

∂t
+ F (ξ, t),

(3)
где ∆ψ(x) = ψ(x+ 0)− ψ(x− 0) — скачок функции ψ(x) в точке x.

Решение задачи (1)–(2) мы ищем в классе функций u(x, t), непре-
рывных на квадрате [0, l]× [0, T ], каждая из которых при фиксиро-
ванном x имеет непрерывные частные производные по переменной
t до второго порядка включительно; при каждом t функция u(x, t)
абсолютно непрерывна на [0; l] по переменной x, производная по про-
странственной переменной σ-абсолютно непрерывна на [0, l].

Следуя концепции работ [1, 2], нам удобно считать уравнение за-
данным на специальном расширенном отрезке [0, l], которое строится
следующим образом: обозначим через SA множество всех точек, где
σ(x) имеет ненулевые простые скачки, то есть имеют несовпадающие
левые и правые пределы. Выбросив SA из [0, l], заменим каждую точ-
ку ξ ∈ SA парой символов {ξ − 0, ξ + 0}. Множество, полученное из
[0, l] заменой точек ξ ∈ SA на соответствующие пары {ξ − 0, ξ + 0},
обозначим через [0, l](A).

Получены достаточные условия корректной разрешимости мате-
матической модели (1)–(2).
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ОБ АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ СРАВНЕНИЯ
ДЛЯ ОДНОРОДНОГО РАЗНОПОРЯДКОВОГО

УРАВНЕНИЯ
Е.А. Шайна, С.А. Шабров (Воронеж, ВГУ)

katerinashaina@mail.ru, shaspoteha@mail.ru

В работе доказан аналог теоремы сравнения для разнопорядко-
вых однородных уравнений.

Функция µ(x), порождающая на [0; ℓ] меру, предполагается стро-
го возрастающей функцией, непрерывной на концах отрезка [0; ℓ];
функция σ(x) — также строго возрастающая функция, содержащая
все особенности изучаемых уравнений.

Пусть даны два однородных уравнения

d

dσ

[(
−(p1u

′′′
xxµ)

′
x + r1u

′′
xx

)′
x
− g1u

]
+ uq1 = 0, (1)

d

dσ

[(
−(p2v

′′′
xxµ)

′
x + r2v

′′
xx

)′
x
− g2v

]
+ vq2 = 0, (2)

причем p1(x) ⩾ p2(x) > 0, r1(x) ⩾ r2(x) ⩾ 0, g1(x) ⩾ g2(x) ⩾ 0 и
q1(x) ⩾ q2(x) ⩾ 0 для всех x, принадлежащих отрезку [0; ℓ], кроме
того, предполагаются выполненными следующие условия: 1) функ-
ции pi(x) > 0 для всех x ∈ [0; ξ1), существует конечный предел pi(x)
при x→ ξ1−0, inf

[0;ξ1)
pi(x) > 0; pi(x) ≡ 0 на [ξ1; ℓ]; 2) ri(x) ⩾ 0 для всех

x ∈ [0; ℓ]; inf
(ξ2;ℓ]

ri(x) > 0; 3) gi(x) ⩾ 0 для всех x ∈ [0; ℓ]; inf
(ξ1;ξ2)

gi(x) > 0;

4) функции x, µ(x), pi(x), ri(x), gi(x), qi(x), Θ(x − ξi), (i = 1, 2) —
σ-абсолютно непрерывны на [0; ℓ], где Θ(x) — функция Хевисайда,
равная 0, если x < 0 и 1, если x > 0.

Решение уравнений (1) и (2) мы ищем в классе абсолютно непре-
рывных на [0; ℓ] функций, первая производная которых σ-абсолютно
непрерывна на [ξ1; ξ2], u(x) — непрерывно дифференцируема на [0; ξ1],
g1u

′
x(x) — абсолютно непрерывна на [0; ξ1], u′′xx(x) — µ-абсолютно

непрерывна на [0; ξ1]; (p1u′′′xxµ)(x) — абсолютно непрерывна на [0; ξ1];
−(p1u

′′′
xxµ)

′
x(x) + r1u

′′
xx(x) — абсолютно непрерывна на [0; ξ1];

−((p1u
′′′
xxµ)

′
x(x) + r1u

′′
xx)

′
x(x) − g1u(x) — абсолютно непрерывна на

[0; ξ1]; u′x — абсолютно непрерывна на [ξ2; ℓ]; (r1u′′xx)(x) — абсолютно
непрерывна на [ξ2; ℓ]; (r1u′′xx)′x − g1u — σ-абсолютно непрерывна на
[ξ2; ℓ].
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Уравнение задано на специальном расширении отрезка [0; ℓ], ко-
торое строится следующим образом.

Пусть I = [0; ℓ]\S(σ), где S(σ) — множество точек разрыва функ-
ции σ(x) и ρ(x, y) = |σ(x) − σ(y)| — метрика на I. Если S(σ) ̸= ∅,
то метрическое пространство (I, ρ) — неполное. Обозначим через
[0; ℓ]S — стандартное пополнение (I, ρ) до полного метрического про-
странства. В [0; ℓ]S каждая точка ξ ∈ S(σ) заменена на пару соб-
ственных элементов {ξ − 0; ξ + 0}. Уравнения (1) и (2) заданы на
[0; ℓ]σ = [0; ℓ]S ∪ S(σ). Отметим, что для первого уравнения в ξ1 —
точке соединения стержня, помещенного на «двойное» упругое осно-
вание и растянутой струны, должны выполняться четыре условия:
u(ξ1−0) = u(ξ1+0), p1u′′′xxµ(ξ1−0) = 0,

(
p1u

′′′
xxµ

)′
x
(ξ1−0)−(r1u

′′
xx) (ξ1−

0) = 0,
(
p1u

′′′
xxµ

)′′
xx

(ξ1−0)− (r1u
′′
xx)

′
x (ξ1−0)+ g1u

′
x(ξ1−0)− g1u′x(ξ1+

0) + u(ξ1)q1(ξ1) = 0; а в ξ2 — точке соединения натянутой струны
и стержня три условия: u(ξ2 − 0) = u(ξ2 + 0), r1u′′xx(ξ2 + 0) = 0,
(r1u

′′
xx)

′
x (ξ2 + 0) + g1u

′
x(ξ2 − 0)− g1u

′
x(ξ2 − 0) + u(ξ2)q1(ξ2) = 0; в точ-

ках ξ ∈ S(σ)
⋂
(0; ξ1) должны выполняться шесть условий: u(ξ−0) =

u(ξ + 0), u′x(ξ − 0) = u′x(ξ + 0), pu′′′xxµ(ξ − 0) = pu′′′xxµ(ξ + 0) = 0,
(pu′′′xxµ)

′
x(ξ − 0) = (pu′′′xxµ)

′
x(ξ + 0), −∆(pu′′′xxµ)

′′
xx(ξ) + ∆(ru′′xx)

′
x(ξ) −

∆gu′x(ξ)+u(ξ)q1(ξ) = 0, здесь и далее, ∆φ(x) = φ(x+0)−φ(x− 0) —
полный скачок функции φ(x) в точке x; если ξ ∈ S(σ)

⋂
(ξ1; ξ2), то

два условия: u(ξ − 0) = u(ξ + 0), −∆(g1u
′
x)(ξ) + u(ξ)q1(ξ) = 0; и, на-

конец, если ξ ∈ S(σ)
⋂
(ξ2; ℓ), то четыре условия: u(ξ − 0) = u(ξ + 0),

r1u
′′
xµ(ξ−0) = r1u

′′
xµ(ξ+0) = 0, ∆r1(u′′xµ)′x(ξ)−∆(g1u

′
x)(ξ)+u(ξ)q1(ξ) =

0. Аналогичные равенства справедливы и для решения v(x) уравне-
ния (2).

Основной результат работы.

Теорема 1. Пусть u(x) — решение уравнения (1), удовлетворяю-
щее условиям u(x1) = u(x2) = 0, где x1 < x2, причем если x1 < ξ1,
то u′x(x1) = u′′xx(x1 + 0) = 0; если x1 > ξ2, то u′x(x1 + 0) = 0, ана-
логично для x2: если x2 < ξ1, то u′x(x2) = u′′xx(x2 − 0) = 0 и если
x2 > ξ2, то u′x(x2 − 0) = 0. Также выполнены условия согласования:(
p2v

′′′
xxµ

)′
x
· v′′xx(x) < 0 и

(
(p2v

′′′
xxµ)

′′
xx(x)− (r2v

′′
xx)
)
· v′x(x) > 0 для вся-

кого x ∈ ([0; ℓ] \ S(σ))
⋂
(x1; ξ1), если x1 < ξ1, и

(
r2v

′′
xµ

)′
x
(x) ·v′x(x) < 0

для всякого x ∈
(
[0; ℓ]σ \ S(σ)

)⋂
(ξ2;x2), если x2 > ξ2.

Тогда для любого решения v(x) уравнения (2) существует точка
x0 ∈ (x1;x2) такая, что v(x0) = 0, если x0 ∈ (ξ1; ξ2); или v′(x0) = 0
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или v′′xx(x0 − 0) · v′′xx(x0 + 0) ⩽ 0, если x0 < ξ1; v(x0) = 0, v′x(x0 − 0) ·
v′x(x0 + 0) > 0, если x0 > ξ2.
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ИНВАРИАНТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ
М.В. Шамолин (Москва, МГУ имени М. В. Ломоносова)
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Обнаружение достаточного количества тензорных инвариантов
систем обыкновенных дифференциальных уравнений, как извест-
но [1–3], облегчает их исследование, а иногда позволяет и точно
их проинтегрировать. Так наличие инвариантной дифференциаль-
ной формы фазового объема позволяет уменьшить количество тре-
буемых первых интегралов. Для консервативных систем этот факт
вполне естествен — когда фазовый поток сохраняет объем с постоян-
ной плотностью. Но для систем, обладающих притягивающими или
отталкивающими предельными множествами, коэффициенты име-
ющихся инвариантов должны, вообще говоря, включать функции с
существенно особыми точками (см. также [4–6]). Наш подход состоит
в том, что для точного интегрирования автономной системы порядка
m нужно знать m−1 независимый тензорный инвариант (первый ин-
теграл, дифференциальная форма, векторное поле и т.д.). При этом
для достижения точной интегрируемости, как правило, приходится
соблюдать также ряд дополнительных условий на эти инварианты.

Для систем классической механики понятия «консервативность»,
«силовое поле», «диссипация» и др. вполне естественны. Посколь-
ку в данной работе изучаются динамические системы на касатель-
ном расслоении к гладкому многообразию (пространству положе-
ний), уточним данные понятия для таких систем.
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Анализ начинается с исследования приведенных уравнений гео-
дезических на поверхности, левые части которых при правильной па-
раметризации представляют собой записи координат ускорения дви-
жения материальной частицы по такой поверхности, а правые части
приравнены к нулю. Соответственно, величины, которые ставятся в
дальнейшем в правую часть, можно рассматривать как некоторые
обобщенные силы. Такой подход традиционен для классической ме-
ханики, а теперь он естественно распространяется на более общий
случай касательного расслоения к гладкому многообразию. Послед-
нее позволяет, в некотором смысле, конструировать «силовые поля».
Так, например, вводя в систему коэффициенты, линейные по одной
из координат (по квазискорости) касательного пространства, полу-
чим силовое поле с диссипацией разного знака (в зависимости от
знака самого коэффициента).

Консервативность для систем на касательных расслоениях мож-
но понимать в традиционном смысле, но мы добавим к этому сле-
дующее. Будем говорить, что система консервативна, если она об-
ладает полным набором гладких первых интегралов, что говорит
о том, что она не обладает притягивающими или отталкивающими
предельными множествами. Если же она последними обладает, то
будем говорить, что система обладает диссипацией какого-то знака.
Как следствие этого — обладание системы хотя бы одним первым
интегралом (если они вообще есть) с существенно особыми точками.

В работе приведены первые интегралы, а также инвариантные
дифференциальные 1-формы классов однородных по части перемен-
ных динамических систем, в которых может быть выделена система
с конечным числом степеней свободы на своем четномерном мно-
гообразии. Указывается на связь наличия инвариантных линейных
форм и первых интегралов.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ
ТЕПЛИЦА В НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ1

Р.Ф. Шамоян, В.А. Беднаж
(Саратов, Саратовский государственный университет;

Санкт-Петербург, Санкт-Петербургский горный университет)
vera.bednazh@mail.ru

Введем в рассмотрение новые пространства типа BMOA в еди-
ничном диске следующим образом:

BMOAs,q(U) =

{
f ∈ Hs(U) : ||f ||BMOAs,q

=

= sup
z∈U

(∫
T

|f(ξ)− f(z)|s

|1− ξz̄|q
dm(ξ)(1− |z|2)

)1/s

, 0 < q <∞, 1 ⩽ s <∞

}
;

BMOAps(U) =

{
f ∈ Hs(U) : ||f ||BMOAp

s
=

= sup
z∈U

(∫
T

|f(ξ)−f(z)|s
|1−ξz̄|2 dm(ξ)(1− |z|2)p

)1/s
, 0 < p <∞, 1 ⩽ s <∞

}
.

Цель этой заметки - сформулировать один из новых результатов о
действии операторов Теплица Tφ в новых пространствах типа BMOA
в единичном диске.

1
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Пусть далее U = {z ∈ C, |z| < 1} - единичный диск на комплекс-
ной плоскости C, T - единичный круг на C. Пусть также I = (0, 1)
и H(U)- пространство всех аналитических функций на U, dm2 - нор-
мализованная мера Лебега в U и dm - нормализованная мера Лебега
на T.

Пусть далее

F p,qα (U) = {f ∈ H(U) : ∥f∥p
Fp,q

α
=

=

∫
T

(∫
I

|Dmf(rξ)|q(1− r)(m−α)q−1dr

) p
q

dξ <∞},

где 0 < p, q < ∞, m > α,α ∈ R, голоморфное пространство
Лизоркина-Трибеля,

F p,qα,k(U) =
{
f ∈ H(U) : ∥Dkf∥Fp,q

α
<∞

}
, 0 < p, q, α <∞, k ∈ N.

Подчеркнем, что поведение операторов в единичном полидиске
существенно отличается от действия операторов Tφ в единичном
шаре в Cn (см., например, [1]).

Для формулировки основного результата определим некоторые
новые функциональные пространства в единичном диске: Asα,m(U) =

=

{
f ∈ H(U) : ∥f∥sAα,m

=

∫
U

|(Dmf)(z)|s (1− |z|)α−1dm2(z) <∞
}
,

m ∈ N, 0 < s, α <∞ - пространство Соболева - Бергмана,

Hs
m(U) = {f ∈ H(U) : ∥Dmf∥Hs <∞, m ∈ R, 0 < s <∞}−

пространство аналитических функций Харди-Лизоркина в единич-
ном диске U .

Аналитическое пространство типа Бесова и типа
Лизоркина-Трибеля в единичном диске определяется следующим об-
разом:

Ap,q̃s =
{
f ∈ H(U) :

∫
I

∫
T

|Dkf(rξ)|pdξ

q̃/p

(1− r)q̃(k−s)−1dr <∞
}
,
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k > s, 0 < p, q̃ < ∞, s ∈ R; F p,q̃s - пространства, определенные анало-
гично пространствам F p,qα,k, изменением порядка интегрирования.

Теорема 1. Пусть φ ∈ H(U),max(p, q̃) ⩽ s̃ < ∞; p = s̃
2 , 0 <

s̃ < 1; 2 − s̃ ⩽ q < 1 + s̃. Тогда Tφ̄ ограниченный оператор из Ap,q̃q/s̃
или BMOAs̃,q или из F p,q̃q/s̃ в BMOAs̃,q тогда и только тогда, когда
φ ∈ H∞(U).
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О ПРОДОЛЖЕНИИ ЛОКАЛЬНОЙ ОДНОРОДНОСТИ
РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Н.А. Шананин (Москва, ГУУ)
nashananin@inbox.ru

Пусть

P (x,D) =
∑

|α|⩽m

aα(x)D
α, Dk =

1

i

∂

∂xk
, i2 = −1, (1)

– линейный дифференциальный оператор порядка m ⩾ 1 с веще-
ственно аналитическими, комплекснозначными коэффициентами,
определенный в области Ω ⊂ Rn (обозначения см. [1]).

Пусть C∞-диффеоморфизм χ : R × Ω → Ω является однопара-
метрической аддитивной группой C∞-диффеоморфизмов области Ω
на себя, то есть:
1) для любого t ∈ R отображение χt : x → χ(t, x) является C∞-
диффеоморфизмом Ω на себя;
2) χ0 : x→ x для всех x ∈ Ω;
3) χt ◦ χs = χt+s для любых t, s ∈ R.

Функцию u(x) ∈ D′(Ω) назовем χt-однородной с показателем γ ∈
R, если

(χ∗
tu)(x) = eγtu(x), ∀t ∈ R, x ∈ Ω.

Пусть x0 ∈ Ω. Будем говорить, что функция u(x) ∈ D′(Ω) локаль-
но χt-однородна в точке x0 с показателем однородности γ , если
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при всех t ∈ R в точке x0 ростки функций χ∗
tu и u удовлетворяют

равенству (χ∗
tu)x0 ∼= eγtux0 , ∀t ∈ R. Линейный дифференциальный

оператор вида (1) назовем χt-однородным с показателем δ ∈ R, если
χ∗
t (Pu) = eδtP (χ∗

tu), для любой функции u ∈ D′(Ω).
Обозначим через Kx(P ) ⊂ T ∗

xΩ ядро симметрическойm-линейной
формы, индуцируемой в точке x ∈ Ω старшим символом оператора
P (x,D). Предположим, что:
1)

⋃
x∈Ω

(x,Kx(P ) \ {0}) = Char(P );

2) размерность ядра Kx(P ) не зависит от точки x ∈ Ω.
Если условие (2) выполнено, то множество

L(P ) = {(x, τ) ∈ TΩ |x ∈ Ω и ξ(τ) = 0 ∀ξ ∈ Kx(P )}.

является подрасслоением касательного расслоения TΩ. Обозначим
через L(P ) дифференциальную систему, порожденную C∞-сечения-
ми подрасслоения L(P ). Система L(P ) порождает в C∞-модуле T Ω
сечений касательного расслоения фильтрацию C∞-подмодулей Hj , в
которой первый элемент H1 = L(P ), а последующие подмодули Hj+1

порождаются векторными полями из L(P ) и коммутаторами вектор-
ных полей вида [L(P ),Hj ]. Дифференциальную систему L называют
вполне неголономной, если найдется такое число r, что

L = H1 ⫋ H2 ⫋ . . . ⫋ Hr = T Ω.

Теорема 1. Если оператор P удовлетворяет условиям (1) и (2),
является χt-однородным с показателем δP , индуцированная систе-
ма L(P ) является вполне неголономной, функция u(x) ∈ D′(Ω) яв-
ляется решением уравнения Pu = f ∈ D′(Ω), правая часть кото-
рого является χt-однородной функцией с показателем γf ∈ R, и яв-
ляется локально χt-однородной в точке x0 функцией с показателем
однородности γf−δP , то u(x) является χt-однородной в Ω функцией
с показателем однородности γf − δP .

Доказательство теоремы использует результаты статьи [2].
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТРОИЧНОЙ ЛОГИКИ
В НЕЙРОННЫХ СЕТЯХ

В.А. Шананин1, Д.А. Алексанян2

(1Москва, МАИ, 2Москва, МТУСИ)
vasiliyshananin@yandex.ru

Искусственные нейронные сети (ИНС) представляют собой мощ-
ный и универсальный инструмент для решения широкого спектра
задач в области машинного обучения и анализа данных. Традици-
онно ИНС базируются на двоичной логике, оперируя двумя логи-
ческими состояниями — «истина» (1) и «ложь» (0). Использование
многозначных логик, в частности троичной с состояниями — «исти-
на» (1), «неопределённость» (0) и «ложь» (-1) , потенциально спо-
собно значительно расширить функциональные возможности нейро-
сетевых архитектур и повысить эффективность их работы [1,2].

Для экспериментального исследования возможностей троичных
нейронных сетей (ТНС) были разработаны специализированные про-
граммные модули на языке Python версии 3.7 с использованием
фреймворка глубокого обучения TensorFlow 2.3.

В качестве базовой архитектуры была выбрана модель много-
слойного перцептрона (MLP). Исходная архитектура включала вход-
ной слой, 2 полносвязных скрытых слоя размерностью 128 и 64 ней-
рона соответственно, и выходной слой, размерность которого опреде-
лялась спецификой решаемой задачи (10 нейронов для задачи клас-
сификации рукописных цифр MNIST и 1 нейрон для задачи регрес-
сии на синтетических данных). Общее число настраиваемых пара-
метров сети составило 13,578 для классификации и 13,505 для ре-
грессии.

Для реализации троичной логики функции активации нейронов
были модифицированы следующим образом. Вместо традиционных
функций ReLU или гиперболического тангенса использовалась сту-
пенчатая функция вида:

f(x) = 1, если x > 0.5

f(x) = 0, если − 0.5 ⩽ x ⩽ 0.5

f(x) = −1, если x < −0.5

В качестве функции ошибки использовалась кросс-энтропия для
задачи классификации и среднеквадратичная ошибка для задачи
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регрессии. Оптимизация параметров сети производилась методом
Adam [5] с адаптивным шагом обучения и коэффициентом регуля-
ризации по L2-норме.

Для обучения и тестирования моделей использовались датасет
рукописных цифр MNIST и синтетический датасет для регрессии,
сгенерированный на основе функции y(x) = sin(x) + 0.1 ∗ x + 0.05 ∗
random.randn()

Выбранный подход позволяет существенно повысить эффектив-
ность и обучаемость нейросетевых моделей по сравнению с тради-
ционными подходами на основе двоичной логики. Так, на задаче
классификации рукописных цифр MNIST точность ТНС достига-
ет 98.73%, что на 0.41% выше, чем у двоичной сети, а на синтетиче-
ской задаче регрессии преимущество ТНС в точности составляет 2.27
раза. При этом ТНС демонстрирует более высокую устойчивость к
шумам и возмущениям во входных данных, теряя не более 5.2% точ-
ности при зашумлении 30% пикселей изображения по сравнению с
19.7% для двоичной ИНС.

Перспективы развития ТНС связаны с исследованием их воз-
можностей для обработки разнородных типов данных, в том числе
временных рядов [3], текстовой и аудиоинформации, а также с при-
менением в системах принятия решений и управления в условиях
неопределённости [4], разработкой специализированных аппаратных
решений для эффективной реализации ТНС. Развитие этих направ-
лений позволит вывести нейросетевые технологии на качественно но-
вый уровень и откроет широкие возможности для их применения в
самых разных областях науки и техники.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ КРИТИЧЕСКИХ
НАПРЯЖЕНИЙ РАЗРЫВА ОБРАЗЦА ПОРИСТОГО

МАТЕРИАЛА
И.М. Шаполова, Ю.П. Вирченко (Белгород, БелГУ)

virch@bsu.edu.ru

Анализируется статистическая модель, позволяющая вычислить
предел прочности p∗ образца пористого твердотельного материала,
по отношению к разрыву под действием внешней растягивающей на-
грузки, как функцию от плотности пор внутри него. Образец пред-
ставляется вытянутым вдоль некоторого направления z. К проти-
воположным торцам параллелепипеда приложены направленные в
противоположные стороны силы, растягивающие его вдоль этой оси.
При достаточно большой величине внешней нагрузки p, при превы-
шении ею порогового значения p∗ — предела прочности на растяже-
ние происходит разрыв образца. Этот разрыв происходит вследствие
слияния пор и образования микротрещин под действием напряже-
ний.

Основой исследования является является представление о том,
что предел прочности определяется наличием в нем пор, распреде-
ленных случайным образом по его объему. Полагается, что случай-
ные точки расположения «центров» микротрещин образуют пуассо-
новское случайное точечное поле с плотностью ρ = N/|Ω| = N/V ,
N — число дефектов в области Ω образца. Тогда вероятность того,
что в области ∆ случайное число ñ попавших в нее пор определяется
распределением Пуассона

Pr{ñ = n} =
(ρ|∆|)n

n!
exp(−ρ|∆|) . (1)

На основе этого распределения определяется зависящая от концен-
трации ρ вероятность появления величины критической флуктуа-
ции, вследствие которой возникают трещины критического размера
в образце. Для установления такой связи используется закон Холла-
Петча

d = d0 (k/p)
α/2

, (2)
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где d – критическая длина микротрещины, начиная с которой начи-
няется ее развитие под действием внешнего напряжения, α > 0 и k
– т.н. постоянная Гриффитса. При этом критическая концентрация
n∗ пор связывается с d, n∗ = (d/δ)3. где δ — характерное расстояние
между ионами материала.

Пусть P ≡ P (p, ρ;V ) — вероятность того, что в параллелепипе-
де Ω существует малая область с критическим размером d, в ко-
торой случайное число пор превышает значение n∗. Она является
функцией ρ, p и объема образца V и интерпретируется как вероят-
ность разрушения образца. Для проведения расчета пуассоновское
поле дискретизируется посредством разбиения образца на ячейки с
размером d. Трещина зарождается в какой-то из ячеек, если в ней
количество пор превышает величину m∗ = v∗/h

3 = (d/h)3. В силу
статистической независимости расположений пор в разных ячейках,
P = 1 − P̄N∗ , где P∗ — вероятность попадания в ячейку числа пор,
меньшего m∗. Вследствие (1), находим

P̄∗ = 1− exp
(
− ρ|∆|

) ∞∑
m=m∗

(ρ|∆|)m

m!
. (3)

Так как число m∗ ≫ 1 очень велико, то, используя ля оценки суммы
формулу Стирлинга, находим

P̄∗ = (1− η(ρ, p))N , η(ρ, p) =
exp

[
− ρ|∆|

]
√
2πm∗

(ρe|∆|
m∗

)m∗

с m∗ ≪ N . Формула (2) позволяет выразить вероятность P (p, ρ;V )
через физически контролируемые характеристики

P (p, ρ;V ) = 1− (1− η(ρ, p))V/d
3

.

В результате, вероятность разрыва образца дается формулой

P (p, ρ;V ) = 1− exp
(
− V η(ρ, p)/d3

)
,

а предел прочности p∗ вычисляется как решение уравнения
P (p, ρ;V ) = 1− ε, с малым уровнем значимости ε.

p∗ = kC0

(d0ρ
V 2

)(3α)−1

, C0 = const .
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О НЕОБХОДИМОСТИ ПРЕПОДАВАНИЯ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

СТУДЕНТАМ ПЕДАГОГИЧЕСКОГО НАПРАВЛЕНИЯ
И.А. Шкурай (Ростов-на-Дону, ЮФУ)

shkuray@sfedu.ru

Сегодня в школьном математическом образовании одним из при-
оритетных направлений является подготовка обучающихся к исполь-
зованию математических знаний к решению реальных (практиче-
ских, прикладный) задач и формирование у них представлений о
возможности реальных приложений математики. Это обусловлено
широким использование методов математики во многих областях на-
уки и человеческой деятельности. Дополнительным фактором явля-
ется появление в руках человечества нового инструмента — компью-
тера, способного решать в первую очередь вычислительные задачи,
недоступные для «ручного счета».

В связи с этим важно сформировать у обучающихся представле-
ния о методе математического моделирования, как одном из основ-
ных методов познания окружающей действительности. Что нераз-
рывно связано с развитием соответствующих предметных знаний и
методических умений у учителей математики.

В докладе рассматривается возможность введения отдельной
дисциплины по математическому моделированию в программу под-
готовки студентов педагогических направлений. Выделено несколь-
ко трудностей, осложняющих этот процесс.

Во-первых, в учебных планах подготовки бакалавров направле-
ния «педагогическое образование», профиль «математика» намети-
лась тенденция к сокращению часов на математические дисциплины,
добавление же нового курса потребует перераспределения учебных
часов и возможное сокращение времени, выделяемого на другие дис-
циплины.

Во-вторых, для эффективного внедрения математического мо-
делирования потребуется методическая поддержка курса, разработ-
ка учебных пособий, материалов для самостоятельного изучения и
практической работы студентов. А значит возникает необходимость
в специалистах, обладающих достаточным опытом и знаниями в об-
ласти математического моделирования.
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В Южном федеральном университете подготовка учителей мате-
матики осуществляется на базе института математики, механики и
компьютерных наук имени И.И. Воровича, в котором накоплен боль-
шой опыт по разработке и преподаванию курсов по математическому
моделированию студентам специальностей (направлений подготов-
ки) математика, механика, прикладная математика и информатика.

Основоположниками математического моделирования в Ростов-
ском государственном университете (ныне ЮФУ) принято считать
И.И. Воровича и Н.Н. Моисеева. Расцвет работ по математическому
моделированию связан с открытием в РГУ вычислительного цен-
тра (1958 г.), а затем научно-исследовательского института механи-
ки и прикладной математики (1971 г.). В НИИ МиПМ была создана
имитационная модель Азовского моря, за которую её разработчики
были удостоены Государственной премии СССР. Успешное развитие
научных исследований по математическому моделированию (в том
числе в РГУ (ЮФУ)) и окончательное формирование его в виде от-
дельной области математики, неизбежно привели к разработке курса
«Математическое моделирование» в виде самостоятельной учебной
дисциплины. А в 1998 году была открыта кафедра математического
моделирования — первая в стране кафедра такого профиля в клас-
сическом университете [1].
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ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
ПРИ ПОМОЩИ КВАЗИКЛАССИЧЕСКОГО

ФУНКЦИОНАЛА1

С.Г. Шорохов (Москва, РУДН)
shorokhov-sg@rudn.ru

Вариационные принципы для непотенциальных операторов [1]
применяются для решения широкого круга теоретических и при-
кладных задач, моделируемых уравнениями с частными производ-
ными. Решения краевых задач для уравнений с частными производ-
ными могут аппроксимироваться искусственными нейронными сетя-
ми различной архитектуры. Для обучения таких нейронных сетей
требуются функционалы потерь (ошибки), в качестве которых наря-
ду с функционалом невязки могут быть использованы квазикласси-
ческие функционалы из вариационных принципов [1].

Рассмотрим задачу построения функционала потерь для обуче-
ния нейронной сети на основе квазиклассической вариационной фор-
мулировки краевой задачи для гиперболического уравнения

uξη = 0 (1)

в области Ω, имеющей форму ромба с вершинами в точках Γ0 (0, 0),
Γ1 (π, π), Γ2 (2π, 0), Γ3 (π, −π), с граничными условиями

u |γ1 =χ1 (ξ) ,

uη |γ2 =φ2 (η) ,

uη |γ3 =φ3 (η) ,

uξ |γ3 =ψ3 (ξ) ,

uξ |γ4 =ψ4 (ξ) ,

(2)

где отрезок γ1 соединяет точки Γ0 (0, 0) и Γ1 (π, π), отрезок γ2 со-
единяет точки Γ1 (π, π) и Γ2 (2π, 0), отрезок γ3 соединяет точки
Γ2 (2π, 0) и Γ3 (π, −π), отрезок γ4 соединяет точки Γ3 (π, −π) и
Γ0 (0, 0).

Квазиклассические вариационные формулировки различных
краевых задач могут быть построены на основе метода симметри-
зующего оператора [2]-[3].

1 Работа выполнена в рамках проекта № 002092-0-000 Российского универ-
ситета дружбы народов им. Патриса Лумумбы.
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Для краевой задачи (1)-(2) при помощи подхода В.М. Шалова [4]
доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Вариационный функционал для краевой задачи (1)-
(2) может быть записан в виде

D [u] =

∫
Ω′

(
u2ξ + u2η − 2Φuη − 2Ψuξ

)
dξdη +

∫
γ′
1

(
u2 − 2χ1u

)
ds, (3)

где функции Φ, Ψ определяются следующими формулами:

Φ (η) =

{
φ2 (η) , 0 ⩽ η ⩽ π,

φ3 (η) , −π ⩽ η < 0,
, Ψ(ξ) =

{
ψ3 (ξ) , π ⩽ ξ ⩽ 2π,

ψ4 (ξ) , 0 ⩽ ξ < π.

Функционал (3) содержит производные функции u первого по-
рядка и может быть использован в задачах обучения нейронной се-
ти, аппроксимирующей решение краевой задачи (1)-(2). При помощи
подхода В.М. Филиппова [5] может быть построен функционал для
уравнения (1), не содержащий производных функции u.

Приводится алгоритм обучения нейронной сети для аппроксима-
ции краевой задачи (1)-(2) при помощи функционала (3), обсуждает-
ся построение и обучение нейронной сети с использованием фрейм-
ворка TensorFlow, анализируется качество построенной нейросетевой
модели краевой задачи (1)-(2).
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ИНВАРИАНТНЫЕ КЛАССЫ ПРОСТРАНСТВ ФРЕШЕ
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ В СТРУКТУРНОЙ ТЕОРИИ

ПРОСТРАНСТВ
М.А. Шубарин (Ростов-на-Дону, ЮФУ)

mas102@mail.ru

Под структурной теорией Фреше автор понимает совокупность
проблем, которые можно сгрупировать следующим образом:

• «безбазисная» изоморфная классификация пространств Фре-
ше. «Безбазисность» предполагает, что найденные необходи-
мые и достаточные (по возможности близкие к необходимым)
условия изоморфности двух пространств Фреше не будут фор-
мулироваться в терминах базисов в этих пространствах;

• описание (с точностью до изоморфизма) всех подпространств,
фактор пространств и дополняемых подпространств рассмат-
риваемого пространства Фреше;

• изоморфная классификация пространств Кёте. Используемые
инвариантные характиристики рпределяются в терминах абсо-
лютных базисов в рассматриваемых пространствах Кёте;

• нахождение условий существования базиса в пространстве
Фреше.

Популярным инструментом решения сформулированных выше
задач служат семейства пространств Фреше (Dj), (Ωj), j = 1, 2,
называемые (в зависимости от решаемой задачи) инвариантными
классами, интерполяционныи классами или инвариантными идеала-
ми пространств Фреше. Эти объекты впервые появились в работах
Б. С. Митягина [1], М. М. Драгилева [2], В. П. Захарюты [3], Д. Фогта
[4, 5], Д. Фогта и М.-Й. Вагнера [6], . . . .

Пусть X — пространство Фреше, топология в котором задаётся
набором норм (∥·∥p). Говорят, что это пространство имеет тип (D1) =
(DN), (Ω2) = (DN), если выполняется соответственно условие (1)
или (2):

∃p0∀p∃p1 = p1(p)∃C1 = C1(p0, p, p1) > 0 :

∀x ∈ X∥x∥p ⩽ C1∥x∥1/2p0 ∥x∥1/2p1 ,
(1)

∃p0∀p∃p1 = p1(p)∃α ∈ (0, 1)∃R1 = R1(p0, p, p1) > 0 :

∀x ∈ X∥x∥p ⩽ R1∥x∥αp0∥x∥
1−α
p1 .

(2)
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Говорят, что это пространство имеет тип (D2) = (Ω) или (Ω1) = (Ω),
если выполняется соответственно условие (3) или (4):

∀p0∃p = p(p0)∀p1∃C2 = C2(p0, p, p1) > 0 :

∀x′ ∈ X ′∥x′∥′p ⩽ C2(∥x′∥′p0)
1/2(∥x′∥′p1)

1/2,
(3)

∀p0∃p = p(p0)∀p1∃R2 = R2(p0, p, p1) > 0 : ∃τ ∈ (0, 1)

∀x′ ∈ X ′∥x′∥′p ⩽ R2(∥x′∥′p0)
1−τ (∥x′∥′p1)

τ .
(4)

Здесь (∥ · ∥′p) — набор сопряжённых норм в X ′:

∥x′∥′p := sup{x′(x) : ∥x∥p ⩽ 1}.
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СОВРЕМЕННЫЕ ТРЕБОВАНИЯ НАПИСАНИЯ
ПРОГРАММ ПО ДИСЦИПЛИНЕ

«ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ»
А.И. Эгамов (Нижний Новгород, ННГУ)

albert810@yandex.ru

В процессе разработки студентами лабораторных работ по дис-
циплине «Вычислительные методы» основное внимание уделяется
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математическим вычислениям, умению программировать на алго-
ритмических языках высокого уровня и правильности полученных
результатов. Однако, в реальной жизненной ситуации не менее важ-
ными составляющими являются интуитивно-понятный интерфейс и
наглядность выдаваемых результатов, поэтому еще со студенчества
важно формировать желание и умение студентов уделять большое
внимание визуальной составляющей написанной программы.

Рис. 1: Пример скриншота СППР

Согласно современным тенденциям студентам дается дополни-
тельное задание: написать программу в стиле СППР (система под-
держки принятия решения) [1], так как все современные программы,
где предлагается сделать какой-либо выбор (госуслуги, различные
маркеты и т.п.) написаны в таком стиле. В лабораторных работах по
«Вычислительным методам» пользователю также приходится выби-
рать, например, начальные условия, вид управления, желательную
(возможную) погрешность и т.д. Приветствуется, если студенты сде-
лают интерфейс программы на двух языках: русском и английском.
Конечно же, объем работы для написания подобной программы до-
вольно большой, поэтому, как правило, все вышеописанное делается
в рамках учебно-исследовательского проекта в составе небольшой
(4-5 человек) группы учащихся. В качестве примера выше приве-
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ден скриншот программы СППР, связанной с задачей дискретной
оптимизации. О подобном учебно-исследовательском проекте и про-
водимом виртуальном эксперименте подробнее можно ознакомиться
в [2].

Конечно же, правильность математических выкладок и грамот-
ное применение численных методов являются основными, важными
составляющими программы, однако, требование уделить особое вни-
мание визуальной составляющей, интуитивно-понятному интерфей-
су и наличие в программе возможности получить ответ, «не вдаваясь
в подробности», являются непосредственными элементами современ-
ной программы. Подобная постановка учебных задач настраивает
студентов на современные тенденции в программировании, дисци-
плинирует и укрепляет профессиональные навыки и компетенции
будущих программистов.
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О НЕКОТОРЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ
И АРИФМЕТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ НЕЛИНЕЙНЫХ

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ1

А.Я. Янченко (Москва, НИУ МЭИ)
YanchenkoAY@mpei.ru

Справедливы следующие теоремы:
Теорема 1. Пусть l, n, d – натуральные; P ∈ C[ω0, ωl]; Q ∈

C[z, ω0, . . . , ωn], причем:

1) P =
d∏
j=1

(ωl − αjω0), где все αj ∈ C и αi ̸= αj при i ̸= j;

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект 24-21-00196).
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2) степень многочлена Q по совокупности переменных
{ω0, . . . , ωn} не превосходит d − 1. Пусть y = f(z) — целая
функция, являющаяся решением дифференциального уравнения

P (y, y(l)) +Q(z, y, y′, . . . , y(n)) = 0. (1)

Тогда либо f(z) — многочлен из C[z], либо f(z) — квазимногочлен,
т.е.

f(z) =

M∑
j=1

Tj(z)e
βjz,

где M ∈ N, все Tj(z) ∈ C[z], все βj ∈ C.
Теорема 2. Пусть K — поле алгебраических чисел, [K : Q] <

+∞. Пусть Pi ≡ Pi(ω0, ω1, . . . , ωn) ∈ K[ω0, . . . , ωn] (i = 1, . . . , n),
причем при всех i

Pi = ai,Ni
(ω1, . . . , ωn)ω

Ni
0 + . . .+ ai,0(ω1, . . . , ωn),

все aij(ω1, . . . , ωn) ∈ K[ω1, . . . , ωn]

Пусть {yi ≡ yi(z); i = 1, . . . , n} — мероморфные функции конеч-
ного порядка, являющиеся решениями системы дифференциальных
уравнений  P1(y

′
1, y1, . . . , yn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Pn(y

′
n, y1, . . . , yn) = 0.

Пусть поле K(y1(z), . . . , yn(z)) имеет степень трансцендентности
(над C) равную единице. Пусть существует точка z0 ∈ C, такая,
что:

а) yi(z) голоморфны в z0 при всех i;
б) ai,Ni

(y1(z0), . . . , yn(z0)) ̸= 0 при всех i;
в) ∂Pi

∂ω0
(y′i(z0), y1(z0), . . . , yn(z0)) ̸= 0;

г) y1(z0), . . . , yn(z0) ∈ K.
Тогда существует K1 — конечное расширение поля K такое,

что все функции {yi(z); i = 1, . . . , n}:
1) либо являются рациональными функциями от (z − z0) с ко-

эффициентами из поля K1;
2) либо являются рациональными функциями с коэффициента-

ми из поля K1 от eα(z−z0) (при некотором α ̸= 0, α ∈ K1);
3) либо имеют вид:

yi(z) = R1,i

(
℘
(
z − z0 +

ω1

2

))
+ ℘′ (z − z0 +

ω1

2

)
R2,i

(
℘
(
z − z0 +

ω1

2

))
,
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где ℘(z) — эллиптическая функция Вейерштрасса, удовлетворяю-
щая уравнению (℘′(z))2 = 4(℘(z))3 − g2℘(z)− g3, причем g2, g3 ∈ K1;
ω1 — один из периодов ℘(z); R1,i(t), R2,i(t) — рациональные функции
с коэффициентами из поля K1.

Теорема 3. Пусть φ(z) — мероморфная функция порядка не вы-
ше ρ (0 < ρ < +∞); φ(z) = f(z)

g(z) , где f, g — целые функции порядка
не выше ρ.

Пусть t, s ∈ N ∪ {0}, t < s и при любых натуральных n,H и
действительном R > 0 Bt,s(n,H,R) — множество точек w ∈ C
таких, что:

а) |w| ⩽ R;
б) |g(w)| ⩾ e−(1+|w|)ρ ;
в) φ(t)(w), φ(s)(w) являются алгебраическими числами степени

не выше n и высоты не более H.
Пусть при некотором δ > 0 существует бесконечная последова-

тельность {Ml} ∈ R такая, что:
а) lim

l→+∞
Ml = +∞;

б) Ml ⩽Ml+1 ⩽M
1+ δ

20(1+ρ)

l при всех l;
в) при любом l найдутся натуральные n,H и действительное

R > 0 — такие, что n(n + lnH) + R = Ml и число элементов во
множестве Bt,s(n,H,R) не менее чем M3ρ+δ

l .
Тогда φ(t)(z) является либо рациональной функцией, либо раци-

ональной функцией от какой-либо экспоненты eαz, либо эллипти-
ческой функцией.

Указанные теоремы усиливают результаты из [1]-[3].
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CONSTRUCTING SOLUTIONS
OF PSEUDO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

WITH INTEGRAL BOUNDARY CONDITIONS
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IN MULTIDIMENSIONAL SPACE WITH A CUT.
H.F. Gebreslasie, V.B. Vasilyev (Belgorod, BSU)

1609295@bsu.edu.ru

Let Ca and Cb be two cones in R2 for positive real numbers a and
b. In this article we aim to solve an elliptic pseudo-differential equation
model in R4 \Ca × Cb, which involve a special wave factorization of the
elliptic symbol. We are going to analyze the formula for general solution
of elliptic pseudo-differential equation model given by

(Au)(x) = 0, x ∈ R4 \ Ca+ × Cb+ (1)

where: Ca+ ⊂ R2,Cb+ ⊂ R2 and
Ca+ ×Cb+ = {x ∈ R4|x = (x1, x2, x3, x4), x2 > a|x1|, x4 > b|x3|, a, b > 0},
with integral boundary condition∫

R2

u(x1, x2, x3, x4)dx2dx4 = f(x1, x3), f(x1, x3) ∈ Hs+ 1
2 (R2

+) (2)

Assuming the symbol A(ξ) of the pseudo-differential operator A satisfies
the condition

c1(1 + |ξ|)α < |A(ξ)| < c2(1 + |ξ|)α, ξ ∈ R4, c1, c2 > 0,

the real number α is index of operator A, admits the wave factorization
with respect to Ca+ × Cb+ having index æ , such that æ − s = 1 + δ,
|δ| < 1

2 . By utilizing lemma 3.1, Va,bu = FTa,bF
−u in [1], where F is

Fourier transform operator and Ta,b is transformation operator from R4

to R4. we derive a solution for (1) sought in Sobolove Slobodetski space
Hs(R4 \ Ca+ × Cb+) and acquire the subsequent formula in the Fourier
image of u,

ũ(ξ) = A−1
̸= (ξ)c̃1(ξ1 − aξ2, ξ3 − bξ4) +A−1

̸= (ξ)c̃2(ξ1 − aξ2, ξ3 + bξ4)

+A−1
̸= (ξ)c̃3(ξ1 + aξ2, ξ3 − bξ4) +A−1

̸= (ξ)c̃4(ξ1 + aξ2, ξ3 + bξ4) (3)

© Gebreslasie H. F., Vasilyev V. B., 2024
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where A ̸= is factor in wave factorization of the operator A [1].

c̃1(ξ1 − aξ2, ξ3 − bξ4) =
1

4
c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 − bξ4)−

1

2
S1c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 − bξ4)

−1

2
S3c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 − bξ4) + S31c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 − bξ4)

c̃2(ξ1 − aξ2, ξ3 + bξ4) =
1

4
c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 + bξ4)−

1

2
S1c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 + bξ4)

+
1

2
S3c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 + bξ4)− S31c̃0(ξ1 − aξ2, ξ3 + bξ4)

c̃3(ξ1 + aξ2, ξ3 − bξ4) =
1

4
c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 − bξ4) +

1

2
S1c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 − bξ4)

−1

2
S3c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 − bξ4)− S31c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 − bξ4)

c̃4(ξ1 + aξ2, ξ3 + bξ4) =
1

4
c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 + bξ4) +

1

2
S1c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 + bξ4)

+
1

2
S3c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 + bξ4) + S31c̃0(ξ1 + aξ2, ξ3 + bξ4)

where S1, S3 are singular integral operators and S31 = S3S1 [2].
Theorem 1. If the symbol A(ξ) admits the wave factorization[1] with
index æ such that æ − s = 1 + δ, |δ| < 1

2 , general solution of the
homogeneous equation (1) on Sobolev–Slobodetskii space Hs(R4 \Ca+ ×
Cb+) in Fourier image has the form in (3). where, c̃0 is an arbitrary
function from the space Hs−æ+ 1

2 (R2).
Applying the boundary condition (2) to the general solution yields us
unique solution, hence we got the following result.
Theorem 2. Suppose that æ−s = 1+δ, |δ| < 1

2and f ∈ Hs+ 1
2 (R2).Then

the formula given by (3) is a unique solution of the equation (1) with
integral boundary condition given by (2), where

c̃0(ξ1, ξ3) = A ̸=(ξ1, 0, ξ3, 0)f̃(ξ1, ξ3).

Furthermore,we study behavior of the solutions as parameters a and b
sufficiently larger,a→ ∞, b→ ∞.
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CLASSICAL SOLUTION OF A MIXED PROBLEM
WITH THE DIRICHLET AND NEUMANN CONDITIONS

FOR NONLINEAR BIWAVE EQUATION
V.I. Korzyuk, J.V. Rudzko (Minsk, Institute of Mathematics

of the National Academy of Sciences of Belarus)
janycz@yahoo.com

In the domain Q = (0,∞) × (0,∞) of two independent variables
(t, x) ∈ Q ⊂ R, consider the one-dimensional nonlinear equation

2a2bu(t, x) = f(t, x, u(t, x), ∂tu(t, x), ∂xu(t, x), ∂
2
t u(t, x), ∂t∂xu(t, x),

∂2xu(t, x), ∂
3
t u(t, x), ∂

2
t ∂xu(t, x), ∂t∂

2
xu(t, x), ∂

3
xu(t, x)), (1)

where 2a = ∂2t − a2∂2x is the d’Alembert operator, f is a function given
on the set Q× R10, a and b are real numbers such that 0 < a < b.

Eq. (1) is equipped with the initial conditions

∂itu(0, x) = ui(x), x ∈ [0,∞), i ∈ {0, 1, 2, 3}, (2)

and the boundary conditions

u(t, 0) = µ0(x), ∂xu(t, 0) = µ1(x), t ∈ [0,∞), (3)

where u0, u1, u2, u3, µ0 and µ1 are functions given on the half-line [0,∞).
Similar problems arise in the Timoshenko–Ehrenfest beam theory.
Some particular linear cases of the problem (1) – (3) was considered

in the papers [1–3].
In this report, we construct a solution to the problem according to

the following scheme [4–6]: 1) We reduce the problem (1) – (3) to an
equivalent integro-differential equation using the method of characteris-
tics. 2) We derive an apriori estimate for a solution. 3) We apply the
method of continuation with respect to a parameter [7] to prove that the
obtained integro-differential equation has a unique solution.

Theorem 1. Let the conditions f ∈ C1(Q × R10), u0 ∈ C4([0,∞)),
u1 ∈ C3([0,∞)), u2 ∈ C2([0,∞)), u3 ∈ C1([0,∞)), µ0 ∈ C4([0,∞)),
µ1 ∈ C3([0,∞)) be satisfied, and let the function f satisfy the Lipschitz
condition with respect to the ten last variables, i.e., there exists a func-
tion L ∈ C(Q) such that |f(t, x, z)− f(t, x,w)| ⩽ L(t, x)∥z−w∥1. Then

© Korzyuk V.I., Rudzko J.V., 2024
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there exists a unique classical solution of problem (1) – (3) in the function
class C4(Q) if and only if the following matching conditions are satisfied:

µ0(0) = u0(0),

µ′
0(0) = u1(0), µ1(0) = u′0(0),

µ′′
0(0) = u2(0), µ′

1(0) = u′1(0),

µ′′′
0 (0) = u3(0), µ′′

1(0) = u′2(0),

µ′′′′
0 (0) = (a2 + b2)u′′2(0)− a2b2u′′′′0 (0) + f(0, 0, u0(0), u1(0), u

′
0(0),

u2(0), u
′
1(0), u

′′
0(0), u3(0), u

′
2(0), u

′′
1(0), u

′′′
0 (0)), µ′′′

1 (0) = u′3(0).
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VARIATIONAL INEQUALITIES WITH NONLINEAR
ELLIPTIC OPERATORS AND MEASURABLE
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BILATERAL CONSTRAINTS1

A.A. Kovalevsky (Yekaterinburg, IMM UB RAS and UrFU)
alexkvl71@mail.ru

We consider a sequence of continuous strictly monotone coercive
operators As : W

1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) in divergence form, where Ω is

a nonempty bounded open set in Rn (n ⩾ 2) and p > 1. Along with this,
for measurable functions φ,ψ : Ω → R, we consider the set

V = {v ∈W 1,p
0 (Ω) : φ ⩽ v ⩽ ψ a.e. in Ω}.

In so doing, we assume that the following condition is satisfied:
(C) for every nonempty open set ω in Rn with ω ⊂ Ω, there exist
functions φω, ψω ∈ W 1,p

0 (Ω) such that φ ⩽ φω ⩽ ψω ⩽ ψ a.e. in Ω
and φω < ψω a.e. in ω.

The main result we discuss is that if the sequence {As} G-converges
to an invertible operator A : W 1,p

0 (Ω) → W−1,p′(Ω) and a sequence
{fs} ⊂ W−1,p′(Ω) converges strongly to a functional f ∈ W−1,p′(Ω),
then the solutions us ∈ V of the variational inequalities

∀v ∈ V, ⟨Asus − fs, us − v⟩ ⩽ 0

converge weakly in W 1,p
0 (Ω) to the solution u ∈ V of the variational

inequality
∀v ∈ V, ⟨Au− f, u− v⟩ ⩽ 0

and Asus → Au strongly in W−1,p′(Ω).
A detailed proof of this result is given in [1]. In the talk, we present a

scheme of the proof as well as examples where condition (C) is satisfied.
We also note that, in our study, the G-convergence of the sequence {As}
to an invertible operator A : W 1,p

0 (Ω) → W−1,p′(Ω) means that, for
every f ∈W−1,p′(Ω), A−1

s f → A−1f weakly in W 1,p
0 (Ω). On the whole,

concerning the notion of G-convergence of operators and the related
results, see, e.g., [3, 4].

As far as previous studies on the same topic are concerned, we
mention the work [2], where it was shown that the G-convergence of
a sequence of linear continuous operators As : W

1,2
0 (Ω) → W−1,2(Ω) in

divergence form to a similar operator A : W 1,2
0 (Ω) → W−1,2(Ω) (along

1 The research funding from the Ministry of Science and Higher Education of
the Russian Federation (Ural Federal University Program of Development within the
Priority-2030 Program) is gratefully acknowledged.
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with an additional condition on the behavior of As) implies the weak
convergence of the solutions of variational inequalities with the operators
As and the constraint set

K(ψ1, ψ2) = {v ∈W 1,2
0 (Ω): ψ1 ⩽ v ⩽ ψ2 a.e. in Ω}

to the solution of the corresponding variational inequality with the
operator A and the same constraint set. In so doing, it was assumed
that ψ1, ψ2 ∈ L2(Ω) and, for every nonempty set ω ⊂⊂ Ω, there exist a
number δω > 0 and functions ψω1 , ψω2 ∈W 1,2

0 (Ω) such that

ψ1 ⩽ ψω1 ⩽ ψω2 ⩽ ψ2 in Ω, ψω2 − ψω1 ⩾ δω in ω.

As seen, the conditions on the constraints φ and ψ in our study are
significantly weaker than the conditions on the corresponding constraints
in [2].
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VIBRATIONS OF A CONSOLE WITH A MOVING
BOUNDARY LAYING ON AN ELASTIC BASE

V.L. Litvinov, K.V. Litvinova (Samara, SSTU, Moscow, MSU)
vladlitvinov@rambler.ru, kristinalitvinova900@rambler.ru

One-dimensional oscillatory systems, the boundaries of which move,
are widespread in technology: bending vibrations of shafts, beams and
rods with movable fastenings [1-3]. The occurrence of large amplitude
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oscillations in these objects is often unacceptable, so the analysis of
resonant properties is in the foreground here. The presence of moving
boundaries causes significant difficulties in describing such systems.
The phenomenon of steady-state resonance and the passage through
resonance for transverse vibrations of a cantilever of variable length on
a spring-loaded substrate are considered.

Using the Kantorovich-Galerkin method, an approximate solution
to the problem of transverse vibrations of a cantilever with a moving
boundary lying on an elastic base is found. The results obtained for
the amplitude of oscillations corresponding to the nth dynamic mode
are presented. The phenomenon of steady-state resonance and passage
through resonance is investigated. The solution was obtained for the most
common case in practice, when external disturbances act on a moving
boundary.

The results presented in the work make it possible to perform a
quantitative analysis of the steady-state resonance and the phenomenon
of passage through resonance for systems in which the oscillations are
described by this problem.
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MODELING THE COMPETITION OF LANGUAGES
IN A BILINGUAL COMMUNITY WITH THE EFFECT

OF MUTUAL ASSISTANCE
A.V. Medvedev, O.A. Kuzenkov (Nizhniy Novgorod, UNN)

a.medvedev.unn@gmail.com, kuzenkov_o@mail.ru

The problem of the disappearance of languages is investigated by
various methods, including using mathematical modeling [1-7]. The
study of the linguistic dynamics of small peoples whose languages are
on the verge of extinction is especially relevant. The central task for
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the researcher is to identify the effects that prevent the extinction of
languages.

The purpose of this study — construction and research of a new
mathematical model of a bilingual community, which takes into account:
the effect of mutual assistance within a group of speakers of the same
language; the effect of language acquisition by children of bilingual
parents at an early age; different prestige of languages for adults.

The following hypotheses were adopted to build the model:

• community members can speak one of two languages or two at
once; z1 – the share of community members who speak only the
first language, z2 – the share of community members who speak
only the second language, z12 – the share of members Bilingual
communities (Bilinguals);

• the number of any language group is non-negative: 0 ⩽ z1,2,12 ⩽ 1;

• the size of the community is constant over time (the number of
births is equal to the number of deaths), z1 + z2 + z12 = 1;

• the coefficient r characterizes both fertility and mortality;

• the probability of simultaneous (spontaneous) learning of two
languages by a child is negligible;

• bilingual children initially learn the first or second language with
probabilities c1 and c2, respectively; c1 > c2 [6,7];

• there is a mutual assistance effect within language groups, which
is determined by the coefficients: α-for native speakers of the first
language and β-for native speakers of the second language;

• the strength of the mutual aid effect is inversely proportional to
the number of native speakers;

• the prestige introduced by Abrams and Strogatti is determined
by the coefficients b1 and b2 for the first and second languages,
respectively.

• when native speakers of different languages meet, it is possible to
change the language with coefficients b1,2 for the first and second
languages, respectively;

• it is supposed to be possible for monolingual members of the
community to learn a second language by bilinguals [3];
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• the principle of interaction of native speakers in the community is
similar to the hypothesis of effective meetings [11].

Language dynamics is determined by the following system::

ż1 = c1rz12 − b1z1(z2 + z12) + αz21(1− z1),

ż2 = c2rz12 − b2z2(z1 + z12) + βz22(1− z2),

˙z12 = z1(b1 − αz1)(z2 + z12) + z2(b2 − βz2)(z1 + z12)− rz12,

1 < α, β < 2, c1 + c2 = 1, b1 ⩾ α, b2 ⩾ β,

z1 + z2 + z12 = 1.

(1)

The phase space of this system (1) is a three-dimensional standard
simplex [12]. By designing, expressing z12 in terms of z1 and z2, this
model can be brought to a system on a plane:

ż1 = c1r(1− z1 − z2)− b1z1 + (α+ b1)z
2
1 − αz31 ,

ż2 = c2r(1− z1 − z2)− b2z2 + (β + b2)z
2
2 − βz32 ,

z1 + z2 ⩽ 1.

(2)

A qualitative study of the (2) system shows two possible dynamics:

a b

Fig. 1: Phase plane for model (2): a — coexistance of two languages and
bilinguals, α < b1, β < b2; b — displacement of one language by another.

the survival of only one language or their coexistence. The (2) system
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was investigated using standard qualitative methods. The nature of the
equilibrium of the states was determined by the Lyapunov method,
by determining eigenvalues and by numerically constructing a phase
portrait: No. 3 and No. 4 are unstable by the saddle type, and states No.
1, No. 2 and No.5 are stable by the node type (Fig. 1). The fulfillment
of the inequality α < b1, β < b2 guarantees the coexistence of languages.
The paper analyzes the influence of different values of mutual assistance
coefficients on language dynamics. Based on this analysis, it is concluded
that mutual assistance within a group of native speakers of the same
language prevents the formation of bilingualism and contributes to its
dominance in the community under consideration. The similarity of the
effect of mutual assistance of native speakers of the same language
with the effect of language volatility in the AS model is noted[1].
The language dynamics is considered, based on real statistical data
for some languages of England and Canada: Scottish, Welsh, English,
French [13, 14]. The observed statistics were compared with the results
of mathematical modeling and confirmed the adequacy of the new model.
A forecast of the further development of the dynamics of these languages
is constructed. The results of modeling language dynamics on the (1)
model were compared with the results of the old model [10] based on the
volatility effect. It is noted that in cases where the new and old models
give different forecasts for the marginal development of dynamics, the
modeling accuracy for the model (1) is higher.
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CONCERNING ONE EMBEDDING THEOREM
V.R. Misiuk (Grodno, GrSU)

misiuk@grsu.by

Consider the circle |z| < 1 in the complex plane, denoted as D .
For values of 0 < p ⩽ ∞, we represent the Lebesgue space of complex
functions defined on D with respect to the standard Lebesgue measure,
denoted as Lp(D) and equipped with the usual quasi-norm ∥f∥Lp(D).
Sobolev spaces, denoted as W s

p (D) , have been extensively explored.
The subsequent Sobolev embedding theorem is widely acknowledged [1]:
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W 1
q (D) ⊂ Lp(D),

where 2 ⩽ p <∞ and
1

q
=

1

p
+

1

2
.

It turns out that the following analogue of the inversion of this
theorem holds for rational functions of a given degree.

Theorem 1. Let p > 2 and

1

q
=

1

p
+

1

2
.

Then for any rational function r of degree at most n with poles outside
the circle D

∥r∥W 1
q (D) ⩽ c

√
n∥r∥Lp(D) ,

where c > 0 and depends only on p.
Note that this relation is exact in the sense of the parameters p and n

included in it. Note that the accuracy with respect to the growth of the
factor

√
n is easily confirmed by the example of the functions r(z) = zn,

n = 1, 2, . . . . The quasi-norm ∥r∥W 1
q

cannot be replaced respectively
by the quasi-norm ∥r∥W 1

u
and for no u > q. This can be verified by the

example of the simplest rational function r(z) = (z0 − z)
−1, for |z0| > 1.

It should be noted that various aspects of these relations and their
applications were previously studied by the author in [2], [3].
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PARAMETER FREE CONDITIONS OF THE
CONTROLLABILITY OF THREE-TIME-SCALE LINEAR
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TIME-INVARIANT SINGULARLY PERTURBED
SYSTEMS WITH DELAY

C.A. Naligama, O.B. Tsekhan (Belarus, YKSU)
chammme@gmail.com, tsekhan@grsu.by

Consider the following Three-time-scale Singularly Perturbed Linear
Time-invariant System with multiple commensurate delays in the
slow state variables (TSPLTISD) in the matrix-operator form, where
h = const > 0, e−ph is the delay operator such that
e−phv(t) = v(t− h), e−jphv(t) = v(t− jh).ẋ (t)ẏ (t)

ż (t)

 =


A11

(
e−ph

)
A12 A13

A21(e−ph)
ε1

A22

ε1
A23

ε1
A31(e−ph)

ε2
A32

ε2
A33

ε2


x (t)y (t)
z (t)

+

B1
B2

ε1
B3

ε2

u(t), (1)

x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , z ∈ Rn3 , with initial conditions: x (0) = x0, y (0) =

y0, z (0) = z0, x (θ) = φ (θ) , θ ∈ [−h, 0). Ai1
(
e−ph

)
≜

l∑
j=0

Ai1je
−jph, i =

1, 3 , the matrix operators, Ai1j , Ai2, Ai3, Bi, i = 1, 2, 3, j = 0, l, be
constant matrices of appropriate dimensions; 0 < ε2 ≪ ε1 ≪ 1; x,
y, z the slow, fast and fastest variables, respectively; x0 ∈ Rn1 , y0 ∈
Rn2 , z0 ∈ Rn3 , φ(θ), θ ∈ [−h, 0) a piecewise continuous n1-vector
function; u ∈ U , U a set of piecewise continuous r-vector functions for
t ⩾ 0. For simplicity, ε ≡ (ε1, ε2) representation is used here on.

Definition. For a given ε1 > 0, ε2 > 0, TSPLTISD (1) is considered
to be controllable, if for any fixed initial condition as stated, there
exist a time moment t1 < +∞, and a piecewise continuous control
u(t), t ∈ [0, t1], such that for this control and corresponding solution
(x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)), t ⩾ 0, of the system (1) with the given initial
conditions the following identities are valid:
(x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) ≡ 0, u(t) ≡ 0, t ⩾ t1.
For any given ε1 > 0, ε2 > 0, the spectrum (the set of eigenvalues) of
(1) can be represented as:

σ(ε) = {λ ∈ C : ω(ε, λ) = 0} .
For ε1 > 0, ε2 > 0, let’s define a matrix-valued functions:

N(ε, λ, e−λh) ≜
[
λIn1+n2+n3

− A(ε, e−λh), B (ε)
]
, λ ∈ C,

P (ε, z) ≜
[
B(ε),A(ε, z)B(ε), ....,An−1(ε, z)B(ε)

]
, z ∈ C.

Theorem 1. For a given ε1 > 0 and ε2 > 0 TSPLTISD (1)
is controllable if and only if: I) rank N(ε, λ, e−λh) = n, ∀λ ∈ σ(ε),
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or [II.1] there exists, λ ∈ C such that: rank P
(
ε, e−λh

)
= n; [II.2]

rank N(ε, λ, e−λh) = n ∀λ ∈ σ(ε) such that, rank P
(
ε, e−λh

)
< n.

Objective. The main objective of this paper is to obtain sufficient
controllability conditions for the TSPLTISD (1), independent of small
parameters and robust with respect to small parameters of perturbation,
i.e valid for all of their sufficiently small values.

For, det A33 ̸= 0 and det [A22−A23A
−1
33 A32] ̸= 0, as discussed in [1],

considering the system (1), n1-dimensional degenerate system with delay
(slow subsystem, DS), a n2-dimensional ε1− Boundary Layer System
(ε1−BLS) without delay and the n3-dimensional, ε2−Boun dary Layer
System (ε2−BLS) without delay can be obtained:

Theorem 2. Let small parameter free DS, ε1-BLS , and ε2-BLS be
controllable, i.e. Then, there exist ε∗1 ∈ (0, ε01] and ε∗2 ∈ (0, ε02] such that
TSPLTISD (1) is controllable for all ε1 ∈ (0, ε∗1] and ε2 ∈ (0, ε∗2].

Summary of the Proof. In [1], decomposition of (1) into its
equivalent subsystems with separated motions without compromising
the qualitative behaviors, and in [2], possibility of the asymptotic decom
position of (1) into small parameter free slow, fast and fastest subsystems
have been extensively discussed. It can be proven that the degenerate
system and the boundary layer systems represent asymptotic decomposi
tion of the original TSPLT ISD (1). With reference to those works, in
this work with the use of deduction, it is proven that the robust sufficient
conditions for the controllability of the TSPLTISD (1) can be determined
based on the controllability criterion of its DS and the two BLSs of the
TSPLTISD (1).
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LIOUVILLE FOLIATION IN THE CONSTRAINED
PROBLEM OF THREE MAGNETIC VORTICES

G.P. Palshin (Dolgoprudny, MIPT)
palshin.gp@phystech.edu

We study the generalized constrained three-vortex problem (see [1],
[2]), which describes the motion of vortices in a perfect fluid and a
ferromagnetic medium. One of three vortices is fixed at the origin and
is called topographic since it is responsible for reflecting topographic
irregularity (see [3], [4]). The model is Hamiltonian:

H =
Γ1

λ1
ln |r1|+

Γ2

λ2
ln |r2|+

Γ1

λ1

Γ2

λ2
ln |r1 − r2|,

Γαẋα =
∂H

∂yα
, Γαẏα = − ∂H

∂xα
, α = 1, 2,

where rα = (xα, yα) is a vortex coordinate, Γα is a constant relative
vortex intensity, and λα is a constant relative vortex polarity, which takes
values +1 or −1 depending on the direction of magnetization. Moreover,
the system admits an additional first integral of motion

F = Γ1r
2
1 + Γ2r

2
2,

so it is completely Liouville-integrable with two degrees of freedom.

Fig. 1: Isoenergy 3-manifold and its Liouville foliation containing 3-atom
D1 (a) and 3-atom D2 (b).

Recent research has shown that for some values of the system pa-
rameters, the Liouville foliation contains complex 3-atoms, namely the
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atom-bifurcation D1, the surgery of one Liouville torus into three (see
Fig. 1, a), and the atom D2, the bifurcation two Liouville tori into two
through the same singular fiber S1 × (S1 ∪̇S1 ∪̇S1) (see Fig. 1, b).

The first type of bifurcation (atom D1) was previously found in
another generalized vortex model (see [5]) and in the Goryachev–Chap-
lygin–Sretensky integrable case of rigid body dynamics (see [6]). The
second type (atom D2) was numerically found by A.Yu. Moskvin in [7]
for the Dullin–Matveev integrable case on a sphere [8].

Moreover, despite the compactness of all the bifurcations, the isoener-
gy surface turns out to be noncompact and diffeomorphic to an interior
of an oriented toric saddle (or so-called pants).
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EQUIVALENT SEMI-NORMS FOR NIKOLSKII-BESOV
SPACES

A. Senouci (Algeria, University of Tiaret)
kamer295@yahoo.fr

In this work we establish the equivalence of various semi-norms
involving differences for Nikols’kii-Besov spaces on an interval (for
details, see [2]).

We start with recalling the definitions of Nikol’skii-Besov spaces
Blp,θ(a, b) and semi-normed Nikol’skii-Besov spaces blp,θ(a, b) (see [1]).

Definition 1. Let l > 0, k ∈ N, k > l, 1 ⩽ p, θ ⩽ ∞, α1 ⩾ 0, α2 ⩾ k,
and −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞. Then f ∈ b1p,θ(a, b) if f is measurable on (a, b)
and the following semi-norms are finite

∥f∥blp,θ(a,b) =

∫ b−a
k

0

(
∥∆k

h
f∥Lp(a,b−kh)

hl

)θ
dh

h

 1
θ

(1)

if 1 ⩽ θ <∞ and

∥f∥b1p,θ(a,b) = sup
h∈(0, b−a

k )

∥∆k
h
f∥Lp(a,b−kh)

hl
, (2)

if θ = ∞.
Moreover, Blp,θ(a, b) = b1p,θ(a, b) ∩ Lp(a, b) with the norm

∥f∥B1
p,θ(a,b)

= ∥f∥Lp(a,b) + ∥f∥b1p,θ(a,b),

here ∆k
h
f is the difference of order k of f with step h:

(∆k
h
f)(x) =

k∑
m=0

(−1)k−m
(
k

m

)
f(x+mh).

Let for α1 ⩾ 0, α2 ⩾ k,

∥f∥(1)
blp,θ(a,b)

=

∫ b−a
α1+α2

0

(
∥∆k

h
f∥Lp(a+α1h,b−α2h)

hl

)θ
dh

h

 1
θ

(3)

if 1 ⩽ θ <∞ and

∥f∥(1)
b1p,θ(a,b)

= sup
h∈(0, b−a

α1+α2
)

∥∆k
h
f∥Lp(a+α1h,b−α2h) (4)
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if θ = ∞.
Respectively,

∥f∥(1)
B1

p,θ(a,b)
= ∥f∥Lp(a,b) + ∥f∥(1)

b1p,θ(a,b)
.

Lemma 1. Let E1, E2 be semi-normed spaces with the corresponding
semi-norms ∥.∥E1

, ∥.∥E2
, E1 ⊂ E2 and θ1 = {g ∈ E1 : ∥g∥E1

= 0} =
θ2 = {g ∈ E2 : ∥g∥E2

= 0}. Furthermore, let the space E1 be complete
with respect to the semi-norms ∥.∥E1 and ∥.∥E1+∥.∥E2 . Then there exists
c5 > 0 such that ∥f∥E2 ⩽ c5∥f∥E1 (5)

for all f ∈ E1.
Theorem 1. Let l > 0, k ∈ N, k > l, 1 ⩽ p, θ ⩽ ∞, α1 ⩾ 0,

α2 ⩾ k. Then for an arbitrary interval (a, b) the semi-norms ∥f∥blp,θ(a,b)
and ∥f∥(1)

blp,θ(a,b)
are equivalent. Moreover, there exists c4 > 0 is depending

only on l, k, p, θ, α1 and α2 such that

∥f∥(1)
blp,θ(a,b)

⩽ ∥f∥blp,θ(a,b) ⩽ c4∥f∥(1)blp,θ(a,b) (6)

for all f ∈ blp,θ(a, b).
The proof of Theorem 1 will be based on Corollary 1.1 (see [2]) a

general statement (Lemma 1) for semi-normed space connected with
application of the Banach theorem on the boundedness of an inverse
operator and the inclusion blp,θ(a, b) ⊂ Lp(a, b), proved in [3].
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Fear of predators is a well-recognized phenomenon that occurs as a
result of predation in a natural food chain or food web ecosystem. Wang
et al. [1] published the first food chain model that considered the effect
of fear of predators on the growth rate of prey. The indirect effects of
fear have been studied by incorporating it into several food web and
food web models in different ecological contexts. Some recent studies
and field experiments suggest that predators influence their prey through
more than just direct capture; they also cause fear in prey species, which
reduces their rate of reproduction.

Due to the increasingly in-depth discussion of prey-predator models,
more and more elements were introduced into the model. By introducing
the effect of fear [2], it is concluded that the prey’s fear of a predator
changes the rules of its growth and development. The presence of a
predator can significantly alter the behavior of the prey to the point
that it can influence the prey more influentially than direct predation.
Various models of the fear effect have been proposed, consisting of an
ODE system.

In [3], the authors propose a mathematical model of the food
chain system of an ecological community. Three species are considered:
prey, intermediate predator, and primary predator, with their densities
denoted x(t), y(t) and z(t), respectively, at time t > 0. The model is
formulated based on a number of ecological assumptions

dx

dt
= rx − dx2 − α1

xy

m+ x
,

dy

dt
= θ1α1

xy

m+ x
− δ1y − δ2y

2 − α2yz,

dz

dt
=

ηz

1 + η0z
+ θ2α2yz − δ3z,

(1)

where the initial population density is considered positive. In system
(1), the value of the parameter η must be greater than the value
of δ3 - the natural mortality of top predators. Theoretical studies of
predator-prey dynamics and food web structure have largely focused on
specialist predators. However, it is critical to recognize the importance of
generalist predators in the ecosystem as they contribute significantly to
the maintenance of biodiversity and serve as effective biocontrol agents.

In this study, we constructed a food chain model that included
three distinct species: prey, intermediate predators (specialists), and top
predators (generalists).
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Based on (1), we propose the following model that controls the
spatiotemporal evolution of the prey-predator system as well as free
boundaries

ut − d1uxx = ru− du2 − α1
uv

m+ u
, t > 0,−l < x < l,

vt − d2vxx = θ1α1
uv

m+ u
− δ1v − δ2v

2 − α2vw, t > 0, g(t) < x < h(t),

wt − d3wxx = η
w

1 + η0w
+ θ2α2vw − δ3w, t > 0, g(t) < x < h(t),

v(t, x) = w(t, x) = 0, t > 0, x /∈ (g(t) < x < h(t)),

g′(t) = −µwx(t, g(t)), h′(t) = −µwx(t, h(t)), t > 0,

u(0, x) = u0(x),−l < x < l, v(0, x) = v0(x), w(0, x) = w0(x),

−h0 < x < h0, h(0) = −g(0) = h0.

Here all initial functions and parameters are positive.
The existence, uniqueness and uniform estimates of the global

solution are proved, as well as the behavior of unknown boundaries with
an unlimited increase in time. With the help of the basic reproductive
number R0, sufficient conditions are created for the spread or extinction
of species.
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