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Юлий Витальевич Покорный

Доктор физико-математических наук, профессор, с 1986 года
(более двадцати лет) заведовал кафедрой математического анали-
за ВГУ.

Ю.В. Покорный родился 6 февраля 1940 г. в городе Борисоглебск
Воронежской области. После окончания обычной школы в 1956 году
поступил в ВГУ. Уже на втором курсе стал участником научного
семинара М.А. Красносельского. В 1967 защитил кандидатскую, а в
1981 докторскую диссертацию. С 1961 года ассистент, старший пре-
подаватель, доцент, профессор кафедры функционального анализа,
в 1985-1998 годах директор Института математики, с 1986 года заве-
дующий кафедрой математического анализа Воронежского госуни-
верситета.

Жизнь Юлия Витальевича, насыщенная и плодотворная, была
подчинена одной главной идее — математике как науке. Рядом с ним
всегда были его ученики — студенты, аспиранты, а потом и докто-
ранты, рядом были его соратники по духу. Под его руководством
защищено более сорока кандидатских и 5 докторских диссертаций.

Основные направления научной деятельности Ю.В. Покорного:
линейные и нелинейные операторные уравнения в полуупорядочен-
ных пространствах; прикладная теория оптимизации; теория функ-
ции Грина для нестандартных и многоточечных краевых задач; тео-
рия меры и интеграла Стилтьеса; теория краевых задач для диффе-
ренциальных уравнений второго порядка на пространственных сетях
(геометрических графах); теория уравнений с обобщенными (син-
гулярными) коэффициентами. Ю.В. Покорным опубликовано около
трехсот работ и три монографии. Научные исследования Ю.В. По-
корного и его учеников были поддержаны многочисленными гранта-
ми.

Кроме научной и педагогической работы Ю.В. Покорный много
времени уделял научно-организационной и общественной деятель-
ности. Более десяти лет он возглавлял Институт математики при
ВГУ, а затем и созданный им докторский совет по математическо-
му моделированию. С середины 70-х годов он активно сотрудничал
с преподавателями математики в плане проблем преподавания ма-
тематики, в том числе с 1986 года до 1990-го года сотрудничал с
областным институтом повышения квалификации учителей.

Ю.В. Покорный являлся организатором регулярных Воронеж-
ских зимних математических школ по теории функций и Воро-
нежских весенних математических школ («Понтрягинские чтения»).
Эти школы проходят под эгидой Воронежского государственного
университета, Института математики им. В.А Стеклова РАН и Мос-
ковского государственного университета. Благодаря этим школам
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фамилия Покорный на протяжении многих лет была своего рода
символом организации воронежских математических школ в России,
СНГ и не только.

Заслуги Юлия Витальевича в научной, научно-организационной,
педагогической деятельности отмечены присвоением ему в 1999 г.
почетного звания «Заслуженный деятель науки Российской Федера-
ции». В 1996 г. он стал лауреатом Правительственной стипендии для
выдающихся ученых.

В 2020 году Юлию Витальевичу исполнилось бы 80 лет. В этом
году Воронежская весенняя математическая школа посвящается его
памяти.



МЫСЛИ Ю. В. ПОКОРНОГО
О ПРЕПОДАВАНИИ МАТЕМАТИКИ

И.П. Костенко (Краснодар)

Главный вопрос, который волновал Юлия Витальевича: почему
«математика, . . . превращаясь в учебный предмет, . . . превращается
в источник неприязни, раздражения и ненависти. . . слишком для
многих» [1, с. 3]?

Его ответ в общих чертах можно сформулировать так: потому
что абстракции и формализмы, которыми наполнены пореформан-
ные программы и учебники, разрушают связи содержания учебного
предмета с интуицией учащихся, с их опытом и, тем самым, обес-
смысливают обучение, делают его непонимаемым.

Первые большие затруднения у детей появляются при изучении
дробей. Почему при сложении дробей они складывают числители с
числителями, а знаменатели со знаменателями? Ответы Ю.В. искал
в глубинной интуиции, в противоречиях между привычными детям
смыслами слов и новыми смыслами тех же слов, навязываемыми
обучением.

Например: что происходит в голове ребёнка, когда после ариф-
метики натуральных чисел, где 2 на 3 не делится, ему говорят, что
теперь делится и получится новое дробное число (запись!) — две тре-
тьих? Но исконный смысл слова «делить» состоит в разделении, рас-
пределении некоторого множества предметов поровну (или пример-
но поровну) между группой лиц. Теперь же этот смысл в голове уча-
щегося уничтожается и заменяется отсутствием какого-либо смысла,
как в действии деления, так и в результате. А раз нет смысла в поня-
тии дроби, то нет смысла и в правилах действий с дробями. Совре-
менные учебники заставляют детей тупо заучивать правила, смысл
которых скрыт.

Ю.В. не довольствуется психологическим анализом восприятия
учеников, он идёт вглубь истории математический мысли и откры-
вает там подобные исконные смыслы понятий и подобные противо-
речия. История преодоления этих противоречий совокупной матема-
тической мыслью человечества подсказывает ему, — что надо менять
в школьной методике, в частности, в методике введения дробей: вер-
нуть в школу величины, пропорции, отношения, именованные чис-
ла. Вернуть то, что выбросили реформаторы в 1970-х гг., повышая
абстрактность преподавания, которую они выдавали за мнимую «на-
учность».

Дробь надо приложить к чему-то (к яблоку, кругу и др.), по-
именовать её, тогда она обретёт понятный для ребёнка наглядно-
действенный смысл. И тогда абстрактная дробь (запись) , которая

c© Костенко И.П., 2020
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у реформаторов получается псевдоделением 2 на 3, приобретает для
детей новый, понятный им смысл: — третья часть яблока берётся
два раза и получается две третьих части яблока.

Второй важный вопрос, который глубоко рассматривает Ю.В., —
нужно ли изучать высшую математику в школе?

Начинает он с вопроса: в чём разница между высшей и элементар-
ной математикой? Обращение к истории развития математических
знаний позволяет определить эту разницу. До XVI в. математиче-
ские понятия были абстракциями, возникающими непосредственно
из опыта (натурально-интуитивная математика, или элементарная
в нашем понимании). С XVI в. математики стали обращаться не к
ощущениям, а к разуму и создавать понятия более высокой степе-
ни абстракции (например, понятие производной имеет совсем иную
качественную природу, чем понятие треугольника). Отличительная
черта этих абстракций — они плохо согласуются с обиходной инту-
ицией. Этого, по-видимому, и не понимали «авторы перестройки»
школьных программ 1960–70-х гг.

Далее мысль Юлия Витальевича обращается к психологической
науке, где он находит подтверждение принципиальной порочности
идей и деяний реформаторов 1960-70-х гг.

Он замечает сходство генетической теории эволюции интеллек-
та с Колмогоровской К-классификацией различных областей мате-
матической деятельности: 1) изучение реального мира и практиче-
ское воздействие на него; 2) содержательная математика; 3) форма-
лизованная математика; 4) метаматематика [2, с. 232]. Эти четыре
области соответствуют четырём уровням развития мышления чело-
века (ребёнка), содержание и внешние признаки которых детально
описали Пиаже и Выготский: 1) сенсомоторный (практический) ин-
теллект; 2) интуитивное дологическое мышление; 3) ассоциативное
мышление; 4) понятийное мышление [3].

Учитывая К-классификацию математических знаний, Ю.В. ре-
шает вопрос о разумном содержании школьной математики и уста-
навливает его противоречие с современными программами: «Ясно,
что любому взрослому человеку, если он не собирается стать профес-
сиональным математиком, следует в юности овладеть, прежде всего,
материалом из первых двух областей и понятийной средой из фор-
мализованной математики, но только в той мере, в какой это будет
помогать освоению первых двух областей. Реально же современная
школьная математика направлена на изучение сразу третьего и чет-
вёртого этажей . . . , считая именно их сутью всей математики» [1, с.
30].

Психологи и антропологи установили, что на каждой ступени ге-
нетической «лестницы форм души» (Ψ-лестница — в терминологии
Ю.В.) «есть своя языковая среда, свои понятийные структуры», и на
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каждой ступени формирование соответствующего уровня мышления
требует около 5 лет. Ю.В. замечает, что эти структуры соответству-
ют ступеням К-классификации, и делает вывод: «пока не освоен и
не обжит очередной этаж Ψ-эволюции, . . . ничего из более высоко-
го уровня Ψ-лестницы не может быть даже воспринято, не то что
освоено»[1, с. 266].

В частности, нельзя в начальную школу (арифметика, 2-й уро-
вень) вносить элементы алгебры (3-й уровень), ни, тем более, эле-
менты теории множеств (4-й уровень К-классификации). Что каса-
ется производных и интегралов (формализованная математика), то
в приложении к обучению 3-й уровень, по-видимому, надо разбить
ещё на два уровня, в соответствии с уровнем абстрактности поня-
тий, установленным выше. Эту мысль Ю.В. явно не высказал, но,
мне кажется, он к ней шёл (см. цитату [1, с. 30]).

Ю.В. отмечает, что «наиболее согласована с Ψ-лестницей мето-
дика учебников Киселёва» [1, с. 81]. Не следует ли отсюда, что для
оздоровления математического образования надо возвратить детям
понятные учебники А.П. Киселёва вместе с прежним содержанием
школьных программ?

Думал Ю.В. и над проблемами преподавания математики в ву-
зе. Одна из его ценных идей — возвращение актуально бесконечно
малых в преподавание анализа. Это восстановит разрушенную фор-
мализацией связь понятий с интуицией, а значит, повысит качество
преподавания и усвоения учебного предмета.

Но кто сегодня может эту мысль понять, оценить и реализовать?
Как, впрочем, и все остальные его мысли.
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СТУДЕНЧЕСКИЕ ГОДЫ ПРОФЕССОРА
ПОКОРНОГО Ю.В.

О.Ф. Ускова (Воронеж, ВГУ)
sunny.uskova@list.ru

Юлий Витальевич Покорный — выдающийся ученый, замеча-
тельный педагог, неутомимый организатор науки и математическо-
го просвещения, энергичный, доброжелательный, общительный, ду-
шевно щедрый человек.

Впервые я познакомилась с Юлием Витальевичем, будучи уче-
ницей 9 класса средней женской школы № 32 г. Воронежа, в 1955
году в университете на занятиях математического кружка. Занятия
проходили в старом корпусе ВГУ на Проспекте Революции отдельно
для учеников седьмых, восьмых, девятых и десятых классов. Наш
руководитель И.Б. Руссман отмечал быстроту и оригинальность ре-
шения заданий, выполненных Покорным Ю.В. На весенних канику-
лах была организована олимпиада отдельно для 7, 8, 9 и 10 классов.
Ю.В. Покорный опоздал на открытие олимпиады и ошибочно зашел
в аудиторию, где соревновались десятиклассники (хотя сам учился в
9-ом классе). На очередном занятии кружка, где разбирались резуль-
таты олимпиады девятиклассников, Покорный Ю.В. получил заме-
чание за отсутствие на олимпиаде. Когда работа Покорного Ю.В.
была найдена, оказалось, что он — девятиклассник показал лучший
результат среди десятиклассников.

После окончания средней школы и успешной сдачи экзаменов По-
корный Ю.В. поступил на физико-математический факультет ВГУ,
а я, завоевав золотую медаль, в педагогический институт. Знамени-
тый ученый и педагог М.А. Красносельский способствовал переводу
нашей группы после окончания 2 курса пединститута на математико-
механический факультет ВГУ, после чего мы оказались в одном по-
токе с Ю.В. Покорным, который был самым сильным студентом в
нашем потоке [1]. Он старался понять весь теоретический матери-
ал, решить все задания. Однажды на лекции по дифференциальным
уравнениям профессор Перов А.И. спросил у Покорного Ю.В.: "По-
чему Вы записываете только формулировку теоремы, а пропускаете
доказательства?" . На что студент Покорный ответил: "Если условие
теоремы сформулировано верно, я без проблем смогу ее доказать".
После такого ответа Перов А.И. несколько раз вызывал студента
Покорного к доске, чтобы проверить сможет ли он доказать новую
теорему и Покорный справлялся с доказательствами успешно.

Занятие математикой, учеба только на отличные отметки не ме-
шали Покорному Ю.В. быть всесторонне развитой личностью. Он
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с удовольствием посещал концерты "Университетской весны" , при-
нимал участие в лыжных соревнованиях, посещал баскетбольные и
шахматные игры. Летом 1959 года после успешной сдачи летней сес-
сии 3 курса Покорный Ю.В. в составе группы студентов физическо-
го и математико-механического факультетов работал по проведению
электричества в университетском спортлагере Веневитиново от ху-
тора Маклок.

В заключение отметим, что Покорный Ю.В. полностью разделял
слова ректора МГУ академика В.А. Садовничего: "Математическое
образование — один из важнейших факторов, определяющих уро-
вень экономического и общественно-политического развития стра-
ны. Неслучайно годы расцвета нашей математической школы стали
годами космического приоритета нашей страны. Именно тогда была
построена система математического образования, достижения кото-
рой признаны во всем мире"[2].
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О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ
ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА
Г.Э. Абдурагимов (Махачкала, ДГУ)

gusen_e@mail.ru

Вопросам исследования существования и единственности
положительных решений функционально–дифференциальных
уравнений посвящено достаточно большое количество работ, и
основными инструментами исследования здесь являются методы
функционального анализа, основанные на использовании теории
полуупорядоченных пространств, тесно связанной с именами
Ф. Рисса, М. Г. Крейна, Л. В. Канторовича и др. В последующем
методы исследования положительных решений операторных урав-
нений были развиты М. А. Красносельским, в частности в работах
[1, 2, 3], и его учениками Л. А. Ладыженским, И. А. Бахтиным,
В. Я. Стеценко, Ю. В. Покорным и др.

В данной работе с помощью специальных топологических средств
доказано существование и единственность положительного решения
краевой задачи

x′′ + p(t)x(t) − f(t, (Tx)(t)) = 0, 0 < t < 1,

x′(0) + αx(0) = 0, x′(1) − βx(0) = 0,

где α и β — действительные неотрицательные числа, p(t) — неотрица-
тельная непрерывная и ω — периодически продолжимая на R функ-
ция при ω = 1, p(i) = p(0), i = 0,±1,±2, ..., причем p(t) + α + β 6= 0
в [0, 1], T : C → Lp (1 < p <∞) — линейный непрерывный оператор,
функция f(t, u) неотрицательна на [0, 1] × [0,∞], монотонно возрас-
тает по второму аргументу, удовлетворяет условию Каратеодори и
f(·, 0) ≡ 0.
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О ЗАДАЧЕ УСПОКОЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОЙ
МНОГОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

С ПОСЛЕДЕЙСТВИЯМИ1

А.Ш. Адхамова (Москва, РУДН)
ami_adhamova@mail.ru

В работе [1] Н. Н. Красовский сформулировал и изучил
задачу об успокоении системы с последействием, описываемой
дифференциально-разностным уравнением запаздывающего типа.
Он свел эту задачу к краевой задаче для системы дифференциально-
разностных уравнений с отклоняющимся аргументом в младших
членах. А. Л. Скубачевский в работе [2] обобщил задачу Н. Н. Кра-
совского на случай, когда уравнение, описывающее управляемую си-
стему, содержит также старшие члены с запаздыванием. В статье [3]
рассматривается модель с постоянными матричными коэффициен-
тами и несколькими запаздываниями.

Рассмотрим линейную нестационарную систему управления, опи-
сываемую системой дифференциальных уравнений с запаздыванием

M∑

m=0

Am(t)y′(t−mτ) +
M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t, (1)

y(t) =




y1(t)
...

yn(t)


 , u(t) =




u1(t)
...

un(t)


 ,

где Am(t) — n×n матрица с элементами, которые являются функция-
ми из C1(R), Bm(t) — n×n матрицa с элементами, которые являются
функциями из C(R), Am = {aij(t)}i,j=1...n, Bm = {bij(t)}i,j=1...n, за-
паздывание τ > 0 — константа и u(t) — вектор-функция управления.

Предыстория системы определяется начальным условием:

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−Mτ, 0], (2)

где ϕ(t) =




ϕ1(t)
...

ϕn(t)


 заданная вектор-функция.

Мы рассмотрим задачу о приведении системы (1) - (2) в положе-
ние равновесия. Найдем такое управление u(t), 0 < t < T , что:

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (3)

1 Работа выполнена при поддержке Программы РУДН «5-100» и при фи-
нансовой поддержке РФФИ (проект № 20-01-00288).

c© Адхамова А.Ш., 2020

29



где T > (M + 1)τ .
Из всевозможных управлений будем искать управление, достав-

ляющее минимум функционалу:

∫ T

0

|u(t)|2dt→ min,

где |.| — евклидова норма в Rn. Таким образом, мы получаем вари-
ационную задачу о минимуме функционала энергии

J(y) =

∫ T

0

∣∣∣∣∣

M∑

m=0

Am(t)y′(t−mτ) +

M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣

2

dt→ min

(4)
с краевыми условиями (2) - (3).

В работе была установлена связь между вариационной задачей
для нелокальных функционалов, описывающих многомерную систе-
му управления с последействиями, и соответствующей краевой за-
дачей для систем дифференциально-разностных уравнений второго
порядка и доказана однозначная разрешимость вариационной и кра-
евой задач.
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НЕВЫРОЖДЕННЫЕ ОРБИТЫ В C4 РАЗЛОЖИМЫХ
7-МЕРНЫХ АЛГЕБР ЛИ1

Р.С. Акопян, А.В. Атанов (Москва, МИРЭА; Воронеж, ВГУ)
akrim111@yandex.ru; atanov.cs@gmail.com

При изучении голоморфно однородных вещественных гиперпо-
верхностей пространства C4 отдельный интерес представляют не-
вырожденные по Леви поверхности, не сводимые к трубчатым мно-
гообразиям (см. [1]). У алгебр Ли, отвечающих таким поверхностям,
размерность абелевых подалгебр не может быть больше 3.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-01-
00497).
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Ниже обсуждаются 7-мерные разложимые алгебры, у которых
имеются лишь маломерные абелевы подалгебры. К ним, например,
относится семейство алгебр g3,6 ⊕ g4,8 (в обозначениях [2]) с комму-
тационными соотношениями:

[e1, e2] = e1, [e1, e3] = 2e2, [e2, e3] = e3,
[e4, e7] = (h+ 1)e4, [e5, e6] = e4, [e5, e7] = e5, [e6, e7] = he6, |h| 6 1.

Отметим, что существует всего три 7-мерных алгебры Ли, раз-
ложимых на 5-мерную и 2-мерную компоненты и имеющих абелевы
подалгебры лишь малых размерностей: g5 ⊕ g2, g5,36 ⊕ g2, g5,37 ⊕ g2
(в обозначениях работ [2, 3]).

Предложение 1. Следующие вещественно-аналитические ги-
перповерхности пространства C4 являются невырожденными по
Леви орбитами алгебр g3,6 ⊕ g4,8 (α ∈ R, A ∈ C):

y4 = y23 ± yα2 · |z1|−α, (y4 − y23)y2 = |z1| + Re(Az1),

y4 = y1y3 + y3 (α ln y3 + ln y2) .
(1)

Предложение 2. У алгебры g5⊕g2 нет невырожденных по Леви
орбит в пространстве C4.

Пример. Голоморфно однородная Леви-невырожденная несфе-
рическая гиперповерхность

y4 = |z1|y2 + y23

пространства C
4 является орбитой алгебры g5,37 ⊕ g2, описываемой

следующими коммутационными соотношениями:

[e1, e4] = e1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2,
[e2, e5] = −e3, [e3, e4] = e3, [e3, e5] = e2, [e6, e7] = e6.

Все результаты получены на основе техники голоморфной реа-
лизации абстрактных алгебр Ли (см., например, [4]) и интегрирова-
ния получаемых алгебр голоморфных векторных полей. В настоя-
щее время авторами проверяется гипотеза о полноте списка (1) для
орбит семейства алгебр g3,6 ⊕ g4,8 и изучаются другие разложимые
7-мерные алгебры.
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4. Атанов А.В. Разложимые пятимерные алгебры Ли в задаче о
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ИССЛЕДОВАНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
КОЛЕБАНИЙ ПОДВЕСНОГО МОСТА, ИМЕЮЩИЙ

ОБЩУЮ ТОЧКУ КОНТАКТА С КАБЕЛЕМ
А.Б. Алиев, Е.М. Фархадова (Баку, АзТУ; ИММ НАН

Азербайджана
alievakbar@gmail.com, ferhadova.yeter@gmail.com

Рассматривается математическая модель, описывающая колеба-
ния подвесного моста, когда натягивающий трос имеет одну общую
точку с дорожным полотном

{
utt + uxxxx + (u− v)+ = f1(x, u, v),
vtt − vxx − (v − u)+ = f2(x, u, v),

(1)

где u(x, t)- cостояние дорожного полотна, а v(x, t)- cостояние натя-
гивающего кабеля. Здесь 0 6 x 6 l, t > 0, z+ = max{z, 0}. f(·) и g(·)
непрерывно дифференцируемые функции, определенные в области
[0, l] ×R2.

Исходя из физических соображений требуется выполнение сле-
дующих граничных условий и условий сопряжения:

u(0, t) = u′(0, t) = u(l, t) = u′(l, t) = v(0, t) = v(l, t) = 0, t > 0, (2)

u(ξ − 0, t) = u(ξ + 0, t) = v(ξ − 0, t) = v(ξ + 0, t), 0 < ξ < l, t > 0, (3)

u′′(ξ − 0, t) = u′′(ξ + 0, t) = 0, t > 0, (4)

u′′′(ξ − 0, t) − u′′′(ξ + 0, t) − v′(ξ − 0, t) + v′(ξ + 0, t) = 0, t > 0. (5)

Предположим, что выполнены следующие начальные условия:

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), 0 6 x 6 l, (6)

v(x, 0) = v0(x), v′(x, 0) = v1(x), 0 6 x 6 l (7)

При выполнении некоторых условий доказано существование и един-
ственность локальных и глобальных решений задачи (1)-(7). Иссле-
довано также поведение решений при t→ +∞.

c© Алиев А.Б., Фархадова Е.М., 2020
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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ С КОНВЕКТИВНЫМ СЛАГАЕМЫМ

И ОБЕДНЯЮЩИМ ПОТЕНЦИАЛОМ1

И.В. Асташова, Д.А. Лашин, А.В. Филиновский
(Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, РЭУ имени Г.В.Плеханова;

ООО «ФИТО»;
МГТУ имени Н.Э.Баумана, МГУ имени М.В.Ломоносова)
ast.diffiety@gmail.com, dalashin@gmail.com, flnv@yandex.ru

Мы будем рассматривать смешанную задачу для параболическо-
го уравнения

ut = (a(x, t)ux)x + b(x, t)ux + d(x, t)u, (1)

(x, t) ∈ QT = (0, 1) × (0, T ),

u(0, t) = ϕ(t), ux(1, t) = ψ(t), t > 0, (2)

u(x, 0) = ξ(x), 0 < x < 1. (3)

где a, b и d – достаточно гладкие в QT функции, 0 < a0 6 a(x, t) 6

a1 <∞, ϕ ∈W 1
2 (0, T ), ψ ∈ W 1

2 (0, T ), ξ ∈ L2(0, 1).
Нас будет интересовать следующая задача: управляя темпера-

турой ϕ на левом конце (x = 0) отрезка (функции ξ и ψ считаем
фиксированными), стараемся сделать температуру u(c, t) в некото-
рой точке c ∈ (0, 1) близкой к заданной функции z(t) на интервале
времени (0, T ). Задачи такого типа возникают в модели управления
микроклиматом в промышленных теплицах [1–2]. Подобные задачи
в теории оптимизации получили название задач с точечным наблю-
дением [3]. Обзор результатов по экстремальным задачам для пара-
болических уравнений можно найти в [4–5], наиболее изученными
здесь являются задачи с финальным или распределенным наблюде-
нием. Предлагаемая работа развивает и обобщает результаты работ
авторов [1–2, 6–9].

Будем рассматривать слабое решение задачи (1) – (3) из про-
странства V 1,0

2 (QT ) (см. [10], с. 26), т.е. банахова пространства функ-
ций u ∈W 1,0

2 (QT ) с конечной нормой

‖u‖V 1,0
2 (QT ) = sup

06t6T
‖u(x, t)‖L2(0,1) + ‖ux‖L2(QT )

таких, что t 7→ u(·, t) – непрерывное отображение [0, T ] → L2(0, 1).
Теорема 1. Задача (1) – (3) имеет единственное слабое решение

u ∈ V 1,0
2 (QT ), и для него справедливо неравенство

‖u‖V 1,0
2 (QT ) 6 C1

(
‖ξ‖L2(0,1) + ‖ϕ‖W 1

2 (0,T ) + ‖ψ‖W 1
2 (0,T )

)
,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 20-11-20272).
c© Асташова И.В., Лашин Д.А., Филиновский А.В., 2020
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где постоянная C1 не зависит от ϕ, ψ и ξ.
Пусть Φ ⊂W 1

2 (0, T ) и Z ⊂ L2(0, T ) – непустые множества управ-
ляющих функций ϕ и целевых функций z. Для данной управляющей
функции ϕ ∈ Φ обозначим через uϕ соответствующее решение зада-
чи (1) – (3). Для z ∈ Z обозначим

J [z, ϕ] =

∫ T

0

(uϕ(c, t) − z(t))2dt, (4)

m[z,Φ] = inf
ϕ∈Φ

J [z, ϕ]. (5)

Определение 1. Задача (1) – (5) называется точно управля-
емой из множества Φ во множество Z, если для любого z ∈ Z
существует ϕ0 ∈ Φ, для которой J [z, ϕ0] = 0. В этом случае будем
называть функцию ϕ0 точным управлением.

Определение 2. Задача (1) – (5) называется плотно управля-
емой из множества Φ во множество Z, если для любого z ∈ Z
выполнено равенство m[z,Φ] = 0.

Теорема 1. Если множество Φ замкнуто, выпукло и ограниче-
но, то существует единственная функция ϕ0 ∈ Φ, для которой

m[z,Φ] = J [z, ϕ0].

Следующий результат показывает, что множество функций, для
которых возможна точная управляемость, достаточно «мало» в
L2(0, T ).

Теорема 2. Множество Z ⊂ L2(0, T ) всех функций, допуска-
ющих точную управляемость из Φ = W 1

2 (0, T ), является множе-
ством первой категории в L2(0, T ).

Теорема 3. Пусть коэффициенты a, b, d в (1) не зависят от t,
множество Φ замкнуто, выпукло и ограничено, и m[z,Φ] > 0. Тогда
ϕ0 ∈ ∂Φ.

Теорема 4. Пусть коэффициенты a, b и d в (1) не зависят от t,
множества Φj ⊂ W 1

2 (0, T ), j = 1, 2, замкнуты, выпуклы и ограни-
чены, причем Φ2 ⊂ IntΦ1 и m[z,Φ1] > 0. Тогда m[z,Φ1] < m[z,Φ2].

Следующая теорема устанавливает плотную управляемость зада-
чи (1) – (4) из множества Φ = W 1

2 (0, T ) во множество Z = L2(0, T ).
Теорема 5. Пусть коэффициенты a, b и d в (1) не зависят от t.

Тогда задача (1) – (5) плотно управляема из множества W 1
2 (0, T )

в L2(0, T ).
Теорема 6. Пусть множество Φ замкнуто, выпукло и ограни-

чено, ϕ0 ∈ Φ – минимизирующая функция. Тогда для любой управ-
ляющей функции ϕ ∈ Φ выполнено следующее неравенство:

∫ T

0

(uϕ0(c, t) − z(t)) (uϕ(c, t) − uϕ0(c, t)) dt > 0.
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Определение 3. Сопряженной к (1) – (5) называется задача

pt+(a(x, t)px)x−(b(x, t)p)x+d(x, t)p = δ(x−c)⊗(uϕ(c, t) − z(t)) , (6)

(x, t) ∈ QT ,

p(0, t) = 0, a(1, t)px(1, t) − b(1, t)p(1, t) = 0, 0 < t < T, (7)

p(x, T ) = 0, 0 < x < 1. (8)

Как и в (1) – (3), будем рассматривать слабое решение задачи (6)
– (8) из пространства V 1,0

2 (QT ).
Теорема 7. Задача (6) – (8) имеет единственное слабое решение

p ∈ V 1,0
2 (QT ) (понимаемое аналогично [9]), и

‖p‖V 1,0
2 (QT ) 6 C2

(
‖ξ‖L2(0,1) + ‖ϕ‖W 1

2 (0,T ) + ‖ψ‖W 1
2 (0,T ) + ‖z‖L2(0,T )

)
,

где постоянная C2 не зависит от ϕ, ψ, ξ и z.
Теорема 8. Пусть множество Φ замкнуто, выпукло и ограни-

чено, ϕ0 ∈ Φ — минимизирующая функция. Тогда для всех ϕ ∈ Φ

∫ T

0

a(0, t)px(0, t) (ϕ(t) − ϕ0(t)) dt 6 0,

где p – решение задачи (6) – (8) при ϕ = ϕ0.
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ
ВТОРОГО ПОРЯДКА С НЕОДНОРОДНОСТЬЮ В

ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ1

С.Н. Асхабов (Грозный, ЧГПУ, ЧГУ)
askhabov@yandex.ru

В конусе положительных при x > 0 функций

Q2
0 =

{
u(x) : u(x) ∈ C2(0,∞), u(0) = u′(0) = 0 и u(x) > 0 при x > 0

}

изучается нелинейное интегро-дифференциальное уравнение вида

uα(x) =

x∫

0

k(x− t)u′′(t)dt + f(x), α > 1, (1)

где k(x) ∈ C3[0,∞) и f(x) ∈ C2[0,∞) удовлетворяют условиям:

k′′′(x) не убывает, k(0) = k′(0) = k′′(0) = 0 и k′′′(0) = p > 0,

f ′(x) не убывает, f(0) = 0, sup
0<x6b

f(x)

xα/(α−1
<∞, b > 0, и

lim
x→0

x∫
0

k′′′(x − t)
[
α−1
α k′(t) + f (α−1)/α(t)

]1/(α−1)
dt+ f ′(x)

(
x∫
0

k′′(x− t)
[

(α−1)2p
2α (α+1)

]1/(α−1)

t2/(α−1)dt+ f(x)

)(α−1)/α
= 0.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-41-
200001).

c© Асхабов С.Н., 2020
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При этих условиях получены следующие априорные оценки

[
(α − 1)2p

2α (α+ 1)
x2
]1/(α−1)

6 u(x) 6

[
α− 1

α
k′(x) + f (α−1)/α(x)

]1/(α−1)

и методом весовых метрик (аналог метода Белицкого) доказана тео-
рема о существовании, единственности и способе нахождения реше-
ния интегро-дифференциального уравнения (1) в классе Q2

0. Приве-
дены примеры, иллюстрирующие полученные результаты. В случае
интегрального уравнения вида (1) и интегро-дифференциального
уравнения первого порядка вида (1) с f(x) ≡ 0 аналогичное иссле-
дование было проведено в [1] и [2], соответственно.

Следует отметить, что нелинейные интегро-дифференциальные
уравнения вида (1) тесно связаны с интегральными уравнениями со
степенной нелинейностью, возникающими при решениии задач гид-
родинамики, при описании процесса распространения ударных волн
в трубах, наполненнных газом, и других (подробнее, см. [1]).

Литература
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КЛАССИЧЕСКОЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ
ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ С НЕПРЕРЫВНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Е.А Бадерко, К.В. Семенов (Москва,
МГУ им. М.В. Ломоносова)

baderko.ea@yandex.ru, ksemenf@mech.math.msu.su

Строится классическое фундаментальное решение для равномер-
но - параболического уравнения с одной пространственной перемен-
ной x. Относительно старшего коэффициента, непрерывного по вре-
менной переменной t равномерно по x, предполагается, что по пе-
ременной x этот коэффициент удовлетворяет только условию Дини
равномерно по t. При этом младшие коэффициенты уравнения могут
расти определенным образом при приближении к прямой t = 0.

Условия на гладкость старшего коэффициента являются мини-
мальными для существования классического фундаментального ре-
шения для параболического уравнения, см. [1].

c© Бадерко Е.А., Семенов К.В., 2020
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Устанавливаются оценки для фундаментального решения и его
производных. Фундаментальное решение строится модифицирован-
ным методом Леви. Отличие от классического метода состоит в вы-
боре параметрикса.

Предложенный в работе параметрикс позволяет получить суще-
ствование старших производных решения только при условии Дини.

Устанавливаются оценки для фундаментального решения и его
производных.

Литература
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№ 4. — C. 768–771

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ ПЕРВОЙ И
ВТОРОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ В ОГРАНИЧЕННОЙ
ОБЛАСТИ НА ПЛОСКОСТИ1

Е.А Бадерко, М.Ф. Черепова
(Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова),

(Москва, НИУ «МЭИ»)
baderko.ea@yandex.ru, cherepovamf@mpei.ru

В полосе D = {(x, t) ∈ R2 : x ∈ R, 0 < t < T }, 0 < T < +∞,
рассматривается равномерно–параболический по Петровскому мат-
ричный оператор

Lu = ∂tu−
2∑

k=0

A(k)(x, t)∂kxu, u = (u1, . . . , um), m > 1,

где A(k) =
∥∥∥a(k)ij

∥∥∥
m

i,j=1
— матрицы, элементы которых удовлетворяют

условиям:
a) собственные числа µr матрицы A(2) подчиняются неравенству
Reµr(x, t) > δ для некоторого δ > 0 и всех (x, t) ∈ D, r = 1,m;

b) a
(k)
ij ∈ Hα,α/2(D), α ∈ (0, 1), i, j = 1,m, k = 0, 1, 2;

(Hα,α/2(D) — пространство Гёльдера).
В D рассматриваем область Ω = {(x, t) ∈ D : g1(t) < x < g2(t)} c

негладкими, вообще говоря, боковыми границами Σk = {(x, t) ∈ D :
x = gk(t)}, k = 1, 2, где функции gk удовлетворяют условиям:

|gk(t+ ∆t) − gk(t)| 6 K|∆t|(1+α)/2, t, t+ ∆t ∈ [0, T ], k = 1, 2, (1)

1 Результаты Череповой М.Ф. получены в рамках выполнения государствен-
ного задания Минобрнауки России (проект FSWF-2020-0022)

c© Бадерко Е.А., Черепова М.Ф., 2020
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g1(t) < g2(t), 0 6 t 6 T. (2)

Теорема. Пусть для оператора L выполнены условия a), b) и
для кривых Σk, k = 1, 2 — условия (1), (2). Пусть u — классическое
решение задачи

Lu = 0 в Ω, u|t=0 = 0, u|Σk
= 0, k = 1, 2,

такое, что u ∈ C
0

1,0(Ω). Тогда u ≡ 0 в Ω.

Аналогичное утверждение справедливо для второй краевой зада-
чи.

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ1

А.Д. Баев, Н.И. Работинская, С.А. Чечина,
Н.А. Бабайцева (Воронеж, ВГУ)

alexsandrbaev@mail.ru

Исследование теории вырождающихся псевдодифференциаль-
ных уравнений в настоящее время является актуальной задачей в
связи с использованием этих операторов при доказательстве теорем
о существовании решений и получении коэрцитивных априорных
оценок решений краевых задач для вырождающихся уравнений. Та-
кие краевые задачи возникают, например, при моделировании про-
цессов гидродинамики с сингулярными особенностями. В настоящей
работе исследуется вопрос об ограниченности одного класса весовых
псевдодифференциальных операторов, построенных по специально-
му интегральному преобразованию Fα, введенному в [1]. Теорема об
ограниченности доказывается в специальных весовых пространствах
типа пространств С.Л. Соболева.

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, для которой α(+0) =

α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t > d при некотором
d > 0.

Следуя [1] введём интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантa Российского научно-
го фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверсите-
те).
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определенное первоначально, например, на функциях u(t) ∈
C∞

0 (R1
+). Преобразование (1) связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)],

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к

функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√

2π ‖u‖L2(R1
+) .

Это равенство позволяет расширить преобразование (1) до непре-
рывного преобразования, осуществляющего гомеоморфизм про-
странств L2(R1) и L2(R

1
+), а также рассмотреть это преобразова-

ние на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенно-
го таким образом преобразования Fα сохраним старое обозначение.
Обозначим через F−1

α обратное к Fα преобразование, отображающее
L2(R1) на L2(R1

+). Это преобразование можно записать в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Можно показать, что на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются
соотношения

Fα[Dj
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, ...,

где

Dα,t =
1

i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Определение 1. Пространство Hs,α(Rn+) (s — действительное
число) состоит из всех функций v(x, t) ∈ L2(Rn+), для которых ко-
нечна норма

‖v‖2s,α =

∫

Rn

(1 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.
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Определение 2. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состо-

ит из всех функций v(x, t) ∈ Hs,α(Rn+), для которых конечна норма

‖v‖s,α,q =





[ sq ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tv]]
∥∥∥
2

L2(R
+
n )





1
2

.

Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6

c < ∞ при всех t ∈ [0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1 [0,+∞) для

некоторого s1 > 2N −|σ|, где N > max
06p16l

{2p1 +
l−p1+ 3

2

ν +1, σ+1, σ+

l
2}, l = 1, 2..., σ - некоторое действительное число.

Заметим, что указанное выше число ν существует, если α(+0) =
α′(+0) = 0.

С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье Fx→ξ =
Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1 определим весовой псевдодифференци-
альный оператор по формуле

P (σ)(t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[p(t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]].

Определение 3. Будем говорить, что символ p(t, ξ, η) весового
псевдодифференциального оператора P (σ)(t,Dx, Dα,t) принадлежит
классу символов Sσα,ρ,δ(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, 0 6 δ < ρ 6 1, если
функция p(t, ξ, η) является бесконечно дифференцируемой функци-
ей по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1 . Причем, при всех
j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ... справедливы оценки

|(α(t)∂t)
j∂lηλ(t, ξ, η)| 6 cjl(1 + |ξ| + |η|)σ−ρl+δj (2)

с константами cjl > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ K,
где K ⊂ Ω — произвольный отрезок.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполнено условие 1 и символ λ(t, ξ, η) весо-

вого псевдодифференциального оператора K(σ)(t,Dx, Dα,t) принад-
лежит классу Sσα,ρ,δ(Ω), Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, 0 6 δ < ρ 6 1. Пусть

v(x, t) ∈ Hs+σ,α(Rn+), ∂ltv(x, t) ∈ Hs+σ,α(Rn+), l = 1, 2, .... Пусть
выполнено условие 1 (с заменой σ на s+ σ). Тогда для оператора

Ml,σ = ∂ltK
(σ)(t,Dx, Dα,t) −K(σ)(t,Dx, Dα,t)∂

l
t (3)

справедлива оценка

‖Ml,σv‖s,α 6 c




l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−ρ,α

+
l−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ+δ(l−ρ−j),α


 (4)
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с константой c > 0, не зависящей от v.
Аналогичные свойства для других классов псевдодифференци-

альных операторов доказаны в [1]–[8].
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ОБ ОДНОЙ ФОРМУЛЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ
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ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА1

А.Д. Баев, Н.И. Работинская, С.А. Чечина,
Н.А. Бабайцева (Воронеж, ВГУ)

alexsandrbaev@mail.ru

Исследование теории вырождающихся псевдодифференциаль-
ных уравнений в настоящее время является актуальной задачей в
связи с использованием этих операторов при доказательстве теорем
о существовании решений и получении коэрцитивных априорных
оценок решений краевых задач для вырождающихся уравнений. Та-
кие краевые задачи возникают, например, при моделировании про-
цессов гидродинамики с сингулярными особенностями. В настоящей
работе исследуется вопрос об ограниченности одного класса весовых
псевдодифференциальных операторов, построенных по специально-
му интегральному преобразованию Fα, введенному в [1]. Теорема об
ограниченности доказывается в специальных весовых пространствах
типа пространств С.Л. Соболева.

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, для которой α(+0) =

α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t > d при некотором
d > 0.

Следуя [1] введём интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

определенное первоначально, например, на функциях u(t) ∈
C∞

0 (R1
+). Преобразование (1) связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)],

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) - функция, обратная к

функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантa Российского научно-
го фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверсите-
те).
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Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√

2π ‖u‖L2(R1
+) .

Это равенство позволяет расширить преобразование (1) до непре-
рывного преобразования, осуществляющего гомеоморфизм про-
странств L2(R1) и L2(R

1
+), а также рассмотреть это преобразова-

ние на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенно-
го таким образом преобразования Fα сохраним старое обозначение.
Обозначим через F−1

α обратное к Fα преобразование, отображающее
L2(R1) на L2(R1

+). Это преобразование можно записать в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Можно показать, что на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются
соотношения

Fα[Dj
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, ...,

где

Dα,t =
1

i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Определение 1. Пространство Hs,α(Rn+) (s — действительное
число) состоит из всех функций v(x, t) ∈ L2(Rn+), для которых ко-
нечна норма

‖v‖2s,α =

∫

Rn

(1 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.

Определение 2. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состо-

ит из всех функций v(x, t) ∈ Hs,α(Rn+), для которых конечна норма

‖v‖s,α,q = {
[ sq ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tv]]
∥∥∥
2

L2(R
+
n )
} 1

2 .

Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6

c < ∞ при всех t ∈ [0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1 [0,+∞) для

некоторого s1 > 2N −|σ|, где N > max
06p16l

{2p1 +
l−p1+ 3

2

ν +1, σ+1, σ+

l
2}, l = 1, 2..., σ— некоторое действительное число.
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Заметим, что указанное выше число ν существует, если α(+0) =
α′(+0) = 0.

С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье Fx→ξ =
Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1 определим весовой псевдодифференци-
альный оператор по формуле

P (σ)(t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[p(t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]].

Определение 3. Будем говорить, что символ p(t, ξ, η) весового
псевдодифференциального оператора P (σ)(t,Dx, Dα,t) принадлежит
классу символов Sσα,ρ,δ(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, 0 6 δ < ρ 6 1, если
функция p(t, ξ, η) является бесконечно дифференцируемой функци-
ей по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1 . Причем, при всех
j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ... справедливы оценки

|(α(t)∂t)
j∂lηλ(t, ξ, η)| 6 cjl(1 + |ξ| + |η|)σ−ρl+δj (2)

с константами cjl > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ K,
где K ⊂ Ω - произвольный отрезок.

Справедливо следующее утверждение.
Определение 4. Пусть Ω ⊂ R̄1

+ – открытое множество. Будем
говорить, что функция a(y, z, ξ, η) принадлежит классу Sm,α,ρ,δ(Ω),
m ∈ R1, 0 6 δ < ρ 6 1, если a(y, z, ξ, η) является бесконеч-

но дифференцируемой по переменным y ∈ Ω, z ∈ Ω, η ∈ R1 и на
компактных подмножествах множества Ω × Ω имеет место при всех
j, k, l = 0, 1, 2, ... оценка

|(α(y)∂y)j(α(z)∂z)
k∂lηa(y, z, ξ, η)| 6 cjkl(1 + |ξ| + |η|)m−ρl+δ(k+j)

с константами cjkl > 0, не зависящими отp, y, z, η и ξ ∈ Rn - 1.
Рассмотрим оператор вида

Au(x, y) = F−1
αη→y

Fαz→ηF
−1
ξ→x[a(y, z, ξ, η)F

[
x→ξu(x, z)]], (3)

где Fαz→η(F−1
αη→z

) — прямое (обратное) весовое преобразование, пе-
реводящее zвη (η в z).

Доказана следующая теорема.
Теорема 1. Пусть A – оператор вида (2), причем a(p, y, z, ξ, η) ∈

Sm,α,p(Ω), Ω ⊂ R̄1
+, m ∈ R1, p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| <

π
2 , |p| > 0}. Тогда найдется такой символ λ(p, y, ξ, η) ∈ Smα,ρ,δ(Ω),
что A = K(y,Dx, Dα,y), где K(y,Dx, Dα,y) – весовой псевдодиф-
ференциальный оператор с символом λ(y, ξ, η). Причем λ(y, ξ, η) =
√
α(y) exp(iη

d∫
y

dρ
α(ρ) )·A( 1√

α(y)
exp(−iη

d∫
y

dρ
α(ρ) )).
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При этом справедливо соотношение

λ(y, ξ, η) −
N−1∑

j=1

(i)j

j!
(α(y)∂y)j∂jηa(y, z, ξ, η )|z=y ∈ Sm−N

α,ρ,δ (Ω)

при любых N = 1, 2, ....
Теорема 1 даёт возможность построить сопряженный оператор к

весовому псевдодифференциальному оператору.
Аналогичные свойства для других классов псевдодифференци-

альных операторов доказаны в [1]–[8].
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О КОМПОЗИЦИИ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ С ВЫРОЖДЕНИЕМ1

А.Д. Баев, С.А. Чечина, А.А. Бабайцев,
В.Д. Харченко (Воронеж, ВГУ)

alexsandrbaev@mail.ru

Рассмотрим достаточно гладкую функцию α(t), t ∈ R1
+, для ко-

торой α(+0) = α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t > d
для некоторого d > 0.

Рассмотрим функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+) интегральное преобразо-
вание, определенное формулой

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

Это преобразование было введено в [1]. В [1] показано, что пре-
образование Fα связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], здесь uα(τ) =√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции

τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) . В [1] и [2] показано, что преобразование Fα мо-

жет быть продолжено до преобразования, осуществляющего взаим-
но однозначное и взаимно непрерывное преобразование пространств
L2(R1

+) и L2(R1), а также может быть рассмотрено на некоторых
классах обобщенных функций.

Обозначим через F−1
α обратное к Fα преобразование, которое

можно записать в виде F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, где

F−1
η→τ — обратное преобразование Фурье. Можно показать, что на

функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются соотношения Fα[Dj
α,tu](η) =

ηjFα[u](η), j = 1, 2, ..., где Dα,t = 1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t .
С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье

Fx→ξ = Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1 определим весовой псев-
додифференциальный K(p, t,Dx, Dα,t) оператор по формуле

1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантa Российского научно-
го фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверсите-
те).
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K(p, t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
ξ→xF

−1
α [λ(p, t, ξ, η)FαFx→ξ[v(x, t)]], где

символ λ(p, t, ξ, η) есть бесконечно дифференцируемая функция по
совокупности переменных, растущая по переменным ξ, η не быстрее
некоторого многочлена.

Определение 1. Будем говорить, что символ λ(p, y, ξ, η) весо-
вого псевдодифференциального оператора K(σ)(p, y,Dx, Dα,y) при-
надлежит классу символов Sσ,ρα,p(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, p ∈ Q =
{p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| > 0}, если функция λ(p, y, ξ, η) является бес-
конечно дифференцируемой функцией по переменной y ∈ Ω и по
переменной η ∈ R1 . Причем, при всех j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ...
справедливы оценки

|(α(y)∂y)j∂lηλ(p, y, ξ, η)| 6 cjl(|p|2 + |ξ| + |η|)σ−ρl

с константами cjl > 0, не зависящими от p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1,
y ∈ K, где K ⊂ Ω — произвольный отрезок. Здесь σ, ρ ∈ (0; 1] —
действительное число.

Определение 2. Пространство Hs,α(Rn+) (s — действительное
число) состоит из всех функций v(x, t) ∈ L2(Rn+), для которых ко-
нечна норма

‖v‖2s,α =

∫

Rn

(|p|2 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.

Определение 3. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состо-

ит из всех функций v(x, t) ∈ Hs,α(Rn+), для которых конечна норма

‖v‖s,α,q=





[ sq ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(|p|2 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tv]]
∥∥∥
2

L2(Rn
+)





1
2

.

Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q .

При s = 0 пространства Hs,α,q(R
n
+) , Hs,α(Rn+)совпадают с про-

странством L2(R
n
+).

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6

c < ∞ при всех t ∈ [0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1 [0,+∞) для
некоторого s1 > 2N − |σ|, где

N > max
06p16l

{2p1 +
l − p1 + 3

2

ν
+ 1, σ + 1, σ +

l

2
}, l = 1, 2...,

σ— некоторое действительное число.
Заметим, что указанное выше число ν существует, если α(+0) =

α′(+0) = 0.
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Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть G(p, y,Dx, Dα,t) и Q(p, y,Dx, Dα,y) — весо-

вые псевдодифференциальные операторы с символами g(p, y, ξ, η),
q(p, y, ξ, η), принадлежащими классам Sm1,ρ

α,p (Ω), Sm2,ρ
α,p (Ω) (m1,m2-

действительные числа), p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}, ρ ∈

(0; 1]. Тогда для любого N > 0 существует N1 > 0 и такой символ
TN1(p, y, ξ, η) ∈ S−N

α,p (Ω), что справедливо равенство

G(p, y,Dx, Dα,t)Q(p, y,Dx, Dα,t) −
N1−1∑

j=1

Rj(p, y,Dx, Dα,t) =

= TN1(p, y,Dx, Dα,t),

где TN1(p, y,Dx, Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор
с символом TN1(p, y, ξ, η), а Rj(p, y,Dx, Dα,y) — весовой псевдодиф-
ференциальный оператор с символом

rj(p, y, ξ, η) =
1

j!
∂jηg(p, y, ξ, η) · (α(y)∂y)jq(p, y, ξ, η).

При ρ = 1 теорема, аналогичная теореме 1, доказана в [3]. Некото-
рые другие свойства весовых псевдодифференциальных операторов
с символом из класса Smα,ρ(Ω) доказаны в [4] - [8].
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ОЦЕНКА КОММУТАТОРА
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

С ВЫРОЖДЕНИЕМ1

А.Д. Баев, С.А. Чечина, А.А. Бабайцев,
В.Д. Харченко (Воронеж, ВГУ)

alexsandrbaev@mail.ru

Рассмотрим достаточно гладкую функцию α(t), t ∈ R1
+, для ко-

торой α(+0) = α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t > d
для некоторого d > 0.

Рассмотрим функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+) интегральное преобразо-
вание, определенное формулой

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

Это преобразование было введено в [1]. В [1] показано, что пре-
образование Fα связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], здесь uα(τ) =√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции

1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантa Российского научно-
го фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверсите-
те).
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τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) . В [1] и [2] показано, что преобразование Fα мо-

жет быть продолжено до преобразования, осуществляющего взаим-
но однозначное и взаимно непрерывное преобразование пространств
L2(R1

+) и L2(R1), а также может быть рассмотрено на некоторых
классах обобщенных функций.

Обозначим через F−1
α обратное к Fα преобразование, которое

можно записать в виде F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, где

F−1
η→τ — обратное преобразование Фурье. Можно показать, что на

функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются соотношения Fα[Dj
α,tu](η) =

ηjFα[u](η), j = 1, 2, ..., где Dα,t = 1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t .
С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье Fx→ξ =

Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1 определим весовой псевдодифференци-
альный K(p, t,Dx, Dα,t) оператор по формуле

K(p, t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
ξ→xF

−1
α [λ(p, t, ξ, η)FαFx→ξ[v(x, t)]],

где символ λ(p, t, ξ, η) есть бесконечно дифференцируемая функция
по совокупности переменных, растущая по переменным ξ, η не быст-
рее некоторого многочлена.

Определение 1. Будем говорить, что символ λ(p, y, ξ, η) весо-
вого псевдодифференциального оператора K(σ)(p, y,Dx, Dα,y) при-
надлежит классу символов Sσ,ρα,p(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, p ∈ Q =
{p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| > 0}, если функция λ(p, y, ξ, η) является бес-
конечно дифференцируемой функцией по переменной y ∈ Ω и по
переменной η ∈ R1 . Причем, при всех j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ...
справедливы оценки

|(α(y)∂y)j∂lηλ(p, y, ξ, η)| 6 cjl(|p|2 + |ξ| + |η|)σ−ρl

с константами cjl > 0, не зависящими от p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1,
y ∈ K, где K ⊂ Ω — произвольный отрезок. Здесь σ, ρ ∈ [0; 1) —
действительное число.

Определение 2. Пространство Hs,α(Rn+) (s— действительное
число) состоит из всех функций v(x, t) ∈ L2(Rn+), для которых ко-
нечна норма

‖v‖2s,α =

∫

Rn

(|p|2 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.

Определение 3. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состо-

ит из всех функций v(x, t) ∈ Hs,α(Rn+), для которых конечна норма

‖v‖s,α,q = {
[ sq ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(|p|2 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tv]]
∥∥∥
2

L2(Rn
+)
} 1

2 .
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Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6

c < ∞ при всех t ∈ [0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1 [0,+∞) для
некоторого s1 > 2N − |σ|, где

N > max
06p16l

{2p1 +
l − p1 + 3

2

ν
+ 1, σ + 1, σ +

l

2
}, l = 1, 2...,

σ— некоторое действительное число.
Заметим, что указанное выше число ν существует, если α(+0) =

α′(+0) = 0.
Справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть символ λ(p, y, ξ, η) весового псевдодиффе-

ренциального оператора K(σ)(p, y,Dx, Dα,t) принадлежит классу
Sσ,ρα,p(Ω), Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}.

Пусть v(x, y) ∈ Hs+σ,α(Rn+), ∂lyv(x, y) ∈ Hs+σ,α(Rn+), l = 1, 2, .... Пусть
выполнено условие 1 (с заменой σна s+ σ). Тогда для оператора

Ml,σ = ∂lyK
(σ)(p, y,Dx, Dα,y) −K(σ)(p, y,Dx, Dα,y)∂

l
y (2)

справедлива оценка

‖Ml,σv, |p|‖s,α 6 c(
l∑

j=0

∥∥∂jyv, |p|
∥∥
s+σ−1,α

+
l−1∑

j=0

∥∥∂jyv, |p|
∥∥
s+σ,α

) (3)

с константой c > 0, не зависящей от v.
При ρ = 1 теорема, аналогичная теореме 1, доказана в [3]. Некото-

рые другие свойства весовых псевдодифференциальных операторов
с символом из класса Smα,ρ(Ω) доказаны в [4]–[8].
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ОСРЕДНЕНИЯ
С РАСЩЕПЛЕНИЕМ НЕЛОКАЛЬНОСТИ1

Ж.Д. Байшемиров, М. Нуртас, К. Утепова,
М. Шерахан (Алматы, КазНПУ им. Абая;

Алматы, ИИВТ КН МОН РК; Алматы, МУИТ)
zbai.kz@gmail.com

Данная работа посвящена построению полностью осредненной
модели, то есть макроскопические уравнения которой не содержат
микроскопические переменные, а задача на ячейке, определяющая
маскроскопические коэффициенты, не зависит от макроскопических
переменных. Идея заключается в том, чтобы разнести нелинейность
и нелокальность на разные уровни асимптотического разложения.

Пусть мерой степени нелокальности является параметр

ω = ε2Kтр/Kбл (1)

тогда ω ∼ 1 в сильно контрастных средах, где возникает сильная
нелокальность, и ω мал: ε < ω < 1 в умеренно контрастных средах,
где память есть, но слабая.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта КН МОН РК
№АР05132680.
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В настоящей работе мы рассматриваем случай умеренного кон-
траста, то есть слабой (или «короткой») памяти [1, 2]. Для упроще-
ния выкладок положим в [3, 4]: δ = 1/2, то есть

Kбл/Kтр = ε
√
ε

или

ω =
√
ε (2)

Прежде всего введем расширение решения s̃ (x, y, t), p̃ (x, y, t) так
что pw (x, t) = p̃ (x, y, t)|y= x

ε
, s (x, t) = s̃ (x, y, t)|y= x

ε

Тогда для производных справедливо следующее:

∂p (x, t)

∂xi
→
(
∂p̃ (x, y, t)

∂xi
+

1

ε

∂p̃ (x, y, t)

∂yi

)∣∣∣∣
y=x

ε

Поскольку операции расширения и дифференцирования коммути-
руют, получаем, что аргумент y может рассматриваться как быст-
рая независимая переменная от x, а в конечных результатах надо
положить его равным медленной переменной x/ε. Двухмасштабная
формулировка уравнений имеет следующий вид:





ϕ (y) ∂tsα + ϕ (y)βα (y) sα∂tpα =

=
(
∇x+ 1

ε∇x

)
·
(
K (y) λα

(
∇xpα+ 1

ε∇xpα
))
, x∈Ω, y∈Y, t∈(0, T )

po = pw + p, so = 1 − sw

и 



sw|t=0 = s0(x), pw|t=0 = p0w(x)[
Kλα

∂pα
∂n

]
Γ

= 0, [pα]Γ = 0, α = w, o

sw, pw 1-периодичны по y

(3)

ее можем представить в вариационной формулировке:

∫
Ω

∫
Y

ϕw∂tsα dxdy +
∫
Ω

∫
Y

ϕβαsαw ∂tpα dxdy =

= − 1
ε2

∫
Ω

∫
Y

K λα (∂yipα + ε∂xipα) (∂yiw + ε∂xiw) dydx =

= − 1
ε2

∫
Ω

∫
Y F

KFλFα (∂yipα + ε∂xipα) (∂yiw + ε∂xiw) dydx−

− 1√
ε

∫
Ω

∫
YM

KMλMα (∂yipα + ε∂xipα) (∂yiw + ε∂xiw) dydx

(4)

для любой функции w = w (x, y) в Ω × Y , такой, что w|∂Ω = 0.
Так как функция w равна нулю на ∂Ω, то интегралы по границе

области ∂Ω обнуляются, также из-за периодичности всех функций
по y интегралы по границе периода ∂Y обнуляются.
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МЕТОД ПОДОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ И
БИИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА1

А.Г. Баскаков, Г.В. Гаркавенко, И.А. Криштал,
Н.Б. Ускова (Воронеж, ВГУ, ВГПУ, ВГТУ,

США, ДеКалб, Университет Северного Иллинойса)
anatbaskakov@yandex.ru, g.garkavenko@mail.ru,

ikrishtal@niu.edu, nat-uskova@mail.ru

Пусть H — комплексное гильбертово пространство, B(H) — бана-
хова алгебра всех ограниченных линейных операторов, действующих
в H, с нормой ‖·‖ и S2(H) ⊂ B(H) — идеал операторов Гильберта-
Шмидта с нормой ‖ · ‖2.

Пусть A : D(A) ⊂ H → H — линейный замкнутый самосопря-
женный оператор, имеющий изолированные собственные значения
λi, i ∈ Z, конечной кратности, и Pi = P ({λi}, A) — соответствующие
спектральные проекторы. Обозначим через d = inf{|λi − λj | : i, j ∈
Z}.

Пусть T : R → B(H) — изометрическое представление, заданное

формулой T (t)x =
∑
k∈Z

eiλktPkx, t ∈ R, x ∈ H, и T̃ : R → B(B(H))

— изометрическое представление, заданное формулой T̃ (t)Xx =
T (t)XT (−t)x, X ∈ B(H), x ∈ H, t ∈ R. Для f ∈ L1(R) и X ∈ B(H),

x ∈ H, положим T̃ (f)Xx =
∫
R
f(t)T̃ (−t)Xxdt (см. [1], [2]).

Через f0 ∈ L1(R) обозначим некоторую функцию, преобразова-
ние Фурье которой равно единице в некоторой окрестности нуля,

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 19-01-00732).
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а символом f1 ∈ L1(R) — функцию, преобразование Фурье f̂1 ко-

торой в некоторой окрестности нуля U равно нулю и f̂1(λ) = 1/λ,

вне U . Имея функцию f0, можно построить f1, положив f̂1(λ) =

(1 − f̂0(λ))λ−1 : R → C. Тогда f̂1(λ) = 0 в некоторой окрестности

нуля, f̂1 ∈ L1(R) и f1 ∈ L1(R) (см. [1], [2]).
Теорема 1. Пусть выполнено одно из условий:

1) B ∈ B(H), 2π‖B‖d−1 < 1,

2) B ∈ S2(H), 4‖B‖2d−1 < 1.

Тогда нелинейное операторное уравнение метода подобных операто-
ров (см. [1]-[3]) имеет решение X∗, оператор A− B подобен диаго-

нальному оператору A− T̃ (f0)X∗, и имеет место равенство

(A−B)(I + T̃ (f1)X∗) = (I + T̃ (f1)X∗)(A− T̃ (f0)X∗).

При этом, если B ∈ B(H), то X∗ ∈ B(H) и T̃ (f1)X∗ ∈ B(H). Если

же B ∈ S2(H), то X∗ ∈ S2(H) и T̃ (f1)X∗ ∈ S2(H).
Определение 1. Нетривиальное замкнутое линейное подпро-

странство H0 ⊂ H называется биинвариантным для линейного опе-
ратора A : D(A) ⊂ H → H, если оно инвариантно вместе со своим
ортогональным дополнением H⊥

0 .
Лемма 1. Пусть линейный оператор E : D(E) ⊂ H → H переста-
новочен с некоторым ортопроектором Q. Тогда подпространства
ImQ и KerQ являются биинвариантными для оператора E.

Обозначим через P̃k проектор

P̃k = (I + T̃ (f1)X∗)Pk(I + T̃ (f1)X∗)−1, k ∈ Z,

Теорема 2. Подпространства Im P̃k = (I+ T̃ (f1)X∗)Hk, Ker P̃k, k ∈
Z, образуют счетный набор биинвариантных подпространств для
оператора A−B.
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ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ СЛУЧАЙНЫХ ФДУ1

Ю.Е. Безмельницына, С.В. Корнев (Воронеж, ВГПУ)
bezmelnicyna@inbox.ru, kornev_vrn@rambler.ru

Пусть (Ω,Σ, µ) – полное вероятностное пространство. Для h > 0
обозначим символом C пространство C([−h, 0];Rn) всех непрерыв-
ных функций x : [−h, 0] → Rn с обычной нормой. Для каждой функ-
ции x(·) ∈ C(R;Rn) символом xt ∈ C обозначается функция, задан-
ная как xt(θ) = x(t + θ), θ ∈ [−h, 0]. Пусть ψ : Ω × [−h, 0) → Rn

– заданная начальная функция такая, что оператор ω ∈ Ω →
ψ(ω, ·) ∈ C измерим. Обозначим символом Dψ множество всех функ-
ций x : Ω × [−h,+∞) → Rn таких, что: (i) x(·, t) измерима п.в.
t ∈ [−h,+∞]; (ii) для каждого ω ∈ Ω сужение x(ω, ·) на R+ = [0,+∞)
является абсолютно непрерывным; (iii) для каждого ω ∈ Ω имеем
x(ω, t) = ψ(ω, t), t ∈ [−h, 0].

Рассмотрим задачу Коши для случайного ФДУ вида:

x′(ω, t) = f(ω, t, xt) п.в. t ∈ R+, (1)

x(ω, t) = ψ(ω, t), t ∈ [−h, 0], (2)

для всех ω ∈ Ω, где f : Ω ×R+ × C → Kv(Rn) удовлетворяет услови-
ям: (f1) f – случайный c-оператор (см. [1]), т.е. он измерим относи-
тельно Σ ⊗ B(X), где Σ ⊗ B(X) – наименьшая σ-алгебра на Ω ×X ,
включающая все множества A × B, где A ∈ Σ, B ∈ B(X) и B(X) –
борелевская σ-алгебра на X , и непрерывен для всех ω ∈ Ω; (f2) су-
ществует c : Ω×R+ → R+, такое что c(ω, ·) – локально интегрируемо
на R+ для каждого ω ∈ Ω, c(·, t) – измеримо п.в. t ∈ I, и для каждого
ω ∈ Ω имеем ‖f(ω, t, ϕ)‖ 6 c(ω, t)(1 + |ϕ|), ϕ ∈ C, t ∈ R+.

Для заданной начальной функции ψ под случайным решением
задачи (1), (2) понимается функция x ∈ Dψ, удовлетворяющая для
каждого ω ∈ Ω уравнению (1) п.в. t ∈ R+.

Пусть V : Rn → R – локально липшицева функция. Для x0 ∈
Rn и ν ∈ Rn обобщенная производная Кларка V 0(x0; ν) функции V
в точке x0 по направлению ν определяется формулой V 0(x0; ν) =
limx→x0,t→0+(V (x + tν) − V (x))/t, где x ∈ Rn. Тогда обобщенный
градиент Кларка ∂V (x) функции V в точке x0 ∈ Rn определяется
как: ∂V (x0) =

{
x ∈ Rn : 〈x, ν〉 6 V 0(x0; ν) для всех ν ∈ Rn

}
.

Определение 1. (см. [1]) Отображение V : Ω × R
n → R назы-

вается случайным негладким потенциалом, если: (i)V (·, x) : Ω → R

измеримо для каждого x ∈ Rn; (ii)V (ω, ·) : Rn → R является для
любого ω ∈ Ω регулярной функцией (см. [2]).

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20-51-15003 НЦНИ_а).
c© Безмельницына Ю.Е., Корнев С.В., 2020
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Обозначим V набор всех случайных негладких потенциалов V :
Ω × Rn → R, удовлетворяющих для каждого ω ∈ Ω условию коэрци-
тивности lim‖x‖→+∞ V (ω, x) = −∞.

Заметим, что для каждого ω ∈ Ω для данной функции V ∈ V,
для каждого rω > 0 существует kω(r) > rω такой, что если αr(ω) :=
inf{V (ω, x), ‖x‖ 6 rω}, то V (ω, x) < αr(ω), ‖x‖ > kω(r).

Пусть теперь g : Ω × R+ → R+ — заданная функция, удовлетво-
ряющая условиям: (j) g(·, t) – измерима п.в. t ∈ R+; (jj) g(ω, ·) –
абсолютно непрерывна; (jjj) inf{g(ω, t) : ω ∈ Ω, t ∈ R} > 1.
Развивая понятие, введенное в [3], дадим следующее определение.

Определение 2. Случайный негладкий потенциал V ∈ V назо-
вем случайным негладким интегральным направляющим потенци-
алом (ИНП) для уравнения (1) вдоль функции g, если для каждого
ω ∈ Ω существует rVω > g(ω, 0)‖ψ(ω, 0)‖ такое, что для каждой
функции x ∈ Dψ, удовлетворяющей условиям: (l) существует наи-
большее число τ1 := τ1(ω, x) > 0 такое, что g(ω, t)‖x(ω, t)‖ 6 rVω

для всех t ∈ [0, τ1); (ll) существует число τ∗ := τ∗(ω, x) > τ1 такое,
что g(ω, τ∗)‖x(ω, τ∗)‖ = kVω := kω(rVω ); (lll) ‖x′(ω, t)‖ 6 ‖f(ω, t, xt)‖
п.в. t ∈ R+, найдется сечение υ(s) ∈ ∂V (g(ω, s)x(ω, s)) такое,

что
∫ τx

∗

τx
♯

〈
υ(s), g′(ω, s)x(ω, s) + g(ω, s)f(s)

〉
ds > 0, где τx♯ := sup{τ ∈

[τx1 , τ
x
∗ ), ‖g(τ)x(τ)‖ = rVω}.

Теорема 1. Если V ∈ V – случайный негладкий ИНП для урав-
нения (1) вдоль функции g, то каждое решение задачи Коши (1),
(2) удовлетворяет оценке ‖x(ω, t)‖ 6 kVω · 1

g(ω,t) , ω ∈ Ω, t ∈ R+.

Литература
1. Andres J. Random topological degree and random differential
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ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ
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Рассматривается следующая смешанная задача с инволюцией и
с периодическими краевыми условиями:

∂u(x, t))

∂t
=
∂u(x, t))

∂x
+ q1(x)u(1 − x, t) + q2(x)u(x, t), (1)

x ∈ [0; 1], t ∈ (−∞; +∞),

u(0, t) = u(1, t), u(x, 0) = ϕ(x). (2)

Предполагаем, что qj(x) и ϕ(x) комплекснозначные функции, qj ∈
C1[0, 1], j = 1, 2, а на ϕ(x) накладываем минимальные требования,
следующие из постановки задачи: ϕ ∈ C1[0, 1] и

ϕ(0) = ϕ(1), ϕ′(0)−ϕ′(1)+ϕ(0)[q1(0)−q1(1)+q2(0)−q2(1)] = 0. (3)

В работе [1] исследовалась задача с периодическими краевыми
условиями, но с инволюцией в производной (здесь иначе выбира-
ется вспомогательная эталонная задача). Данная работа обобщает
результаты работы [2].

Метод Фурье в задаче (1)–(2) приводит к спектральной задаче
для оператора (Ly)(x) = y′(x) + q1(x)y(1 − x) + q2(x)y(x), y(0) =
y(1). Наряду с L будет также рассматривается оператор L0, который
получается из L, при q1(x) = 0.

Используется представление формального решения задачи в виде

u(x, t) = − 1

2πi



∫

|λ|=r

+
∑

|n|>n0

∫

γn


 (Rλϕ)(x)eλtdλ,

где Rλ = (L − λE)−1 — резольвента оператора L, (E —
единичный оператор, λ — спектральный параметр), γn ={
λ
∣∣|λ− 2πni− a| = δ

}
, δ > 0 и достаточно мало, чтобы собственные

значения λn попадали по одному внутрь γn, а r > 0 фиксировано и
таково, что все собственные значения, для которых |n| 6 n0 попада-
ют в контур |λ| = r.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 19-11-00197, выполняемый в Воронежском госуниверситете)
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Теорема 1. Если qk(x) комплекснозначные функции, qk(x) ∈
C1[0, 1], ϕ(x) ∈ C1[0, 1], и удовлетворяет условиям (3), то клас-
сическое решение задачи (1)-(2) существует и имеет вид:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t).

Здесь u0(x, t) = s(x)f0(x + t)eat, где f0(x) ∈ C1(−∞; +∞) — пери-
одическая с периодом 1 функция, причем f0(x) = ϕ̃(x)s−1(x) при

x ∈ [0, 1], a =
∫ 1

0
q2(t)dt, s(x) = eax−

∫ x
0
q2(t)dt, ϕ̃ = R0

µg, g = Lϕ−µϕ, µ
— вещественное число, лежащее вне контуров |λ| = r и γn; u1(x, t)
определена по формуле

u1(x, t) = − 1

2πi



∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn



Rλg −R0

λg

λ− µ
eλtdλ,

R0
λ — резольвента оператора L0. Ряд u1(x, t) и ряды, полученные из

него почленным дифференцированием по x и t, равномерно сходятся
по x ∈ [0, 1] и t ∈ [−A,A], где A > 0 и любое.
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИСТЕМ КОМПЛЕКСНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В КЛАССАХ

ФУНКЦИЙ С ОСОБЕННОСТЯМИ СТЕПЕННОГО
ХАРАКТЕРА1

А.М. Бирюков (Москва, НИУ МЭИ)
birukovalmix@mail.ru

В предлагаемой работе изучается комплексная задача Коши для
общих линейных систем дифференциальных уравнений с частными
производными:

∂u
∂t (t, z) −A(t, z,D)u = h(t, z)
u(t0, z) = ϕ(z),

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 19-11-00033).
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в банаховых пространствах аналитических функций, имеющих
особенности степенного характера при приближении к боковой по-
верхности полицилиндра. Получены необходимые и достаточные
условия для корректности задачи Коши в рассматриваемой шкале
функциональных пространств, тем самым, точно описана структу-
ра систем дифференциальных уравнений, для которых эта коррект-
ность имеет место. Ранее в работе [1] подобные задачи рассматри-
вались в классах аналитических функций с супремум- нормами и
были получены критерии корректности в заданной шкале функци-
ональных пространств. Оказывается, что условия, при выполнении
которых имеет место корректность задачи Коши в пространствах с
супремум-нормами и в пространствах с интегральными метриками,
совпадают. В работе [2] были выведены необходимые и достаточные
условия разрешимости задачи Коши в пространствах с интегральны-
ми метриками, но особенности степенного характера распространя-
лись по боковой границе конуса. Таким образом получено, что кри-
терий корректности комплексной задачи Коши тесно связан с гео-
метрией распространения возможных особенностей решения u(t, z).

Литература
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ческих функций с особенностями степенного характера / А.М. Би-
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С. 1067–1074.

О НЕКОТОРЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ
ОПЕРАТОРА С ИНВОЛЮЦИЕЙ НА ГРАФЕ1

Е.И. Бирюкова, М.Ш. Бурлуцкая (Воронеж, ВГУ)
elenabiryukova2010@yandex.ru, bmsh2001@mail.ru

Пусть Γ — геометрический граф, состоящий из двух ребер γ1 и
γ2, и γ2 образует цикл-петлю. Параметризуя каждое ребро графа
отрезком [0, 1], зададим на Γ оператор, как оператор в пространстве
вектор-функций y = (y1, y2)

T (T — знак транспонирования):

(Ly)(x) = (y′1(1 − x) + q1(x)y1(x), y′2(x) + q2(x)y2(x))T , x ∈ [0, 1],

y1(0) = y2(0) = y2(1)

(краевые условия — условия непрерывности в узле графа).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 19-11-00197, выполняемый в Воронежском госуниверситете)
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Установлена равносходимость разложений ряда Фурье по соб-
ственным и присоединенным функциям оператора L и простейшего
оператора, получены достаточные условия равномерной сходимости
ряда Фурье по собственным функциям оператора (аналог теоремы
Жордана-Дирихле)

Теорема 1. Если f(x) = (f1(x), f2(x))T такова, что fk(x) ∈
C[0, 1]

⋂
V [0, 1] и f1(0) = f2(0) = f2(1), то

lim
r→∞

||f(x) − Sr(f, x)|| = 0,

где Sr(f, x)— частичная сумма ряда Фурье по с.п.ф. оператора L,
включающая слагаемые, соответствующие собственным значени-
ям λk, для которых |λk| < r, ||u|| = max

k=1,2
max
06x61

|uk(x)|.

ИНТЕГРО-АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
СО СЛАБОЙ ГРАНИЧНОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ1

М.Н. Ботороева, О.С. Будникова,
С.С. Орлов (Иркутск, ИГУ)

masha888888@mail.ru, osbud@mail.ru, orlov_sergey@inbox.ru

В докладе планируется рассмотреть систему взаимосвязанных
алгебраических уравнений и интегральных уравнений Вольтерра
первого и второго рода, которая имеют форму уравнения

A(t)u(t) −
t∫

0

s−aK(t, s)u(s) ds = f(t), t ∈ [0; 1], (1)

с ненулевой тождественно вырожденной (n× n)-матрицей A(t). Эти
объекты называют интегро-алгебраическими уравнениями (ИАУ).
Предполагается, что элементы (n× n)-матрицы K(t, s) непрерывны
по совокупности переменных (t, s) ∈ [0; 1]× [0; t], при этом a ∈ (0; 1).
Согласно статье [1], слабую особенность ядра на прямой s = 0 бу-
дем называть граничной. Следует заметить, что ИАУ вида (1) почти
не изучались ранее. Близкими им объектами являются, например
дифференциально-алгебраические уравнения, у которых матрица в
главной части имеет нуль в точке t = 0 [2]. Представляемый доклад
посвящен исследованию разрешимости ИАУ (1) и зависимости их
решений от параметра a. Обсуждается применение многошаговых
методов [3] численного решения класса слабосингулярных ИАУ (1).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и ВАНТ (проекты
№ 18-51-54001 Вьет_а, № 20-51-54003 Вьет_а).

c© Ботороева М.Н., Будникова О.С., Орлов С.С., 2020

62



Литература
1. Kolk M. Numerical solution of Volterra integral equations with

singularities / M. Kolk, A. Pedas // Front. Math. China. — 2013. —
Vol. 8, No. 2. — P. 239–259.

2. Koch O. Collocation methods for index 1 DAEs with a singularity
of the first kind / O. Koch, R. März, D. Praetorius, E. Weinmüller //
Math. Comput. — 2010. — Vol. 79, No. 269. — P. 281–304.

3. Булатов М.В. Исследование многошаговых методов для реше-
ния интегроалгебраических уравнений : построение областей устой-
чивости / М.В. Булатов, О.С. Будникова // Журн. вычисл. матема-
тики и матем. физики. — 2013. — Т. 53, № 9. — С. 1448–1459.

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ДИСКРЕТНЫХ
ОПЕРАТОРОВ

В.Б. Васильев (Белгород, НИУ БелГУ)
vbv57@inbox.ru

Мы исследуем дискретные аналоги псевдодифференциальных
операторов и уравнений.

На целочисленной решетке Zm(mod h), h > 0 вводятся функции
дискретного аргумента ud(x̃), x̃ ∈ hZm, определяется дискретный
аналог пространства Шварца S(hZm) и дискретное преобразование
Фурье

(Fdud)(ξ) =
∑

x̃∈hZm

ud(x̃)eix̃·ξhm, ξ ∈ ~T
m,

где ~ = h−1,T = [−π, π].

Положим ζ2 = h−2
m∑
k=1

(e−ih·ξk −1)2 и определим дискретный ана-

лог пространства Соболева–Слободецкого Hs(hZm) как замыкание
пространства S(hZm) по норме

||ud||s =



∫

~Tm

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ




1/2

.

Если Ãd(ξ) – периодическая функция на Rm с основным кубом
периодов ~Tm, мы рассматриваем ее как символ некоторого опера-
тора. Пусть D ∈ Rm – область, Dd = D ∩ hZm. Стандартным об-
разом определяем пространство Hs(Dd) как пространство функций
дискретного аргумента из Hs(hZm) с носителями в overlineDd.
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Дискретным псевдодифференциальным оператором Ad в дис-
кретной области Dd мы называем оператор вида [1,2,3]

(Adud)(x̃) =
∑

ỹ∈hZm

∫

~Tm

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Dd,

Далее исследуется разрешимость уравнения

(Adud)(x̃) = vd(x̃), x̃ ∈ Dd, (1)

с помощью периодической факторизации символа и связанных с
этим уравнением некоторых краевых задач [2,3]. Для некоторых ка-
нонических областей D получены результаты о разрешимости и ап-
проксимационных свойствах дискретных уравнений и дискретных
краевых задач.
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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ВТОРОГО ПОРЯДКА В
ВИДЕ СУММ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ И ОБ ОЦЕНКАХ

ДЛЯ ИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ
М.Ю. Ватолкин (Ижевск, ИжГТУ имени М.Т. Калашникова)

vmyu6886@gmail.com

Пусть I ⊆ R — открытый интервал, P = (pik)20 — нижняя
треугольная матрица, pik : I → R, такая, что p00(·) и p22(·) из-
меримы, почти всюду конечны и почти всюду отличны от нуля,

а 1
p11(·) ,

p10(·)
p11(·) ,

p20(·)
p22(·) ,

p21(·)
p22(·) локально суммируемы в I. Определим

квазипроизводные 0
Px,

1
Px,

2
Px функции x : I → R равенствами:

0
Px

.
= p00x,

1
Px

.
= p11

d( 0
P
x)

dt +p10(
0
Px), 2

Px
.
= p22

d( 1
P
x)

dt +p21( 1
Px)+p20( 0

Px).
Линейным однородным квазидифференциальным называется

уравнение [1] (в [1] изучается уравнение произвольного порядка).

( 2
Px)(t) = 0, t ∈ I (1)
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Его решением называется всякая функция x : I → R, имеющая
локально абсолютно непрерывные нулевую и первую квазипроизвод-
ные и удовлетворяющая (1) почти всюду в I.

Уравнение (1) называется неосцилляционным на промежутке J ⊂
I (здесь J = [a, b], −∞ < a < b < +∞), если нулевая квазипроизвод-
ная любого его нетривиального решения имеет на J не более одного
нуля [1].

Рассмотрим краевую задачу на собственные значения

( 2
Px)(t) = −λ ( 0

Px)(t) (t ∈ J = [a, b]), (2)

x(a) = x(b) = 0. (3)

Последовательность решений {xk(·)}∞0 построим так: x0(·) есть
решение задачи ( 2

Px)(t) = 0 (t ∈ J), 0
Px(a) = 0, 1

Px(a) = 1;
xk(·) находятся рекуррентно как решения задач
( 2
Pxk)(t) = ( 0

Pxk−1)(t) (t ∈ J), 0
Pxk(a) = 0, 1

Pxk(a) = 0 (k = 1, 2, . . . ).
Решение u(t, λ) уравнения (2), удовлетворяющее первому из

условий (3), представимо в виде ряда [2]

u(t, λ) = x0(t) − λx1(t) + λ2x2(t) − λ3x3(t) + . . . . (4)

Собственные значения задачи (2),(3) представляют собой корни
уравнения Φ(λ) = 0, где Φ(·) — сумма ряда (4) при t = b. Функция
u(t, λ∗) =

∑∞
k=0(−1)k(λ∗)kxk(t) (t ∈ J) есть собственная функция

задачи (2),(3), отвечающая собственному значению λ∗.
Теорема. Пусть уравнение (1) неосциляционно на J и C(t, s)

— функция Коши уравнения (1), вещественные константы M1, M2

и функция ϕ(·) таковы, что выполняются следующие неравенства:
0
PC(t, s)

p22(s)
6 M1

ϕ(t− a)

ϕ(s− a)
· (t − s), 0

PC(t, a) 6 M2 ϕ(t − a) · (t − a).

M
.
= max{M1,M2}. Тогда справедливы точные (см. пример) оценки

0 6 0
Pxk(t) 6

Mk+1 (t− a)2k+1 · ϕ(t− a)

(2k + 1)!

(
t ∈ J, k = 0, 1, . . .

)
. (5)

Пример. Рассмотрим задачу вида (2),(3):

e−t
2/2
(
et

2/2x′
)′

+ (1/4)t2x+ (1/2)x = −
(
λ− (1/2)

)
x
(
t ∈ [0, 1]

)
, (6)

(
уравнение (6) получено из: e−t

2/2
(
et

2/2x′
)′

+ (1/4)t2x = −λx
)

x(0) = x(1) = 0. (7)

Для (6),(7):a = 0, b = 1, p00(t) = 1, p11(t) = et
2/2, p10(t) = p21(t) = 0,

p22(t) = e
−t2
2 , p20(t) =

t2

4
+

1

2
;

0
PC(t, s)

p22(s)
=

e−(t2+s2)/4

e−s
2/2

· (t − s) =
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e−t
2/4

e−s
2/4

· (t − s) = 1 · ϕ(t)

ϕ(s)
· (t − s), M1 = M2 = 1, ϕ(t) = e−t

2/4,

0
Pxk(t) = xk(t) =

t2k+1

(2k + 1)!
· e−t2/4

(
k = 0, 1, 2, . . .

)
. Правые части

оценок (5) достигаются. Представление (4) для задачи (6),(7) примет

вид: u(t, λ) = e−t
2/4 · sin

(√
λ− 1/2 t

)/√
λ− 1/2. Корнями уравне-

ния Φ(λ) = 0, где Φ(λ) = u(1, λ), являются λk = 1/2 +
(
π(k + 1)

)2
(
k = 0, 1, 2, . . .

)
. u(t, λk) =

∑∞
m=0(−1)m(λk − 1/2)m · xm(t) = e−t

2/4 ·
sin
(
π(k+1) t

)
есть соответствующие λk собственные функции задачи

(6),(7).
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
В АЭРОГИДРОУПРУГОСТИ1

П.А. Вельмисов, Ю.А. Тамарова,
Ю.В. Покладова (Ульяновск, УлГТУ)

velmisov@ulstu.ru, kazakovaua@mail.ru, pokladovau@inbox.ru

Предложены математические модели механических систем «тру-
бопровод — датчик давления», предназначенных для измерения дав-
ления рабочей среды в камерах сгорания двигателей. На основе пред-
ложенных моделей, представляющих собой начально-краевые зада-
чи для систем дифференциальных уравнений, исследуется совмест-
ная динамика чувствительного элемента датчика давления и рабо-
чей среды в трубопроводе. Для описания динамики чувствительных
элементов используются как линейные, так и нелинейные модели,
динамика рабочей среды в трубопроводе описывается уравнения-
ми линейной теории движения жидкостей или газов при различных
предположениях о физической модели рабочей среды: несжимаемая
идеальная, сжимаемая идеальная, несжимаемая вязкая. Разработа-
ны как аналитические, так и численные методы решения указанных
начально-краевых задач.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Ульяновской обла-
сти (проекты № 18-41-730015, № 19-41-730006).
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В качестве примера приведем математическую постановку, соот-
ветствующую плоской модели механической системы в предположе-
нии о сжимаемости рабочей среды.

ϕtt = a20(ϕxx + ϕyy), x ∈ (0, l), y ∈ (0, h), (1)

ϕy(x, 0, t) = ϕy(x, h, t) = 0, x ∈ (0, l), (2)

ϕx(l, y, t) = wt(y, t), y ∈ (0, h), (3)

−ρ0ϕt(0, y, t) = P (y, t), y ∈ (0, h), (4)

P0 − ρ0ϕt(l, y, t) − P∗ = L(w(y, t)), y ∈ (0, h). (5)

Здесь ϕ(x, y, t) — потенциал скорости, описывающий движение рабо-
чей среды в трубопроводе; w(y, t) — деформация упругого элемента,
расположенного в конце трубопровода x = l; a0, ρ0, P0 — скорость
звука, плотность, давление, соответствующие состоянию покоя рабо-
чей среды; P (y, t) — закон изменения давления рабочей среды на вхо-
де в трубопровод x = 0 (на выходе из камеры сгорания); P∗ — внеш-
нее воздействие на упругий элемент; индексы x, y, t снизу обознача-
ют частные производные по координатам x, y и времени t. Диффе-
ренциальный (или интегро-дифференциальный) оператор L(w(y, t))
в уравнении (5), описывающем динамику упругого элемента, может
быть задан по разному в зависимости от выбранной модели твердого
деформируемого тела, например

L(w(y, t)) = mẅ +Dw′′′′ +Nw′′ + βẇ′′′′ + f(ẇ, w). (6)

Точка и штрих обозначают частные производные по переменным y
и t; f(ẇ, w) — некоторая линейная или нелинейная функция, завися-
щая от деформации w(y, t) и скорости деформации ẇ(y, t); m, D, N ,
β — некоторые постоянные, являющиеся характеристиками упруго-
го элемента. Имеем связанную задачу для функций ϕ(x, y, t), w(y, t),
которая должна быть дополнена начальными условиями.

Рассмотрено несколько способов решения сформулированной вы-
ше задачи (а также других аналогичных задач). В частности, один
из способов (основанный на введении усредненных характеристик
соответствующих динамических систем) позволяет свести решение
задач к исследованию дифференциального уравнения с отклоняю-
щимся аргументом, связывающего величину деформации упругого
элемента датчика w(y, t) с законом изменения давления рабочей сре-
ды в двигателе P (y, t). Аналогичные задачи в модели несжимаемой
среды рассматривались в [1–5].

Приведем также математическую постановку, соответствующую
одномерной модели динамической системы «трубопровод — датчик
давления».

ϕtt − a20ϕxx = 0, (7)
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−ρ0ϕt(0, t) = P (t), (8)

ϕx(l, t) = ẇ(t), (9)

mẅ(t) + f(ẇ(t), w(t)) = P0 − ρ0ϕt(l, t) − P∗. (10)

Решение задачи (7)–(10) сведено к исследованию дифференци-
ального уравнения с отклоняющимся аргументом, связывающего ве-
личину перемещения чувствительного элемента w(t) с законом изме-
нения давления рабочей среды в двигателе P (t)

f
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−ρ0a0
[
ẇ

(
t− l
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)
− ẇ

(
t+

l

a0

)]
= 2P (t) + 2(P0 − P∗).

(11)

Исследование уравнения (11) проводилось в случае конкретного

задания вида функции f(ẇ, w), например: f(ẇ(t), w(t)) = α ˙w(t) +
γ1w(t) + γ3w

3(t) + ξw2(t)ẇ(t).
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
С ДРОБНО-ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМИ ЯДРАМИ1

В.В. Власов (Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова,
Московский Центр фундаментальной и прикладной математики)

vikmont@yandex.ru

Исследования направлены на изучение асимптотических и каче-
ственных свойств решений интегро-дифференциальных уравнений с
неограниченными операторными коэффициентами в гильбертовом
пространстве методом спектрального анализа их символов. Глав-
ная часть рассматриваемых уравнений представляет собой абстракт-
ное гиперболическое уравнение, возмущенное слагаемыми, содержа-
щими вольтерровы интегральные операторы. Указанные интегро-
дифференциальные уравнения являются обобщенными линейными
моделями вязкоупругости, диффузии и теплопроводности в средах
с памятью (уравнение Гуртина-Пипкина см. [1] и имеют ряд других
важных приложений.

Проводится спектральный анализ оператор-функций, являющих-
ся символами указанных интегро-дифференциальных уравнений,
получены результаты о структуре и локализации их спектра (см.
[1]–[4]).

На этой основе установлены результаты о существовании силь-
ных и обобщенных решений этих уравнений, а также получены ре-
зультаты о представлении решений в виде суммы слагаемых, отвеча-
ющих вещественной и невещественной частям спектра упомянутых
оператор-функций (см. [1]-[4]).
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О СЛУЧАЙНОЙ СТЕПЕНИ СОВПАДЕНИЯ1

Е.Н. Гетманова, С.В. Корнев, В.В. Обуховский
(Воронеж, ВГПУ)
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Характеристики типа топологической степени для многозначных
отображений находят широкие применения в различных разделах
современной математики (см., напр., [1-4], [6-8]). За последние деся-
тилетия топологическая степень совпадения для пар, состоящих из
линейного фредгольмова оператора и многозначного отображения
(мультиотображения) была описана и изучена для различных клас-
сов мультиотображений (см., напр., [3, 8] и др.). Настоящая работа
продолжает эти исследования и направлена на развитие степени сов-
падения для уплотняющего случайного многозначного возмущения
линейного фредгольмова оператора.

Пусть E1 — банахово, а E2 — нормированное пространства; U ⊂
E1 — открытое ограниченное множество; L : Dom L ⊂ E1 → E2 —
линейный фредгольмов оператор нулевого индекса (см. [5]). Пусть
β — монотонная, несингулярная, алгебраически полуаддитивная и
правильная мера некомпактности в E1 (см. [7]) и K(E2) обозначает
совокупность всех непустых компактных подмножеств E2.

Для полного измеримого пространства Ω пусть мультиотображе-
ние F : Ω × U → K(E2) удовлетворяет условиям:

(F1) F — мультиотображение Каратеодори, т.е.: (i) F(·, x) : Ω →
K(E2) измеримо для любого x ∈ U, (ii) F(ω, ·) : U → K(E2)
непрерывно для любого ω ∈ Ω;

(F2) F(ω, ·) — Jc-мультиотображение для каждого ω ∈ Ω, т.е. пред-
ставимо в виде конечной композиции полунепрерывных сверху
мультиотображений с асферичными значениями (см. [2, 6]);

(F3) (L,F(ω, ·)) — β-уплотняющая пара для каждого ω ∈ Ω (см. [4]).

Если теперь выполнено условие

(F4) Lx /∈ F(ω, x) для всех x ∈ Dom L ∩ ∂U, для каждого ω ∈ Ω,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рам-
ках выполнения государственного задания в сфере науки (номер темы FZGF-
2020-0009) и РФФИ (грант №20-51-15003 НЦНИ_а).
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то для каждого ω ∈ Ω определена целочисленная характеристика —
степень совпадения deg(L,F(ω, ·), U). Тогда случайная степень сов-
падения пары (L,F) определяется как совокупность чисел

Deg(L,F , U) = {deg(L,F(ω, ·), U) : ω ∈ Ω}.

В докладе описываются основные свойства введенной характе-
ристики и даются приложения к существованию случайных точек
совпадения, основанные на следующем общем принципе.

Теорема 1. Если Deg(L,F , U) 6= 0, то пара (L,F) имеет слу-
чайную точку совпадения, т.е. существует такое измеримое отоб-
ражение ξ : Ω → U, что Lξ(ω) ∈ F(ω, ξ(ω)) для всех ω ∈ Ω.
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В докладе рассматривается краевая задача в области QT =
(0, l) × (0, T ) для нагруженного гиперболического уравнения

utt − (aux)x + cu+

l∫

0

K(x)udx = f. (1)

Задача заключается в следующем: найти решение уравнения (1),
удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.

Особенность этой задачи состоит в том, что уравнение является на-
груженным.

В работе найдены условия на входные данные, при выполне-
нии которых существует единственное обобщенное решение постав-
ленной задачи. Под обобщенным решением мы понимаем функцию
u ∈W 1

2,0(QT ), такую, что u(x, 0) = ϕ(x), и удовлетворяющую тожде-
ству

T∫

0

l∫

0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt +

T∫

0

l∫

0

v(

l∫

0

K(x)udx)dxdt =

=

l∫

0

ψ(x)v(x, 0)dx +

T∫

0

l∫

0

fvdxdt,

для любой v ∈ Ŵ 1
2,0(QT ), где обозначено

W 1
2,0(QT ) = {u(x, t) : u ∈W 1

2 (QT ), u(0, t) = u(l, t) = 0},

Ŵ 1
2,0(QT ) = {v(x, t) : v ∈W 1

2,0(QT ), v(x, T ) = 0}.

Основным математическим инструментом доказательства разреши-
мости задачи и единственности ее обобщенного решения служат
априорные оценки и свойства пространств Соболева.

c© Гилёв А.В., 2020
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ФУНКЦИЙ,
ОПРЕДЕЛЕННЫХ КАК РЕШЕНИЕ ОБОБЩЕННОЙ

СИСТЕМЫ КОШИ-РИМАНА
Ю.А. Гладышев (Калуга, Калужский государственный

университет им. К.Э. Циолковского)
v572264@yandex.ru

Изучению свойств функций, удовлетворяющих системе диффе-
ренциальных уравнений Коши-Римана, посвящено огромное коли-
чество статей и монографий, что во многом определено их большим
значением при решении практических задач. В настоящем сообще-
нии сделана попытка изучить некоторые классы функций, удовле-
творяющих обобщенной системе Коши-Римана, введенной ранее [1].
Показано, что эти функции определяют решения системы уравнений
Максвелла для электромагнитного поля, а также системы уравнений
Дирака для частиц с нулевой массой покоя.

Введем восьмимерное пространство переменных xi, где i = 0, 7.
Для дальнейшего разделим его на два четырехмерных подпростран-
ства, сохранив для первых четырех переменных прежние обозначе-
ния xiа остальные обозначим yi, i = 0, 3. Таким образом, изучаемые
функции зависят от двух наборов переменных, которые для удобства
будем обозначать x, y. Все функции F (x, y) принимают значения во
множестве кватернионов

F (x, y) =

3∑

i=0

fi(x, y)ei. (1)

Здесь ei – кватернионные единицы [2].
Если ввести операторы

D1 =
3∑

i=0

ei
∂

∂xi
, D2 =

3∑

i=0

ei
∂

∂yi
, (2)

то обобщенные условия Коши-Римана [1] запишем

{
D1X − ΨD2 = 0,

XD1 +D2Ψ = 0,
(3)

где X , Ψ — кватернионные функции указанных выше переменных,
а D1,D2 — сопряженные в кватернионном смысле операторы [2].

Ранее были указаны некоторые свойства решений системы (3), а
также дана их физическая интерпретация как включающих систему
уравнений электромагнитного поля Максвелла [1].
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Следующие предложения определяют некоторые свойства реше-
ний системы (3). Справедлива следующая

Теорема 1. Если X(x, y), Ψ(x, y) удовлетворяют системе (3),
то X, Ψ′, определенные как

X ′ = X(y, x), Ψ′ = −Ψ(y, x) (4)

также удовлетворяют этой системе.
Доказательство легко провести используя свойства операции ква-

тернионного сопряжения.
В предположении, что функция Φ(x, y), компоненты которой два-

жды непрерывно дифференцируемы по xi, yi справедлива
Теорема 2. Если Φ(x, y) – гармоническая функция в R8, т.е.

есть решение уравнения Лапласа

D1D1Φ +D2D2Φ = 0, (5)

то функции
X = D1Φ, Ψ = −ΦD2 (6)

дают решение (3).
Доказательство проводится прямой подстановкой (6) в (3).
Полезна следующая
Теорема 3. Если функции X и Ψ дважды непрерывно дифферен-

цируемы и удовлетворяют системе (3), то функции X и Ψ — гар-
монические кватернионы, т.е. их компоненты гармонические функ-
ции.

Для доказательства следует применить операторы (2) к системе
(3).

Отметим, что как следствие теорем 2, 3, операцию (6) можно
применять любое число раз, если компоненты X и Ψ есть функции
бесконечно дифференцируемые.

В сообщении приведены примеры некоторых семейств функций.
В [1] было показано, что если принять, что функции X и Ψ зави-

сят только от x1, x2, x3, y0, a y0 = it — чисто мнимая величина, то

положив X0 = 0, X =
−→
H , Ψ0 = 0,

−→
Ψ = i

−→
E , получим из (3) систему

Максвелла [3] в области без зарядов и токов. В сообщении проана-
лизировано, какое изменение произойдет в уравнениях Максвелла,
если снять условие X0 = Ψ0 = 0. Это тем более важно, что если ин-
терпретировать систему (3) как систему уравнений Дирака, то это
условие не может быть поставлено.

Так как, согласно теореме 3, X0 и Ψ0 — гармонические функции,
то закон сохранения электрического и магнитного зарядов (если по-
следний существует) остаются в силе. Однако в системе Максвелла
появляются некоторые, вообще говоря зависящие от времени, про-
странственно распределенные заряды. Если X0 и Ψ0 от времени не
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зависят, то остаются только токи зарядов. Эти токи стационарны и
выражены как градиенты скаляров X0 и Ψ0.

Таким образом, в работе показано, что естественное с точки зре-
ния кватернионов расширение класса решений (снятие требования
X0 = Ψ0 = 0) не нарушает общей структуры уравнений Максвелла,
но приводит к их определенной модификации.

Остается изучить класс решений зависящих от переменных x1,
x2, x3 и y1, y2, y3. Это предполагается сделать в следующем сообще-
нии.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО
УПРАВЛЕНИЯ, СВЯЗАННОЙ С ОПИСАНИЕМ

СТОХАСТИЧЕСКОЙ ВОЛАТИЛЬНОСТИ1

Ю.Е. Гликлих, Г.Д. Кордюмов (Воронеж, ВГУ)
yeg@math.vsu.ru

Предварительные сведения о производных в среднем можно най-
ти в [1].

В модели Хестона стохастической волатильности важную роль
играет вспомогательный случайный процесс y(t), который задается
стохастическим дифференциальным уравнением в форме Ито вида

dy(t) = α
√
y(t)dw(t) + β(y∗ − y(t))dt,

где α, β и y∗ — некоторые константы.
Мы обобщаем это уравнение до уравнения в терминах производ-

ных в среднем {
Dy(t) = β(y∗ − y(t))
D2y(t) = α2y(t)

,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-
00048).
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которое описывает более широкий класс процессов. Для последнего
уравнения получена теорема существования решения.

При переходе к соответствующему стохастическому дифферен-
циальному включению в терминах производных в среднем

{
Dy(t) ∈ β(y∗ − y(t))
D2y(t) ∈ α2y(t)

,

где многозначные константы α2 и β задаются экспертами, удается
показать, что среди его решений существует решение, минимизиру-
ющее некоторый функционал качества. Показано, что существует
управление, посредством которого указанное оптимальное решение
включения реализуется как решение уравнения с управлением с об-
ратной связью.

Литература
1. Gliklikh Yu.E. Global and Stochastic Analysis with Applications

to Mathematical Physics / Yu.E. Gliklikh. — London : Springer Verlag,
2011. — 460 p.

ОЦЕНКА АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КОНСТАНТЫ
НИКОЛЬСКОГО1

Д.В. Горбачев, И.А. Мартьянов (Тула, ТулГУ)
dvgmail@mail.ru, martyanow.ivan@yandex.ru

Пусть Pn — множество алгебраических полиномов с комплексны-
ми коэффициентами. Через

M(n) = sup
P∈Pn\{0}

maxx∈[−1,1] |P (x)|
∫ 1

−1 |P (x)| dx
обозначим точную алгебраическую константу Никольского между
равномерной и интегральной нормами.

Теорема. Для произвольного целого n > 0 имеем

0.1410(n+ 1)2 6 M(n) 6 0.1412(n+ 1)(n+ 2).

Данная теоремы уточняет предыдущие оценки, полученные в ра-
ботах D. Amir и Z. Ziegler (1976), T. K. Ho (1976), F. Dai, D. Gorbachev
и S. Tikhonov (2019).

Доказательство теоремы базируется на взаимосвязи алгебраи-
ческой константы Никольского с тригонометрической константой
Бернштейна–Никольского и наших результатах об оценках послед-
ней величины. Данная теорема также позволяет уточнить точную
константу Никольского для полиномов на евклидовой сфере S

2.

1 Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 18-11-00199).
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О МОДЕЛИ ФИЛЬТРАЦИИ В ПОРИСТЫХ СРЕДАХ
БЕЗ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ1

С.А. Гриценко (Москва, НИУ МЭИ)
sv.a.gritsenko@gmail.com

Известно, что наиболее строгие результаты теории усреднения
получены для совершенно особых физических сред, когда локальная
неоднородность имеет периодическую структуру. Предпринимается
попытка получить усредненные модели, учитывающие переменную
геометрию твердой компоненты. Рассматривается непериодическая
пороупругая среда переменной структуры в области Ω с характери-
стической функцией χ0(x) жидкой области Ωf . Пусть

χ0(x) = χn(
x

δ
), λ0 = λn0 ̺s = ̺ns , для x ∈ K(δ)

n ,

где χn(y) есть 1-периодическая в y функция,

λn0 = const, ̺ns = const, Ω =

N⋃

n=1

K(δ)
n ,

и при δ > 0 куб K
(δ)
n является пересечением области Ω с кубом δ K,

K = [0, 1]3 ⊂ R3, IntK
(δ)
n ∩ IntK

(δ)
m = ∅ для m 6= n.

χ(δ)(x,y) = χn(y), λ
(δ)
0 (x) = λn0 , ̺

(δ)
s (x) = ̺ns for x ∈ K(δ)

n

есть кусочно-постоянная функция переменной x. Тогда χ(δ)(x,y) —
1-периодическая функция переменной y.

Теперь можно рассматривать в области Ω при t > 0 задачу

∇ ·wδ,ε = 0,

∇ ·
(
χδ,εαµD

(
x,
∂wδ,ε

∂t

)
+ (1 − χδ,ε)λ

(δ)
0 D(x,wδ,ε) − pδ,ε I

)
+ ̺δ,εF = 0,

с характеристической функцией порового пространства Ωδ,εf :

χδ,ε(x) = χ(δ)(x,
x

ε
).

1 Результаты получены в рамках выполнения государственного задания Ми-
нобрнауки России (проект FSWF-2020-0022)
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ОЦЕНКА КВАЗИМНОГОЧЛЕНА
А.Е. Додонов (Владимир, ВлГУ)

art-dodonov@mail.ru

Рассмотрим квазимногочлен

Ω(λ) =

n∑

k=1

(
m∑

s=1

ps,kλ
s

)
eizkλ, ps,k ∈ C, zk ∈ C

+

и ассоциированные с ним дроби

ρ1(z) =

n∑

k=1

m∑

s=0

p̂s,kz
s

(z − zk)m+1
, ρ2(z) = Q(z)

n∏

k=1

1

(z − zk)m+1
, (1)

где при каждом k коэффициенты {p̂s,k}ms=0 являются решениями си-
стемы линейных алгебраических уравнений

m∑

s=j

Cjmi
m−js!zs−jk

(s− j)!
p̂s,k = m!pm−j,k, j = 0, 1, . . . ,m,

аQ(z) — произвольный многочлен, degQ 6 mn. Методами работы [1]
получается

Теорема. Для любого λ > 0 имеет место неравенство

|Ω(λ)| 6 n(m+ 1)

λ
inf
ρ2

max
x∈R

|ρ1(x) + ρ2(x)|, (2)

где точная нижняя грань берется по всем дробям ρ2 вида (1).

Примеры квазимногочленов Ω(λ), для которых оценки типа (2)
существенно учитывают взаимное «погашение» гармонических сла-
гаемых, приводились в работе [2].

Литература
1. Данченко В.И. Оценки производных наипростейших дробей
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2. Danchenko V.I. Estimates for exponential sums. Applications /
Danchenko V.I., Dodonov A.E. // Journal of Mathematical Sciences. —
2013. — Vol. 188, № 3. — Pp. 197–206.
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ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНОЙ РАЦИОНАЛЬНОЙ
ФУНКЦИИ

А.Е. Додонов (Владимир, ВлГУ)
art-dodonov@mail.ru

При фиксированном n ∈ N рассмотрим рациональные функции

R1(z) = P (z)

n∏

k=1

1

z − zk
, R2(z) = Q(z)

n∏

k=1

1

z − zk
, (1)

где P (z), Q(z) ∈ C[z] : degP, degQ 6 n, а zk ∈ C+ — не обязательно
различные числа. Обозначим R = R1 +R2. Пусть

B(x) =
n∏

k=1

x− zk
x− zk

, µ(x) = −iB
′(x)

B(x)
=

n∑

k=1

2 Im zk
|x− zk|2

,

Mϕ(x) = Re (eiϕB(x)), Nϕ(x) = Im (eiϕB(x)).

Пусть ζk = ζk(ϕ) — нули функции Mϕ. Отметим, что эти числа
действительные и попарно различные. Будем обозначать

R(ϕ) = max
16k62n

|R(ζk)|, ‖R‖ = max
x∈R

|R(x)|.

Методами монографии [1] доказывается

Теорема. При любых действительных x и α для рациональных
функций вида (1) справедливы неравенства

∣∣R′
1(x)e−iα +R′

2(x)eiα
∣∣ 6 µ(x)R(ϕ) 6 µ(x)‖R‖, (2)

где ϕ ∈ R — такое число, что x — нуль функции Nϕ+α.

Оценка (2) экстремальна: для дробей R(x) = B(x), R1(x) ≡ 1,
R2(x) = B(x) − 1 она обращается в равенство.

Литература
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О РЕШЕНИЯХ КВАДРАТИЧНЫХ СРАВНЕНИЙ
В.Н. Думачев (Воронеж, ВИ МВД РФ)

dumv@comch.ru

В докладе рассматривается задача нахождения решений кано-
нического квадратичного сравнения x2 = y mod p в кольце простой
нечетной характеристики Zp. В работе [1] показано, что основные ин-
струменты анализа квадратичных сравнений — это символ Лежанд-
ра, а также символ Якоби. Однако использование данных символов
позволяет лишь определить, является ли свободный член канони-
ческого сравнения квадратичным вычетом или же квадратичным
невычетом.

Пусть X ∈ Zp. Обозначим через Y1 ∈ Zp квадратичные вычеты,
а через Y2 ∈ Zp квадратичные невычеты, тогда X = {0, Y1, Y2}. Бу-
дем искать решения канонического квадратичного сравнения в ви-

де полинома f(y) =
p−1∑
i=0

aiy
i, где x ∈ X . Очевидно, что вследствие

конечности поля такой полином всегда существует. Поскольку отоб-
ражение X → Y1 сюрьективно, положим f(y1) = x, f(y2) = 0, где
y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2.

Теорема 1. ∀p = 3 mod 4, каноническое квадратичное сравнение

имеет решение x = p+1
2 y

p+1
4

(
1 + y

p−1
2

)
mod p.

� Возводя обе части последнего уравнения в квадрат, получим

критерий Эйлера для квадратичного вычета x
p+1
2 = x mod p. �

Заметим, что в данной теореме представлен минимальный по чис-
лу операций полином. Используя биномиальную формулу несложно

оценить, что всего в Zp можно получить 2
p−1
2 различных полиномов,

дающих решение канонического сравнения с нулевым выходом для
невычета.

Литература
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ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ СВЕРХУ МИНИМАЛЬНОГО
СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ ЗАДАЧИ

ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ
С.С. Ежак, М.Ю. Тельнова

(Москва, РЭУ им. Г.В. Плеханова)
svetlana.ezhak@gmail.com, mytelnova@yandex.ru

Рассмотрим задачу Штурма–Лиувилля

y′′ +Q(x)y + λy = 0, x ∈ (0, 1), (1)

y(0) = y(1) = 0, (2)

где Q принадлежит множеству Tα,β,γ измеримых неотрицательных
локально интегрируемых на (0, 1) функций, удовлетворяющих инте-
гральным условиям

1∫

0

xα(1 − x)βQγ(x) dx = 1, α, β, γ ∈ R, γ 6= 0, (3)

1∫

0

x(1 − x)Q(x) dx < +∞. (4)

Изучаются оценки величин

mα,β,γ = inf
Q∈Tα,β,γ

λ1(Q), Mα,β,γ = sup
Q∈Tα,β,γ

λ1(Q).

Полученные оценки изучаемых величин можно найти в работах
авторов [1] – [3]. Доказано ([4], [5]), что при γ < 0, α, β > 2γ − 1 и
при γ > 0, −∞ < α, β < +∞ для любой функции Q ∈ Tα,β,γ

λ1(Q) = inf
y∈H1

0(0,1)\{0}

∫ 1

0
y′2dx−

∫ 1

0
Q(x)y2dx

∫ 1

0 y
2dx

.

Доказано ([2], [3]), что при γ < 0, α, β > 2γ − 1 и при 0 < γ < 1,
α, β > 2γ − 1 выполняется неравенство Mα,β,γ < π2; при 0 < γ 6 1,
α 6 2γ − 1, −∞ < β < +∞, при β 6 2γ − 1, −∞ < α < +∞ и при
γ > 1, −∞ < α, β < +∞ имеет место равенство Mα,β,γ = π2.

Теорема 1. Если γ = 1, α, β > 1, то Mα,β,γ < π2.
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О РЕГУЛЯРИЗОВАННОЙ АСИМПТОТИКЕ ЗАДАЧИ
КОШИ ПРИ НАЛИЧИИ «СЛАБОЙ» ТОЧКИ
ПОВОРОТА У ПРЕДЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

А.Г. Елисеев (Москва, ФГБОУ «НИУ «МЭИ»)
eliseevag@mpei.ru

Рассматривается сингулярно возмущенная задача Коши при на-
личии «слабой» точки поворота у предельного оператора. Данная
работа является развитием идей, изложенных в [1, 2].

Рассмотрим задачу Коши

εu̇(t, ε) = A(t)u(t, ε) + h(t), u(0, ε) = u0 (1)

и выполнены условия:
1) h(t) ∈ C∞([0, T ], Rn);
2) A(t) ∈ C∞([0, T ],L(Rn, Rn));
3) A(t) диагонализируем, т.е. A(t) = λ1(t)P1(t) + λ2(t)P2(t),

P1(t) + P2(t) = I;
4) условие «слабой» точки поворота: λ2(t) − λ1(t) =

= tk0(t− t1)k1 . . . (t− tm)kma(t), где a(t) 6= 0, k0 + . . .+ km = n;
5) Reλi(t) 6 0.

c© Елисеев А.Г., 2020

82



Сингулярности задачи (1) находятся из решения задачи Коши

{
εJ̇1 = λ1(t)J1 + εK(t)J2, J1(0, ε) = 1,

εJ̇2 = λ1(t)J2 + εK(t)J2, J2(0, ε) = 1,
(2)

где K(t) =
m∑
j=0

km−1∑
i=0

Kj,i(t) — многочлен Лагранжа–Сильвестра. Из

решения задачи (2) находятся носители сингулярностей:

σ1,0(t, ε) = eϕ1(t)/ε, σ2,0(t, ε) = eϕ2(t)/ε,

σ
(j1,i1,...,jk,ik)
1,k (t, ε) = eϕ1(t)/ε

t∫

0

e△ϕ(s1)/εKjk,ik(s1)·

·
s1∫

0

e−△ϕ(s2)/εKjk−1,ik−1
(s2) . . .

sk−1∫

0

e(−1)k−1△ϕ(sk)/εKj1,i1(sk)dsk . . . ds1,

σ
(j1,i1,...,jk,ik)
2,k (t, ε) = eϕ2(t)/ε

t∫

0

e−△ϕ(s1)/εKjk,ik(s1)·

·
s1∫

0

e−△ϕ(s2)/εKjk−1,ik−1
(s2) . . .

sk−1∫

0

e(−1)k△ϕ(sk)/εKj1,i1(sk)dsk . . . ds1,

где k — число интегралов, 0 6 js 6 m, 0 6 is 6 ks − 1, ϕ1(t) =
t∫
0

λ1(s)ds, ϕ2(t) =
t∫
0

λ2(s)ds, △ϕ(t) =
t∫
0

(λ2(s) − λ1(s))ds.

Решение задачи (1) ищется в виде

u(t, ε) =

∞∑

k=0

εk
[
x
(t)
k σ1,0(t, ε) + yk(t)σ2,0(t, ε)+

+
∞∑

p=1

m∑

j1,...,jp=0

k1−1,...,kp−1∑

i1,...,ip=0

(
Z

(j1,i1,...,jp,ip)
1,p,k (t)σ

(j1,i1,...,jp,ip)
1,p (t, ε)+

+Z
(j1,i1,...,jp,ip)
2,p,k (t)σ

(j1,i1,...,jp,ip)
2,p (t, ε)

)]
−

−
∞∑

k=0

εk
(
A−1(t)

d

dt

)k+1
t∫

0

h(s)ds.
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Главный член асимптотики решения задачи Коши имеет вид

uгл(t, ε) = eϕ1(t)/εU1(t, 0)
P1(0)h(0)

λ1(0)
+ eϕ2(t)/εU2(t, 0)

P2(0)h(0)

λ2(0)
+

+
∞∑

p=0

m∑

j1,...,jp=0

k1−1,...,kp−1∑

i1,...,ip=0

[
σ
(j1,i1,...,jp,ip)
1,p (t, ε)U1(t, tjp)P1(tjp)·

·Z(j1,i1,...,jp,ip)
1,p,0 (tjp) + σ

(j1,i1,...,jp,ip)
2,p (t, ε)U2(t, tjp)P2(tjp)·

·Z(j1,i1,...,jp,ip)
2,p,0 (tjp)

]
−A−1(t)h(p).
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О РЕГУЛЯРИЗОВАННОЙ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ КОШИ ПРИ НАЛИЧИИ «ПРОСТОЙ»

РАЦИОНАЛЬНОЙ ТОЧКИ ПОВОРОТА У
ПРЕДЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА1

А.Г. Елисеев, Т.А. Ратникова (Москва, ФГБОУ «НИУ «МЭИ»)
eliseevag@mpei.ru, ratnikovata@mpei.ru

В работе рассмотрена задача Коши, когда одно собственное зна-
чение предельного оператора A(t) обращается в нуль при t = 0 и
имеет вид tm/na(t), где m/n — рациональное число и a(t) 6= 0:

{
εu̇(t) = A(t)u(t) + h(t),
u(0, ε) = u0

(1)

и выполнены условия:
1) h(t) ∈ C∞[0, T ];
2) A(t) ∈ C[0, T ], A(t) ∈ C∞(0, T ];

3) собственные значения матрицы A(t) удовлетворяют условиям:
λ1(t) 6= λ2(t) ∀t ∈ [0, T ];

4) λ2(t) = tm/na(t), a(t) ∈ C∞[0, T ], a(t) 6= 0 ∀t ∈ [0, T ] — условие
«простой» точки поворота;

5) Reλi(t) 6 0 ∀t ∈ [0, T ], i = 1, 2;

1 Результаты Ратниковой Т.А. получены в рамках выполнения государствен-
ного задания Минобрнауки России (проект FSWF-2020-0022)
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6) ∃ lim
t→0

〈¯̇ei(t), ψ̄j〉, i = 1, 2, j = 1, 2, где ēi(t) — собственные век-

торы матрицы A(t), i = 1, 2; ψj(t) — биортогональный базис к ēi(t),
j = 1, 2.

Основные сингулярности задачи (1) имеют вид

eϕi(t)/ε, i = 1, 2;

σi(t, ε) = eϕ2(t)/ε

t∫

0

e−ϕ2(s)/εs(i+1−n)/nds, i = 0, (p− 1), p = m+n−1;

ϕ1(t) =

t∫

0

λ1(s)ds, ϕ2(s) =

t∫

0

sm/na(s)ds.

Решение задачи (1) имеет вид:

u(t, ε) =

2∑

i=1

gi(t, ε)e
ϕi(t)/ε +

p−1∑

i=1

fi(t, ε)σi(t, ε) + w(t, ε),

где gi(t, ε), fi(t, ε), w(t, ε) — гладкие функции, степенным образом
зависящие от ε.

Методом регуляризации получено решение задачи (1) и доказаны
теоремы о точечной разрешимости итерационных задач, асимпто-
тичности регуляризованного ряда и теорема о предельном переходе.
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ОБ ОДНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ ВЕТВИ
НЕЛИНЕЙНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

ШЕСТОГО ПОРЯДКА С НЕГЛАДКИМИ
РЕШЕНИЯМИ

А.В. Елфимова, Ф.В. Голованева, М.Б. Давыдова,
Е.С. Сустретова (Воронеж, ВГУ)

alenaanoxina94@yandex.ru

В работе изучается нелинейная граничная задача шестого поряд-
ка с негладкими решениями





−
(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

+ (ru′′xx)
′′
xµ +Q′

µu = λF (x, u);

u(0) = u′x(0) = α1u
′′
xx(0) + α2u

′′′
xxx(0) = 0;

u(ℓ) = u′x(ℓ) = β1u
′′
xx(ℓ) + β2u

′′′
xxx(ℓ) = 0.

(1)

Решение (1) мы будем искать в классе E — дважды непрерывно диф-
ференцируемых функций u(x), у которых: u′′xx(x) — µ–абсолютно
непрерывна на [0, ℓ]; pu′′′xxµ(x) — дважды непрерывно дифференци-

руема;
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(x) — µ–абсолютно непрерывна на [0; ℓ].
В точках ξ, принадлежащих множеству S(σ) — точек разры-

ва функции σ(x), которая порождает меру на [0; ℓ], и содержит
все особенности модели, уравнение в (1) понимается как равен-

ство −∆
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(ξ) + ∆ (ruxx)
′
x (ξ) + u(ξ)∆Q(ξ) = λF (ξ, u(ξ)), где

∆u(ξ) — полный скачок функции u(x) в точке ξ; λ > 0 — спек-
тральный параметр. Через Λ обозначим множество положительных
значений λ, при каждом из которых (1) имеет хотя бы одно решение.
Будем считать действительное число λ собственным значением за-
дачи (1), если при этом λ система (1) имеет нетривиальное решение.

Уравнение в (1) задано почти всюду (в смысле меры µ) на множе-
стве [0; ℓ]S , которое строится следующим образом. Строго возраста-
ющая на [0; ℓ] функция µ(x) определяет неполное метрическое про-
странство JS = [0; ℓ] \ S(µ), где S(µ) — множество точек разрыва
функции µ(x) с метрикой ̺(x, y) = |µ(x)−µ(y)|. Стандартное попол-
нение, при котором каждая точка ξ ∈ S(µ) заменяется на упорядо-
ченную пару {ξ − 0, ξ + 0}, обозначим через [0; ℓ]S(µ). Объединение

[0; ℓ]S(µ) и S(µ) нам даёт [0; ℓ]S .

Будем предполагать, что функции p(x), r(x) и Q(x) µ-абсолютно
непрерывны на [0; ℓ]S(µ), min

x∈[0;ℓ]S(µ)

p(x) > 0, Q(x) не убывает, а F (x, u)

удовлетворяет условиям Каратеодори: 1) F (x, u) при почти всех x
(относительно µ-меры) определена и непрерывна по u; 2) функция
F (x, u) измерима по x при каждом u; 3) |F (x, u)| 6 m(x), где m(x)
— µ-суммируемая функция на [0; ℓ]S .
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Будем говорить, что однородное уравнение
(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

+ uQ′
µ = 0

не осциллирует на [0; ℓ], если любое его нетривиальное решение имеет
не более пяти нулей с учетом кратностей.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема. Пусть F (x, u) удовлетворяет условиям Каратеодори и
F (x, 0) ≡ 0; F (x, u) строго возрастает по u > 0 и каждом фикси-
рованном x, F (x, u) допускает представление F (x, u) = f(x, u) · u,
где f(x, u) не возрастает по u при u > 0 и каждом x; однородное
уравнение не осциллирует на [0; ℓ]. Тогда множество Λ собствен-
ных значений задачи (1), отвечающих неотрицательным на [0; ℓ]
собственным функциям, обладает следующими свойствами: 1) Λ
связно; 2) при каждом λ ∈ Λ задача (1) имеет единственное по-
ложительное в (0; ℓ) решение u(x, λ); 3) u(x, λ) строго возрастает
по λ; при каждом λ∗ ∈ Λ соответствующее решение u(x, λ∗) зада-
чи (1) является равномерным пределом последовательности un(x),
определяемой итерационными равенствами:





−
(
pu′′′xxµ

)′′
xxµ

+ (ru′′xx)
′′
xµ + uQ′

µ = λ∗F (x, uk−1(x)),

u(0) = u′x(0) = α1u
′′
xx(0) + α2u

′′′
xxx(0) = 0;

u(ℓ) = u′x(ℓ) = β1u
′′
xx(ℓ) + β2u

′′′
xxx(ℓ) = 0

(k = 1, 2, . . . ) при любой начальной непрерывной и неотрицательной
функции u0(x).

Для решения задач подобного типа широко используется «по-
точечный подход», предложенный Ю.В. Покорным. Данный метод
использован в работах [1]–[2].
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
САРКОПЛАЗМАТИЧЕСКОГО РЕТИКУЛА КЛЕТОК

ПОПЕРЕЧНО-ПОЛОСАТОЙ МЫШЦЫ1

Н.А. Енсебек, Ж. Кошербай, Р. Конради
(Нур-Султан, ЕНУ им Л.Н. Гумилева)
n.yensebek@mail.ru, jannur98@mail.ru

Сокращение мышечного волокна является сложным биомехани-
ческим процессом. Сеть разветвленных канальцев проникает в во-
локно мышцы с поверхности. Саркоплазматический ретикулум вы-
свобождает кальций и активизирует сокращение волокна. Обычно

1 Работа выполнена при финансовой поддержке МОН РК (МОН РК, проект
AP05136197).
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изменения потенциала действия в волокнах скелетных мышц опи-
сываются по модели Ходжкина-Хаксли, которые фокусируются на
процессах возбуждения-сжатия.

Наш подход направлен на изучение не только мышечной прово-
димости, но и нервной. Волокна скелетных мышц стимулируются
нервными волокнами, нервно-мышечное соединение в конце каждо-
го нервного волокна стыкует его с серединой мышечного волокна.
Нервная ткань состоит из нейронов, образующих дендритное дерево
(граф-дерево). Мы используем данные, полученные в [1], где изу-
чено строение сети t-систем, то есть трубчатой системы поперечно-
полосатых мышц. Поперечное сечение системы t-трубочек является
прекрасным примером компактного графа с циклами.

На компактном графе нами исследована задача идентификации
потенциала для волнового уравнения. Для исследования достаточ-
ных условий идентификации априорных параметров проводимости
применяются методы Авдонина С.А. — метод граничного управле-
ния (Boundary Control Method) и рекурсивный метод (Leaf Peeling
Method). В процессе решения задачи важную роль сыграли резуль-
таты [2] по управляемости систем на звездных графах.

Литература
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О КОМБИНАТОРНОМ АЛГОРИТМЕ НАХОЖДЕНИЯ
КОЛИЧЕСТВА ПУТЕЙ НА ОРГРАФЕ
Я.М. Ерусалимский, М.И. Чердынцева

(Ростов-на-Дону, ЮФУ)
ymerusalimskiy@sfedu.ru

Отправляясь от идей Б. Паскаля, реализованных им при по-
строении знаменитого арифметического треугольника, носящего его
имя, авторы разработали алгоритм позволяющий для ориентиро-
ванного графа G(X,U, f) и произвольного подмножества его вер-
шинY (Y ⊆ X) находить количество путей, ведущих из Y в каждую
из вершин графа.

Блез Паскаль, изучая арифметический треугольник (напр. [1]),
вероятно, не подозревал, что решает задачу о количестве путей, ве-
дущих из фиксированной вершины графа-решётки в остальные его
вершины. Граф-решётка имеет вершины в точках с целочисленными
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координатами в первом квадранте декартовой плоскости. Из каждой
вершины графа-решётки выходит две дуги —в ближайшую правую
вершину и в ближайшую верхнюю вершину.

Ясно, что для каждой его вершины, отличной от вершиныO(0; 0),
количество путей, ведущих в неё из вершины O(0; 0), равно коли-
честву таких путей, заканчивающихся горизонтальной дугой, плюс
количество таких путей, заканчивающихся вертикальной дугой.
Именно это свойство множества путей графа-решётки порождает из-
вестное свойство треугольника Паскаля

(
n+ 1
m+ 1

)
=

(
n
m

)
+

(
n

m+ 1

)
.

Аналогичным образом обстоит дело на произвольном ориентирован-
ном графе — количество путей, приходящих в произвольную вер-
шину графа, равно сумме количеств путей, приходящих в неё по
каждой из дуг, заканчивающихся в этой вершине. Это же свойство
справедливо и для множества путей, начинающихся в произвольном
подмножестве Y (Y ⊆ X). Такое же свойство справедливо и для пу-
тей фиксированной длины. Перечисленные свойства лежат в основе
предложенного динамического алгоритма.

Предложенный алгоритм легко адаптируется для графов с огра-
ничениями на достижимость различных типов, когда на графе допу-
стимыми являются только пути, удовлетворяющие дополнительным
условиям, которые называются типом достижимости (см., например,
[2–6]).

Интересной особенностью алгоритма является тот факт, что его
трудоемкость не зависит от количества вершин во множестве Y , а за-
висит только от количества вершин и дуг графа. Его трудоемкость
такая же как и алгоритма Дейкстры нахождения кратчайших путей
на графе.
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ОБ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРАХ,
АССОЦИИРОВАННЫХ С МЕТАПЛЕКТИЧЕСКОЙ

ГРУППОЙ1

К.Н. Жуйков, П.А. Сипайло (Москва, РУДН)
zhuykovcon@gmail.ru, sipaylo@gmail.com

Рассматривается оператор вида конечной суммы

D =
∑

k∈Z

DkΦk : Hs(RN ) −→ Hs−d(RN ), (1)

где Dk суть псевдодифференциальные операторы на RN из класса
Шубина [2] порядка 6 d, Φ — метаплектический оператор (см., напр.,
[1,4]), Hs(RN ) — пространство Соболева (см., напр., [5]). Операторы
такого вида являются G-операторами в смысле [5], где G ≃ Z —
группа, порождённая степенями оператора Φ.

Под траекторным символом оператора (1) понимается семей-
ство конечно-разностных операторов σtr(D) с параметром (x, ξ) ∈
R

2N \ {0}, действующих ограниченно в пространствах ℓ2(Z, µx,ξ,s) →
ℓ2(Z, µx,ξ,s−d) по формуле

[σtr(D)(x, ξ)]v(n) =
∑

k∈Z

σ(Dk)(Sn(x, ξ))v(n − k), (2)

где σ(Dk) — главный символ оператора Dk, S
n(x, ξ) — результат

n-кратного применения симплектической матрицы S, отвечающей
оператору Φ, к вектору (x, ξ) ∈ R2N , а ℓ2(Z, µx,ξ,s) — гильбертово
пространство последовательностей, квадратично суммируемых с ве-
сом µx,ξ,s(n) = |Sn(x, ξ)|2s.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-
00574A).
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В терминах траекторного символа (2) даны условия эллиптич-
ности оператора (1) в зависимости от показателя s гладкости соот-
ветствующих пространств Соболева, предъявлена теорема конечно-
сти. В качестве примера найдены условия эллиптичности оператора
D0+D1Φ, отвечающего симплектической матрице S. С помощью по-
лученных результатов исследована фредгольмовость задачи управ-
ления для уравнения Шрёдингера.
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ
ПЕРЕНОСА С МАЛЫМИ ДИФФУЗИЕЙ И

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
А.В. Заборский, А.В. Нестеров

(Москва,РЭУ им. Г.В. Плеханова; Обнинск, ИАТЭ)
andrenesterov@yandex.ru

Строится асимптотика решения (АР) задачи Коши для сингуляр-
но возмущенного дифференциально-операторного уравнения

ε2(Ut +D(p)Ux) = LpU + εk1F (U, p) + εk2B(p)Uxx, (1)

U(x, 0, p) = ω
(
xε−1, p

)
(2)

0 < ε << 1, линейный оператор Lp имеет однократное λ = 0 ,∀λ 6= 0

Reλ < 0; k1 = 1, 2; k2 = 3, 4; |ω(k)(z, p)| 6 Ce−σz
2

, σ > 0 .
АР задачи (1)-(2) имеет вид

U(x, t, p, ε) =

N∑

i=0

εi(si(ζ, t, p) + pi(ξ, τ, p)) +R = UN +R (3)
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переменные ξ, τ , ζ выражаются через данные задачи. Получены за-
дачи для определения всех членов разложения (3). При определен-
ном выборе k1, k2 и условиях на функцииD(p), B(p), главный член
АР описывается уравнением БКдФ.
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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ
Н.В. Зайцева (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)

zaitseva@cs.msu.ru

Рассмотрим в полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞) уравнение

∂2u(x, t)

∂t2
= a1

∂2u(x, t)

∂x2
+ a2

∂2u(x− h, t)

∂x2
, (1)

где aj (j = 1, 2), h— заданные вещественные числа, a1 > |a2|.
В настоящее время достаточно подробно исследованы задачи для

дифференциально-разностных уравнений в ограниченных областях
[1, 2]. В неограниченных областях изучены задачи для параболиче-
ских [3] и эллиптических [4, 5] дифференциально-разностных урав-
нений.

В данной работе для уравнения (1), применив классическую опе-
рационную схему Гельфанда—Шилова, построено однопараметриче-
ское семейство глобальных классических решений.
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3. Муравник А.Б. Функционально-дифференциальные парабо-
лические уравнения: интегральные представления и качественные
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5. Муравник А.Б. Эллиптические задачи с нелокальным потен-
циалом, возникающие в моделях нелинейной оптики / А.Б. Мурав-
ник // Матем. заметки. — 2019. — Т. 105, вып. 5. — С. 747–762.

О ТЕОРЕМАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ И ПРИНЦИПЕ
ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Ю.В. Засорин (Воронеж, ВГУ)
York-York-York-1960@yandex.ru

Рассматривается проблема о возможности перенесения условия
регулярности решений на бесконечности одного уравнения в част-
ных производных с постоянными коэффициентами на другое таким
образом, чтобы при этом сохранялась единственность решения.

Пусть x, ξ ∈ Rn, P (D), Q(D) — линейные дифференциальные
операторы в частных производных в Rn с постоянными коэффи-
циентами, и пусть NP и NQ — множества вещественных нулей их
символов P (iξ) и Q(iξ) соответственно. Рассмотрим два однородных
уравнения в шварцевском классе S ′(Rn) распределений умеренного
роста или пространстве Z ′(Rn) аналитических функционалов:

P (D)u(x) = 0 , x ∈ Rn , (1)

и
Q(D)u(x) = 0 , x ∈ Rn , (2)

с одним и тем же условием регулярности решения на бесконечности:

Ψ(D)u(x) = o(|x|−µ) , x→ ∞ , (µ > 0) , (3)

где Ψ(D) — некоторый дифференциальный оператор с постоянными
коэффициентами или псевдодифференциальный оператор, коммути-
рующий со сдвигами в Rn.

Главный результат сформулирован в следующем утверждении:

Теорема. Пусть NP ⊂ NQ. Тогда из единственности решения
в классе S ′(Rn) или Z ′(Rn) задачи (2), (3) следует и единствен-
ность решения задачи (1), (3). И, наоборот, из неединственности
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решения задачи (1), (3) следует неединственность решения задачи
(2), (3).

МОДЕЛЬ КОЛЕБАНИЙ СТРУНЫ ПОД
ВОЗДЕЙСТВИЕМ БЕЛОГО ШУМА1

М.Б. Зверева, М.И. Каменский,
P. Raynaud de Fitte (Воронеж, ВГУ; Руан, UNR)

margz@rambler.ru, mikhailkamenski@mail.ru, prf@univ-rouen.fr

В настоящей работе мы исследуем начально-краевую задачу, опи-
сывающую колебания струны под воздействием белого шума. Од-
но из краевых условий предполагается нелинейным и возникает, ес-
ли движение правого конца струны ограничено втулкой, представ-
ляющей собой отрезок [−h, h], где h > 0. При этом мы допускаем
случай, когда втулка сама может двигаться в перпендикулярном к
оси Ox направлении так, что ее движение задается отображением
C(t) = [−h, h] + ξ(t). Математическая модель задачи имеет вид





∂2u

∂x2
+B(x, t)Ẇt =

∂2u

∂t2
,

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = 0,

u′x(0, t) = γu(0, t),
u(l, t) ∈ C(t)
−u′x(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)).

Здесь Wt —стандартный винеровский процесс, функция B(x, t) ха-
рактеризует дисперсию. Множество NC(t)(u(l, t)) — нормальный ко-
нус к C(t) в точке u(l, t), определяемый как

NC(t)(u(l, t)) = {ξ ∈ R1 : ξ · (c− u(l, t)) 6 0 ∀c ∈ C(t)}.

Мы предполагаем, что левый конец струны упруго закреплен с помо-
щью пружины. Правый конец струны скользит (без учета трения)
по вертикальной спице внутри втулки. Пока |u(l, t)| < h, правый
конец струны внутри втулки остается свободным, что может быть
выражено условием u′x(l, t) = 0. Когда струна касается граничной
точки втулки, то некоторое время должно быть выполнено условие
u(l, t) = h, либо u(l, t) = −h соответственно.

Доказаны теоремы существования и единственности решений для
исследуемой модели.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-51-
15003 НЦНИ-а).
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НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ ДЕФОРМАЦИЙ
РАЗРЫВНОЙ СТРУНЫ1

М.Б. Зверева, С.А. Шабров, P. Raynaud de Fitte
(Воронеж, ВГУ; Руан, UNR)

margz@rambler.ru, shaspoteha@mail.ru, prf@univ-rouen.fr

В настоящей работе изучается модель деформаций разрывной
струны для случая, когда интенсивность внешней силы зависит от
деформации. Математическая модель имеет вид





−(pu′µ)(x) + (pu′µ)(0) +
x∫
0

ud[Q] =
x∫
0

f(s, u(s))d[σ](s),

(pu′)µ(0) − γ1u(0) = 0,
(pu′)µ(l) + γ2u(l) = 0.

(1)

Квадратными скобками мы подчеркиваем, что интеграл понимает-
ся по "расщепленной"мере (в смысле Ю.В. Покорного). Пусть 1)
функции p(x) и Q(x) — [σ]-абсолютно непрерывны; 2) inf

(0,l)
p(x) > 0;

3) функция Q(x) не убывает на [0; l]; 4) функция f(x, u) удовлетво-
ряет условию Каратеодери.

Теорема 1. Пусть, помимо условий 1)–4), выполнены следую-
щие: i) функция f(x, u) не убывает по u при каждом x, и f(x, 0) > 0;
ii) существует N пар чисел αi, βi, удовлетворяющих неравенствам
0 6 α1 < β1 < α2 < β2 < · · · < αn < βn, таких, что

f(x, βku0(x))

∫ ℓ

0

v2(s) d[σ(s)] 6 βk. (2)

iii) для каждого k существует множество wk положительной [σ]-
меры такое, что

f(x, αku0(x))

∫

wk

v1(s) d[σ(s)] > αk (k = 1, . . . , N) (3)

Тогда, если неравенства (2) и (3) превращаются в строгие на мно-
жествах положительной [σ]-меры, то задача (1) имеет 2N − 1
нетривиальных решений {ui(x)}2N−1

i=1 , удовлетворяющих неравен-
ствам ui(x) > 0 (i = 1, 2, . . . , 2N − 1), и u2i−1(x) 6 u2i+1(x)
(i = 1, 2, . . . , N − 1).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-51-
15003 НЦНИ-а).
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VIBRATION OF PLATE ON THE BORDER OF FLUID
FLOW

А.В. Звягин, Н.Э. Садыгова
(Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова)

zvyagin.aleksandr2012@yandex.ru, sadigova.nigar@gmail.com

Рассматриваемая проблема относится к задачам гидроупругости
– о совместном движении упругих систем и жидкости. Эти задачи
имеют практические приложения в машиностроении, в судострое-
нии, в авиации, в транспортировке жидкостей на дальние рассто-
яния, в строительстве космических аппаратов и во многих других
областях. В данной работе рассматривается задача совместных ко-
лебаний пластины и движущейся жидкости. Пластина является ча-
стью границы потока жидкости. Считается, что жидкость является
идеальной, несжимаемой, а течение – потенциальным. Система урав-
нений задачи состоит из уравнения Лапласа для потенциала скоро-
стей жидкости, уравнения колебаний пластины и связывающих их
граничных условий [1]. Потенциал жидкости ищется в форме дей-
ствительной части аналитической функции – интеграла типа Коши.
Учитывая граничные условия задачи, с помощью формул Сохоцкого
– Племеля [2], получено интегро-дифференциальное уравнение коле-
баний пластины на границе жидкости. Решение полученного уравне-
ния ищется в форме установившихся колебаний. Методом последо-
вательных приближений удается найти частоты собственных коле-
баний системы пластина – жидкость» с любой заданной точностью.
Разработанный метод позволяет исследовать зависимость частоты
колебаний от основных параметров задачи – плотности и скорости
жидкости, упругих характеристик пластин.

Литература
1. Седов Л.И. Механика сплошной среды (том 1, том 2) / Л.И. Се-

дов. — М. : Наука, 1970. — 568 с.
2. Мусхелишвили Н.И. Некоторые основные задачи математиче-

ской теории упругости / Н.И. Мусхелишвили // М. : Наука, 1966.
708 с.
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О ВТОРОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПОЛУОГРАНИЧЕННОЙ
НЕГЛАДКОЙ ОБЛАСТИ НА ПЛОСКОСТИ
А.А. Злобина (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)

zlomoonny@yandex.ru

В полосе R × (0, T ) рассматривается полуограниченная область
Ω с негладкой боковой границей Σ, удовлетворяющей только усло-
вию Жевре (т. е. функция. задающая эту границу, удовлетворяет
условию Гёльдера с показателем 1+α

2 , 0 < α < 1).
Для параболического оператора

L ≡ ∂t −A∂2x,

где A =‖ aij ‖Ni,j=1—матрица размерности N × N (N > 1) с веще-
ственными коэффициентами aij , рассматривается вторая начально-
краевая задача

Lu = 0 в Ω, (1)

u(x, 0) = 0, x > g(0), (2)

∂xu(g(t), t) = ψ(t), 0 6 t 6 T, (3)

где ψ ∈ C
0

[0, T ] имеет дробную производную порядка 1/2, ∂1/2ψ ∈
C
0

[0, T ].

В работе, с помощью результатов из [1], устанавливается теорема
единственности для решения поставленной задачи в классе C1,0

x,t (Ω).
Существование решения в таком классе для ψ ∈ C

0
[0, T ] следует из

[2]. В работе также исследуется характер гладкости решения u по-
ставленной задачи.

Теорема 1. Пусть u—решение задачи (1)—(2), u ∈ C2,1(Ω) ∩
C
0

1,0(Ω). Тогда для любой ψ ∈ C
0

1/2([0, T ]) это решение принадле-

жит пространству C
0

2,1(Ω) и верна оценка

‖ u; Ω ‖2,16 C ‖ ψ; [0, T ] ‖1/2 .

.

Литература
1. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. О единственности решения пер-

вой начально-краевой задачи для параболических систем с постоян-
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Е.А. Бадерко, М.Ф. Черепова // Дифференциальные уравнения. —
2019. — Т. 55, № 5. — С. 673–682.

2. Тверитинов В.А. О второй краевой задаче для параболиче-
ской системы с одной пространственной переменной. / В.А. Твери-
тинов // Дифференциальные уравнения. — 1989. — Т. 25, № 12. —
С. 2178–2179.

ЗАДАЧА НАИЛУЧШЕГО ПРОДОЛЖЕНИЯ
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ В ПРОСТРАНСТВАХ

С ВЕСОМ, ИМЕЮЩИМ ОСОБЕННОСТЬ НА
ГРАНИЦЕ1

П.В. Зубков (Москва, НИУ «МЭИ»)
zubkovpv@mpei.ru

Пусть G =
{
z = x+ iy ∈ C1 : −π < x < π, y > 0

}
— полуполоса

на комплексной плоскости. В качестве весовой функции на G рас-
сматривается степенная функция вида µ(y) = yL, где −1 < L < 1.

Символом W 1
2,L(G) обозначим весовой класс периодических

функций, определённых на G, для которых конечна величина

||f ||W 1
2,L(G) =

(
||yL/2∇f ||2L2(G) + ||f ||2L2(G)

)1/2
.

В [1] доказано, что всякая суммируемая с квадратом периоди-
ческая функция в весовом пространстве может быть представлена
в виде ортогональной суммы аналитической и коаналитической со-
ставляющих f(z) = fa(z) + fca(z), поэтому коаналитическую состав-
ляющую естественно считать определенной характеристикой неана-
литичности функции.

Определение. Мерой неаналитичности или, что то же, ко-
аналитическим уклонением функции f(z) ∈ W 1

2,L(G) назовем число

m(f, L) = ||fca||2W 1
2,L(G) = ||f − fa||2W 1

2,L(G).

Задача. Среди всевозможных продолжений

f(z) ∈ W 1
2,L(G), f(z)|y=0 = f0(x) ∈ B

(1−L)/2
2 (−π, π)

найти то, которое имеет наименьшее коаналитическое уклонение
m(f, L).

Имеет место

1 Результаты были получены в рамках выполнения государственного зада-
ния Минобрнауки России (проект FSWF-2020-0022).
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Теорема. Для любой функции f0(x) ∈ B
(1−L)/2
2 (−π, π) существу-

ет единственное решение задачи минимизации коаналитического
уклонения при −1 < L < 1.

Доказательство как существования, так и единственности реше-
ния проводится в рамках идей теории монотонных операторов.

Литература
1. Зубков П.В. Об одной аналитической задаче в полуполосе /

П.В. Зубков // Вестник МЭИ. — 2002. — № 6. — С. 52–61.
2. Зубков П.В. О задаче продолжения функции внутрь круга в

пространствах с весом, имеющим особенность на границе / П.В. Зуб-
ков // Вестник МЭИ. — 2019. — № 4. — С. 143–146.

РЕШЕНИЕ МНОГОТОЧЕЧНОЙ ЗАДАЧИ
УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ОДНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ

СИСТЕМЫ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
С.П. Зубова, Е.В. Раецкая (Воронеж; ВГУ, ВГЛТУ)

spzubova@mail.ru; raetskaya@inbox.ru

Рассматривается система

∂x

∂t
= B

∂2x

∂s2
+Du, (1)

где t ∈ [0, T ], s ∈ [0, S]; x(t, s) ∈ Rn; u(t, s) ∈ Rm; B,D — матрицы
соответствующих размеров.

Система (1) называется полностью управляемой, если существует
такое управление u(t, s), под воздействием которого система перево-
дится из произвольного состояния x(0, s) в произвольное состояние
x(T, s).

Устанавливаются свойства матричных коэффициентов, влекущие
полную управляемость системы (1). Исследование ведется методом
каскадной декомпозиции [1], заключающемся в поэтапном переходе
от исходной системы к системам в подпространствах за конечное
(равное p, p 6 n) число шагов.

Доказывается
Теорема. Система (1) полностью управляема в том и только

том случае, когда Dp сюръективен.
В случае сюръективного Dp строится такое управления u(t, s) ∈

Cj(T, S), под воздействием которого траектория системы x(t, s) про-
ходит через произвольно заданные точки (ti, s) в произвольно задан-
ные моменты времени ti, 0 < t1 < ... < ti < ... < tk < T , (i = 1, k):

x(0, s) = a0(s), x(ti, s) = ai(s), x(T, s) = aT (s), ∀ai(s) ∈ Rn. (2)
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Обратным ходом декомпозиции также строится, удовлетворяющая
условиям (2), функция x(t, s) ∈ Cj+2([0, T ] × [0, S]).

Литература
1. Zubova S.P. Construction of Controls Providing the Desired

Output of the Linear Dynamic System /S.P. Zubova, E.V. Raetskaya//
Automation and Remote Control. — 2018. —Vol. 79, — No. 5, — P. 774–
791.

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО- РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

С НЕСОИЗМЕРИМЫМИ СДВИГАМИ АРГУМЕНТОВ1

Е.П. Иванова (Москва, МАИ, РУДН)
elpaliv@yandex.ru

Рассмотривается краевая задача для дифференциально - раз-
ностного уравнения:

ARu = −
n∑

i,j=1

(Rijuxj)xi
= f(x) (x ∈ Q), (1)

u(x) = 0 (x /∈ Q), (2)

Q− ограниченная область в Rn с кусочно-гладкой границей, f ∈
L2(Q), разностные операторы Rij : L2(Rn) → L2(Rn) вида:

Riju(x) =
∑

h∈Mij

aijh(u(x+ h) + u(x− h)) ( aijh ∈ R), (3)

где Mij ⊆M− конечное множество векторов с несоизмеримыми ко-
ординатами. Решение u задачи (1)-(2) ищется в пространстве Собо-
лева H̊1(Q) и определяется стандартным образом. В отличие от за-
дач, изучаемых в [1], уравнение (1) содержит несоизмеримые сдвиги
аргументов, что значительно осложняет исследование.

Краевые задачи для дифференциально-разностных уравнений с
целочисленными сдвигами исследовались в работах А.Л. Скубачев-
ского [1]. В частности, им было показано, что в случае невырожден-
ного разностного оператора краевая задача для дифференциально-
разностного уравнения на ограниченной области эквивалентна кра-
евой задаче для дифференциального уравнения на этой области с

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№2̃0–01–00288).
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нелокальными краевыми условиями. Был предложен метод исследо-
вания задач для дифференциально-разностных уравнений с помо-
щью нелокальных задач. Для дифференциально-разностных опера-
торов с несоизмеримыми сдвигами этот метод в общем случае непри-
меним. Однако в случае, когда мнежество сдвигов разностного опе-
ратора порождает конечную орбиту границы заданной области, ис-
ходная краевая задача также может быть сведена к нелокальной.
Для этого строится специальное разбиение области на непересека-
ющиеся подобласти, основанное не на аддитивной группе сдвигов,
как в работах А.Л. Скубачевского, а на графе, ассоциированном с
множеством сдвигов.

Это разбиение описано в работах [2],[3]. Оно применяет-
ся для исследования гладкости решений краевых задач для
дифференциально-разностных уравнений с несоизмеримыми сдвига-
ми и получений условий сильной эллиптичности (выполнения нера-
венства Гординга. Исследуется разрешимость краевых задач для
дифференциально-разностных уравнений с несоизмеримыми сдвига-
ми аргумента методом сведения их к нелокальным задачам. Этот ме-
тод применим и в случае, когда дифференциально-разностный опе-
ратор не является сильно эллиптическим. Сведение к нелокальной
задаче позволяет строить аналитические решения краевых задач для
дифференциально -разностных уравнений с несоизмеримыми сдви-
гами аргументата.
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УСТОЙЧИВЫЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ
В ЦЕПОЧКАХ С ДИФФУЗИОННЫМ

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ И ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ
ВНУТРЕННЕЙ СВЯЗЬЮ1

Л.И. Ивановский (Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова)
leon19unknown@gmail.com

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с диффузи-
онным взаимодействием между соседними элементами и дополни-
тельной внутренней связью

u̇j = N2(uj+1 − 2uj + uj−1) + γuj − u3j , j = 1, N, (1)

u0 = u1, uN+1 = uN +
α

N
uk, k ∈ N, 1 6 k < N, (2)

где uj — гладкие функции при t > 0, а параметры α, γ ∈ R.
Система (1), (2) имеет однородное нулевое решение uj(t) ≡ 0,

для которого найдены условия устойчивости и выделены два спосо-
ба потери устойчивости: дивергентный, когда среди всех возможных
собственных значений найдется нулевое значение, или колебатель-
ный, соответствующий случаю выхода пары собственных значений
с максимальной действительной частью на мнимую ось. Задача ис-
следования состояла в изучении характера потери устойчивости ну-
левого решения системы (1), (2) и поиске асимптотических формул
для режимов, ответвляющихся от нулевого решения при критиче-
ских значениях параметров α и γ.

Полученные аналитические результаты проиллюстрированы чис-
ленным решением системы (1), (2), при значениях параметров, близ-
ких к бифуркационным. Для системы (1), (2), при значениях пара-
метра α, близких к критическому, была построена нормальная фор-
ма и на ее основе были определены условия появления около нуля
неоднородных состояний равновесия и циклов.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-29-
10055).
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ОБ АЛГОРИТМАХ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ
ОДНОГО КЛАССА УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ

ИНТЕГРАЛАМИ1

В.А. Калитвин (Липецк, ЛГПУ имени П.П.
Семенова-Тян-Шанского)

kalitvin@gmail.com

Рассматривается уравнение с частными интегралами вида

x(t, s) =

∫ t

a

l(t, s, τ)x(τ, s)dτ +

∫ s

c

m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+

+

∫ t

a

∫ s

c

n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ + f(t, s), (t, s) ∈ D, (1)

в пространстве C(D) непрерывных на D = [a, b] × [c, d] функ-
ций. Здесь l, m, n, f — заданные непрерывные на D × T, D × S,
D × T × S, D соответственно функции, T = {τ : a 6 τ 6 t 6 b},
S = {σ : c 6 σ 6 s 6 d}. Одним из способов численного решения
интегральных уравнения является метод механических квадратур,
основанный на замене интегралов конечными суммами с использо-
ванием квадратурных и кубатурной формул [2,3]. Однако примене-
ние этого метода для уравнения с частными интегралами вида (1)
требует обоснования сходимости, т.к. оператор, определяемый сум-
мой первых трех слагаемых в правой части уравнения (1) не явля-
ется компактным в пространстве непрерывных функций, даже если
ядра l,m, n непрерывны [1]. Отрезки [a, b] и [c, d] разобъем на ча-
сти точками tp = a + ph (p = 0, 1, . . . , P, a + Ph 6 b < (P + 1)h),
sq = c + qg (q = 0, 1, . . . , Q, c + Qg 6 d < (Q + 1)g) соответственно.
Полагая t = tp, s = sq и применяя формулы

∫ tp
a
l(tp, sq, τ)x(τ, sq)dτ = h

∑p
i=0 αpilpqix(ti, sq) + rlpq ,

∫ sq
c
m(tp, sq, σ)x(tp, σ)dσ = g

∑q
j=0 βjqmpqjx(tp, sj) + rmpq,

∫ tp

a

∫ sq

c

n(tp, sq, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ=hg

p∑

i=0

q∑

j=0

γpqijnpqijx(ti, sj)+rnpq,

где lpqi = l(tp, sq, ti), mpqj = m(tp, sq, sj), npqij = n(tp, sq, ti, sj), а
rlpq, r

m
pq и rnpq — остатки квадратурных и кубатурной формул, полу-

чим после отбрасывания остатков систему уравнений для прибли-
женных значений xp0, x0q, xpq функции x в точках (tp, s0), (t0, sq),

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-41-
480002).

c© Калитвин В.А., 2020

104



(tp, sq) (p = 1, . . . , P ; q = 1, . . . , Q).Пусть δp0, δ0q, δpq — погрешности в
уравнениях с xp0, x0q, xpq . Тогда x00 =f(a, c), xp0=h

∑p
i=0 αpilp0ixi0+

fp0 + δp0, x0q=g
∑q

j=0 βjqm0qjx0j + f0q + δ0q, xpq=h
∑p

i=0 αpilpqixiq +

g
∑q

j=0 βjqmpqjxpj + +hg
∑p

i=0

∑q
j=0 γpqijnpqijxij+fpq+δpq (p=1,. . .,P ;

q=1,. . .,Q), fp0 =f(tp, s0), f0q=f(t0, sq), fpq=f(tp, sq).
Теорема. Если rlpq, r

m
pq и rnpq стремятся к нулю равномерно от-

носительно p, q при h, g → 0; существуют такие числа A,B,C,
что |αpi| 6 A < ∞, |βjq | 6 B < ∞, |γpqij | 6 C < ∞; погрешно-
сти δp0, δ0q, δpq стремятся к нулю равномерно относительно p, q
при h, g → 0, то при всех достаточно малых h и g приближен-
ное решение xpq может быть найдено из последней системы, при-
чем для любого заданного ǫ > 0 найдутся такие h0 и g0, что при
h < h0 и g < g0 будут выполняться неравенства |xpq − x(tp, sq)| <
ǫ (p = 0, 1, . . . , P ; q = 0, 1, . . . , Q), причем h

∑p
i=0 αpil(t, s, ti)xiq +

g
∑q

j=0 βjqm(t, s, sj)xpj +hg
∑p
i=0

∑q
j=0 γpqijn(t, s, ti, sj)xij+f(t, s)

равномерно сходится на D к решению x(t, s) при h→ 0, g → 0.
Другой алгоритм решения уравнения (1) будем называть комби-

нированным методом. В этом случае интегралы заменяются с по-
мощью квадратурных и кубатурной формул, а решение находится
методом итераций. С использованием данных алгоритмов были раз-
работаны программы на языке программирования python и прове-
дены численные эксперименты, показывающие достаточно хорошие
результаты.

Литература
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МЕТОДА ФУРЬЕ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ

ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
В МНОГОСЛОЙНОЙ СРЕДЕ1

В.В. Калманович, Ю.А. Гладышев (Калуга, Калужский
государственный университет им. К.Э. Циолковского)

v572264@yandex.ru

Рассмотрим многослойную среду из n слоев различных материа-
лов. Ось x направим по потоку тепла J(x), перпендикулярно слоям.
Координаты границ слоев обозначим x1, x2, . . . , xn+1. Номер (i) слоя
(xi, xi+1) для соответствующих физических величин будем отмечать
в верхнем индексе в скобках. Процесс переноса в каждом слое опре-

делен температурой T (i)(x, t) и потоком J (i) = −a(i)1 (x)∂T
(i)

∂x , которые
удовлетворяют уравнениям

a
(i)
2 (x)

∂

∂x

(
a
(i)
1 (x)

∂T (i)

∂x

)
− ∂T (i)

∂t
= 0, i = 1, n, (1)

условиям непрерывного контакта на границах слоев

T (i)(xi+1, t) = T (i+1)(xi+1, t), J (i)(xi+1, t) = J (i+1)(xi+1, t) (2)

и краевым условиям третьего типа

T (1)(x1, t) − T1 = −r(1)J (1)(x1, t),

T2 − T (n)(xn+1, t) = −r(n+1)J (n)(xn+1, t),
(3)

где r(1), r(n+1) — коэффициенты внешнего теплообмена, T1, T2 —

внешние температуры. Коэффициенты a
(i)
1 (x), a

(i)
2 (x) учитывают

возможную неоднородность слоёв и геометрию всей среды. Напри-
мер, слои могут быть плоскими, иметь осевую или центральную сим-
метрию.

Начальное распределение температуры задано

T (i)(x, 0) = g(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n. (4)

Функция g(x), вообще говоря, может быть разрывной.
Ранее нами был предложен метод решения задачи тепломассо-

переноса в многослойной среде [1], [2], [3], [4], основанный на сов-
местном использовании матричного метода и метода обобщенных
степеней Берса [5], а также метода Фурье разделения переменных

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 19–03–00271), а также РФФИ и правительства Калужской области (проект
№ 18–41–400001).
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для нестационарной задачи с краевыми условиями первого рода. В
настоящей работе показана возможность использования такого под-
хода для решения задачи (1) — (4) с краевыми условиями третьего
типа.
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чам процессов переноса в многослойной среде / Ю.А. Гладышев,
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ЗАВИСИМОСТЬ ДИНАМИКИ ОДНОЙ МОДЕЛИ
СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ ОТ ЗНАКА

ДИФФУЗИИ1

А.А. Кащенко (Ярославль, ЯрГУ)
sa-ahr@yandex.ru

В докладе рассматривается математическая модель связанных
осцилляторов

u̇0 + u0 = λF (u0(t− T )) + γ(u1 − u0),
u̇1 + u1 = λF (u1(t− T )) + γ(u0 − u1).

(1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ
№ МК-1028.2020.1.
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Здесь ui (i = 0, 1) — действительные функции, F — нелинейная глад-
кая сохраняющая знак финитная функция (вне отрезка [−p, p] она
тождественно равна нулю, а при 0 < |u| < p выполняется условие
uF (u) > 0), γ — ненулевая константа, λ — достаточно большой поло-
жительный параметр (λ≫ 1). Системы такого вида служат матема-
тическими моделями в прикладных задачах радиофизики, а также
моделируют некоторые биологические процессы.

Мы изучаем поведение решений системы (1) при положитель-
ных и отрицательных значениях параметра связи γ. Для это-
го мы вводим в рассмотрение замкнутые ограниченные выпуклые
множества начальных условий S+, S− (при γ > 0) и S+− (при
−1/2 < γ < 0), являющиеся подмножествами фазового пространства
C([−T, 0];R2). Мы получаем, что оператор сдвига по траекториям
преобразует данные множества в себя, поэтому у системы (1) суще-
ствуют релаксационные периодические режимы с начальными усло-
виями, принадлежащими данным множествам начальных условий.
Построена асимптотика этих релаксационных циклов при λ→ +∞.

В работе показано, что при положительных значениях коэффи-
циента диффузии при всех достаточно больших значениях парамет-
ра λ у системы (1) существуют два релаксационных цикла с ампли-
тудой O(λ) и периодом (1+o(1)) lnλ при λ→ +∞, при −1/2 < γ < 0
существует релаксационный цикл с амплитудой O(λ) и периодом
1+o(1)
1+2γ lnλ при λ → +∞, а при γ < −1/2 существуют стремящие-

ся к бесконечности решения.

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В.А Киричек (Самара, Самарский университет)
Vitalya29@gmail.com

Рассмотрим в области QT = (0, l) × (0, T ) уравнение

utt − (a(x, t)ux)x + cu = f (1)

и поставим следующую задачу: найти в области QT решение урав-
нения (1), удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2)

и нелокальным условиям

u(0, t) +

l∫

0

K1udx = 0, u(l, t) +

l∫

0

K2udx = 0. (3)
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Нелокальные условия являются интегральными условиями 2 ро-
да с внеитегральными слагаемыми, которые представляет собой сле-
ды функции на границе. При исследовани подобных задач при-
емы, применяемые для обоснования разрешимости классических
начально-краевых задач, оказываются неэффективными. Выбор ме-
тода исследования нелокальных задач зависит от вида интегральных
условий [1]. На данный момент существуют наиболее эффективные
методы исследования нелокальных задач: метод вспомогательных
задач и метод сведения к нагруженному уравнению с однородны-
ми граничными условиями [2].В работе рассматривается второй из
этих методов. Для этого введем оператор

v(x, t) = u(x, t) +

l∫

0

H(x, ξ)u(ξ, t)dξ, (4)

где H(x, ξ) = 1
l ((l−x)K1(ξ)+xK2(ξ)). В результате подстановки вве-

денного оператора в исходной уравнение получим нагруженное урав-
нение относительно новой неизвестной функции, которая удовлетво-
ряет однородным граничным условиям. Для исследования этой за-
дачи применимы классические методы, с помощью которых в работе
доказаны единственность и существование решения задачи.

Литература
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О ВАРИАЦИОННОМ ПРИНЦИПЕ ДЛЯ НЕКОТОРОГО
КЛАССА ЭВОЛЮЦИОННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ
И.А. Колесникова (Москва, РУДН)

vipkolesnikov@mail.ru

Под задачей построения вариационного принципа для некоторой
модели мы подразумеваем построение соответствующего функцио-
нала, для которого множество критических точек совпадает множе-
ство решений данной модели.

Задача построения функционала FN по заданному оператору N
называется классической обратной задачей вариационного исчисле-
ния. Совсем еще до недавнего времени никто практически не решал
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обратную задачу вариационного исчисления для дифференциально
- разностных операторов в частных производных.

Только лишь для некоторого класса уравнений в частных про-
изводных, разработаны методы исследования вариационности зада-
чи по структуре соответствующих операторов. Возникает теоретиче-
ский и практический интерес в распространении полученных ранее
результатов на дифференциально -разностные операторы.

Рассмотривается дифференциально-разностное операторное

уравнение N(u) ≡
1∑

λ=−1

{
Pλ(t)ut(t + λτ) + Qλ(t, u(t + λτ))

}
= 0, u ∈

D(N), t ∈ [t0, t1] ⊂ R. Здесь Pλ : U1 → V1 (λ = −1, 0, 1) линейные опе-
раторы, зависящие от t. Qλ : [t0− τ, t1 + τ ]×U1

3 → V1 вообще говоря
нелинейный оператор; N : D(N) ⊆ U → V ; U = C1([t0−τ, t1+τ ];U1),
V = C([t0 − τ, t1 + τ ];V1), где U1, V1 действительные нормированные
линейные пространства, U1 ⊆ V1.

Теорема. Если D∗
t = −Dt на множестве D(N ′

u), тогда для
существования прямой вариационной формулировки для операто-
ра N(u) необходимо и достаточно выполнение следующих условий
на множестве D(N ′

u):

P−λ + P ∗
λ |t→t−λτ = 0,

∂P∗

λ

∂t |t→t−λτ + (Q−λ)′u(t−λτ) − ((Qλ)′u(t+λτ))
∗|t→t−λτ = 0,
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ПРОГИБЫ ПРОДОЛЬНО СЖАТОЙ БАЛКИ НА
ДВОЙНОМ УПРУГОМ ОСНОВАНИИ В МОДЕЛИ

ВЛАСОВА-ЛЕОНТЬЕВА
И.В. Колесникова (Воронеж, ВГУ)

kolinna@inbox.ru

В данной работе рассмотрена алгоритмизируемая методика при-
ближенного вычисления и анализа закритических прогибов продоль-
но сжатой уругой балки на двойном упругом основании в модифици-
рованной модели Власова-Леонтьева. Изначально модель была пред-
ложена в виде ОДУ шестого порядка

−d
6w

dx6
+ a3

d4w

dx4
− a2

d2w

dx2
+ a1 w = p (1)

при обобщенных краевых условиях Дирихле

d4w

dx4
(0) =

d4w

dx4
(1) =

d2w

dx2
(0) =

d2w

dx2
(1) = w(1) = w(0) = 0 , (2)
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w = w(x) — функция прогиба средней линии балки, a1, a2, a3 —
положительные механические константы, p = p(x) — функцио-
нальный параметр внешней нагрузки, x — (промасшабированный)
параметр длины средей линии балки. Уравнение (1) имеет един-
ственное рещение в пространстве H6 соболевских функций клас-
са W 6

2 [0, 1], удовлетворяющих краевым условиям (2), что объяс-
няется положительной определенностью симметричного оператора

− d6w
dx6 + a3

d4w
dx4 − a2

d2w
dx2 + a1 w (при выполнении краевых условий (2)).

Уравнение (1) является обобщением известного уравнения Фусса-

Винклера-Циммермана d4w
dx4 − a2

d2w
dx2 + a1 w = p из строительной ме-

ханики. Рассмотренная ниже модификация предполагает наличие
продольного сжатия балки, приводящего к смене знаков перед ко-
эффициентами в модельном уравнении, что дает эффект 3-модового
вырождения в нулевом состоянии:

d6w

dx6
+ a3

d4w

dx4
+ a2

d2w

dx2
+ a1w − w3 = p . (3)

Наличие нелинейного слагаемого позволяет «контролировать» рост
амплитуд посткритических прогибов балки.

Основой примененной ниже методики исследования закрити-
ческих прогибов служит вариационная версия метода Ляпунова-
Шмидта, позволяющая не только вычислять прогибы, но и опре-
делять их устойчивость и проводить построение каустики (дискри-
минантного множества) в пространстве управляющих параметров
a = (a1, a2, a3). Центральная конструктивная идея — сведе́ние (ре-
дукция) задачи об изучении бифуркации изгибов к анализу ветвле-
ния критических точек полинома от шести переменных, являющего-
ся главной частью ключевой функции

W (ξ, δ, q) = inf
w: 〈w,ek〉=ξk

V (w, a, q) = V

(
3∑

i=1

ξi ei + Φ(ξ)

)
, (4)

где

V (ξ, δ, q) :=

1∫

0

(
1

2

((
d3w

dx3

)2

− a3

(
d2w

dx2

)2

+ a2

(
dw

dx

)2

− a1w
2

)
+

+
1

4
w4 + pw

)
, (5)

— потенциал уравнения (3), e1, e2, e3 — моды прогиба в нуле при со-
ответствующем значении векторного параметра a = a, δ := a − a.
Уравнение (3) является уравнением Эйлера для экстремалей функ-
ционала (5).
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК ОПТИЧЕСКОГО
ДЕЛИТЕЛЯ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ В

ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМАХ
А.И. Колпаков (Москва,ФГУП "ВНИИОФИ"),

А.М. Райцин (Москва, МТУСИ)
1978fox@mail.ru, arcadiyram@rambler.ru

В оптико-электронных информационно-измерительных системах
(ИИС) с применением лазеров часто используются оптические дели-
тели (ОД) мощности излучения, позволяющие по небольшой вели-
чине отражённого от него излучения измерить мощность источника
[1-2].

При проведения таких измерений необходимо знать коэффициент
деления ОД

KД =
Kпр

Kотр

,

где Kпр- коэффициент пропускания ОД, Kотр- коэффициент отра-
жения ОД,

Для определения коэффициента деления в проходящем через ОД
и отражённом от него лазерном пучке устанавливаются идентичные
средства измерений (СИ1 и СИ2) мощности, имеющие как недоста-
ток различную чувствительность или коэффициенты преобразова-
ния KСИ1 (P ) и KСИ2 (P ) соответственно, зависящие от мощности
излучения P и приводящие к погрешности оценки коэффициента
деления. Эта оценка также зависит от случайных погрешностей из-
мерений. Показано, что для уменьшения влияния упомянутых фак-
торов целесообразно проводить дополнительную серию из n измере-
ний, меняя местами СИ1 и СИ2, при этом наиболее вероятная оценка
коэффициента деления определяется выражением

K̂Д =
√
KД1KД2 =

√√√√ ˆ̄U∗
1

ˆ̄U∗
2

ˆ̄U2

ˆ̄U1

,

где KД1 = KСИ1

KСИ2
KД =

ˆ̄U∗

1
ˆ̄U∗
2

, KД2 = KСИ2

KСИ1
KД =

ˆ̄U2
ˆ̄U1

, ˆ̄U1 = 1
n

n∑
i=1

U1 (i);

ˆ̄U2 = 1
n

n∑
i=1

U2 (i); ˆ̄U∗
1 = 1

n

n∑
i=1

Ũ1 (i); ˆ̄U∗
2 = 1

n

n∑
i=1

Ũ2 (i);

U1 (i), U2 (i) , i = 1, 2, ...n - результаты измерений мощности СИ1
и СИ2; Ũ1 (i),Ũ2 (i) , i = 1, 2, 3...n - результаты измерений мощности
СИ1 и СИ2 в дополнительной серии измерений.

c© Колпаков А.И., Райцин А.М., 2020
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В работе показано, что в случае неизменности коэффициентов
преобразований от мощности излучения, оценка коэффициента де-
ления от них не зависит. В противном случае определена оценка от-
носительной погрешности коэффициента деления δнл, обусловленная
зависимостью коэффициентов преобразования от мощности излуче-
ния, выражаемая формулой

−2θ∗ 6 δнл 6 2θ∗,

где θ∗ = max (θСИ1, θСИ2) , θСИ1, θСИ2 - относительные погрешности
нелинейности СИ1 и СИ2.

Предложенная конструкция ОД, выполненная в виде клина, поз-
воляет получить дополнительное отражение излучения от его задней
грани и по измеренному сигналу определять постоянство коэффици-
ента деления при использовании ОД в ИИС.

Определение коэффициента деления ОД в соответствии с приве-
дённым алгоритмом измерений позволяет снизить влияние применя-
емых средств измерений на результат.

Работа выполнена с использованием оборудования Центра кол-
лективного пользования высокоточных измерительных технологий в
области фотоники (ckp.vniiofi.ru), созданного на базе ФГУП "ВНИ-
ИОФИ".
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РАСХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ И ОБОБЩЕННОЕ
РЕШЕНИЕ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ

ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
В.В. Корнев, А.П. Хромов (Саратов, СГУ)

KhromovAP@info.sgu.ru

Рассмотрим смешанную задачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x, t ∈ [0, 1] × [0,∞); (1)

Uj(u(·, t)) = 0, j = 1, 2; (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, (3)

c© Корнев В.В., Хромов А.П., 2020
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где q(x), ϕ(x) ∈ L[0, 1], U1(u(·, t)) = u′x(0, t) + u(0, t), U2(u(·, t)) =
u′x(1, t).

Формальное решение по методу Фурье возьмем в виде [1]:

u(x, t) = − 1

2πi



∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn


 (Rλϕ) cos ρt dλ, (4)

где Rλ = (L−λE)−1 – резольвента оператора Ly = −y′′(x)+q(x)y(x),
U1(y) = y′(0) + y(0) = 0, U2(y) = y′(1) = 0, E – единичный оператор,
λ – спектральный параметр, λ = ρ2, Reρ > 0, γn – образ в λ –
плоскости окружности γ̃n={ρ | |ρ − nπ| = δ}, δ > 0 и достаточно
мало, r достаточно велико и фиксировано, n0 – такой номер, что при
n > n0 внутри γn находится одно собственное значение оператора L
и все γn при n > n0 находятся вне круга |λ| = r.

Следуя [2], [3], проводим формализм, базирующийся на исполь-
зовании расходящихся рядов в понимании Эйлера (см. [4], [5]). Пред-
ставим ряд (4) в виде

u(x, t) = u01(x, t) + u1(x, t), (5)

где u01(x, t) есть ряд (4), в котором Rλ заменено на R0
λ = (L0−λE)−1

(L0 есть L при q(x) = 0).
Пусть ϕ(x) ∈ C2[0, 1], Uj(ϕ) = 0, j = 1, 2. Тогда (см. [6]) клас-

сическое решение задачи (1)–(3) при q(x) = 0 существует и имеет
вид

u(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)], (6)

где ϕ̃(x) определена при x ∈ (−∞,∞) и ϕ̃(x) = ϕ(x) при x ∈ [0, 1].
Поэтому в качестве суммы расходящегося ряда u01(x, t) будем брать
u01(x, t) по формуле (6), где ϕ̃(x) некоторая функция, определенная
на (−∞,∞) и ϕ̃(x) = ϕ(x) при x ∈ [0, 1]. В нашем случае ϕ̃(x) опре-
деляется следующим образом:

ϕ̃(1 + x) = ϕ(1 − x), x ∈ [0, 1];

ϕ̃(x) = ϕ̃(x− 2) + 2

∫ x

2

ex−tϕ̃(t− 2) dt, x > 2;

ϕ̃(x) = ϕ̃(x+ 2) − 2

∫ x

0

e−(x−t)ϕ̃(t+ 2) dt, x < 0.

Такое продолжение объясняется следующим фактом.
Теорема 1. Если ϕ(x) ∈ C2[0, 1] и Uj(ϕ) = 0, j = 1, 2,то ϕ̃ ∈

C2(−∞,∞) и формула (6) дает классическое решение задачи (1)–
(3) при q(x) = 0.
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Правая часть (6) имеет смысл при любых x, t ∈ (−∞,∞)× [0,∞).
Обозначим ее a0(x, t). Так как a0(x, t) похожа на решение задачи
(1)–(3) при q(x) = 0, то u1(x, t) похожа на решение задачи

∂2u1(x, t)

∂t2
=
∂2u1(x, t)

∂x2
−q(x)u1(x, t)+f0(x, t), x, t ∈ [0, 1]×[0,∞); (7)

Uj(u1(·, t)) = 0, j = 1, 2; (8)

u1(x, 0) = u′1t(x, 0) = 0, (9)

где f0(x, t) = −q(x)a0(x, t).
Формальное решение по методу Фурье задачи (7)–(9) есть (см.

[1])

u1(x, t) = − 1

2πi



∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




t∫

0

Rλ(f0(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ dλ,

(10)
где Rλ(f0(·, τ)) означает, что Rλ применяется к f0(x, τ) по перемен-
ной x ( τ– параметр). Тем самым мы совершили преобразование рас-
ходящегося ряда для u1(x, t) из (5) в расходящийся ряд (10).

Подобно (5) представим ряд (10) в виде

u1(x, t) = u02(x, t) + u2(x, t), (11)

где u02(x, t) есть ряд (10), в котором Rλ заменена на R0
λ. Так как

t−τ∫
0

cos ρη dη = sin ρ(t−τ)
ρ , то ряд u02(x, t) преобразуется, опять как

расходящийся ряд, к виду

u02(x, t) =

∫ t

0

dτ

∫ t−τ

0

Z0(x, η; f0(·, τ)) dη,

где Z0(x, η; f0(·, τ)) есть ряд, аналогичный ряду Z0(x, t;ϕ) формаль-
ного решения задачи (1)–(3) при q(x) = 0. По формуле (6) суммой
ряда Z0(x, η; f0(·, τ)) является

Z0(x, η; f0(·, τ)) =
1

2

[
f̃0(x+ η, τ) + f̃0(x − η, τ)

]
.

В результате получаем следующую сумму ряда u02(x, t):

u02(x, t) =
1

2

∫ t

0

dτ

∫ t−τ

0

[
f̃0(x+ η, τ) + f̃0(x− η, τ)

]
dη =
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=
1

2

∫ t

0

dτ

∫ x+t−τ

x−t+τ
f̃0(η, τ) dη. (12)

Функцию u02(x, t), определенную при x ∈ (−∞,∞), обозначим
как a1(x, t).

Продолжим наш процесс. Ряд u2(x, t) есть

− 1

2πi



∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




t∫

0

(
Rλ(f0(·, τ)) −R0

λ(f0(·, τ))
)
×

× sin ρ(t− τ)

ρ
dτ dλ, (13)

а смешанная задача для u2(x, t) получается из задачи (7)–(9) заме-
ной u1(x, t) на u2(x, t) и f0(x, t) на f1(x, t) = −q(x)a1(x, t). Поэтому
заменяем ряд (13) на формальное решение смешанной задачи для
u2(x, t), т.е. на ряд

− 1

2πi



∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




t∫

0

Rλ(f1(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ dλ,

и т.д. В итоге приходим к ряду

A(x, t) =

∞∑

n=0

an(x, t),

где

an(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη, n > 1,

fn(x, t) = −q(x)an(x, t).

Лемма. Пусть ϕ(x) ∈ L[0, 1], T – произвольное положительное
число, QT = [0, 1] × [0, T ]. Тогда существует константа CT > 0,
такая, что

‖ an(x, t) ‖C[QT ]6M1
(M2T )n−1

(n− 1)!
, n = 1, 2, ...,

где M1 =‖ a1(x, t) ‖C[QT ], M2 = CT ‖ q(x) ‖1, ‖ · ‖1 – норма в L[0, 1].
Кроме того, M1 6 C ‖ ϕ ‖1 и C не зависит от ϕ(x).
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Теорема 2. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1] то ряд A(x, t) сходится абсо-
лютно и равномерно в QT с экспоненциальной скоростью.

Сумма ряда A(x, t), как и в случае граничных условий u(0, t) =
u(1, t) = 0 из [3], будет искомым обобщенным решением задачи (1)–
(3).

Аналогичные результаты можно получить и в случае произволь-
ных регулярных краевых условий (2).
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РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА РАСПОЗНАВАНИЯ
ЛИНИЙ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧ НА ФОТОГРАФИЯХ

Д.О. Коробков, И.Н. Смирнов (Москва, МГУ)
korob_ok.exe@mail.ru

В современном мире большинство компаний, работающих в сфере
энергоснабжения тратят большие ресурсы и деньги для распознава-
ния и нахождения линии электропередач, для нахождения обвисших
или оборванных линии и их ремонта. Но еще больше ресурсы тратят-
ся для автоматизации этих действий, так как эти линии находятся
не всегда в доступных местах, приходится использовать вертолеты
для анализа подобного типа местностей. Для решения данной про-
блемы можно использовать беспилотные летающие аппараты и ме-
тоды распознавания изображений для уменьшения затрат времени
и расходов.

c© Коробков Д.О., Смирнов И.Н. , 2020
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В ходе аэрофотосъёмки применяется такой способ наложения, ко-
гда один и тот же участок поверхности одновременно фигурирует на
нескольких кадрах. При обработке снимки склеиваются на основа-
нии совпадения характерных признаков, становясь единым ортофо-
топланом.

Цель данной работы - разработка программного обеспечения,
способного автоматически находить ЛЭП на ортофотоплане.

Рис. 1. Типичный фрагмент ор-
тофотоплана

Рис. 2. Облако точек после обра-
ботки алгоритмом FAST-9

Глядя на рисунок 1 человек невооружённым глазом способен ука-
зать на опору ЛЭП. На первый взгляд создаётся впечатление, что
стандартные алгоритмы поиска особых точек на изображении (та-
кие как FAST-9 или FAST-12) способны по этому рисунку на выходе
дать плотное облако точек в окрестности опоры ЛЭП, по которому
можно будет вычислить положение опоры на рисунке. Кажется, что
опора резко контрастирует с окружающей местностью.

Но на самом деле, применение подобных алгоритмов “в лоб” не
даёт положительного результата (рисунок 2).

Это объясняется тем, что подобные алгоритмы применяются по-
пиксельно и оперирую интенсивностью цвета в пикселях. Тени, от-
брасываемые объектами на карте, контрастируют с окружением в
большей степени, нежели опора ЛЭП.

Было принято решение подготовить изображение перед приме-
нением алгоритма FAST-9. Чем опора ЛЭП реально отличается от
окружающей среды, так это соотношением интенсивности цветов в
RGB каналах, интегральная же интенсивность не имеет значения.
Грубо говоря, интегральная интенсивность всех цветовых каналов
тени на травяной поверхности значительно превосходит интеграль-
ную интенсивность травяной поверхности, освещённой солнцем, но
в плане соотношения интенсивности цветовых каналов RGB это всё
ещё оттенок зелёного цвета (преобладание G компонента над R и B
компонентами).
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Необходимо выразить в виде единственного параметра характе-
ристику соотношения цветов RGB каналов, для этого преобразуем
3 значения R, G и B ∈ [0, 255] в угол на окружности, однозначно
определяющий соотношение интенсивности в каналах (цвет).

Рис. 3. Визуализация цве-
товой окружности Рис. 4. Тепловая карта отклонений век-

торов цвета H от цветовой окрестности

Для этого нормируем R, G и B компоненты (разделим каждый
на 255) и воспользуемся формулой:

H = 60 ∗





G−B
Max−Min , при Max = R,G > B
G−B

Max−Min + 360, при Max = R,G < B
B−R

Max−Min + 120, при Max = G
R−G

Max−Min + 240, при Max = B

при Max = Max(R,G,B),Min = Min(R,G,B)

(1)

Существует вырожденный случай, когда Min = Max, это свиде-
тельствует об оттенке серого. Доля таких значений приблизитель-
но 1

2552 ≈ 1.5 ∗ 10−5. Для таких значений вычислить H невозможно,
однако их доля настолько мала, что можно условно принять H = 0
(или любому другому значению по модулю 360) и эти вырожденные
значения затеряются в естественном цветовом шуме. Получившиеся
цвета нас, по большому счёту, не интересуют. Нас интересует величи-
на отклонения цвета конкретного пикселя относительно его окрест-
ности. На основании алгоритма FAST-9 построим тепловую карту
отклонений цветов. Для удобства, минимальное отклонение (0◦) бу-
дем рисовать красным пикселем, а максимальное (180◦) - зелёным.
Получим рисунок 4. По рисунку 4 визуально очевидно, что получен-
ное облако зелёных точек плотно и точно повторяет контуры опоры
ЛЭП.
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Рис. 5. Исходный фрагмент с ли-
ниями ЛЭП

Рис. 6. Фрагмент с линиями ЛЭП
после фильтрации Габором

Для повышения точности выявления опор ЛЭП можно при по-
мощи фильтра Габора вычленить из снимка проводники ЛЭП и рас-
сматривать только те особые точки, которые лежат в некоторой
окрестности от проводников.

Если ваше целевое изображение состоит из периодической решет-
ки в диагональном направлении, набор фильтров Габора дает силь-
ный отклик, только если его направление совпадает с направлением
решетки. В данной работе это свойство используется для выделения
линий электропередач. БПЛА летит вдоль линий электропередач,
следовательно примерное направление проводов известно. Исполь-
зуется чётная часть фильтра, так как оно выделяет линейные осо-
бенности лучше.

Программная реализация доступна по ссылке:
https://github.com/KorobOKen/lep-seeker
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ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИК РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В
ОКРЕСТНОСТЯХ ИРРЕГУЛЯРНЫХ ОСОБЫХ ТОЧЕК

М.В. Коровина (Москва, МГУ)
betelgeuser@yandex.ru

Проблема посторения асимптотик решений линейных дифферен-
циальных уравнений в окрестности иррегулярных особых точек бы-
ла сформулирована Пуанкаре в работах [1], [2]. Пуанкаре рассмат-
ривал случай, когда иррегулярной особой точкой является бесконеч-
ность. Ранее эту задачу рассматривал Томэ в работе [3], где он пока-
зал, что в частном случае асимптотика решения этой задачи пред-
ставима в виде выражения, которое содержит асимптотический, во-
обще говоря расходящийся степенной ряд. В работах Пуанкаре была
сформулирована идея о том, что для сумирования этого асимпто-
тического ряда может быть использовано интегральное преобразо-
вание, в частном случае это могло быть преобразование Лапласа. В
данной работе эта идея развивается с помощью применения к этой
задаче интегрального преобразования Лапласа-Бореля.

А именно рассматривается уравнение с голоморфными коэффи-
циентами

(
d

dx

)n
u (x) + an−1 (x)

(
d

dx

)n−1

u (x) + ...

+ai (x)

(
d

dx

)i
u (x) + ...+ a0 (x) u (x) = 0

(1)

Целью нашего исследования является построение асимптотик ре-
шений уравнения (1) при x → ∞. Бесконечность вообще говоря яв-
ляется иррегулярной особой точкой. В частном случае, когда она
является регулярной особой точкой, задача построения асимптотик
решений является решенной. Как известно асимптотики в окрест-
ности регулярных особых точек являются конормальными (см. на-
пример [4]). Задача построения асимптотики решения в окрестности
бесконечности путем замены x = 1

r сводится к задаче о постороении
асимптотики решения в окрестности нуля для линейного дифферен-
циальных уравнений с особенностью типа клюва 2-го порядка. А
именно уравнение (1) можно переписать в виде

H

(
r,−r2 d

dr

)
u = 0 (2)

Где

c© Коровина М.В., 2020
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H

(
r,−r2 d

dr

)
=

(
−r2 d

dr

)n
+

n−1∑

i=0

ai (r)

(
−r2 d

dr

)i

Основной символ H0(p) оператора Ĥ равен H0(p) = H (0, p).

В статье [5] построены равномерные асимптотики для частного
случая этой задачи, а именно для случая когда основной символ
H0(p) оператора Ĥ имеет простые корни.

Далее этот частный случай для систем линейных дифференци-
альных уравнений рассматриваются например, в таких классических
книгах как [6], [7], [8] и многих других работах.

В этих работах построены асимптотические разложения решений
некоторых обыкновенных дифференциальных уравнений, они были
получены в виде произведений соответствующих экспонент на рас-
ходящиеся степенные ряды, а именно

u =
n∑

i=1

eαi/rrσi

∞∑

k=0

aki r
k (3)

где αi, i = 1, ..., n — корни полинома H0 (p) и σi и aki — некоторые
комплексные числа. Однако вопрос об интерпретации полученных
расходящихся рядов был оставлен открытым, иными словами регу-
лярный метод суммирования этих расходящихся рядов отсутствует.
Будем называть такие асимптотики нефуксовыми асимптотиками.

Аппарат для интерпретации и построения асимптотических раз-
ложений вида (3), основанный на преобразовании Лапласа-Бореля,
называется ресургентным анализом. Основная идея ресургентного
анализа заключается в том, что формальные преобразования Бореля
ũ1(p), ũ2(p) . . . представляют собой степенные ряды по двойствен-
ной переменной p, сходящиеся в окрестности точек p = λj . Обратное
преобразование Бореля при этом дает регулярный способ суммиро-
вания рядов (3). Однако, при этом необходимо доказать бесконеч-
ную продолжимость функций ũj(p), то есть продолжимость вдоль
любого пути на римановой поверхности ũj(p), не проходящего че-
рез некоторое дискретное множество, зависящее от функции. Дока-
зательство этого факта, как правило, представляло большую труд-
ность при применении ресургентного анализа к построению асимп-
тотик решений дифференциальных уравнений. Для уравнений с вы-
рождениями, доказательство бесконечной продолжимости получено
в работах В. Шаталова и М. Коровиной [5], [9], [10]. Этот результат
позволяет применять методы ресургентного анализа к построению
асимптотик решений линейных дифференциальных уравнений с го-
ломорфными коэффициентами.
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Благодаря этому результату в работах [5], [10] были построены
равномерные асимптотики решений для случая, когда корни стар-
шего символа H0 (p) = H (0, p) имеют первый порядок.

Для решения проблемы кратных корней в последние годы был
создан метод повторного квантования [11]. Этот метод применяется
в том случае, когда интегро-дифференциальное уравнение в двой-
ственном пространстве не решается методом последовательных при-
ближений и сводится, в свою очередь, к уравнению с вырождениями
типа клюва

Мы рассмотрим случай, когда основной символ дифференциаль-
ного оператора имеет один корень. Без ограничения общности будем
считать, что этот корень находится в нуле. В этом случае коэффи-
циенты уравнения (2) представимы в виде ai (r) =

∑∞
j=1 a

j
ir
j . Пусть

первые li − 1 коэффициенты степенного ряда
∑∞

j=1 a
j
ir
j , i = 0, ..., n

равны нулю, то есть левая часть уравнения (2) представима в ви-

де суммы слагаемых вида
(
−r2 d

dr

)n
и
(∑∞

j=li
aji r

j
) (

−r2 d
dr

)i
, i =

0, ..., n − 1. Выберем среди этих слагаемых те для которых число
h = li+ i минимально и в соответствующих степенных рядах обозна-
чим коэффициент при минимальной степени r через ãi, i = 0, ..., k.

(
−r2 d

dr

)n
u+ ã0r

m

(
−r2 d

dr

)k
u+ ã1r

m+1

(
−r2 d

dr

)k−1

u+

ã2r
m+2

(
−r2 d

dr

)k−2

u+ ...+ ãkr
m+ku+

+

h∑

j=1

rj
n−1∑

i=hj

aij (r)

(
−r2 d

dr

)i
u+ rh+1

n−1∑

i=0

ai (r)

(
−r2 d

dr

)i
u = 0

(4)

Здесь ã0 6= 0, через aij (r) обозначены соответствующие голоморф-
ные функции. Числа hj и j выбраны так, что выполнялось неравен-
ство hj + j > m + k. Назовем h = m + k индексом сингулярности

уравнения (2). Будем называть члены вида aijr
j
(
r2 d
dr

)i
при условии,

что j + i > h младшими членами уравнения (4). Разделим младшие
члены на два типа. К первому типу отнесем члены, для которых
h > j и ко второму такие, что h < j. В работе [12] построены асимп-
тотики решения уравнения (4) в случае, когда индекс сингулярности
равен k+ 1, иными словами рассмотрен случай, когда m = 1. В этой
работе мы обобщим это результат.

Пусть основной симпол дифференциального оператора имеет
один корень и выполнено условие n > m+ k (если оно не выплнено,
то асимптотика решения является конормальной), тогда верна
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Теорема. Пусть hi+ i−h > (m− i) n−k−mm , тогда любая асимп-
тотика решения уравнения (1) в пространстве функций экспонен-
циального роста в окрестности бесконечности имеет вид

u(x) ≈
n−k∑

j=1

exp

(
n−k−m∑

i=1

αjix
i

n−k

)
xσj

∞∑

l

Ajlx
− l

n−k +

k0∑

j=0

(
ln

1

x

)j
xαj

∞∑

i=0

bjix
−i,

где αjn−k−m, j = 1, ..., n− k корни полинома pn−k +
(

n−k
n−k−m

)n−k
a0.

Пусть hi + i − h < (m− i) n−k−mm , тогда любая асимптотика
решения имеет вид

u(x) ≈
ν∑

j=1

exp

(
n−k−m−β1∑

l=1

βjl x
j

n−k−m−β1+i

)
xo

1
j

∞∑

j=0

Ajix
− j

n−k−m−β1+i +

+

β1+m−i∑

j=1

exp

(
β1∑

t=1

αjtx
t

m−i+β1

)
xσ

2
j

∞∑

l=1

Bjtx
− l

m−i+β1 +

+

k0∑

j=0

(
ln

1

x

)j
xαj

∞∑

i=0

bjix
−i.

Здесь введены обозначения: v = n−k+ i−m−β1, βjn−k−m−β1
, j =

1, ..., v являются корнями полинома pv+c, где c = b1

(
v
v−i

)v
. αjβ1

, j =

1, ...,m − i + β1 — корни полинома a0 + b1

(
1
d−1

)i−m−β1

p−i+m+β1 ,

где d = β1

m−i+β1
. Через Aji , B

j
i , σ

1
j , σ

2
j , b

j
i , k0 обозначены некоторые

числа,
∑∞

t=0A
j
tx
t,
∑∞

t=0B
j
tx
t — асимптотические ряды.
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О ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ ЯЗЫКА
А.А. Кретов∗, М.В. Половинкина∗∗,

И.П. Половинкин∗, М.В. Ломец∗

(Воронеж, ∗ВГУ, ∗∗ВГУИТ)
polovinkin@yandex.ru

В работе [1] предпринята попытка уточнения закона Хипса, со-
гласно которому количество различных (уникальных) слов (N), как
функция от общего количества слов в книге (M), имеет порядок ро-
ста Θ (Mα), где α ∈ (0, 1). Рассматривая закон Хипса не как асимп-
тотическую оценку, а как точную формулу с переменным показате-
лем α, авторы переписывают его в виде

α = α(M) = lnN/ lnM. (1)

Мы видим в этом повод обратиться к аппарату, развитому в тео-
рии фракталов. Фрактальные (самоподобные) проявления в языке
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замечены многими авторами. В основном речь идет о констатации
и вербальном описании самоподобия в языке. Принимая во внима-
ние формулу (1), мы пытаемся согласовать ее с подходом к введению
фрактальной размерности основателя теории фракталов Бенуа Ман-
дельброта [2]. Выберем в пространстве Rd совокупность конгруэнт-
ных «атомарных» множеств, имеющих топологическую размерность
d. Это множество либо d-мерных шаров, либо d-мерных кубов. Для
определенности будем считать, что это шары. Пусть фрактальный
объект находится в пространстве Rd. Зафиксируем достаточно ма-
лый радиус l > 0. Покроем целиком фрактальный объект шарами
радиуса l. Предположим, что для этого потребовалось как минимум
N = N(l) шаров. Число

α0 = − lim
l→0

(lnN/ ln l) = lim
l→0

(lnN/ ln(1/l)) (2)

называется фрактальной размерностью рассматриваемого объекта.
В форме (2) это определение не подойдет для характеристики тек-
ста, поскольку мы не можем устремлять к нулю размер атомарного
множества, которым естественно считать словоупотребление. В обо-
значениях [1] положим

l = 1/M. (3)

Можно интерпретировать равенство (3) следующим образом. Считая
словоупотребление «атомарным кирпичиком» для рассматриваемо-
го текста, мы определяем его размер, соизмеряя этот «кирпичик»
с самим же текстом, поскольку его больше нечем измерить. Иными
словами, за размер «атома» мы принимаем долю, занимаемую им
в целом. Под мощностью же покрытия текста мы понимаем количе-
ство уникальных слов (лемм), словоупотребления которых составили
весь текст. Далее по определению положим

α0 = − lim
l→0

(lnN/ ln l) = lim
M→+∞

(lnN/ lnM) = lim
M→+∞

α(M), (4)

а число α0, определенное формулой (4), назовем фрактальной раз-
мерностью языка. Здесь под языком мы подразумеваем как нацио-
нальный язык, так и язык писателя или язык отрасли знаний.

В формуле (4) предполагается, что объем текста M , понимаемый
как количество словоупотреблений в нем, может принимать сколь
угодно большие значения. Разумеется, это не так. Авторы [1] вводят
понятие метакниги писателя как объединения всех текстов, им напи-
санных. Если писатель достаточно плодовит, то такая концепция поз-
воляет считать, что M → +∞, хотя при практическом вычислении
все равно приходится ограничиваться имеющейся длиной метакниги
для вычисления приближенного значения α0. Авторы [1] утвержда-
ют и иллюстрируют примерами текстов трех разных авторов (Гар-
ди, Мелвилла и Лоуренса), что α убывает с возрастанием M . Наши
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наблюдения за текстами Л.Н. Толстого этот вывод не опровергают.
Допустим возможность отправляться от этого положения (α явля-
ется убывающей функцией переменной M). Тогда значение α при
максимальном значении M в заданном диапазоне и следует считать
наилучшим приближением фрактальной размерности метакниги.

Литература
1. Bernhardsson S. The meta book and size-dependent properties

of written language / S. Bernhardsson, L.E. Correa da Rocha,
P. Minnhagen // New Journal of Physics. —2009. — № 11. —
123015 (15pp). — Online at http://www.njp.org/ doi:10.1088/1367-
2630/11/12/123015.

2. Mandelbrot B.B. The Fractal Geometry of Nature /
B.B. Mandelbrot. — San Francisco : W.H. Freeman, 1982. — 468 pp.

О КОРРЕКТНОСТИ ОДНОЙ НЕСТАНДАРТНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ, ВОЗНИКАЮЩЕЙ ПРИ

ОСРЕДНЕНИИ ЗАДАЧ СЛОЖНОГО ТЕПЛООБМЕНА1

Н.Е. Крымов (Москва, НИУ МЭИ)
KrymovNY@mpei.ru

При гомогенизации ряда задач сложного теплообмена возника-
ют новые нестандартные краевые и начально-краевые задачи. Для
применения подобных асимптотических приближений возникающие
задачи требуют исследования на разрешимость, а так же исследова-
ния их качественных свойств.

В настоящей работе рассматривается нестандартная краевая за-
дача

−ε∆u = f, x = (x1, x2) ∈ Ωε, (1)

εDnu− ε2

2
D2
su+ g(u) = gΓ + fΓ, x ∈ Γε \ γε, (2)

εD̂nu+ g(u) = ĝΓ + f̂Γ, x ∈ γε, (3)

возникающая при гомогенизации некоторых задач радиационно-
кондуктивного теплообмена в периодических средах, запакованных
в квадрат Ω = (0, 1) × (0, 1). Здесь 0 < ε – малый параметр; Ωε
– это квадрат Iε × Iε = (ε/2, 1 − ε/2) × (ε/2, 1 − ε/2), с границей
Γε, а γε = {Aε, Bε, Cε, Dε} – множество его угловых точек. Здесь
D1 = ∂/∂x1, D2 = ∂/∂x2; через Dn и Ds обозначены производные по
внешней нормали и касательной к Γε; в угловых точках

D̂nu|x=Aε = −1

2
(D1u+D2u)|x=Aε , D̂nu|x=Bε =

1

2
(−D1u+D2u)|x=Bε ,

1 Результаты были получены в рамках выполнения государственного зада-
ния Минобрнауки России (проект FSWF-2020-0022).
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D̂nu|x=Cε =
1

2
(D1u+D2u)|x=Cε , D̂nu|x=Dε =

1

2
(D1u−D2u)|x=Dε .

Установлены существование обобщенного решения, его един-
ственность и регулярность. Выведены оценки решения, включая
оценки производных D2

1u, D
2
2u, D1D2u в L2(Ωε) и D2

su в L2(Γε) с
квалифицированным порядком по ε.
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДИФФУЗИИ
С.Ф. Кузнецов, А.Д. Чернышов, О.Ю. Никифорова,

В.В. Горяйнов (Воронеж, ВГУИТ)
sfs134@mail.ru

Для решения краевых задач механики, основанных на уравнении
Пуассона, хорошо разработаны, как правило, лишь численные мето-
ды, при этом аналитические решения всречаются редко. Рассмат-
риваемая ниже многомерная задача диффузии представляет собой
краевую задачу с граничными условиями 1-го рода. Используем один
из вариантов пространства быстрых разложений Ch2(Ω) [1, с. 16-
17] для граничных условий 1 рода при нахождении точных решений
задачи диффузии в ограниченной области с внутренним источни-
ком вещества, зависящим от координат точек. В качестве ограничен-
ной области рассмотрим тело (Ω), имеющее форму параллелепипеда
(x, y, z) ∈ Ω, 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c.

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
+ F (x, y, z) = 0.

Для представления заданных и неизвестной функций воспользуемся
полиномами, имеющими вид:

P1(x) = 1 − x

a
, P2(x) =

x

a
, P1(y) = 1 − y

b
,

P2(y) =
y

b
, P1(z) = 1 − z

c
, P2(z) =

z

c
.

Ищем неизвестную функцию U(x, y, z) в виде разложения:

U(x, y, z) =

2∑

i=1




2∑

j=1

Ai,j(z) · Pj(y) +Ai,3(z) · sin
πy

b
+

+ Ai,4(z) · sin
2πy

b

)
· Pi(x) +




2∑

j=1

A3,j(z) · Pj(y) +

+A3,3(z) · sin
πy

b
+ A3,4(z) · sin

2πy

b

)
· sin

πx

a
+

+




2∑

j=1

A4,j(z) · Pj(y) +A4,3(z) · sin
πy

b
+
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+A4,4(z) · sin
2πy

b

)
· sin

2πx

a
.

Внутренний источник F (x, y, z) концентрации вещества запишем ко-
нечной суммой, имеющий вид, аналогичный виду функции U(x, y, z).
Коэффициенты Fi,j,k считаем известными. Используя методику [1,
с. 16-17], представим быстрыми разложениями граничные условия.
Все коэффициенты в разложениях также считаем известными. Под-

ставим ∂2U
∂x2 , ∂2U

∂y2 , ∂2U
∂z2 и выражение для F (x, y, z) в уравнение диф-

фузии. Исходя из того, что на ребрах и в вершинах параллелепипеда
должны выполняться условия согласования, вытекающие из незави-
симости величины концентрации U(x, y, z) от направления подхода
к этим ребрам, получим систему алгебраических уравнений, из кото-
рой найдём часть неизвестных коэффициентов Ai,j,k. Из выполнения
уравнения диффузии, приравнивая коэффициенты слева и справа
перед линейно независимыми функциями, записываются уравнения
для нахождения оставшихся коэффициентов Ai,j,k. Полученное ре-
шение можно использовать в дальнейших теоретических исследова-
ниях.
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ИНДЕКСЫ В МЕХАНИКЕ
РАЗРУШЕНИЯ

О.В. Кунаковская, Д.М. Долгополов (Воронеж, ВГУ)
ovk@math.vsu.ru

При моделировании трещин в твердом теле учитываются их рас-
положение, конфигурация и размеры. Возникающие при этом гео-
метрические и топологические плоские и пространственные задачи
все еще недостаточно изучены.

Условия появления и роста трещин часто формулируются с помо-
щью локальных интегральных инвариантов. Они представляют со-
бой интегралы специальных дифференциальных форм по подмного-
образиям в подходящем ∂-многообразии. Существование «зароды-
шей» трещин объясняется как правило наличием поверхностных и
внутренних дефектов структуры материала. Их активация, т.е. раз-
витие в микротрещину, может происходить по разным причинам. В
первую очередь исследователи отмечают в качестве причины внеш-
нее воздействие.
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Однако, опираясь на понимание топологической структуры полей
[2], [3], можно указать глобальные топологические причины суще-
ствования особенностей рассматриваемых полей. Этот подход поз-
воляет регулярно рассмотреть известные случаи и дает дополни-
тельные условия существования особенностей. Здесь в качестве то-
пологической аналогии можно указать широко известную «теорему
о еже».
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ная 70-летию В.И. Арнольда. Москва, МИАН, 20-24 августа 2007 г. —
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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
О НАЗНАЧЕНИЯХ МЕТОДОМ ГРАФОВ
А.А. Катрахова, В.С. Купцов (Воронеж,

Воронежский государственный технический университет)
Vckuptsov@rambler.ru

Известно, что множество самых разнообразных задач в различ-
ных областях науки и техники естественно формулируется в терми-
нах графов. Поэтому эффективные алгоритмы решения задач тео-
рии графов имеют большое практическое значение. Одно из направ-
лений теории графов связано с их матричном представлением. Суще-
ствуют различные матрицы, ассоциированные с графами [1]. Ниже
рассматриваются две такие матричные формы для решения задачи
о назначениях. Можно привести множество задач, постановка кото-
рых укладывается в рамки задачи о назначениях.

Сформулируем постановку одной из них: группа n лиц может вы-
полнить n видов работ. Эффективность использования i-го лица на
j-той работе определяется мерой ценности cij . Найти оптимальную
расстановку r людей по видам работ.

Рассмотрим алгоритм поиска оптимальной перестановки r. Он
состоит в следующем: если C = [cij ], i, j = 1, . . . , n— матрица це-
лых чисел, тогда максимум по всем перестановкам ri (обозначим
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max
ri

n∑
i=1

ciri) равен min

(
n∑
i=1

αi +
n∑
j=1

βj

)
по всем числам αi и βj та-

ким, что αi + βj > cij .
Доказательство состоит из нескольких последовательных шагов

и проведено для случая, когда i, j = 1, . . . , 4. Оно использует теоре-
му Холла [2] о существовании системы различных представителей.
Были составлены матрица ценностей и матрица совпадений.

Для каждого шага определены множества совпадений. Перехо-
дя к новым значениям по формулам α∗

i = αi − 1, β∗
j = βj − 1

(i, j = 1, . . . , 4), составляется матрица совпадений новых значений
α∗
i , β

∗
j и система множеств совпадений. Затем проверяется наличие

различных представителей для данных множеств в терминах дву-
дольных графов [3].

В результате решения этой задачи установлено, что существует
три оптимальных значения. Полученные результаты могут обобще-
ны на случай большего числа элементов матрицы [cij ]. При этом
при решении практических задач изменение переменных αi и βj на
1 может затянуть процесс получения ответа. Поэтому алгоритм до-
пускает изменения переменных на любую величину, не нарушая при
этом условие αi + βj > cij (i, j = 1, . . . , n).
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К ВОПРОСУ О РАСШИРЕНИИ ГРУППЫ
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПЕРЕНОСОВ
В.А. Кыров (Горно-Алтайск, ГАГУ)

kyrovVA@yandex.ru

Всем хорошо известна группа параллельных переносов на плос-
кости R2, которая задается уравнениями

x′ = x+ α, y′ = y + β, (1)

причем α и β — произвольные постоянные.
Найдены все локальные дважды транзитивные расширения груп-

па параллельных переносов (1) плоскости R2 [1]:

x′ = ax+ c, y′ = bx+ y + d,

x′ = ax+ c, y′ = by + d,
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x′ = ax+ by + c, y′ = yar + d,

x′ = ax+ by + c, y′ = −bx+ ay + d,

x′ = arx+ by + y2(ar − a2)/(r − 2) + c, y′ = ay + d,

x′ = ax+ by, y′ = cx+ dy,

где r 6= 0, a, b, c, d — произвольные постоянные.
Каждая из найденных локально дважды транзитивных групп Ли

преобразований плоскости R2 задает двуметрическую феноменоло-
гически симметричную геометрию двух множествR2 и R4 ранга (3,2)
[1].

Литература
1. Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Вложение аддитивной двумет-

рической феноменологически симметричной геометрии двух мно-
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СМЕШАННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИЛЬНО
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ1

В.В. Лийко (Москва, РУДН)
vikalijko@gmail.com

Задачи Дирихле, Неймана, и общие краевые задачи для эллип-
тических дифференциально-разностных уравнений в ограниченной
области рассматривались в работах [1]-[4]. В настоящей работе для
эллиптических дифференциально-разностных уравнений рассматри-
ваются смешанные задачи. Такие задачи возникают при исследова-
нии упругих деформаций многослойных пластин с гофрированным
наполнителем [5].

Пусть R — регулярный разностный оператор, действующий в
цилиндре Q. Было показано, что для такого оператора наличие
«минимальной гладкости» функций из некоторого подпространства
H1 и его прообраза R−1(H) означает, что функции из R−1(H1)
имеют нулевые следы на основаниях цилиндра, а функции из H1

удовлетворяют нелокальным краевым условиям. Поэтому при рас-
смотрении смешанных краевых задач для сильно эллиптических
дифференциально-разностных уравнений естественно задавать од-
нородные условия Дирихле на основаниях цилиндра и краевые усло-
вия второго рода на боковой поверхности цилиндра. Такие задачи

1 Работа выполнена при поддержке Программы РУДН «5-100» и при фи-
нансовой поддержке РФФИ (гранта № 20-01-00288).
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эквивалентны смешанным нелокальным краевым задачам для силь-
но эллиптических дифференциальных уравнений.

Установлена взаимосвязь смешанных задач для сильно эллип-
тических дифференциально-разностных уравнений с нелокальными
смешанными задачами для сильно эллиптических дифференциаль-
ных уравнений. Доказаны теоремы об однозначной разрешимости и
о гладкости обобщенных решений таких задач.
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5. Onanov G.G., Tsvetkov E.L. On the mininum of the energy
functional with respect to functions with deviating argument in a sta-
tionary problem of elasticity theory / G.G. Onanov, E.L. Tsvetkov //
Russian J. Math. Phys. — 1995. — 3:4. — C. 491–500.

РАЗВИТИЕ ФИНАНСОВОЙ ГРАМОТНОСТИ НА
ОСНОВЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

НЕКОТОРЫХ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ
Н.И. Лобанова (Зеленокумск, ЦВР)

lobantchik@yandex.ru

Финансовая грамотность населения – актуальная проблема на-
шего общества. Для решения поставленной проблемы Министерство
финансов и Всемирный банк с 2011 года реализуют проект «Со-
действие повышению уровня финансовой грамотности населения и
развитию финансового образования в РФ»; разработана Националь-
ная стратегия повышения финансовой грамотности на 2017-2023 го-
ды. Как известно, переход общества к рыночной экономике требует
не только создания соответствующих экономических, финансовых,
управленческих структур, но и формирования у людей финансовой
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грамотности. Экономически грамотные люди – это люди способные
самостоятельно принимать грамотные финансовые решения. Знания
о принятии экономических решений можно почерпнуть из специаль-
ной литературы, а умение грамотно экономически мыслить достига-
ется только при решении практических задач. В связи с этим одной
из важнейших задач современной школы является воспитание детей,
как личности с развитым экономическим мышлением. Экономиче-
ское образование опирается на экономическое мышление. Первичная
характеристика экономического образа мышления – это калькуля-
ция затрат и выгод, на которой основывается экономическое поведе-
ние. Люди преследуют свои собственные цели и интересы, приспо-
сабливаются к поведению друг друга, хотя и соблюдают при этом
особые правила игры. Права собственности и другие правила игры
определяют, какой выбор необходимо соблюдать. Вопрос о грамот-
ном распоряжении финансами является одним из самых важных во-
просов в жизни современного человека. Но в большинстве своем вы-
пускники стандартной общеобразовательнойшколы не могут рассчи-
тывать, оценивать и прогнозировать различные риски. Особая роль
в экономическом образовании школьника принадлежит именно ма-
тематике. Так, именно решение практико-ориентированных финан-
совых задач позволит адаптировать теоретические основы школьно-
го курса математики и лишенные практического смысла задачи к
жизненным ситуациям, с которыми учащимся придется сталкивать-
ся в будущем. В учебниках по математике можно найти задачи, в
которых используются такие математические понятия, как себесто-
имость, прибыль, рентабельность, доход, объем производства про-
дукции (работ и услуг). Но школьники часто видят в задаче только
повод для математических действий. Ее экономическое содержание
проходит мимо внимания. Перед решением таких задач необходимо
уяснить встречающиеся экономические понятия и то, как они связа-
ны между собой, т.е. понять экономическую проблему [1].

Литература
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О ГОЛОМОРФНО ОДНОРОДНЫХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ СУБМАКСИМАЛЬНОГО

ТИПА1

А.В. Лобода (Воронеж, ВГТУ)
lobvgasu@yandex.ru

Алгебра голоморфных симметрий вещественной сферы комп-
лексного пространства Cn(n > 3) имеет, как известно, размерность
n2 +2n. Аналогичные алгебры для однородных несферических стро-
го псевдо-выпуклых (СПВ) гиперповерхностей имеют не более чем
субмаксимальную размерность (n− 1)2 + 3 (см. [1]).

Примерами однородных СПВ-гиперповерхностей субмаксималь-
ного типа (имеющих алгебру симметрий субмаксимальной размер-
ности) являются при любых n > 3 поверхности

Im zn =

n−2∑

k=1

|zk|2 + ε ln(1 + ε|zn−1|2), ε = ±1. (1)

На основе использования техники нормальных форм [2] в работе
[3] получено полное описание семейства таких гиперповерхностей в
пространстве C

3 (включающее, в частности, поверхности (1)).
Теорема 1. Любая голоморфно однородная СПВ-гиперповерх-

ность субмаксимального типа в пространстве C4 голоморфно эк-
вивалентна одной из двух поверхностей (1).

В связи с теоремой 1 является естественной гипотеза об отсут-
ствии отличных от (1) однородных СПВ-гиперповерхностей субмак-
симального типа в пространствах Cn при n > 4.

Литература
1. Kruglikov, B. Submaximally Symmetric CR-Structures / B. Krug-
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-01-
00497).
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ОБОБЩЕННАЯ ФОРМУЛА ДАЛАМБЕРА ДЛЯ
ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ В СЛУЧАЕ

СУЩЕСТВЕННО НЕСАМОСОПРЯЖЕННОГО
ОПЕРАТОРА

И.С. Ломов (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
lomov@cs.msu.ru

Исследуется смешанная задача для телеграфного уравнения с ре-
гулярными, но не усиленно регулярными краевыми краевыми усло-
виями. Методом А.П. Хромова построен ряд — обобщенная формула
Даламбера. При минимальных условиях на данные задачи этот ряд
дает ее обобщенное решение. При выполнении критерия существова-
ния (единственного) классического решения, этот ряд дает и класси-
ческое решение. Рассмотрен случай суммируемого потенциала урав-
нения. В случае нулевого потенциала полученный ряд переходит в
обычную формулу Даламбера.

Рассматривается задача:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (x, t) ∈ Q = (0, 1) × (0,∞), (1)

u(0, t) = 0, u′x(0, t) = u′x(1, t), t > 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], (3)

функции q(x), ϕ(x) ∈ L(0, 1) — комплекснозначные суммируемые
функции.

Требуется решить две задачи:

1) показать, что при перечисленных выше условиях на данные
задачи классическое решение переходит в обобщенное решение за-
дачи;

2) найти точные условия существования и единственности клас-
сического решения задачи (1) — (3).

Классическим (или, точнее, почти классическим) решением за-
дачи (1) — (3) назовем функцию u(x, t), непрерывную и непрерывно
дифференцируемую по x и t в полуполосе Q = [0, 1] × [0,∞), при-
чем функции u′x(x, t), u′t(x, t) абсолютно непрерывны по x ∈ [0, 1] и
t ∈ [0,∞) соответственно, удовлетворяющую уравнению (1) почти
всюду в Q и условиям (2), (3).

Необходимыми условиями существования классического решения
задачи (1) — (3) являются следующие условия на функцию ϕ(x):
ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны на [0, 1], ϕ′′(x) ∈ L(0, 1) и ϕ(0) =
0, ϕ′(0) = ϕ′(1).
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Особенностью рассматриваемой задачи является то, что соответ-
ствующая спектральная задача является существенно несамосопря-
женной — первое собственное значение задачи простое, остальные —
двукратные. Каждому из двукратных собственных значений отве-
чает одна собственная и одна присоединенная функции, т. е. общее
число присоединенных функций является бесконечным. Это вносит
дополнительные сложности при исследовании задачи. Рассматривае-
мые краевые условия носят название условий Самарского—Ионкина.

Для исследования задачи применяем метод А.П. Хромова [1 —
3], модифицировавшего метод Фурье путем использования резоль-
вентного метода, привлечения идеи А.Н. Крылова [4] об ускорении
сходимости рядов Фурье, связанных с дифференциальными опера-
торами и применившего идею Л. Эйлера о работе с расходящимися
рядами.

Ранее А.П Хромовым и его учениками этот метод был применен к
исследованию первой краевой задачи [1 — 3, 5, 6], при этом в работах
[2, 3, 6] получен критерий существования классического решения за-
дачи. Получены и условия существования обобщенного решения. В
[5] исследована периодическая задача. В [3] впервые применен под-
ход Эйлера использования расходящихся рядов.

Сформулируем основные результаты.
Теорема 1. Для того чтобы существовало единственное клас-

сическое решение u(x, t) задачи (1) — (3), необходимо и достаточно,
чтобы функции ϕ(x), ϕ′(x) были абсолютно непрерывны на отрезке
[0, 1] и ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = ϕ′(1). Это решение дается формулой

u(x, t) = A(x, t) =

∞∑

n=0

an(x, t), (4)

где

a0(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)],

an(x, t) =
1

2

∫ t

0

dτ

∫ x+t−τ

x−t+τ
f̃n−1(η, τ) dη, n = 1, 2, . . . ,

функция ϕ̃(x) = ϕ(x), x ∈ [0, 1] и далее продолжена на всю прямую,
функция f̃n(η, τ) = fn(η, τ) ≡ −q(η)an(η, τ) при η ∈ [0, 1] и далее
продолжена по η на всю прямую, n = 0, 1, 2, . . ..

Теорема 2. Если ϕ ∈ L(0, 1), то ряд (4) сходится абсолютно и
равномерно (с экспоненциальной скоростью) в QT , ∀T > 0.

Обозначим через ‖ · ‖1 норму в пространстве L(0, 1).
Теорема 3. Если ϕ ∈ L(0, 1), а ϕh удовлетворяет условиям

теоремы 1 и ‖ϕh − ϕ‖1 → 0 при h → 0, то соответствующие
ϕh классические решения uh(x, t) задачи (1) — (3) сходятся по
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норме L(QT ) к A(x, t), т. е. в этом случае u(x, t) = A(x, t), ряд (4),
является обобщенным решением задачи (1) — (3).

Автор выражает искреннюю признательность А.П. Хромову за
полезные обсуждения результатов работы.
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О МЕТОДЕ КОРРЕКТИРОВКИ ПРОБНЫХ
РЕШЕНИЙ ОДНОМЕРНОГО ВОЛНОВОГО

УРАВНЕНИЯ В КРИВОЛИНЕЙНОЙ
ЧЕТВЕРТИ ПЛОСКОСТИ
Ф.Е. Ломовцев (Минск, БГУ)

lomovcev@bsu.by

В криволинейной первой четверти G̃∞ = {]σ(t),∞[×]κ(x),∞[, t >
0, x > 0} ищутся локальные классические решения уравнения

(∂t − a2∂x)(∂t + a1∂x)u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ G̃∞, (1)

где a1 > 0, a2 > 0 и t = κ(x), x = σ(t) – заданные функции криво-
линейных осей координат первой четверти плоскости. Заменой пе-
ременных x и t всегда можно добиться того, чтобы κ(0) = σ(0) = 0.

c© Ломовцев Ф.Е., 2020
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Четверть G̃∞ может содержать точки с отрицательными значениями
x или t. Корректировка локальных пробных решений осуществлена
с помощью корректирующей задачи Гурса и функций

χi(x) = x+ (−1)iaiκ(x), σi(t) = ait+ (−1)iσ(t), i = 1, 2,

в которых χi(0) = σi(0) = 0, i = 1, 2. Пусть Ck(Ω) – множество k раз
непрерывно дифференцируемых функций на подмножестве Ω. Если
криволинейные оси κ(x), σ(t) ∈ C2[0,+∞[ и производные

−1/a2 < κ′(x) < 1/a1, x > 0, −a2 < σ′(t) < a1, t > 0, i = 1, 2, (2)

то существуют их дважды непрерывно дифференцируемые обратные
функции χ−1

i , σ−1
i , i = 1, 2. Если оси κ(x) < x/a1, x > 0, σ(x) <

a1t, t > 0, то характеристика x = a1t делит криволинейную первую
четверть G̃∞ на два непустые множества G̃− = {(x, t) ∈ G̃∞ : x >

a1t > a1κ(x), x > 0} и G̃+ = {(x, t) ∈ G̃∞ : σ(t) 6 x 6 a1t, t > 0}.
Теорема 1. Пусть κ(x) < x/a1, x > 0, σ(t) < a1t, t > 0,

κ(x), σ(t) ∈ C2[0,∞[, верны свойства (2) и ∃ ε0 > 0,что κ(x) =
0 ∀ x ∈ [0, ε0], σ(t) = 0 ∀ t ∈ [0, ε0]. Тогда для каждой точки

(x, t) ∈ G̃∞ уравнение (1) имеет локальные классические решения:

F
(0)
1 (x, t) =

1

a1 + a2

[ t∫

t0

x+a2(t−τ)∫

a1t−x−a2τ+(a1+a2)t0

f(s, τ)dsdτ+

+

t∫

t1(x)+t0

a1t−x−a2τ+(a1+a2)t0∫

x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, t1(x) =

2(a1t− x)

a1 + a2
, (3)

F
(0)
2 (x, t) =

1

a1 + a2

[ t2(x)+t0∫

t0

x+a2(t−τ)∫

a2(t2(x)−τ)+(a1+a2)t0

f(s, τ)dsdτ+

+

t∫

t2(x)+t0

x+a2(t−τ)∫

x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, t2(x) = t− x

a1
, (x, t) ∈ G̃+, (4)

где параметр t0 принимает значения t0 ∈ [ max
x26s6x3

κ(s), t∗[ для

∀ x > 0 и t0 ∈]κ(x3), t∗] для ∀ x 6 0 при x2 = χ−1
2

(
σ2
(
σ−1
1 (a1t −

x)
))
, x3 = χ−1

2 (x+ a2t), t∗ = (x + a2t)/(a1 + a2).
Теорема 2. В теореме 1 функции (3) и (4) являются классиче-

скими решениями уравнения (1) в G̃+ при необходимой гладкости

f ∈ C(G̃∞),

t∫

t0

f
(
x+ a2(t− τ), τ

)
dτ ∈ C1(G̃+)
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и соответственно ещё одного из необходимых условий гладкости

−
t1(x)+t0∫

t0

f
(
a1t− x− a2τ + (a1 + a2)t0, τ

)
dτ+

+

t∫

t1(x)+t0

f
(
x− a1(t− τ), τ

)
dτ ∈ C1(G̃+),

−a2
a1

t2(x)+t0∫

t0

f
(
a2(t2(x) − τ) + (a1 + a2)t0, τ

)
dτ+

+

t∫

t2(x)+t0

f
(
x− a1(t− τ), τ

)
dτ ∈ C1(G̃+).

Теорема 3. Пусть верны предположения теоремы 1. Тогда на
G̃− уравнение (1) имеет локальные классические решения

F
(0)
k (x, t) =

1

a1 + a2

[ t(k)(x)+t0∫

t0

x+a2(t−τ)∫

k(x−a1t)−a2τ+(a1+a2)t0

f(s, τ)dsdτ+

+

t∫

t(k)(x)+t0

x+a2(t−τ)∫

x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, k > 1, (x, t) ∈ G̃−, (5)

где t(k)(x) = (k − 1)(x − a1t)/(a1 + a2) и параметр t0 принимает
значения t0 ∈ [ max

x06s6x3

κ(s), t∗k[, k > 1, при x0 = χ−1
2

(
k(x−a1t)

)
, x3 =

χ−1
2 (x+a2t), t

∗
k = [(ka1 +a2)t−(k−1)x)]/(a1 +a2). Для классических

решений (5) необходима гладкость

f ∈ C(G̃−),

t∫

t0

f
(
x+ a2(t− τ), τ

)
dτ ∈ C1(G̃−),

k

t(k)(x)+t0∫

t0

f
(
k(x− a1t) − a2τ + (a1 + a2)t0, τ

)
dτ+

+

t∫

t(k)(x)+t0

f
(
x− a1(t− τ), τ

)
dτ ∈ C1(G̃−), k > 1.
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Замечания. В случае прямолинейной первой четверти плоско-
сти, т.е. при κ ≡ σ ≡ 0, эти теоремы 1– 3 при t0 = 0 становятся теоре-
мами 1– 3 при b1 = b2 = 0 из статьи [1], так как в последних теоремах
условия a1 > a2 и a1 6 a2 можно убрать. Классические решения (3),

(4) на G̃+ и (5) на G̃− нужны для построения на G̃∞ = G̃+ ∪ G̃− об-
щего интеграла уравнения (1), который ещё и дважды непрерывно
дифференцируем на характеристике x = a1 t.

Список литературы
1. Ломовцев Ф.Е. Метод корректировки пробных решений общего

волнового уравнения в первой четверти плоскости для минимальной
гладкости его правой части. / Ф.Е. Ломовцев // Журн. Белорус. гос.
ун-та. Мат-ка. Инфор-ка. — 2017. — № 3. — С. 38–52.

О ЧАСТНЫХ ИНТЕГРАЛАХ В Rn
1

Л.Н. Ляхов, А.И. Иноземцев (Воронеж, ВГУ;
Липецк, ЛГПУ имени П.П. Семенова-Тян-Шанского)

levnlya@mail.ru; inozemcev.a.i@gmail.com

В работах [1,2] исследована задача о ограниченности линейного
интегрального оператора с частными интегралами в R2 и R3 соответ-
ственно и частный случай таких операторов в Rn. Данная заметка
содержит результаты исследования ограниченности частных инте-
гралов общего вида в Rn, n > 3.

Введем следующие обозначения:D
(1)
i = (ai, bi), D = (a1, b1)×. . .×

(an, bn), D
(m)
α =

m∏
i=1

D
(1)
αi — m-мерный параллелепипед в евклидовом

пространстве точек Rn, m 6 n, α = (α1, α2, . . . , αm) — целочислен-
ный мультииндекс из номеров координат точки x ∈ Rn при этом
0 6 m 6 n. Рассматриваются частные интегралы в Rn следующего
вида

(K(m)
α u)(x) =

∫

D
(m)
α

kα(x, tα) u(xᾱ, tα) dtα, (1)

где мультииндексы α и α составлены из не совпадающих номеров
всех координат точки x ∈ Rn.

Анизотропные классы Лебега (см. [2]) состоят из функций, опре-

деленных в конечном параллелепипеде D =
n∏
i=1

D
(1)
i , для которых

конечна норма

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-41-
480002).
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142



‖f(t)‖Lp(D) =

=

( bn∫

an

( bn−1∫

an−1

. . .

( b1∫

a1

|f(t)|p1 dt1
) p2

p1

. . . dtn−1

) pn
pn−1

dtn

) 1
pn

.

Пусть D = D
(m)
α × D

(n−m)
ᾱ Введем классы Lpα(D

(m)
α )-функций со

значениями в LpᾱD
(n−m)
ᾱ :

f ∈ Lpα

(
D

(m)
α ;Lpᾱ(D

(n−m)
ᾱ )

)
:
∥∥∥ ‖f(t)‖

Lpᾱ(D
(n−m)
ᾱ )

∥∥∥
Lpα (D

(m)
α )

< ∞ .

Здесь 0 6 m 6 n причем случаи m = 0 и m = n отвечают полной
норме функции f .

Получено следующее утверждение.
Пусть p = (p1, . . . , pn) (pi > 1), q = (q1, . . . , qn) — сопряжен-

ные мультииндексы ( 1
pi

+ 1
qi

= 1), p2 и pq мультииндексы состав-
ленные из квадратов и произведений соответствующих координат.
Справедливо следующее неравенство

‖K(m)
α u‖Lp(D) 6 ‖kα‖Lqα

(

D
(m)
α ;Lpα,pᾱqᾱ (D)

)‖u‖
L

pα;p2
ᾱ
(D

(m)
α ×D(n−m)

ᾱ )
.

(2)
Неравенство (2) надо понимать так: если существует его пра-

вая часть, то оно справедливо. Формально это неравенство остается
справедливым при m=0 (ограниченность соответствующего опера-
тора умножения на функцию K0u = k0(x)u(x)) и при m = n (огра-
ниченность соответствующего интегрального оператора).
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102. — 2020.
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УПРАВЛЕНИЕ НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫМИ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ
СИСТЕМАМИ: МЕТОДЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ1

В.П. Максимов (Пермь, ПГНИУ)
maksimov@econ.psu.ru

В докладе дается обзор результатов исследования задач управ-
ления для непрерывно-дискретных функционально-дифференци-
альных уравнений. Рассматриваются линейные системы с после-
действием, включающие одновременно фазовые переменные с не-
прерывным временем и фазовые переменные с дискретным време-
нем, – см., например, [1,2]. Общая постановка задачи управления
позволяет рассматривать случаи управляющих воздействий различ-
ных классов: суммируемые с квадратом, импульсные, дискретные и
смешанные. Цель управления задается с помощью конечной систе-
мы линейных целевых функционалов общего вида, что позволяет
включить в рассмотрение широкие классы распространенных в ак-
туальных прикладных задачах функционалов (многоточечные, ин-
тегральные и др.). Для задачи без ограничений на управление фор-
мулируются условия разрешимости и предлагаются конструкции
для построения управлений и траекторий. При наличии геометри-
ческих полиэдральных ограничений на управления предлагается
подход к исследованию задачи о достижимости заданных целевых
значений. Дается описание ряда прикладных задач и алгоритмов их
решения с использованием полученных результатов.
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книга», 2018. — С. 155–159.

2. Максимов В.П. Достижимые значения целевых функционалов
в задачах экономической динамики / В.П. Максимов // Прикладная
математика и вопросы управления. — 2019. — № 4. — С. 124-135.
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
С ОПЕРАТОРОМ ЛАВРЕНТЬЕВА–БИЦАДЗЕ

ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ СОМНОЖИТЕЛЕЙ
ПРАВОЙ ЧАСТИ1

Н.В. Мартемьянова (Самара, Самарский университет)
ninamartem@yandex.ru

Рассмотрим уравнение смешанного эллиптико- гиперболического
типа с неизвестной правой частью

Lu ≡ uxx + sgny · uyy − b2u = F (x, y) =

{
f1(x)g1(y), y > 0,
f2(x)g2(y), y < 0,

в прямоугольной области D = {(x, y)| 0 < x < l, −α < y < β}, где
b, l, α, β — заданные действительные постоянные, l, α, β > 0, g1(y),
g2(y) — заданные функции.

Обратная задача. Найти в области D функции u(x, y) и fi(x),
i = 1, 2, удовлетворяющие условиям:

u ∈ C1(D) ∩C2(D− ∪D+), fi(x) ∈ C(0, l) ∩ L2[0, l];

Lu = F (x, y), (x, y) ∈ D− ∪D+;

u(0, y) = u(l, y) = 0, −α 6 y 6 β;

u(x, β) = ϕ(x), u(x,−α) = ψ(x), 0 6 x 6 l;

uy(x,−α) = ψ1(x), uy(x, β) = ϕ1(x), 0 6 x 6 l,

где ϕ(x), ψ(x), ϕ1(x), ψ1(x) — заданные достаточно гладкие функ-
ции, D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.

В данной работе улучшены предыдушие результаты автора, опуб-
ликованные в статьях [1,2].
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Н.В. Мартемьянова // Изв. вузов. Матем. — 2020. — № 1. — С. 46–63.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 15-31-
50018, № 16-31-00421).
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КОНСТАНТА БЕРНШТЕЙНА–НИКОЛЬСКОГО
ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ
С ПЕРИОДИЧЕСКИМ ВЕСОМ ГЕГЕНБАУЭРА1

И.А. Мартьянов (Тула, ТулГУ)
martyanow.ivan@yandex.ru

Пусть α > −1/2, Lpα(−π, π] — пространство комплекснозначных
периодических функций с конечной нормой

‖f‖p,α =

(∫ π

−π
|f(x)|p |sinx|2α+1 dx

)1/p

, ‖f‖∞ = ess sup
x∈(−π,π]

|f(x)|,

Tn — подпространство тригонометрических полиномов порядка n,

Dαf(x) = f ′(x) +
(
α + 1

2

) f(x)−f(−x)
tg x — дифференциальный опера-

тор Гегенбауэра первого порядка, Cp,α(n; r) = supT∈Tn\{0}
‖D2r

α T‖∞

‖T‖p,α
—

точная константа Бернштейна–Никольского. Задача Cp,α(n; r) имеет
долгую историю, особенно в безвесовом случае α = −1/2. Необхо-
димые результаты из гармонического анализа в Lpα(−π, π] получены
Д.В. Чертовой (2009).

Теорема. Пусть 1 6 p 6 ∞, α > −1/2. Тогда найдется чет-
ный действительный полином T∗ ∈ Tn, такой что ‖T∗‖p,α = 1 и
Cp,α(n; r) = D2r

α T∗(0).
Отметим в данном направлении результаты В.В. Арестова и

М.В. Дейкаловой (2015), В.В. Арестова, А.Г. Бабенко, М.В. Дей-
каловой и A. Хорват (2018), Д.В. Горбачева и Н.Н. Добровольско-
го (2018).

К ГРАНИЧНЫМ ЗАДАЧАМ ДЛЯ
ФАКТОРИЗОВАННЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ
А.Н. Миронов, Л.Б. Миронова (Елабуга, Елабужский

институт Казанского федерального университета)
miro73@mail.ru

В работах [1, глава 4], [2], [3] рассмотрены задачи для фактори-
зованных уравнений с операторами Бианки. Здесь рассматривается
уравнение с переменными коэффициентами

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
(uxxy + a20uxx + a11uxy + a10ux + a01uy + a00u) = 0, (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-31-
90152).
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дифференциальный оператор которого представляет собой произве-
дение оператора первого порядка и псевдопараболического операто-
ра третьего порядка.

Пусть D = {0 < x < x1, 0 < y < y1}, а X , Y — части ∂D,
лежащие на осях x, y соответственно. Отрезок характеристики y = x,
расположенный внутри D, обозначим M .

Задача 1. Найти в D функцию, являющуюся в D \M регуляр-
ным решением уравнения (1) и удовлетворяющую условиям

u |Y = ϕ1(y), u |X = ϕ2(x), ∂u
∂x

∣∣
Y

= ψ1(y), ∂u
∂y

∣∣∣
X

= ψ2(x),

∂2u
∂x2

∣∣∣
Y

= λ(y), ϕ1, ψ1, λ ∈ C2([0, y1]), ϕ2, ψ2 ∈ C2([0, x1]),

ϕ1(0) = ϕ2(0), ψ1(0) = ϕ′
2(0), ϕ′

1(0) = ψ2(0), λ(0) = ϕ′′
2 (0).

Получены достаточные условия, обеспечивающие существование
и единственность решения задачи 1.
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О МЕТОДЕ РИМАНА ДЛЯ ОДНОЙ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Л.Б. Миронова (Елабуга, Елабужский институт Казанского
федерального университета)

lbmironova@yandex.ru

В работе [1] предложен вариант метода Римана для системы диф-
ференциальных уравнений с кратными характеристиками, в терми-
нах матрицы Римана построены решения задач Коши и Гурса. В ста-
тьях [2]–[4] также исследуются различные граничные задачи для ги-
перболических систем уравнений, в том числе с применением свойств
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матрицы Римана. Здесь рассматривается система





uxx = a1(x, y, z)vx + b1(x, y, z)wx + c1(x, y, z)u+
+d1(x, y, z)v + e1(x, y, z)w + f1(x, y, z),

vyy = a2(x, y, z)uy + b2(x, y, z)wy + c2(x, y, z)u+
+d2(x, y, z)v + e2(x, y, z)w + f2(x, y, z),

wzz = a3(x, y, z)uz + b3(x, y, z)vz + c3(x, y, z)u+
+d3(x, y, z)v + e3(x, y, z)w + f3(x, y, z).

(1)

Для системы (1) с достаточно гладкими коэффициентами дока-
заны существование и единственность регулярного решения задачи
Коши, построено решение в терминах матрицы Римана.
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// Изв. вузов. Математика. — 2013. — № 10. — С. 43–54.

4. Андреев А.А. Задача Коши для системы дифференциальных
уравнений гиперболического типа порядка n с некратными характе-
ристиками / А.А. Андреев, Ю.О. Яковлева // Вестн. Сам. гос. техн.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАДАЧИ
СЕНСОРНОЙ ФИЗИОЛОГИИ1

Г.Е. Мурзабекова, С. Мырзахмет,
А. Турсынмурат (Нур-Султан, КАТУ им. С.Сейфуллина,

ЕНУ им Л.Н. Гумилева)
guldenmur07@mail.ru

Мы изучаем диффузионные процессы с точки зрения сенсорной
физиологии. Болевые рецепторы – это свободные нервные окончания
в соединительной тканевой оболочке мелких кровеносных и лимфа-
тических сосудов, в соединительной тканевой оболочке отдельных
нервных волокон. Рецепторы реагируют на механические, терми-
ческие и химические стимулы. Внешнее воздействие могут оказать
бактерии, проникающие в сустав, или неправильный кровоток через

1 Работа выполнена при финансовой поддержке МОН РК (МОН РК, проект
AP05136197).
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сердечную мышцу, сильные механические воздействия, жара или хо-
лод. Моделирование диффузионных процессов теплопроводности в
сенсорной физиологии невозможно классическими задачами пере-
дачи тепла. Для учета ситуации, когда передача тепла не является
немедленной, исследуется уравнение теплопроводности с памятью.

В статье [1] решена задача идентификации источника для урав-
нений с памятью на отрезке и графе-звезде. При изучении диффу-
зионных процессов в сенсорной физиологии требуется исследование
обратной задачи с памятью:

θt(x, t) =

∫ t

0

Q(t− s)θxx(x, s)ds, t > 0, x ∈ (0, L).

c начальным условием θ(x, 0) = 0 и граничными условиями θ(0, t) =
f(t), θ(L, t) = 0. Мы строим алгоритм восстановления ядра памяти
Q(t), который позволит решать задачи моделирования диффузион-
ных процессов сенсорной физиологии.

Литература
1. Avdonin S.A., Murzabekova G.Y., Nurtazina K.B. Source

Identification for the Differential Equation with Memory // Trends in
Mathematics, Research Perspectives, 2017. – P. 111–120.

РЕШЕНИЕ НЕМОДЕЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ТИПА ЭЙЛЕРА n-ГО ПОРЯДКА

Р. Мустафокулов
(Душанбе, Таджикский национальный университет)

rmustaf@list.ru

Рассмотрим на (a, b) линейное дифференциальное уравнение

[ω(x)]ny(n) + a1[ω(x)]n−1y(n−1) + ...+ an−1ω(x)y
′

+ any = f(x) (1)

где ai (i = 1, n) постоянные числа, ω(x) и f(x) — непрерывные функ-
ции, причем ω(x) 6= 0 при x ∈ (a, b). Назовем это уравнение уравне-
нием типа Эйлера и поставим вопрос о возможности приведения
этого уравнения к уравнению с постоянными коэффициентами при
помощи замены независимой переменной. Оказывается, для этого
необходимо осуществить замену переменной по формуле

t = µ(x) =

∫
dx

ω(x)
. (2)

Достаточным же условием, в случае постоянных ai, является ω(x) =
cx + d. Это означает, что уравнение (1) при произвольной функции
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ω(x), отличной от линейной, заменой (2) не может приводиться к
уравнению с постоянными коэффициентами.

Ниже, для решения уравнения (1), применяется другой метод —
метод перехода к эквивалентному интегральному уравнению.

Наряду с уравнением (1) рассмотрим уравнение с переменными
коэффициентами

[ω(x)]ny(n) +A1(x)[ω(x)]n−1y(n−1) +

...+An−1(x)ω(x)y
′

+An(x)y = f(x), (3)

где коэффициенты Ai(x) имеют вид

Ai(x) = ai −
i−1∑

k=1

Ak(x)[ω(x)]n−kPn−in−k(x)

(i = 1, n− 1), An(x) = an.

Здесь ai — коэффициенты уравнения (1), а функции P jm(x), для каж-
дого m = 1, 2, ..., n− 1, определены равенствами

P jm(x) = µ′(x)P j−1
m−1(x) + (P jm−1(x))′, (j = 2,m− 1),

P 1
m(x) = µ(m)(x), Pmm (x) = [µ′(x)]m.

Уравнение (3) называется модельным уравнением, соответствую-
щим уравнению (1). Модельное уравнение заменой переменной по
формуле (2) приводится к уравнению с постоянными коэффициен-
тами

z(n) + a1z
(n−1) + ...+ an−1z

′ + anz = F (t), (4)

где F (t) = F [µ(x)] = f(x). Решая уравнение (4), заменой z(t) =
z[µ(x)] = y(x), определяем решение модельного уравнения (3):

y(x) =

∫ x

a

K[µ(x), µ(τ)]µ′(τ)f(τ)dτ,

где K(t, s) — функция Коши уравнение (4). Обозначим

Ki(t, s) = K[µ(x), µ(τ)][Ai(τ) − ai][ω(x)]n−i−1 (i = 1, n− 1),

K(x, τ) =

n−1∑

i=1

(−1)i−1 ∂
n−i

∂τn−i
Ki(x, τ)

и введем в рассмотрение интегральный оператор типа Вольтерра с
ядром K(x, τ) :

y(x) −
∫ x

a

K(x, τ)y(τ)dτ = y(x). (5)
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Теорема. Пусть y(x) — решение модельного уравнения (3). То-
гда решение уравнения (1) дается формулой

y(x) = y(x) +

∫ x

a

R(x, τ)y(τ)dτ,

где R(x, τ) — резольвента интегрального уравнения (5).

О РАЗРЕШИМОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ1

Э. Мухамадиев, А.Н. Наимов (Вологда, ВоГУ)
emuhamadiev@mail.ru, nan67@rambler.ru

Рассмотрим следующую периодическую задачу:

x′(t) =
∂V

∂x
(t, x(t)) + f(t, x(t)), x(t) ∈ R3, t ∈ R1, (1)

x(0) = x(ω). (2)

Здесь функция V : R1×R3 7→ R1 и отображения ∂V/∂x, f : R1×R3 7→
R3 непрерывны и ω-периодичны по t. Кроме того, функция V (t, x) по
x положительно однородна порядка m+1, где m > 1, а отображение
f удовлетворяет условию

lim
|x|→∞

|x|−m max
06t6ω

|f(t, x)| = 0. (3)

Периодическая задача вида (1)-(2) исследована в работах [1]-[4]
при x(t) ∈ Rn, n > 2, а при n > 3 в основном исследована в случае,
когда функция V не зависит от t. Из результатов этих работ следует,
что периодическая задача

x′(t) =
∂V

∂x
(0, x(t)) + f(t, x(t)), x(t) ∈ R3, t ∈ R1, (4)

x(0) = x(ω). (5)

разрешима, если вращение векторного поля (∂V/∂x)(0, x) на сфере
|x| = 1 определено и отлично от нуля. В настоящей работе доказа-
но, что разрешимость задачи (1)-(2) можно свести к разрешимости
задачи (4)-(5), если выполнены следующие два условия:

1) ∂V
∂x (t, x) 6= 0 при всех t ∈ R1, x ∈ R3 \ {0};

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты
№ 18-47-350001р-a, № 19-01-00103a).
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2) множество O(V ) = {x : |x| = 1, V (0, x) = 0} либо пусто, либо
состоит из p = p(V ) последовательно вложенных замкнутых линий.

Из условия 1 вытекает, что если множество O(V ) не пусто, то оно
состоит из конечного числа замкнутых линий, которые попарно не
пересекаются. Положим p(V ) = 0, если множество O(V ) пусто.

Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда справедливы следующие
теоремы.

Теорема 1. Если p - нечетно, то задача (1)-(2) разрешима при
любом f , удовлетворяющем условию (3), тогда и только тогда, ко-
гда при любом таком f разрешима задача (4)-(5).

Теорема 2. Вращение векторного поля (∂V/∂x)(0, x) на сфере
|x| = 1 равно одному из трех чисел 0, −1, 1. Данное вращение
равно нулю только в том случае, когда p - нечетно.

Теорема 3. Задача (4)-(5) разрешима при любом f , удовлетво-
ряющем условию (3), если p - четно.
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4. Мухамадиев Э. Исследования по теории периодических и огра-
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА НА ГРАФЕ В МОДЕЛИ
ЛОКАЛЬНОГО РАЗДРАЖИТЕЛЯ КОЖИ1

К. Нуртазина, Ш. Кузембай, А. Нургали
(Нур-Султан, ЕНУ им Л.Н. Гумилева)

knurtazina@mail.ru,sholpanai23@gmail.com, ainura.1799@mail.ru

В статье описывается математическая модель локального раздра-
жителя на кожу. Дендритные разветвления нервных окончаний мы
рассматриваем в виде графа-дерева. В нашем случае кабельное урав-
нение имеет следующий вид:

∂V

∂T
= −V +

∂2V

∂X2
.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке МОН РК (МОН РК, проект
AP05136197).
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Здесь V = Vm − Er – отвод мембранного потенциала Vm от его со-
стояния покоя, Er, Vm внутриклеточное напряжение Bi минус вне-
клеточное напряжение Ve. Кроме того, имеем:

X =
x

λ
λ =

√
rm/ri =

√
(Rm/Ri)(d/4)

T = t/τm, cτm = rmcm = RmCm.

d - диаметр цилиндра, ri – внутриклеточное сопротивление на еди-
ницу длины цилиндра и cm – емкость мембраны, r−1

m – проводимость
мембраны на единицу длины мембранного цилиндра; Rm и Cm нано-
сятся на единицу площади мембраны, Ri – объемное удельное сопро-
тивление внутриклеточной среды. Для жестко закрепленных концов,
означающих отсутствие тока с обоих концов, граничные условия ∂V

∂X
для обоих концов X = 0 и X = L.

В нашей математической модели рецепторов кожи на дендрит-
ном графе-дереве мы решаем обратную задачу для параболического
типа на графе-дереве, а именно задачу восстановления источника.
Метод граничного управления [1] позволяет свести решение к инте-
гральному уравнению Вольтерра 2-го рода. Для численного решения
этого уравнения применяем метод последовательных приближений.

Литература
1. Avdonin S. Inverse problems for quantrum trees / S. Avdonin,

P. Kurasov // Inverse Problems and Imaging, 2008, 1. – Р. 1–21.

ОЦЕНКИ МНОЖЕСТВ ПЕРИОДОВ СУММ И
ПРОИЗВЕДЕНИЙ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ1

С.С. Орлов, Г.К. Соколова (Иркутск, ИГУ)
orlov_sergey@inbox.ru, 98gal@mail.ru

Доклад посвящен результатам исследования основных свойств
периодических функций нескольких действительных переменных.
Ранее была изучена периодичность суммы и произведения таких
функций и сформулирована следующая ниже теорема [1], в которой
учитывается постоянство функций вдоль некоторого направления
как вырожденный случай периодичности.

Теорема. Сумма (произведение) непрерывных периодических
функций f : Rn → R и g : Rn → R с множествами периодов Pf и
Pg соответственно являются периодическими функциями тогда и
только тогда, когда существуют такие периодические функции f1
и g1, что f + g = f1 + g1 (f · g = f1 · g1), и Pf1 ∩ Pg1 6= ∅.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства
Иркутской области (проект № 20-41-385002 р_Наставник).
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Важной задачей является нахождение множеств периодов сумм и
произведений периодических функций нескольких переменных. Как
показано в работе [1], множества Pf+g и Pf ·g, вообще говоря, разные,
и справедливы оценки снизу

Pf ∩ Pg ⊆ Pf+g, Pf ∩ Pg ⊆ Pf ·g.

Также Pf+g и Pf ·g могут содержать периоды суммы и произведения
по направлениям, вдоль которых f : Rn → R и g : Rn → R вовсе не
являются периодическими, т. е. имеют место оценки сверху

Pf+g ⊆ Pf ∩ Pg ∪ (Pf ∪ Pg), Pf ·g ⊆ Pf ∩ Pg ∪ (Pf ∪ Pg).

Литература
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ческих функций нескольких переменных / Г.К. Соколова // Сборник
материалов Международной конференции «XXIX Крымская осен-
няя математическая школа-симпозиум по спектральным эволюцион-
ным задачам» КРОМШ-20018. — Симферополь : Полипринт, 2018. —
С. 28–31.

О КОРРЕКТНОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
В ПОЛОСЕ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ1

В.В. Панков, А.Д. Баев (Воронеж, ВГУ)
alexsandrbaev@mail.ru

В настоящее время интенсивно исследуются процессы с вырож-
дением, то есть процессы, в которых граница области оказывает су-
щественное влияние на процессы, происходящие вблизи границы. В
этом случае на границе области может меняться как тип уравнения,
так и его порядок. В данной работе рассматриваются краевые задачи
для уравнений, являющихся эллиптическими внутри области, кото-
рые на границе области меняют порядок по одной из переменных.
К таким уравнениям приводит математическое моделирование про-
цессов фильтрации идеального баротропного газа в неоднородной
анизотропной пористой среде, различных процессов гидродинами-
ки с сингулярной особенностью у параметров. Подобные уравнения
возникают при моделировании процесса распространения примеси в
жидкокристаллическом растворе, находящемся во внешнем электри-
ческом поле, при исследовании стационарной задачи о контакте мяг-
кой оболочки с препятствием, при расчете линейных стационарных

1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантa Российского научно-
го фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверситете)
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магнитных осесимметричных полей в неоднородных анизотропных
средах. Такие уравнения являются, например, обобщением сингуляр-
но возмущенных уравнений конвекции – диффузии. В работе В.П.
Глушко [1] были получены оценки решений общей краевой задачи
в полосе для вырождающегося эллиптического уравнения высокого
порядка, вырождающегося а границе области в уравнение первого
порядка по переменной t. В работе [2] были получены априорные
оценки и доказаны теоремы о существовании и единственности ре-
шения общей краевой задачи в полосе для одного вырождающего-
ся уравнения высокого порядка, которое вырождается на границе
области в уравнение второго порядка по переменной t. Уравнения,
вырождающиеся в уравнения третьего порядка по переменной t, бы-
ли изучены в [3], [4]. Некоторые другие вырождающиеся уравнения
были рассмотрены в [5]–[7].

Рассмотрим в полосе Rnd = {x ∈ Rn−1, 0 < t < d}, где d > 0 —
некоторое число, уравнение

A(Dx, Dα,t, ∂t)v(x, t) = F (x, t), (1)

где A(Dx, Dα,t, ∂t)v = L2m(Dx, Dα,t)v − b∂5t v, L2m(Dx, Dα,t) =∑
|τ |+j62m

aτjD
τ
xD

j
α,t, b, aτj - комплексные числа, Im ba02m = 0, Dα,t =

1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t , D
τ
x = i|τ |∂τ1x1

∂τ2x2
...∂

τn−1
xn−1 .

На границе t = 0 полосы Rnd задаются условия вида

Bj(Dx) v|t=0 =
∑

|τ |6mj

bτjD
τ
x∂

j−1
t v|t=0 = Gj(x), j = 1, 2. (2)

с комплексными коэффициентами bτj.

На границе t = d полосы Rnd задаются условия вида

v|t=d = ∂t v|t=d = ... = ∂m−1
t v|t=d = 0. (3)

Пусть выполнены следующие условия.

Условие 1. При всех (ξ, η) ∈ Rn справедливо неравенство

RebL2m(ξ, η) > c(1 + |ξ|2 + |η|2)m, где постоянная c > 0 не зависит
от (ξ, η).

Условие 2. Для некоторого s > 2m + max
16j63

(mj) функция α(t)

принадлежит Cs−1[0, d] , причем α(0) = α′(0) = 0, α(t) > 0 при
t > 0.

Условие 3.
∑

|τ |6mj

bτjξ
τ 6= 0, j = 1, 2 при всех ξ ∈ Rn−1.
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Рассмотрим интегральное преобразование Fα, которое на функ-
циях u(t) ∈ C∞

0 (R1
+) может быть записано в виде

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

.

Это преобразование было введено в [7]. Для этого преобразова-
ния можно построить обратное преобразование F−1

α , которое мож-

но записать в виде F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, где τ =

ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) , F−1

η→τ - обратное преобразование Фурье. Кроме того,

для преобразования Fα доказан аналог равенства Парсеваля, что да-
ет возможность рассмотреть это преобразование не только на функ-
циях из L2(R1

+), но и на некоторых классах обобщенных функций.
Из определения преобразования Fα следует, что если u (t) ∈ Cs [0, d]
и удовлетворяет условиям u (0) = ∂tu (0) = ... = ∂s−1

t u (0) = 0,

то справедливо равенство Fα

[
Dj
α,tu

]
(η) = ηjFα [u] (η) при всех

j = 0, 1, 2, ..., s.
С помощью преобразования Fα были построены псевдодиффе-

ренциальные операторы с вырождением. Исследование таких псев-
додифференциальных уравнений позволило получить априорные
оценки и теоремы о существовании граничных задач в полупростран-
стве для новых классов вырождающихся уравнений.

Введем пространства, в которых будет изучаться задача (1)-(3).
Определение 1. ПространствоHs,α, 2m5

(Rnd ) (s > 0 - целое число)

состоит из тех функций v(x, t) ∈ L2(Rnd ), для которых конечна норма

‖v‖s,α, 2m5 =

={
[ 5s
2m ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + |η|2)

1
2 (s− 2m

5 l)FαFx→ξ[∂
l
tv(x, t)]]

∥∥∥
2

L2(Rn
d )
} 1

2 ,

где [ 5s
2m ] - целая часть числа 5s

2m .

Здесь Fx→ξ (F−1
ξ→x) — прямое (обратное) преобразование Фурье

Если s— натуральное число такое, что число 5s
2m является целым

числом, то эта норма эквивалентна следующей норме

‖v‖s,α, 2m5 = {
∑

|τ |+j+ 2m
5 l6s

∥∥∥Dτ
xD

j
α,t∂

l
tv
∥∥∥
L2(Rn

d )
} 1

2 .

Обозначим через Hs(R
n−1) пространство Соболева – Слободец-

кого, норму в котором обозначим через ‖·‖ s
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Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть s > max{2m, max
16j63

(mj + 2m(j−1)
5 ) + m

5 } -

целое число, m > 5 и выполнены условия 1 - 3. Пусть F (x, t) ∈
Hs−2m,α, 2m5

(Rnd ), Gj(x) ∈ H
s−mj−

2m(j−1)
5

−
m
5

(Rn−1), j = 1, 2. Тогда

существует единственное решение v(x, t) задачи (1) - (3), принад-
лежащее пространству Hs,α, 2m5

(Rnd ) .
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О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ КРАЕВОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ1

В.В. Панков, А.Д. Баев (Воронеж, ВГУ)
alexsandrbaev@mail.ru

В настоящее время интенсивно исследуются процессы с вырож-
дением, то есть процессы, в которых граница области оказывает су-
щественное влияние на процессы, происходящие вблизи границы. В
этом случае на границе области может меняться как тип уравнения,
так и его порядок. В данной работе рассматриваются краевые задачи
для уравнений, являющихся эллиптическими внутри области, кото-
рые на границе области меняют порядок по одной из переменных.
К таким уравнениям приводит математическое моделирование про-
цессов фильтрации идеального баротропного газа в неоднородной
анизотропной пористой среде, различных процессов гидродинами-
ки с сингулярной особенностью у параметров. Подобные уравнения
возникают при моделировании процесса распространения примеси в
жидкокристаллическом растворе, находящемся во внешнем электри-
ческом поле, при исследовании стационарной задачи о контакте мяг-
кой оболочки с препятствием, при расчете линейных стационарных
магнитных осесимметричных полей в неоднородных анизотропных
средах. Такие уравнения являются, например, обобщением сингу-
лярно возмущенных уравнений конвекции–диффузии. В работе В.П.
Глушко [1] были получены оценки решений общей краевой задачи
в полосе для вырождающегося эллиптического уравнения высокого
порядка, вырождающегося а границе области в уравнение первого
порядка по переменной t. В работе [2] были получены априорные
оценки и доказаны теоремы о существовании и единственности ре-
шения общей краевой задачи в полосе для одного вырождающего-
ся уравнения высокого порядка, которое вырождается на границе
области в уравнение второго порядка по переменной t. Уравнения,
вырождающиеся в уравнения третьего порядка по переменной t, бы-
ли изучены в [3], [4]. Некоторые другие вырождающиеся уравнения
были рассмотрены в [5]–[7].

Рассмотрим в полосе Rnd = {x ∈ Rn−1, 0 < t < d}, где d > 0 —
некоторое число, уравнение

A(Dx, Dα,t, ∂t)v(x, t) = F (x, t), (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантa Российского научно-
го фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверсите-
те).
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где A(Dx, Dα,t, ∂t)v = L2m(Dx, Dα,t)v + b∂5t v, L2m(Dx, Dα,t) =∑
|τ |+j62m

aτjD
τ
xD

j
α,t, b, aτj — комплексные числа, Im ba02m = 0,

Dα,t = 1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t , D
τ
x = i|τ |∂τ1x1

∂τ2x2
...∂

τn−1
xn−1 .

На границе t = 0 полосы Rnd задаются условия вида

Bj(Dx) v|t=0 =
∑

|τ |6mj

bτjD
τ
x∂

j−1
t v|t=0 = Gj(x), j = 1, 2, 3 (2)

с комплексными коэффициентами bτj.
На границе t = d полосы Rnd задаются условия вида

v|t=d = ∂t v|t=d = ... = ∂m−1
t v|t=d = 0. (3)

Пусть выполнены следующие условия.
Условие 1. При всех (ξ, η) ∈ Rn справедливо неравенство

RebL2m(ξ, η) > c(1 + |ξ|2 + |η|2)m, где постоянная c > 0 не зависит
от (ξ, η).

Условие 2. Для некоторого s > 2m + max
16j6k

(mj) функция α(t)

принадлежит Cs−1[0, d] , причем α(0) = α′(0) = 0, α(t) > 0 при
t > 0.

Условие 3.
∑

|τ |6mj

bτjξ
τ 6= 0, j = 1, 2, 3 при всех ξ ∈ Rn−1.

Рассмотрим интегральное преобразование Fα, которое на функ-
циях u(t) ∈ C∞

0 (R1
+) может быть записано в виде

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

.

Это преобразование было введено в [7]. Для этого преобразования
можно построить обратное преобразование F−1

α , которое можно за-

писать в виде F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, где τ = ϕ(t) =

d∫
t

dρ
α(ρ) , F−1

η→τ — обратное преобразование Фурье. Кроме того, для

преобразования Fα доказан аналог равенства Парсеваля, что дает
возможность рассмотреть это преобразование не только на функци-
ях из L2(R1

+), но и на некоторых классах обобщенных функций. Из
определения преобразования Fα следует, что если u (t) ∈ Cs [0, d]
и удовлетворяет условиям u (0) = ∂tu (0) = ... = ∂s−1

t u (0) = 0,

то справедливо равенство Fα

[
Dj
α,tu

]
(η) = ηjFα [u] (η) при всех

j = 0, 1, 2, ..., s.
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С помощью преобразования Fα были построены псевдодиффе-
ренциальные операторы с вырождением. Исследование таких псев-
додифференциальных уравнений позволило получить априорные
оценки и теоремы о существовании граничных задач в полупростран-
стве для новых классов вырождающихся уравнений.

Введем пространства, в которых будет изучаться задача (1)-(3).
Определение 1. Пространство Hs,α, 2m5

(Rnd ) (s > 0 — целое чис-

ло) состоит из тех функций v(x, t) ∈ L2(Rnd ), для которых конечна
норма

‖v‖s,α, 2m5 =

={
[ 5s
2m ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + |η|2)

1
2 (s− 2m

5 l)FαFx→ξ[∂
l
tv(x, t)]]

∥∥∥
2

L2(Rn
d )
} 1

2 ,

где [ 5s
2m ] — целая часть числа 5s

2m .

Здесь Fx→ξ (F−1
ξ→x) — прямое (обратное) преобразование Фурье

Если s— натуральное число такое, что число 5s
2m является целым

числом, то эта норма эквивалентна следующей норме

‖v‖s,α, 2m5 = {
∑

|τ |+j+ 2m
5 l6s

∥∥∥Dτ
xD

j
α,t∂

l
tv
∥∥∥
L2(Rn

d )
} 1

2 .

Обозначим через Hs(R
n−1) пространство Соболева–

Слободецкого, норму в котором обозначим через ‖·‖ s

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть s > max{2m, max
16j62

(mj + 2m(j−1)
5 ) + m

5 } —

целое число, m > 5 и выполнены условия 1–3. Пусть F (x, t) ∈
Hs−2m,α, 2m5

(Rnd ), Gj(x) ∈ H
s−mj−

2m(j−1)
5

−
m
5

(Rn−1), j = 1, 2, 3.. То-

гда существует единственное решение v(x, t) задачи (1)–(3), при-
надлежащее пространству Hs,α, 2m5

(Rnd ) .
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5. Баев, А. Д. Вырождающиеся эллиптические уравнения высоко-
го порядка и связанные с ними псевдодифференциальные операторы
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6. Баев, А. Д. Об общих краевых задачах в полупространстве
для вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка /
А. Д. Баев // Доклады Академии наук. — 2008. — Т. 422, № 6. —
С. 727–728.

7. Баев, А. Д. О вырождающихся эллиптических уравнениях вы-
сокого порядка и псевдодифференциальных операторах с вырожде-
нием / А. Д. Баев, Р. А. Ковалевский, П. А. Кобылинский // Докла-
ды академии наук. — 2016. — Т. 471, № 4. — С. 387–390.

ОБ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКЕ РЕШЕНИЙ ОДНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ1

В.В. Панков, А.Д. Баев (Воронеж, ВГУ)
alexsandrbaev@mail.ru

В настоящее время интенсивно развивается теория краевых за-
дач для вырождающихся эллиптических уравнений. Это обусловле-
но тем, что такие краевые задачи используются при исследовании
процессов с вырождением, то есть процессов, в которых граница об-
ласти оказывает существенное влияние на процессы, происходящие
вблизи границы. В этом случае на границе области может меняться
как тип уравнения, так и его порядок. В данной работе рассматрива-
ются краевые задачи для уравнений, являющихся эллиптическими
внутри области, которые на границе области меняют порядок по од-
ной из переменных. К таким уравнениям приводит математическое
моделирование процессов фильтрации идеального баротропного газа
в неоднородной анизотропной пористой среде, различных процессов
гидродинамики с сингулярной особенностью у параметров. Подоб-
ные уравнения возникают при моделировании процесса распростра-
нения примеси в жидкокристаллическом растворе, находящемся во

1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантa Российского научно-
го фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверсите-
те).
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внешнем электрическом поле, при исследовании стационарной зада-
чи о контакте мягкой оболочки с препятствием, при расчете линей-
ных стационарных магнитных осесимметричных полей в неоднород-
ных анизотропных средах. Такие уравнения являются, например,
обобщением сингулярно возмущенных уравнений конвекции – диф-
фузии. В работе В.П. Глушко [1] были получены оценки решений
общей краевой задачи в полосе для вырождающегося эллиптическо-
го уравнения высокого порядка, вырождающегося а границе области
в уравнение первого порядка по переменной t. В работе А.Д Баева
[2] были получены априорные оценки и доказаны теоремы о суще-
ствовании и единственности решения общей краевой задачи в полосе
для одного вырождающегося уравнения высокого порядка, которое
вырождается на границе области в уравнение второго порядка по
переменной t. Уравнения, вырождающиеся в уравнения третьего по-
рядка по переменной t, были изучены в [3], [4]. Некоторые другие
вырождающиеся уравнения были рассмотрены в [5]–[7].

Рассмотрим в полосе Rnd = {x ∈ Rn−1, 0 < t < d}, где d > 0 —
некоторое число, уравнение

A(Dx, Dα,t, ∂t)v(x, t) = F (x, t), (1)

где A(Dx, Dα,t, ∂t)v = L2m(Dx, Dα,t)v + b∂5t v, L2m(Dx, Dα,t) =∑
|τ |+j62m

aτjD
τ
xD

j
α,t, b, aτj - комплексные числа, Im ba02m = 0, Dα,t =

1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t , D
τ
x = i|τ |∂τ1x1

∂τ2x2
...∂

τn−1
xn−1 .

На границе t = 0 полосы Rnd задаются условия вида

Bj(Dx) v|t=0 =
∑

|τ |6mj

bτjD
τ
x∂

j−1
t v|t=0 = Gj(x), j = 1, 2, 3 (2)

с комплексными коэффициентами bτj.
На границе t = d полосы Rnd задаются условия вида

v|t=d = ∂t v|t=d = ... = ∂m−1
t v|t=d = 0. (3)

Пусть выполнены следующие условия.
Условие 1. При всех (ξ, η) ∈ Rn справедливо неравенство

RebL2m(ξ, η) > c(1 + |ξ|2 + |η|2)m, где постоянная c > 0 не зависит
от (ξ, η).

Условие 2. Для некоторого s > 2m + max
16j6k

(mj) функция α(t)

принадлежит Cs−1[0, d] , причем α(0) = α′(0) = 0, α(t) > 0 при
t > 0.

Условие 3.
∑

|τ |6mj

bτjξ
τ 6= 0, j = 1, 2, 3 при всех ξ ∈ Rn−1.
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Рассмотрим интегральное преобразование Fα, которое на функ-
циях u(t) ∈ C∞

0 (R1
+) может быть записано в виде

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

.

Это преобразование было введено в [7]. Для этого преобразования
можно построить обратное преобразование F−1

α , которое можно за-

писать в виде F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, где τ = ϕ(t) =

d∫
t

dρ
α(ρ) , F−1

η→τ — обратное преобразование Фурье. Кроме того, для

преобразования Fα доказан аналог равенства Парсеваля, что дает
возможность рассмотреть это преобразование не только на функци-
ях из L2(R1

+), но и на некоторых классах обобщенных функций. Из
определения преобразования Fα следует, что если u (t) ∈ Cs [0, d]
и удовлетворяет условиям u (0) = ∂tu (0) = ... = ∂s−1

t u (0) = 0,

то справедливо равенство Fα

[
Dj
α,tu

]
(η) = ηjFα [u] (η) при всех

j = 0, 1, 2, ..., s.
С помощью преобразования Fα были построены псевдодиффе-

ренциальные операторы с вырождением. Исследование таких псев-
додифференциальных уравнений позволило получить априорные
оценки и теоремы о существовании граничных задач в полупростран-
стве для новых классов вырождающихся уравнений.

Введем пространства, в которых будет изучаться задача (1)-(3).
Определение 1. Пространство Hs,α, 2m5

(Rnd ) (s > 0 — целое чис-

ло) состоит из тех функций v(x, t) ∈ L2(Rnd ), для которых конечна
норма

‖v‖s,α, 2m5 =

={
[ 5s
2m ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + |η|2)

1
2 (s− 2m

5 l)FαFx→ξ[∂
l
tv(x, t)]]

∥∥∥
2

L2(Rn
d )
} 1

2 ,

где [ 5s
2m ] — целая часть числа 5s

2m .

Здесь Fx→ξ (F−1
ξ→x) — прямое (обратное) преобразование Фурье

Если s— натуральное число такое, что число 5s
2m является целым

числом, то эта норма эквивалентна следующей норме

‖v‖s,α, 2m5 = {
∑

|τ |+j+ 2m
5 l6s

∥∥∥Dτ
xD

j
α,t∂

l
tv
∥∥∥
L2(Rn

d )
} 1

2 .

Обозначим через Hs(R
n−1) пространство Соболева–

Слободецкого, норму в котором обозначим через ‖·‖ s .
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Теорема 1. Пусть s > max{2m, max
16j62

(mj + 2m(j−1)
5 ) + m

5 } —

целое число, m > 5 и выполнены условия 1–3. Тогда для любого ре-
шения v(x, t) ∈ Hs,α, 2m5

(Rnd ) задачи (1)–(3) справедлива априорная
оценка

‖v(x, t)‖s,α, 2m5 6 c(‖A(Dx, Dα,t)v(x, t)‖s−2m,α, 2m5
+

3∑
j=1

〈〈Bj(Dx) v(x, t)|t=0〉〉s−mj− 2m(j−1)
5 −m

5

) c константой, не за-

висящей от v(x, t).
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ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ ОДНОГО ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ1

В.В. Панков, А.Д. Баев (Воронеж, ВГУ)
alexsandrbaev@mail.ru

В настоящее время интенсивно развивается теория краевых за-
дач для вырождающихся эллиптических уравнений. Это обусловле-
но тем, что такие краевые задачи используются при исследовании
процессов с вырождением, то есть процессов, в которых граница об-
ласти оказывает существенное влияние на процессы, происходящие
вблизи границы. В этом случае на границе области может меняться
как тип уравнения, так и его порядок. В данной работе рассматрива-
ются краевые задачи для уравнений, являющихся эллиптическими
внутри области, которые на границе области меняют порядок по од-
ной из переменных. К таким уравнениям приводит математическое
моделирование процессов фильтрации идеального баротропного газа
в неоднородной анизотропной пористой среде, различных процессов
гидродинамики с сингулярной особенностью у параметров. Подоб-
ные уравнения возникают при моделировании процесса распростра-
нения примеси в жидкокристаллическом растворе, находящемся во
внешнем электрическом поле, при исследовании стационарной зада-
чи о контакте мягкой оболочки с препятствием, при расчете линей-
ных стационарных магнитных осесимметричных полей в неоднород-
ных анизотропных средах. Такие уравнения являются, например,
обобщением сингулярно возмущенных уравнений конвекции – диф-
фузии. В работе В.П. Глушко [1] были получены оценки решений
общей краевой задачи в полосе для вырождающегося эллиптическо-
го уравнения высокого порядка, вырождающегося а границе области
в уравнение первого порядка по переменной t. В работе А.Д Баева
[2] были получены априорные оценки и доказаны теоремы о суще-
ствовании и единственности решения общей краевой задачи в полосе
для одного вырождающегося уравнения высокого порядка, которое
вырождается на границе области в уравнение второго порядка по
переменной t. Уравнения, вырождающиеся в уравнения третьего по-
рядка по переменной t, были изучены в [3], [4]. Некоторые другие
вырождающиеся уравнения были рассмотрены в [5]-[7].

Рассмотрим в полосе Rnd = {x ∈ Rn−1, 0 < t < d}, где d > 0 —
некоторое число, уравнение

A(Dx, Dα,t, ∂t)v(x, t) = F (x, t), (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного
фонда (проект № 19–11–00197, выполняемый в Воронежском госуниверситете).

c© Панков В.В., Баев А.Д., 2020
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где A(Dx, Dα,t, ∂t)v = L2m(Dx, Dα,t)v + b∂5t v, L2m(Dx, Dα,t) =∑
|τ |+j62m

aτjD
τ
xD

j
α,t, b, aτj — комплексные числа, Im ba02m = 0,

Dα,t = 1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t , D
τ
x = i|τ |∂τ1x1

∂τ2x2
...∂

τn−1
xn−1 .

На границе t = 0 полосы Rnd задаются условия вида

Bj(Dx) v|t=0 =
∑

|τ |6mj

bτjD
τ
x∂

j−1
t v|t=0 = Gj(x), j = 1, 2, 3 (2)

с комплексными коэффициентами bτj.
На границе t = d полосы Rnd задаются условия вида

v|t=d = ∂t v|t=d = ... = ∂m−1
t v|t=d = 0. (3)

Пусть выполнены следующие условия.
Условие 1. При всех (ξ, η) ∈ Rn справедливо неравенство

RebL2m(ξ, η) > c(1 + |ξ|2 + |η|2)m, где постоянная c > 0 не зависит
от (ξ, η).

Условие 2. Для некоторого s > 2m + max
16j63

(mj) функция α(t)

принадлежит Cs−1[0, d] , причем α(0) = α′(0) = 0, α(t) > 0 при
t > 0.

Условие 3.
∑

|τ |6mj

bτjξ
τ 6= 0, j = 1, 2, 3 при всех ξ ∈ Rn−1.

Рассмотрим интегральное преобразование Fα, которое на функ-
циях u(t) ∈ C∞

0 (R1
+) может быть записано в виде

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

.

Это преобразование было введено в [7]. Обратное преобразование

F−1
α , можно записать в виде F−1

α [w(η)](t) = 1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

,

где τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) , F−1

η→τ — обратное преобразование Фурье.

Кроме того, для преобразования Fα справедлив аналог равенства
Парсеваля, что дает возможность рассмотреть это преобразование
не только на функциях из L2(R1

+), но и на некоторых классах обоб-
щенных функций. Из определения преобразования Fα следует, что
если u (t) ∈ Cs [0, d] и удовлетворяет условиям u (0) = ∂tu (0) = ... =

∂s−1
t u (0) = 0, то справедливо равенство Fα

[
Dj
α,tu

]
(η) = ηjFα [u] (η)

при всех j = 0, 1, 2, ..., s.
Введем пространства, в которых будет изучаться задача (1)-(3).
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Определение 1. Пространство Hs,α, 2m5
(Rnd ) (s > 0 — целое чис-

ло) состоит из тех функций v(x, t) ∈ L2(Rnd ), для которых конечна
норма

‖v‖s,α, 2m5 =

={
[ 5s
2m ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + |η|2)

1
2 (s− 2m

5 l)FαFx→ξ[∂
l
tv(x, t)]]

∥∥∥
2

L2(Rn
d )
} 1

2 ,

где [ 5s
2m ] — целая часть числа 5s

2m .

Здесь Fx→ξ (F−1
ξ→x) — прямое (обратное) преобразование Фурье

Если s— натуральное число такое, что число 5s
2m является целым

числом, то эта норма эквивалентна следующей норме

‖v‖s,α, 2m5 = {
∑

|τ |+j+ 2m
5 l6s

∥∥∥Dτ
xD

j
α,t∂

l
tv
∥∥∥
L2(Rn

d )
} 1

2 .

Обозначим через Hs(R
n−1) пространство Соболева–

Слободецкого, норму в котором обозначим через ‖·‖ s

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть s > max{2m, max
16j65

(mj + 2m(j−1)
5 ) + m

5 } - це-

лое число, m > 5 и выполнены условия 1 - 3. Тогда для любого ре-
шенияv(x, t) ∈ Hs,α, 2m5

(Rnd ) задачи (1)–(3). Справедлива априорная
оценка

‖v(x, t)‖s,α, 2m5 6 c(‖A(Dx, Dα,t)v(x, t)‖s−2m,α, 2m5
+

3∑
j=1

〈〈Bj(Dx) v(x, t)|t=0〉〉s−mj− 2m(j−1)
5 −m

5

) c константой, не за-

висящей от v(x, t).
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АСИМПТОТИКА СПЕКТРА ДВУМЕРНОГО
ОПЕРАТОРА ТИПА ХАРТРИ ВБЛИЗИ ВЕРХНИХ

ГРАНИЦ СПЕКТРАЛЬНЫХ КЛАСТЕРОВ1

А.В. Перескоков (Москва, НИУ ВШЭ, НИУ МЭИ)
pereskokov62@mail.ru

Рассматривается задача на собственные значения для нелиней-
ного оператора типа Хартри в L2(R2)

(H− ε

∫

R2

(ln |q − q′| + U(|q − q′|)) | ψ(q′) |2 dq′)ψ = λψ, ‖ψ‖L2(R2) = 1,

где

H = −1

2

(
∂2

∂q21
+

∂2

∂q22

)
+
q21 + q22

2

— двумерный осциллятор, ε > 0 — малый параметр, а U = U(z)
— непрерывно дифференцируемая при z > 0 функция, для которой
справедливо разложение U(z) = U0+U1z

−1+U2z
−2+O(z−3), z → ∞.

Здесь U0, U1, U2 — константы.
Особенностью задачи является то, что она относится к классу ре-

зонансных. Для построения асимптотических решений воспользуем-
ся тем, что в полярных координатах уравнение допускает разделение
переменных. В работе найдена серия асимптотических собственных
значений вблизи верхних границ спектральных кластеров, которые
образуются около уровней энергии невозмущенного оператора:

λn,k(ε) = n+1− ε

2
lnn−εU0−

εU1 lnn

2π
√
n

− 2ε√
n

(
δk√
π

+ πσk

)
+O

(
lnn

n2

)
,

1 Результаты получены в рамках выполнения государственного задания Ми-
нобрнауки России (проект FSWF-2020-0022).
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n → ∞. Здесь n имеет порядок ε−1, k = 0, 1, 2, . . . . Формулы для
чисел δk, σk приведены в [1]. Сответствующие асимптотические соб-
ственные функции локализованы вблизи окружности.
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МОДЕЛЬ ГИДРОДИНАМИКО-СТАТИСТИЧЕСКОГО
ПРОГНОЗА СИЛЬНЫХ И ОПАСНЫХ ЛЕТНИХ

ОСАДКОВ ДЛЯ ТЕРРИТОРИИ УРАЛА И СИБИРИ.
ОПЕРАТИВНАЯ ТЕХНОЛОГИЯ ПРОГНОЗА

Э.В. Переходцева (Москва, Российский технологический
университет (МИРЭА), Гидрометцентр России)

1978fox@mail.ru, arcadiyram@rambler.ru

Территория Урала, Западной, Средней и Восточной Сибири зна-
чительно превышает территорию европейской части России и состо-
ит из большого числа различных по своим географическим услови-
ям регионов. Ущерб, причиняемый сильными в опасными осадками,
очень велик. Продолжительные осадки приводят даже к наводнени-
ям и наносят значительный ущерб и народному хозяйству, и населе-
нию. Прогнозирование этих явлений по территории Урала и Сибири
является актуальной и еще более трудной задачей синоптической
практики, чем прогнозирование по Европейской равнинной терри-
тории.

Российские и зарубежные гидродинамические модели, к сожа-
лению, пока еще недостаточно успешно дают прогноз сильных
летних полусуточных осадков количеством Q>14мм/12ч, и совсем
неудовлетворительно прогнозируются опасные осадки количеством
Q>45мм/12ч. Наиболее успешными методами объективизации про-
гноза таких явлений являются статистические методы, использую-
щие зависимость возникновения сильных осадков от большого чис-
ла параметров атмосферы. С целью автоматизации статистическо-
го объективного прогноза в качестве входных параметров были ис-
пользованы как предикторы значения прогностических полей раз-
личных гидродинамических моделей. Наша статистическая модель
оказалась устойчивой для территории европейской части России к
различным гидродинамическим моделям согласно результатам про-
веденных независимых испытаний [1]. О результатах этих испыта-
ний были сделаны доклады на предыдущих воронежских весенних
и зимних математических школах.
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Для территории Урала и Сибири были адаптированы разрабо-
танные ранее для европейской части России методы оперативно-
го гидродинамико-статистического прогноза сильных полусуточных
осадков свыше 14мм/12ч и свыше 45мм/12ч. Статистические решаю-
щие правила прогноза этих явлений были получены с использовани-
ем статистической модели прогноза на основе байесовского подхода
распознавания векторов, принадлежащих выборкам двух классов.
Задаче распознавания векторов разных классов предшествовала за-
дача сжатия пространства признаков без значительной потери ин-
формации с помощью эмпирико-статистического метода отбора наи-
более информативных и слабо зависимых признаков (параметров ат-
мосферы).

В качестве критериев информативности были использованы рас-
стояние Махаланобиса и критерий минимума энтропии Вапника-
Червоненкиса.

Таким образом, удалось из 38 исследуемых потенциальных при-
знаков оставить семь наиболее информативных и слабо зависимых,
которые и составили вектор-предсказатель. В докладе будет дано по-
дробное описание статистической модели прогноза сильных летних
осадков.

В настоящее время оперативной моделью Гидрометцентра Рос-
сии является региональная модель с горизонтальным разрешением
75х75км. Выходные прогностические поля этой модели используют-
ся в нашей модели гидродинамико-статистического прогноза силь-
ных осадков. В течение 2016-2017гг после проведения авторских ис-
пытаний проводились испытания в трех Управлениях по гидромет-
службе по территории Сибири. Результаты испытаний метода про-
гноза сильных осадков по станциям Сибири оказались существенно
лучше аналогичных результатов зарубежных моделей и российской
мезомасштабной модели COSMO.RU-13, несмотря на небольшое го-
ризонтальное разрешение (13км) этой модели. Предупрежденность
явлений сильных осадков составила от 75% до 89%, в то время как
по мезомасштабной модели и по зарубежным моделям эта величина
не превысила 25%.. Критерий Пирси-Обухова также оказался вы-
ше. Для территории Урала схема оценок такая же. В докладе будут
представлены подробные таблицы результатов.

С 2016 года и для территории Сибири, и для территории ЕТР
и Урала разработана новая технология представления прогнозов за-
благовременностью 12-24-36-48ч в виде цветных карт, которые вы-
кладываются на сайт и доступны синоптикам. Карты прогноза по-
ступают на сайт 2 раза в сутки из системы АСООИ Гидрометцентра
России, и в настоящее время синоптики используют их в оператив-
ной работе. В докладе будут приведены примеры прогнозов сильных
осадков, в частности, в Иркутской области 25-27 июня 2019 года,
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когда выпадало от 25 до 67мм осадков, приведших к сильному на-
воднению. С целью уточнения территории прогноза в дальнейшем
предполагается использование в статистической модели выходных
прогностических полей гидродинамических мезомасштабных моде-
лей, которые пока сами еще не дают успешного прогноза этих слож-
ных опасных явлений.
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МЕТОД ЗАМОРОЖЕННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ
В УСЛОВИЯХ ГЕЛЬДЕРА1

А.И. Перов, И.Д. Коструб, В.К. Каверина (Воронеж, ВГУ;
Москва, Финансовый университет при правительстве РФ)

anperov@mail.ru, ikostrub@yandex.ru, vkkaverina@fa.ru

Рассмотрим систему ẋ = Ax, где A – постоянная матрица. В [1]
приводится оценка

||etA|| 6 etα
n−1∑

k=0

(ρ+ h)k

k!
tk.

где α – спектральная абсцисса и ρ – спектральный радиус матри-
цы A, ||A|| = h. Заменяя в ней ρ на h, ρ 6 h, приходим к оценке
Гельфанда-Шилова [2]. Рассмотрим систему линейных дифферен-
циальных уравнений ẋ = A(t)x, 0 6 t < ∞, причем выполнено
||A(t) −A(s)|| 6 H |t− s|σ, где H и σ – положительные постоянные,
причем 0 < σ < 1 (условие Гельдера). Отметим, что при выполнении
условия Липшица, указанная выше система была изучена в работе
А.Ю.Левина [3].

Предположим, что спектральная абсцисса spa A(t) 6 −γ, спек-
тральный радиус spr A(t) 6 ρ и ||A(t)|| 6 h, где γ, ρ, h – некоторые
постоянные. Тогда согласно методу замороженных коэффициентов
В.М.Алексеева [4] условие асимптотической устойчивости изучаемой
системы принимает вид

∞∫

0

e−tγ
n−1∑

k=0

(ρ+ h)k

k!
tkHtσdt < 1,

Вычисление написанного интеграла приводит к оценке

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-
00732)

c© Перов А.И., Коструб И.Д., Каверина В.К., 2020

171



0 < H <
γ1+σ

n−1∑
k=0

(
ρ+h
γ

)k
(k+σ)(k−1+σ)...(σ)

k! Γ(σ)

,

где использована гамма-функция.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ВКЛЮЧЕНИЙ ДРОБНОГО ПОРЯДКА С МАЛЫМ

ПАРАМЕТРОМ И ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ
АРГУМЕНТОМ1

Г.Г. Петросян (Воронеж, ВГУИТ)
garikpetrosyan@yandex.ru

Рассматривается задача типа Коши для полулинейного диффе-
ренциального включения в сепарабельном банаховом пространстве
E следующего вида

CDqx(t) ∈ Ax(t) + F (t/ǫ, x(t), x(t− h)), t ∈ [0, T ], T > h > 0, (1)

x(s) = ϕ(s), s ∈ [−h, 0]. (2)

Символом CDq обозначается дробная производная Капуто порядка
q ∈ (0, 1), ǫ > 0 — малое число, A — линейный замкнутый (не обяза-
тельно ограниченный) оператор в E удовлетворяющий условию:

(A) A : D(A) ⊆ E → E порождает ограниченную C0–полугруппу
{U(t)}t>0 линейных операторов в E.

Мы полагаем, что многозначное нелинейное отображение F : R×
E×E → Kv(E), где Kv(E) — совокупность всех непустых выпуклых
компактных подмножеств E, подчиняется следующим условиям:

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках на-
учного проекта № 19-31-60011.

c© Петросян Г.Г., 2020

172



(F1) для каждой пары (ξ, η) ∈ E × E мультифункция F (·, ξ, η) :
[0, T ] → Kv (E) допускает измеримое сечение;

(F2) для п.в. t ∈ R, и всех пар (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × E мультио-
ператор F удовлетворяет условию Липшица:

‖F (t, x1, y1) − F (t, x2, y2)‖E 6 L (‖x1 − x2‖E + ‖y1 − y2‖E) , L > 0;

(F3) существует константа k > 0 такая, что для любых ограни-
ченных множеств Ω,∆ ⊂ E :

χ(F ([0, T ] × Ω × ∆) 6 k(χ(Ω) + χ(∆)), для п.в. t ∈ [0, T ];

(FT ) мультиотображение F является T -периодическим по перво-
му аргументу, т.е. для любого t ∈ R и для каждой пары (ξ, η) ∈ E×E

F (t+ T, ξ, η) = F (t, ξ, η).
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АППРОКСИМАЦИЯ ДРОБНЫХ УРАВНЕНИЙ
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

С.И. Пискарев (Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова)
piskarev@gmail.com

В банаховом пространстве E рассматривается задача Коши

(Dα
t u)(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ], u(0) = u0,

с оператором A, который порождает аналитические и компактные
α-раз резольвентное семейство {Sα(t, A)}t>0, 0 < α < 1, Dα

t — про-
изводная по Капуто, а функция f(·) ∈ Ck([0, T ];E).

Мы приводим результаты по аппроксимации задач Коши [1–3], а
также обратных задач по пространству и времени [4].
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О ВОССТАНОВЛЕНИИ СТЕПЕНЕЙ
В-ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА ПО НЕПОЛНЫМ

ДАННЫМ
М.В. Половинкина (Воронеж, ВГУИТ)

polovinkin@yandex.ru

Пусть RN+ = {x = (x′, x′′), x′=(x1, . . . , xn), x′′=(xn+1, . . . , xN ),
x1>0, . . . , xn>0}. Мы распространяем некоторые результаты работы
[1] на случай В-эллиптического оператора, задаваемого формулой
(см. [2])

∆Bu =
n∑
k=1

(
∂2u/∂x2k + γk/xk ∂u/∂xk

)
+

N∑
k=n+1

∂2u/∂x2k ,

и преобразования Фурье-Бесселя, определяемого формулой

FB [ϕ(x′, x′′)](ξ) =
∫
RN

+
ϕ(x)

∏n
k=1 jνk(ξkxk)e−ix

′′·ξ′′(x′)γ dx,

где jνk(zk) = 2νkΓ(νk + 1)/zνkk Jνk(zk), Γ(·) — гамма-функция Эйлера,
Jνk(·) — функция Бесселя первого рода порядка νk = (γk− 1)/2, k =
1, . . . , n.

Для любого α > 0 равенство (−∆B)α/2f(x) = F−1
γ (|ξ|αFγf(ξ))(x)

определяет α-ю степень оператора ∆B.

Через Ω+ обозначим конечную область, прилегающую к гипер-
плоскостям x1 = 0, . . . , xn = 0. Граница области Ω+ состоит из
двух частей: Γ+, расположенной в части пространства RN+ и Γ0,
принадлежащей гиперплоскостям x1 = 0, . . . , xn = 0. Пусть Ω =
Ω+
⋃

Ω−⋃Γ0 ⊆ RN , где множество Ω− получено из Ω+ симметрией
относительно пространства x′ = 0.

Рассмотрим следующее подпространство функций в L2,γ(RN+ ):

Wα
2 (RN+ ) = {f(·) ∈ L2,γ(RN+ ) : ||(−∆B)α/2f(·)||L2,γ (RN

+ ) 6 1}.
Пусть 0 < β < α, δ > 0. Мы хотим восстановить β-ю степень

оператора ∆B функции f(·) ∈ Wα
2 (RN+ ) по следующей информа-

ции: известна некоторая функция g(·) ∈ L2,γ(Ω+), удовлетворяю-
щая условию ‖ Fγf(·) − g(·) ‖L2,γ(Ω+)6 δ. Положим U(α,Ω+, δ)={(
f(·) ∈Wα

2 (RN+ ), g(·) ∈ L2,γ(Ω+)
)

:‖ Fγf(·) − g(·) ‖L2,γ(Ω+)6 δ
}
.

Задача OR. Под задачей оптимального восстановления β-й сте-
пени оператора ∆B функции f(·) по вышеописанной информации
понимается нахождение величины E

(
(−∆B)β/2,Wα

2 (RN+ ),Ω+, δ
)
=

inf
m

sup
U(α,Ω+,δ)

‖ (−∆B)β/2f(·) − m(g(·))(·) ‖L2,γ(RN
+ ), где точная

нижняя грань берется по всем отображениям m : L2,γ(Ω+) −→
L2,γ(RN+ ), которые мы называем методами, следуя [1], а также
и тех методов m, на которых инфимиум достигается. Величину
E
(
(−∆)β/2,Wα

2 (RN+ ),Ω+, δ
)

называем погрешностью оптимального
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восстановления, а отображенияm, на которых нижняя грань дости-
гается — оптимальными методами восстановления.

Пусть B(a, r) — шар с центром в точке a и радиусом r в про-
странстве RN+ , rΩ = sup{r > 0 : B(0, r) ∈ Ω}, r̂ = r̂(α, β, δ) =

(α/β)1/2(α−β)
(
Π δ2

)−1/(2α)
,Π = (2π)N−n22|ν|

n∏
k=1

Γ2(νk + 1), r0 =

min {rΩ, r̂}.
Теорема. Пусть Ω – выпуклая область, 0 ∈ Ω, δ > 0. Тогда

E
(
(−∆B)β/2,Wα

2,γ(RN+ ),Ω+, δ
)

=

=





√
α− β/α (β/α)

β/(α−β)
δ2Π−1r2βΩ + (1/rΩ)

(2α−2β)
, rΩ < r̂,

(
δ2Π−1

)(α−β)/(2α)
, rΩ > r̂.

При этом для каждого r ∈
[
0; (1 − β/α)

1/(2β)
(β/α)

1/(2α−2β)
]

метод

m̂(g(·)|Ω+)(t) = Π−1
∫

|ξ|6r0
ξγ |ξ|βg(ξ)

n∏
k=1

jνk(tkξk)
N∏

k=n+1

eitkξk dξ+

+Π−1
∫

r>|ξ|6r0
ξγ |ξ|β

(
1 + α

α−β

(
α
β

)β/(α−β) ( |ξ|
r0

)2α)−1

×

×g(ξ)
n∏
k=1

jνk(tkξk)
N∏

k=n+1

eitkξk dξ

является оптимальным.
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ОБ ОПЕРАТОРЕ ДРОБНОГО
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ПО ВЕЙЛЮ

Н.В. Попов (Москва, МГУ)
popov.niikita@gmail.com

Рассмотрим функционал ‖ · ‖p, 0 6 p 6 +∞. Для 0 < p < +∞
считаем, что он определён формулой

‖f‖p =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|p dt
)1/p

.
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Для крайних p полагаем

‖f‖∞ = lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖C = max
x∈T

|f(t)|,

‖f‖0 = lim
p→0+

‖f‖p = exp

(
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(t)| dt
)
.

Исследуется задача о нахождении наилучшей константы
κ(α, n, p) в неравенстве

‖Dαtn‖p 6 κ(α, n, p) ‖tn‖p, p ∈ [0,∞],

где tn — тригонометрический полином степени не выше n и Dα —
оператор дробно-линейного дифференцирования по Вейлю. Т.е. бу-
дем исследовать величину

κ(α, n, p) = sup
tn∈τn,tn 6≡0

‖Dαtn‖p
‖tn‖p

.

Исследованию данной величины посвящено много работ. Отметим
среди них [1] – [5].

Определение. Определим класс функций Арестова. Будем пи-
сать ϕ ∈ A, если ϕ ∈ AC[a, b], ∀[a, b] ⊂ (0,∞), и ϕ(s), s · ϕ′(s) —
неубывающие функции.

Рассмотрим наименьшую положительную константу κ̃ =
κ̃(α, n, ϕ) для которой справедливо неравенство

∫

T

ϕ(|Dαtn(x)|)dx 6

∫

T

ϕ(κ̃ · |tn(x)|)dx. (1)

Теорема 1. Пусть ϕ ∈ A, t ∈ Tn. При n = 1 справедливо сле-
дующее равенство κ̃(α, 1, ϕ) = 1, ∀α ∈ R. При n = 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, 10 для любого α ∈ {1, 2, . . . , 2n − 3} ∪ [2n − 2,∞), p ∈ [0; +∞]
справедливо κ̃(α, n, ϕ) = nα.

Следствие. Пусть либо n = 1 и α ∈ R, либо n = 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9, 10 и α ∈ {1, 2, . . . , 2n − 3} ∪ [2n − 2,∞). Тогда справедливо
‖Dαtn‖p 6 nα ‖tn‖p, p ∈ [0,∞].

Отметим, что случай n = 2 получен другим способом в работе
[6], причём в работе [6] доказано, что κ(α, 2, p) > 2α при всех α ∈
[0; 1) ∪ (1; 2).

Автором ранее анонсировался результат при n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
в работе [7].
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ДИСПЕРСИЯ ЧИСЛА ЗАЯВОК В СМО С
ДИФФУЗИОННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ ВХОДНОГО
ПОТОКА И НУЛЕВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ СНОСА

Д.Б. Прокопьева, Ю.И. Коробецкая,
Н.И. Головко (Владивосток, ТОВВМУ, ДВФУ)

prokopievad@yandex.ru, korobetskaya.yui@dvfu.ru, golovko.ni@dvfu.ru

Исследование и моделирование систем массового обслуживания
(СМО) в информационных сетях является актуальным научным во-
просом. Анализ потока заявок, поступающих на web-серверы, пока-
зывает диффузионный характер изменения интенсивности входного
потока. Работы [1,2] посвящены изучению диффузионных процессов.

Рассмотрим СМО с экспоненциальным обслуживанием c пара-
метром µ на одном приборе и дважды стохастическим пуассоновским
входным потоком заявок с бесконечным накопителем. Интенсив-
ность входного потока λ(t) изменяется на промежутке [α, β], пред-
ставляет собой диффузионный процесс с нулевым коэффициентом
сноса a = 0 и коэффициентом диффузии b, упругими границами
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α, β. Предполагаем, что выполняется условие отсутствия перегрузок
в стационарном режиме β < µ.

Обозначим через qn(x), n > 0, совместное стационарное распре-
деление числа заявок ν и интенсивности λ входного потока в ста-
ционарном режиме: qn(x) = P{ν = n, x 6 λ < x + dx}/dx; через
f(x) = P{x 6 λ < x+ dx}/dx плотность распределения интенсивно-
сти λ входного потока.

В [3] построена краевая задача (1-я модель СМО) относительно
стационарных характеристик числа заявок qn(x), n > 0, с условием
нормировки

∑
n>0

qn(x) = f(x).

Введем производящую функцию R(x, z) =
∑
n>0

qn(x)zn, z ∈ C.

Тогда R(x, 1) = f(x).
В работе [4] с помощью производящей функции R(x, z) найдено

Mν — математическое ожидание числа заявок в стационарном ре-
жиме и плотность распределения математического ожидания

M(x) =
∑

n>1

nqn(x) = R′
z(x, 1), Mν =

∫ β

α

M(x) dx.

Обозначим через Dν — дисперсию числа заявок в стационарном
режиме, D(x) — плотность распределения дисперсии числа заявок
по интенсивности λ в стационарном режиме:

D(x) dx =
∑

n>0

(n−Mν)2P{ν = n, dx < λ < x+ dx} =

=
∑

n>0

(n−Mν)2qn(x) dx.

Дисперсия выражается через плотность дисперсии следующим

образом: Dν =
∫ β
α D(x) dx.

С помощью производящей функции R(x, z) в работе доказана сле-
дующая теорема.

Теорема 1. Плотность распределения дисперсии числа заявок
D(x) по интенсивности λ в стационарном режиме в СМО с рас-
смотренным дважды стохастическим входным потоком заявок
равна

D(x) =
∑

n>1

n2qn(x) − 2MνM(x) + (Mν)2f(x).
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ПОЛУГРУППЫ ДЛЯ ВОЛЬТЕРРОВЫХ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 1

Н.А. Раутиан (Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова,
Московский Центр фундаментальной и прикладной математики)

nrautian@mail.ru

Исследуются абстрактные интегро-дифференциальные уравне-
ния, которые являются операторными моделями задач теории вязко-
упругости. Будут представлены результаты, базирующиеся на клас-
сическом подходе, связанном с исследованием однопараметрических
полугрупп для линейных эволюционных уравнений. Представлен-
ный подход может быть также использован для исследования других
интегро-дифференциальных уравнений, содержащих интегральное
слагаемые вида вольтеррой свертки.

Приводится схема сведения исходной начальной задачи для мо-
дельного интегро-дифференциального уравнения с операторными
коэффициентами в гильбертовом пространстве к задаче Коши для
дифференциального уравнения первого порядка. Доказывается су-
ществование сжимающей и экспоненциально устойчивой полугруп-
пы, с известными предположениями для ядер интегральных опе-
раторов. На основе полученных результатов доказывается теоре-
ма о существовании и единственности сильного решения исход-
ной задачи. Приводятся примеры для экспоненциальных и дробно-
экспоненциальных ядер (функций Работнова) интегральных опера-
торов (см. [1]–[3]).
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ТЕОРЕМЫ ТИПА ШТУРМА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИЙ ЭМДЕНА — ФАУЛЕРА1

В.В. Рогачев (Москва, МГТУ, МГУ)
valdakhar@gmail.com

Для заданного натурального n > 3 при k > 0, k 6= 1 рассматри-
вается уравнение

y(n) + p(x, y, y′, ..., y(n−1))|y|k sgn y = 0, (1)

где 0 < m 6 p(x, ξ1, ξ2, ..., ξn) 6 M < +∞, x ∈ R, а функция p =
p(x, ξ1, ξ2, ..., ξn) удовлетворяет условию Липшица по ξ1, ξ2, ..., ξn, и
непрерывна. Уравнение (1) можно понимать как нелинейный аналог
линейного уравнения

y(n) + q(x)y = 0 (2)

с непрерывным потенциалом q.
Теорема (Sturm J. Ch. F., [1]). При n = 2 между двумя после-

довательными нулями решения (2) лежит ровно один нуль любого
другого линейно независимого с этим решения.

Теорема (В. А. Кондратьев, [2], [3]). При n = 3 и q(x) > 0 (или
q(x) < 0) между двумя последовательными нулями решения (2)
лежит не более двух нулей любого другого линейно независимого
с этим решения. При n = 4 и q(x) > 0 — не более четырех. При
n = 4 и q(x) < 0 — не более трех. При n > 5 и q(x) > 0 между двумя
последовательными нулями одного решения может лежать любое
число нулей другого решения.

Для (1) с помощью методов из [4]–[6] получены следующие ре-
зультаты (см. [7]–[9]).

Теорема 1. Для любого целого s > 2 на любом отрезке [a, b] ⊂ R

существует решение уравнения (1), имеющее на нем ровно s нулей
и равное нулю в его концах.

Теорема 2. При k > 1 на любом полуинтервале [a, b) ⊂ R суще-
ствует решение уравнения (1), имеющее на нем счетное множе-
ство нулей.

1 Работа выполнена при частичной поддержке РНФ, грант 20-11-20272.
c© Рогачев В.В., 2020
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Теорема 3. При 0 < k < 1 и p(x, ξ1, ξ2, ..., ξn) ≡ p0 ∈ R, p0 > 0,
на любом отрезке [a, b] ⊂ R существует решение уравнения (1),
имеющее на нем счетное число нулей и равное нулю в его концах.
Также существует нетривиальное решение с континуумом нулей
на этом отрезке, равное нулю в его концах.

Эти теоремы распространяют результаты В. А. Кондратьева на
случай нелинейных уравнений произвольного порядка n > 3 с поло-
жительным ограниченным потенциалом p.
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ДИНАМИЧЕСКИМ

ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ
С.О. Рустамова (Баку, ИММ НАН Азербайджана)

samira.rustamova.1979@mail.ru

Рассмотрим смешанную задачу для одномерного волнового урав-
нения с динамическим граничным условием:

utt − uxx +B1(ut) +B2(u) = f(t, x) t > 0, x ∈ (0, 1) (1)

u(t, 0) = 0, t > 0, (2)

εutt(t, 1) + ux(t, 1) + b1(ut(t, 1)) + b2(u(t, 1)) = g(t), t > 0, (3)

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), (4)

где B1(s) = µ|s|(q−1)s, B2(s) = η|s|(p−1)s, b1(s) = µ1|s|(q1−1)s, b2(s) =
η1|s|(p1−1)s, f(t, x) ∈ W 1

2 ([0, T ] × (0, 1)), g(t) ∈W 1
2 (0, T ).

В случае когда ε > 0 доказано существование и единственность
решений uε(t, x) , а случае когда q = q1 = 1 доказано, что при ε→ 0
uε(t, x) имеет предел и предельная функция u(t, x) является реше-
нием следующей задачи

utt − uxx + µut +B2(u) = f(t, x), t > 0, x ∈ (0, 1),

u(t, 0) = 0, t > 0,

ux(t, 1) + µut(t, 1) + b2u(t, 1) = g(t), t > 0,

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ (0, 1).

О НЕКОТОРЫХ АСПЕКТАХ ГЕОМЕТРИИ ПОЧТИ
C(λ)-МНОГООБРАЗИЙ

А.Р. Рустанов, Е.А. Полькина, С.В. Харитонова (Москва,
ИФО НИУ МГСУ; Москва ИФТИС МПГУ; Оренбург, ОГУ)

aligadzhi@yandex.ru, polkina.ea@mail.ru hcb@yandex.ru

Определение 1. [1] [2] Почти контактное метрическое мно-
гообразие называется почти C(λ)-многообразием, если его тензор
римановой кривизны удовлетворяет соотношению

〈R(Z,W )Y,X〉 = 〈R(ΦZ,ΦW )Y,X〉 − λ{g(X,W )g(Y, Z)−

−g(X,Z)g(Y,W ) − g(X,ΦW )g(Y,ΦZ) + g(X,ΦZ)g(Y,ΦW )},
c© Рустамова С.О., 2020
c© Рустанов А.Р., Полькина Е.А. Харитонова С.В., 2020
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где X,Y, Z,W ∈ X (M), а λ – вещественное число.

Теорема 1. Риччи-плоское почти C(λ)-многообразие являет-
ся косимплектическим многообразием. А значит, Риччи-плоское
почти C(λ)-многообразие локально эквивалентно произведению
Риччи-плоского келерова многообразия на вещественную прямую.

Предложение 1. Для того чтобы почти C(λ)-многообразие
являлось многообразием точечно постоянной кривизны необходи-
мо и достаточно, чтобы на пространстве присоединенной G-
структуры компоненты тензора кривизны удовлетворяли соотно-
шению Râbcd̂ = λδac δ

d
b .

Теорема 2. Почти C(λ)-многообразие является многообразием
точечно постоянной кривизны λ, тогда и только тогда, когда его
тензор римановой кривизны удовлетворяет тождеству

R(Φ2X,Φ2Y )Φ2Z +R(Φ2X,ΦY )ΦZ −R(ΦX,Φ2Y )ΦZ+

+R(ΦX,ΦY )Φ2Z=2λ{Φ2X〈ΦY,ΦZ〉+ΦX〈Y,ΦZ〉}; ∀X,Y, Z ∈ X(M)

Предложение 2. Если почти C(λ)-многообразие является мно-
гообразием Эйнштейна с космологической константой ǫ, то ǫ =
2λn и Rbcaĉ = λnδba.

Теорема 3. Полное почти C(λ)-многообразие Эйнштейна либо
голоморфно изометрично накрывается произведением веществен-
ной прямой на Риччи-плоское келерово многообразие, либо компакт-
но и имеет конечную фундаментальную группу.

Теорема 4. Если почти C(λ)-многообразие является η-
Эйнштейновым многообразием типа (α, β), тогда на простран-
стве присоединенной G-структуры справедливо α = 1

nR
a
cbĉ + λn,

β = − 1
nR

a
cbĉ + λn.

Определение 2. Скажем, что почти контактное метрическое
многообразие имеет Φ-инвариантный тензор Риччи, если ΦS =
SΦ.

Теорема 5. Почти контактное метрическое многообразие име-
ет Φ-инвариантный тензор Риччи тогда и только тогда, когда
на пространстве присоединенной G-структуры справедливы равен-
ства 1) S0a = S0â = Sa0 = Sâ0 = 0; 2) Sab = Sâb̂ = 0.

Теорема 6. Почти C(λ)-многообразие имеет Ф-инвариантный
тензор Риччи.

Теорема 7. Почти C(λ)-многообразие является многообрази-
ем постоянной Φ-голоморфной секционной кривизны c = 0 тогда и
только тогда, когда оно локально эквивалентно комплексному ев-
клидову пространству Cn, снабженному стандартной эрмитовой
метрикой 〈〈·, ·〉〉 = ds2, в каноническом атласе задаваемом соотно-
шением ds2 =

∑n
i=1 z

adz̄a.
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О РАЗРЕШИМОСТИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ ПРИ ОТСУТСТВИИ ПОЛНОТЫ
СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

В.С. Рыхлов (Саратов, СГУ)
RykhlovVS@yandex.ru

Рассмотрим следующую смешанную задачу

uxx + p1uxt + p2utt = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞), (1)

α1ux(0, t) + α0ut(0, t) = 0, β1ux(1, t) + β0ut(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = f0(x), ut(x, 0) = f1(x), (3)

где pj ∈ R, αi, βi ∈ C.
Предположим, что уравнение (1) есть уравнение гиперболическо-

го типа, то есть p21 − 4p2 > 0, и корни {ωj} характеристического
многочлена ω2 + p1ω + p2 удовлетворяют неравенствам

0 < ω1 < ω2, 2ω1 < ω2. (4)

Требуется найти классическое решение задачи (1)–(3), то есть
функцию u(x, t), которая в области Q = {(x, t)

∣∣x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞)}
имеет непрерывные частные производные до второго порядка вклю-
чительно, удовлетворяет краевым условиям (2) и начальным усло-
виям (3).

Метод позволяет рассматривать любые распадающиеся краевые
условия вместо условий (2). Но для этого нужно предварительно
найти условия двукратной разложимости вектор-функции в биор-
тогональный ряд Фурье по корневым функциям соответствующей
спектральной задачи для пучка обыкновенных дифференциальных
операторов. В данной статье используется ранее полученный резуль-
тат о разложении из [1], что объясняет вид краевых условий (2).
Случай других, нераспадающихся, краевых условий был рассмотрен
автором в [2].

c© Рыхлов В.С., 2020
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Для нахождения классического решения задачи (1)–(3) исполь-
зуется метод контурного интеграла Пуанкаре-Коши. В последние го-
ды большой вклад в обоснование этого метода, но для классических
смешанных задач, уравнение которых не содержит смешанных част-
ных производных, но допускающих наличие младших и свободного
членов при самых общих предположениях и новых подходах внесли
А. П. Хромов и его ученики [3].

Задаче (1)–(3) сопоставим спектральную задачу L(λ)y = 0 для
пучка L(λ) вида:

ℓ(y, λ) := y′′ + p1λy
′ + p2λ

2y, (5)

α1y
′(0) + λα0y(0) = 0, β1y

′(1) + λβ0y(1) = 0. (6)

Обозначим vi = α1ωi + α0, wi = β1ωi + β0, i = 1, 2. Положим
e1 := −v1/v2, e2 = w2/w1, d1 = −e1e2.

Характеристический определитель пучка имеет вид

∆(λ) = λ2
(
−v2w1e

λω1 + v1w2e
λω2
)
, (7)

то есть пучок является устойчиво сильно нерегулярным [4,5] и, как
известно [6], система собственных функций этого пучка не является
двукратно полной в L2[0, 1].

Из (7) следует, что уравнение ∆(λ) = 0 имеет счетное число кор-
ней λk = (2kπi + d0)/(ω2 − ω1), k ∈ Z, где d0 := ln0(−d1) (ln0 есть
фиксированная ветвь натурального логарифма такая, что ln0 1 = 0).
Обозначим Λ := {λk | k ∈ Z}. Очевидно, Λ\{0} есть множество нену-
левых собственных значений (с.з.) пучка L(λ). Точка λ = 0 может
быть с.з., а может и не быть, даже если 0 ∈ Λ.

Обозначим через Rλ резольвенту пучка L(λ) и пусть G(x, t, λ)
есть функция Грина этого пучка, то есть ядро резольвенты. Обозна-
чим

z(x, λ; f) := Rλf(·, λ) ≡
∫ 1

0

G(x, t, λ)fλ(t) dt,

где fλ(t) := −p2f1(t) − p1f
′
0(t) − λp2f0(t), f = (f0, f1)T .

Известно, что

− 1

2πi

+∞∑

−∞

∫

γν

(
z(x, λ; f), λz(x, λ; f)

)T
dλ,

где γν есть простой замкнутый контур, окружающий только одну
точку λν , есть разложение вектор-функции f в биортогональный
ряд Фурье по производным цепочкам пучка L(λ), построенным по
системе его собственных функций [7].
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Рассмотрим функцию

u(x, t) = − 1

2πi

+∞∑

−∞

∫

γν

eλt
(
z(x, λ; f), λz(x, λ; f)

)T
dλ, (8)

которая является формальным решением задачи (1)–(3), если не за-
ботиться о сходимости ряда (8).

Обозначим для краткости τ = ω2/ω1, αx = 1− (1−x)/τ , βx = τx,
γx = x + 1 − 1/τ , α̃x = 1 − τ(1 − x), β̃x = x/τ , γ̃x = x − 1 + 1/τ ,
θ = 1/(ω2 − ω1), QT = {(x, t)

∣∣x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]}, где T > 0 есть
любое фиксированное число.

Пусть F1(x) :=
∫ x
0
f1(t) dt. Положим

H1(x, F1) := −2F1(x) + e2F1(αx) − e1F1(βx) + d1F1(γx)−

− 1

e2
F1(α̃x) +

1

e1
F1(β̃x) +

1

d1
F1(γ̃x),

H2(x, f0) := 2ω1f0(x) − e2ω2f0(αx) + e1ω1f0(βx) − d1ω2f0(γx)+

+
ω1

e2
f0(α̃x) − ω2

e1
f0(β̃x) − ω2

d1
f0(γ̃x),

H3(x, f1) := − 2

ω1
f1(x) +

e2
ω2
f1(αx) − e1

ω1
f1(βx) +

d1
ω2
f1(γx)−

− 1

ω1e2
f1(α̃x) +

1

ω2e1
f1(β̃x) − 1

ω2d1
f1(γ̃x),

H4(x, f ′
0) := 2f ′

0(x) − e2f
′
0(αx) + e1f

′
0(βx) − d1f

′
0(γx)+

+
1

e2
f ′
0(α̃x) − 1

e1
f ′
0(β̃x) − 1

d1
f ′
0(γ̃x).

Теорема 1. Пусть выполняется условие (4), f
(4)
0 , f

(3)
1 ∈ L1[0, 1],

f
(s)
j (0) = f

(s)
j (1) = 0, j = 0, 1, s = 0, 3 − j, и, кроме того, функции

f0, f1 удовлетворяют соотношениям
{
p2H1(x, F1) + θH2(x, f0) = 0,
p2H3(x, f1) + θH2(x, f ′

0) = 0,

при x ∈ [0, 1] (функции здесь считаются продолженными нулем,
если их аргументы выходят за отрезок [0, 1]). Тогда в области Q
существует классическое решение u(x, t) задачи (1)–(3), определя-
емое формулой (8). Ряд в формуле (8), а также почленно продиф-
ференцированный ряд до второго порядка включительно по x и t
являются равномерно сходящимися во всякой области QT .
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НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНАЯ И ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ТРЕХМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО

ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА1

С.Н. Сидоров (Стерлитамак, Стерлитамакский филиал
Башкирского государственного университета, Стерлитамакский

филиал Института стратегических исследований РБ)
stsid@mail.ru

Рассмотрим уравнение параболо-гиперболического типа

Lu = F (x, y, t), (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-31-
60016).
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Lu =

{
ut − uxx − uyy + bu,

utt − uxx − uyy + bu,
F (x, y, t) =

{
f1(x, y)g1(t), t > 0,

f2(x, y)g2(t), t < 0,

в области Q = {(x, y, t)| (x, y) ∈ D, t ∈ (−α, β)}, D = {(x, y)| 0 < x <
p, 0 < y < q}, α, β, p, q – заданные положительные действительные
числа, b – заданное любое действительное число, и поставим следу-
ющие задачи.

Задача 1. Найти функцию u(x, y, t), определенной в области Q и
удовлетворяющую следующим условиям: u(x, y, t) ∈ C(Q)∩C1

t (Q)∩
C1
x,y(Q) ∩ C2

x,y(Q+) ∩ C2(Q−); Lu(x, y, t) ≡ F (x, y, t), (x, y, t) ∈ Q+ ∪
Q−; u(x, y, t)

∣∣
x=0

= u(x, y, t)
∣∣
x=p

= 0, −α 6 t 6 β; u(x, y, t)
∣∣
y=0

=

u(x, y, t)
∣∣
y=q

= 0, −α 6 t 6 β; u(x, y, t)
∣∣
t=−α = ψ(x, y),(x, y) ∈ D, где

F (x, y, t) и ψ(x, y) – заданные достаточно гладкие функции, Q− =
Q ∩ {t < 0}, Q+ = Q ∩ {t > 0}.

Задача 2. Найти функции u(x, y, t) и g2(t), удовлетворяющие
условиям задачи 1 и g2(t) ∈ C[0, β]; u(x0, y0, t) = h(t), (x0, y0) ∈
D, 0 6 t 6 β, где fi(x, y), i = 1, 2, g1(t) и h(t) – заданные доста-
точно гладкие функции.

Начально-граничные задачи для двумерного однородного и неод-
нородного уравнений смешанного параболо-гиперболического типа в
прямоугольной области были изучены в работах [1 – 5]. В работах
[6 – 8] были изучены обратные задачи для двумерного уравнения
смешанного параболо-гиперболического типа.

В данной работе установлен критерий единственности решения
начально-граничной задачи 1. Решение построено в виде суммы ор-
тогонального ряда. При обосновании сходимости ряда возникла про-
блема малых знаменателей от двух натуральных аргументов. Уста-
новлены оценки об отделенности от нуля малых знаменателей с со-
ответствующей асимптотикой. На основе решения прямой задачи по-
ставлена и изучена обратная задача по отысканию сомножителя пра-
вой части, зависящей от времени, только из гиперболической части
уравнения. Решение обратной задачи эквивалентно редуцировано к
разрешимости нагруженного интегрального уравнения. На основа-
нии теорию интегральных уравнений доказаны теоремы единствен-
ности и существования решения обратной задачи 2.
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО ВОЛНОВОГО
УРАВНЕНИЯ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ1

К.Б. Сабитов (Стерлитамак, Стерлитамакский филиал
Института стратегических исследований РБ, Стерлитамакский

филиал Башкирского государственного университета)
sabitov_fmf@mail.ru

Рассмотрим волновое уравнение

Lu ≡ utt − a2(uxx + uyy) − bu = 0 (1)

в цилиндре

Q = {(x, y, t)| (x, y) ∈ D, 0 < t < T }, D = {(x, y)|x2 + y2 < l2},

a, T , l – заданные положительные постоянные, и b – любое заданное
действительное число, и поставим первую граничную задачу.

Задача Дирихле. Найти функцию u(x, y, t), удовлетворяющую
следующим условиям:

u(x, y, t) ∈ C1(Q) ∩ C2(Q); (2)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-41-
020516).
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Lu(x, y, t) ≡ 0, (x, y, t) ∈ Q; (3)

u(x, y, t)
∣∣
x2+y2=l2

= 0 0 6 t 6 T ; (4)

u(x, y, 0) = τ(x, y), u(x, y, T ) = ψ(x, y), (x, y) ∈ D, (5)

где τ(x, y) и ψ(x, y) – заданные достаточно гладкие функции, удо-
влетворяющие условиям согласования с граничным условием (4).

Как известно, что задача Дирихле для уравнений гиперболиче-
ского типа поставлена некорректно. Соболев С.Л. [1] показал, что
исследование вопросов неустойчивых колебаний (резонансов коле-
баний в жидкости внутри тонкостенных баков ракет с собственны-
ми колебаниями) тесно связано с задачей Дирихле для волнового
уравнения. В более популярной форме эта связь показана в рабо-
те Арнольда В.И. [2, с. 132]. Если задача Дирихле для одномерного
волнового уравнения изучена достаточно полно [3], [4, с. 112–118], то
эта задача для многомерного волнового уравнения практически не
исследована. Только работы Денчева Р. [5 – 7] посвящены задаче Ди-
рихле для уравнения (1) при b = 0, a = 1 с ненулевой правой частью
и однородными граничными условиями в области Ω, когда Ω – эл-
липсоид, цилиндр с образующими, параллельными оси t, и паралле-
лепипед, где установлены критерий единственности и существование
решения задачи в пространстве Соболева W 1

2 (Ω) при определенных
условиях на правую часть, связанных сходимостью числовых рядов.
При этом возникающие малые знаменатели не изучены.

В данной работе в классе регулярных решений уравнения (1),
т.е. удовлетворяющих условиям (2) и (3), установлен критерий един-
ственности решения задачи (2) – (5) и само решение построено в яв-
ном виде как сумма ряда Фурье. При обосновании сходимости ряда
впервые возникла проблема малых знаменателей от двух натураль-
ных аргументов. В связи с чем установлены оценки об отделенности
от нуля малых знаменателей, на основании которых доказана схо-
димость ряда в классе функций C2(Q) при некоторых условиях от-
носительно функций τ(x, y) и ψ(x, y), а также получены оценки об
устойчивости решения по отношению граничных условий.
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О ГОМОТОПИЧЕСКОЙ КЛАССИФИКАЦИИ
НЕЛОКАЛЬНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

НА МНОГООБРАЗИЯХ С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ
КОНЦАМИ1

А.Ю. Савин (Москва, РУДН)
antonsavin@mail.ru

Классификация эллиптических операторов с точностью до ста-
бильных гомотопий играет важную роль в теории индекса эллипти-
ческих операторов (см. классические работы Атьи и Зингера). Для
этого есть несколько причин. Во-первых, фредгольмов индекс эллип-
тического оператора не меняется при таких гомотопиях, т.е. явля-
ется стабильным гомотопическим инвариантом. Во-вторых, абелева
группа стабильных гомотопических классов эллиптических операто-
ров является важным топологическим инвариантом многообразия,
на котором рассматривается эллиптический оператор. Ранее гомото-
пические классификации эллиптических операторов были получены
на гладких замкнутых многообразиях, на многообразиях с краем, на
стратифицированных многообразиях (подробнее об истории вопроса
см., например, [1]).

В настоящее время имеется актуальная задача нахождения клас-
сификации в случае нелокальных задач. Трудность получения гомо-
топической классификации в этом случае состоит в том, что символы
таких задач образуют существенно некоммутативные алгебры и для
нахождения классификации применяются методы некоммутативной
геометрии Конна.

Рассматривается некомпактное многообразие M с цилиндриче-
скими концами. Это означает, что вне некоторого компакта много-
образие диффеоморфно цилиндру Ω × (0,∞), где Ω — гладкое ком-
пактное многообразие без края. На таком многообразии M опреде-
ляются:

• класс римановых метрик, которые на цилиндре имеют вид gΩ+
dt2, где t ∈ (0,∞), а gΩ — гладкая метрика на Ω;

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-
008392).
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• весовые пространства Соболева Hs,γ(M) (ср. [2]), отвечающие
метрике;

• класс псевдодифференциальных операторов на M (далее
ПДО), порождённых дифференциальными операторами с ко-
эффициентами, стабилизирующимися при t→ ∞;

• рассматривается класс допустимых диффеоморфизмов g :
M → M , которые на бесконечности имеют вид g(ω, t) =
(g0(ω), t − a), т.е. являются композицией сдвига по t и диф-
феоморфизма g0 : Ω → Ω;

• для дискретной группыG допустимых диффеоморфизмов мно-
гообразия M рассматриваются нелокальные операторы вида:

D =
∑

g∈G
DgTg : Hs,γ(M) −→ Hs−m,γ(M), (1)

где Dg — ПДО на M (и только конечное число из них отлично
от нуля), а Tgu(x) = u(g−1x) — оператор сдвига на M

• для операторов (1) даются условия эллиптичности, обеспечива-
ющие фредгольмовость этих операторов (пользуясь подходами
из [3]). Подробнее см. [4].

Через Ell(M,G) обозначим группу стабильных гомотопических клас-
сов эллиптических операторов вида (1). Чтобы описать эту группу
в топологических терминах, мы определим специальную компакти-
фикацию многообразия M — компактное топологическое простран-
ство M , которое получается, если к каждому цилиндрическому кон-
цу (число которых равно числу компонент связности многообразия
Ω) добавить точку на бесконечности. Действие группы G на M про-
должается до действия на компактификации M по непрерывности.

Был получен следующий результат.
Теорема 1. 1. Для конечной группы G имеет место изоморфизм

абелевых групп
Ell(M,G) ≃ KG

0 (M),

где через KG
0 (M) обозначена группа G-эквивариантных K-

гомологий Каспарова пространства M . 2. Для группы G = ZN име-
ет место изоморфизм групп:

Ell(M,ZN ) ≃ K0((M × R
N )/ZN ),

где компактное стратифицированное пространство (M ×RN )/ZN

определяется как факторизация произведения M×RN по диагональ-
ному действию группы ZN .
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ
О СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ СТРУНЫ

С ПРИСОЕДИНЁННЫМ ГРУЗОМ1

А.А. Самсонов, Л.Н. Коронова, Д.М. Коростелева,
С.И. Соловьёв (Казань, КФУ)

anton.samsonov.kpfu@mail.ru

Исследуется обыкновенная дифференциальная задача на соб-
ственные значения второго порядка, описывающая поперечные соб-
ственные колебания закреплённой струны с присоединённым во
внутренней точке грузом. Задача имеет возрастающую последова-
тельность положительных простых собственных значений с предель-
ной точкой на бесконечности. Последовательности собственных зна-
чений соответствует полная ортонормированная система собствен-
ных функций. В данной работе изучаются асимптотические свойства
собственных значений и собственных функций при неограниченном
увеличении массы присоединённого груза. Исходная дифференци-
альная задача на собственные значения аппроксимируется сеточной
схемой метода конечных разностей на неравномерной сетке. Устанав-
ливаются оценки погрешности приближённых собственных значений
и приближённых собственных функций в зависимости от размеров
сетки. Полученные результаты развивают и обобщают результаты
работ [1–3]. Выводы работы могут быть перенесены на случаи более
сложных и важных прикладных задач расчёта собственных вибра-
ций балок, пластин и оболочек с присоединёнными грузами.

1 Работа поддержана РФФИ (проекты 19-31-90063, 20-08-01154).
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О ФУНКЦИОНАЛЕ ДЕЙСТВИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА НА
ГРУППЕ ПЕТЕЛЬ В SO(3)

Т.Ю. Сапронова, О.В. Швырева (Воронеж, ВГУ)
tsapr@mail.ru

Рассмотрим гладкий функционал (интеграл Дирихле)

V (f) = 1
2

1∫
0

|ḟ(t)|2 dt на банаховом многообразии C2–петель

f : [0, 1] −→ SO(3), f(0) = f(1) = I, в группе Ли SO(3).
Многие функционалы энергии из классической механики (напри-

мер, из динамики твердого тела) можно исследовать как возмущения
функционала V . Отличительным свойством таких функционалов яв-
ляется их фредгольмовость. Функционалы типа интеграла Дирихле
обладают разнообразными симметриями, и это накладывает отпе-
чаток на их аналитические и топологические свойства. Например,
большинство их критических точек появляется не изолированно, а
в виде континуумов, представляющих собой орбиты действий групп
Ли. В таких критических точках теряется морсовость (невырожден-
ность второго кодифференциала).

Экстремали функционала V описывают вращения свободного
твердого тела, имеющего неподвижную точку (совпадающую с на-
чалом подвижной и неподвижной систем отсчета). В данном случае
твердое тело «достаточно симметричное»: его эллипсоид инерции —
сфера; при этом в моменты времени t = 0 и t = 1 подвижная систе-
ма (связанная с телом) совпадает с неподвижной. В более сложных
случаях (когда тело «менее симметричное» и находится в поле дей-
ствия каких–либо внешних сил) исследуются функционалы, которые
можно рассматривать как возмущения функционала V .
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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С

ДИНИ-НЕПРЕРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
С.И. Сахаров (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)

ser341516@yandex.ru

В полосе D = R× (0, T ) рассматриваются области
Ω1(2) = {(x, t) ∈ D : x < (>)g(t)}, разделенные негладкой
границей Σ. Пусть ω1(0) — модуль непрерывности, удовлетворяющий
условию Дини (дважды). Предполагается, что
|∆tg(t)| 6 C|∆t|1/2ω1(|∆t|1/2). В Ωi рассматриваются равномерно

параболические операторы Liu = ∂tu−
2∑

k=0

aik(x, t)∂kxu, где

aik ограничены в D, ai2 > δ > 0, |∆x,ta
i
k(x, t)| 6 Cω0(|∆x| + |∆t|1/2).

Ставится следующая задача

Liui(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ωi, (1)

u1(x, 0) = 0, x 6 g(0), u2(x, 0) = 0, x > g(0), (2)

(u1 − u2)(g(t), t) = ψ1(t), ∂x(u1 − u2)(g(t), t) = ψ2(t), 0 6 t 6 T, (3)

где ψi ∈ C
0

[0, T ], ψ1 имеет дробную производную порядка 1/2

∂1/2ψ1 ∈ C
0

[0, T ]. Классическая разрешимость задачи (1)- (3)
устанавливается методом потенциалов.

Теорема 1. При заданных условиях на a
i

k
и g

1) существует единственное классическое решение (u1 , u2 ) задачи
(1)- (3);
2) это решение принадлежит пространству C

0

1 ,0 (Ω1 ) × C
0

1 ,0 (Ω2 )
и выполнены оценки
‖ui ;Ωi‖1 ,0 6 C (‖ψ1 ; [0 ,T ]‖1/2 + ‖ψ2 ; [0 ,T ]‖0 ), i = 1 , 2 .
Дополнительно устанавливается характер гладкости решения и его
производных.

c© Сахаров С.И., 2020

196



Литература
1. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. Смешанная задача для парабо-

лической системы на плоскости и граничные интегральные уравне-
ния / Е.А. Бадерко, М.Ф. Черепова // СМФН. —2018. — Т. 64, № 1. —
С. 20–36.

ПОЛУЧЕНИЕ АСИМПТОТИКИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛА
ФЕЙНМАНА В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ

Т.Ю. Семенова (Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова)
station@list.ru

Одним из полезных инструментов исследования в квантовой тео-
рии поля являются интегралы Фейнмана. В определенном классе
задач интеграл Фейнмана, соответствующий данному графу, может
быть записан через представление Ли–Померанского (см. [1]) в виде∫
Rn

+

(U(x1, . . . , xn) + V (x1, . . . , xn, . . .))
−α

dx1 . . . dxn, где U и V — мно-

гочлены с положительными коэффициентами, однородные по пере-
менным интегрирования, степени их однородности равны h и h + 1
соответственно и связаны с числом петель (независимых циклов)
графа. При этом многочлен U зависит только от переменных ин-
тегрирования, а многочлен V — от переменных интегрирования и
физических параметров задачи. В качестве одного из возможных
вариантов исследования этих интегралов рассматривают получение
нескольких первых членов их асимптотического разложения по од-
ному из параметров (см. [2]).

Если V линейно зависит от двух параметров, причём один суще-
ственно меньше другого, задача сводится к задаче с одним парамет-
ром t→ 0+ и изучению асимптотитки интеграла

F(t, α) =
∫
Rn

+

(U(x1, . . . , xn) + V (x1, . . . , xn, t))
−α dx1 . . . dxn.

В работе [3] при n = 1 и в случае F(t, α) =
∫
R+

(P (x, t))
−α

dx c

произвольным многочленом P (x, t) в подынтегральной функции (без
требований однородности) доказано, что

F(t, α) ∼
∞∑
i=1

(ai + bi ln t)tβi ,

описано множество, которому принадлежат показатели степеней βi.
Оказывается, что значения βi, а также наличие или отсутствие в
сумме слагаемых с логарифмом связаны с простыми геометрически-
ми параметрами многогранника Ньютона многочлена P (x, t). Всё
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это позволяет по заданному порядку приближения определять необ-
ходимое количество первых слагаемых разложения интеграла и оп-
тимизировать практические вычисления.

Рассмотрим двумерный случай с однородными относительно пе-
ременных интегрирования многочленами U(x1, x2) и V (x1, x2, t).
Сделаем замену переменных x1 = y1, x2 = y1 · y2, тогда

F(t, α) =
∫
R2

+

y1−hα1 [U(1, y2) + y1 · V (1, y2, t)]
−α

dy1dy2.

Обозначим Û(x) = U(1, x), V̂ (x) = V (1, x). После интегрирования по
переменной y1 получаем:

B (2 − hα, (h+ 1)α− 2) ·
∫
R+

[
Û(x)

]2−(h+1)α

·
[
V̂ (x, t)

]hα−2

dx.

Необходимым условием сходимости интеграла является выполнение
неравенства 2

h < α < 2
h+1 (см. [4]). Если α – произвольное рациональ-

ное число, принадлежащее данному промежутку, тогда α = 2
h+ r

r+q

при некоторых натуральных r и q, и подынтегральная функция в
последнем интеграле представляется в виде

([
Û(x)

]q
·
[
V̂ (x, t)

]r)hα−2
r

.

Теперь мы можем использовать теоремы об асимптотическом разло-
жении, доказанные для одномерного случая в работе [3].
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К ВОПРОСУ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ ДВУХ
ЛИНЕЙНЫХ ГИБРИДНЫХ

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
СИСТЕМ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ1

П.М. Симонов (Пермь, ПГНИУ)
simpm@mail.ru

Запишем абстрактную СЛГФДУП в виде

L11x+L12y = ẋ−F11x−F12y = f, L21x+L22y = ∆x−F21x−F22y = g.
(1)

Здесь и ниже R
n — пространство векторов α = col{α1, ..., αn} с

действительными компонентами и с нормой ‖α‖Rn . Пусть простран-
ство L локально суммируемых f, g, y : [0,∞) → Rn с полунормами

‖f‖L[0,T ] =
∫ T
0 ‖f(t)‖Rn dt для всех T > 0. Пространство D локаль-

но абсолютно непрерывных функций x : [0,∞) → R
n с полунор-

мами ‖x‖D[0,T ] =‖ẋ‖L[0,T ] + ‖x(0)‖Rn для всех T > 0. Операторы
L11, F11 : D → L, L12, F12 : L → L, L21, F21 : D → L, L22, F22 : L → L
предполагаются линейными непрерывными и вольтерровыми. Обо-
значим (∆y)(t) = y(t) − y(t − h), где t > h > 0, и (∆y)(t) = y(t),
t ∈ [0, h).

Пусть модельное уравнений L11x = z и банахово пространство
B с элементами из пространства L (B ⊂ L) выбраны так, что реше-
ния этого уравнения обладают интересующими нас асимптотически-
ми свойствами. Пусть оператор Коши W11 для уравнения L11x = z
непрерывно действует из пространствa B в пространство B и воль-
терров, и пусть столбцы матрицы фундаментальных решенийX при-
надлежат пространству B. Кроме того, пусть производная решения
ẋ непрерывно лежит в B в зависимости от z ∈ B. Можно для бана-
хова пространства B ⊂ L ввести банахово пространство D(L11, B)
с нормой ‖x‖D(L11,B) = ‖L11x‖B + ‖x(0)‖Rn . Это пространство ли-

нейно изоморфно пространству С.Л. Соболева W
(1)
B ([0,∞)) с нормой

‖x‖
W

(1)
B

([0,∞)) = ‖ẋ‖B + ‖x‖B. Дальше будем это пространство обо-

значать как WB. При этом, WB ⊂ D, и это вложение непрерывно.
Операторы L11, L21, F11, F21 : D → L рассматриваются как приве-
дения на пару (WB , B): L11, L21, F11, F21 : WB → B. Операторы ∆,
L12, L22, F12, F22 : L→ L также рассматриваются как приведения на
пару (B,B): ∆, L12, L22, F12, F22 : B → B предполагаются линейные
вольтерровые и ограниченные.

Поставим задачу, когда для уравнения (1) при любом {f, g} ∈
B × B еe решения {x, y} ∈ WB × B. Рассмотрим второе уравне-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-
00332 А).
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ния L21x + L22y = g. Будем считать, что оператор L22 : B → B
вольтеррово обратим, то есть, существует L−1

22 : B → B и опера-
тор L−1

22 : B → B вольтерров. Тогда это уравнение запишется в виде
L−1
22 L21x+y = L−1

22 g. Выразим y: y = −L−1
22 L21x+L−1

22 g, и подставим в
первое уравнение L11x+L12y = f : (L11−L12L−1

22 L21)x = f−L12L−1
22 g.

Обозначим L1 = L11 − L12L−1
22 L21 и f1 = f − L12L−1

22 g. Получи-
ли уравнение L1x = f1. Предположим, что вольтерров оператор
L1 : WB → B вольтеррово обратим, то есть, если для уравнения
L1x = f1 при любом f1 ∈ B его решения x ∈ WB и оператор
L1

−1 : B → W 0
B вольтерров, где W 0

B = {x ∈ WB, x(0) = 0}. Та-
ким образом, мы решили задачу, когда для уравнения (1) при любом
{f, g} ∈ B×B его решение {x, y} ∈ WB×B. То же самое получим для
уравнения L2x = g1, где L2 = L22 − L21L−1

11 L12 и g1 = g − L21L−1
11 f.

Исследованию по устойчивости решений СЛГФДУП в случае n =
1 посвящены работы [1, 2]. В статье [3] приведен пример для n = 2. В
предлагаемом докладе получено достаточное условия устойчивости
решений СЛГФДУП для n > 2.
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О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ
ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ

ШЕСТОГО ПОРЯДКА С НЕГЛАДКИМИ
РЕШЕНИЯМИ

М.А. Симонова, Ф.В. Голованева, М.Б. Давыдова,
Д.И. Алёхина (Воронеж)

marusjabuj@yandex.ru

В этой работе изучается нелинейная граничная задача шестого
порядка с производными по мере





−
(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

+ (ru′′xx)
′′
xµ + qu = f(x, u);

u(0) = u′x(0) = α1u
′′
xx(0) + α2u

′′′
xxx(0) = 0;

u(ℓ) = u′x(ℓ) = β1u
′′
xx(ℓ) + β2u

′′′
xxx(ℓ) = 0.

(1)

Решение (1) мы будем искать в классе E дважды непрерывно диф-
ференцируемых функций u(x), вторая производная u′′xx(x) которых
µ–абсолютно непрерывна на [0, ℓ]; pu′′′xxµ(x) — дважды непрерывно

дифференцируемы,
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(x) — µ–абсолюно непрерывна на [0; l].
Нелинейность предполагается «сильной» (типа f(x, u) = |u|α, α > 1).
В точках ξ, принадлежащих множеству S(µ), (1) понимается как ра-

венство −∆
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(ξ) + ∆ (ru′′xx)
′
x (ξ) + q(ξ)u(ξ) = f(ξ, u(ξ)), где

∆u(ξ) — полный скачок функции u(x) в точке ξ.
Уравнение в (1) задано почти всюду (по мере µ) на множестве

[0; ℓ]S , построение которого можно найти в [1], [2]. При этом каж-
дая точка ξ ∈ S(µ) заменена на упорядоченную пару {ξ − 0, ξ + 0},
обозначим через [0; ℓ]S(µ); [0; ℓ]S = [0; ℓ]S(µ) ∪ S(µ).

Мы предполагаем, что функции p(x) и r(x) абсолютно непрерыв-
ны на [0; ℓ], min

x∈[0;ℓ]
p(x) > 0, q(x) — µ–суммируема на [0; ℓ] и f(x, u)

удовлетворяет условиям Каратеодори: 1) f(x, u) при почти всех x
(относительно µ-меры) определена и непрерывна по u; 2) функция
f(x, u) измерима по x при каждом u; 3) |f(x, u)| 6 m(x), где m(x) —
µ-суммируемая функция на [0; ℓ]S .

Условия, которые мы наложили на функции p(x), q(x) и f(x, u)
обеспечивают разрешимость уравнения из (1) в E.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 1) f(x, u) удовле-
творяет условиям Каратеодори, 2) f(x, 0) ≡ 0, 3) f(x, u) порожда-
ет непрерывный оператор суперпозиции, действующий из C[0; ℓ] в
некоторое Lp,µ[0; ℓ], 4) при некоторых 0 < r < R < ∞ справедли-
во (a) модель (1) при любых λ ∈ (0; 1) не имеет решений, удовле-

творяющих неравенствам u0(x) · ‖u‖C 6 u(x) 6 r (u0(x) = x(ℓ−x)
ℓ );

c© Симонова М.А., Голованева Ф.В., Давыдова М.Б., Алёхина Д.И., 2020
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(b) для некоторой h(x), (отличной от тождественного нуля), при-

надлежащей L1,µ[0; ℓ], и для любого λ > 0 модель −
(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

+

(ru′′xx)
′′
xµ + qu = f(x, u), u(0) = u′x(0) = α1u

′′
xx(0) + α2u

′′′
xxx(0) = 0

u(ℓ) = u′x(ℓ) = β1u
′′
xx(ℓ) + β2u

′′′
xxx(ℓ) = 0 не имеет решений, для ко-

торых u0(x)‖u‖C 6 u(x) 6 R. Тогда нелинейная модель (1) имеет
неотрицательное нетривиальное решение.

Концепция поточечной трактовки уравнения с негладкими реше-
ниями доказала свою эффективность (см. [1]–[2]).
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МЕТОД ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ В ЗАДАЧЕ
О ВЫТЕКАЮЩИХ ВОЛНАХ НЕОДНОРОДНОГО

ВОЛНОВОДА1

М.О. Снегур, Е.Ю. Смолькин (Пенза, ПГУ)
snegur.max15@gmail.com

Рассматривается задача вытекающих волнах открытой регуляр-
ной неоднородной волноведущей структуры кругового сечения, ко-
торая сведена к краевой задаче для продольных компонент электро-
магнитного поля Π ∈ H1

0 (Ω) , Φ ∈ H1 (Ω) в пространствах Соболева:
найти такие γ ∈ C, при которых существуют нетривиальные реше-
ния системы уравнений





∆Π + κ̃2Π =
γ2

ε̃κ̃2
∇ε̃∇Π +

γ

ε̃κ̃2
J (ε̃,Φ) ,

∆Φ + κ̃2Φ =
1

κ̃2
∇ε̃∇Φ − γ

κ̃2
J (ε̃,Π) ,

и

κ̃2 = ε̃i − γ2, i = 1, 2, J (u, v) :=
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x
, x = (x, y);

удовлетворяющие условиям сопряжения на Γ

[Π]|Γ = 0, [Φ]|Γ = 0,

γ

[
1

κ̃2
∂Π

∂ϕ

]∣∣∣∣
Γ

− r

[
1

κ̃2
∂Φ

∂ρ

]∣∣∣∣
Γ

= 0,

γ

[
1

κ̃2
∂Φ

∂ϕ

]∣∣∣∣
Γ

+ r

[
ε̃

κ̃2
∂Π

∂ρ

]∣∣∣∣
Γ

= 0;

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-31-
70010).
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условию ограниченности энергии в любом конечном объеме
∫

Ω

(
|∇Π|2 + |∇Φ|2 + |Π|2 + |Φ|2

)
dx <∞,

и условию излучения на бесконечности

Π(ρ, ϕ) → ∞, Φ(ρ, ϕ) → ∞, ρ→ ∞, равномерно по ϕ.

Для определения решения использована вариационная формули-
ровка задачи. Задача сведена к изучению оператор-функции[1,2]

N(γ)u = 0, N(γ) : H → H,

где u = (Π, Φ)T . Исследованы свойства операторов входящих
в оператор-функцию, необходимых для анализа ее спектральных
свойств.

Справедливы следующие теоремы:
Теорема 1. Оператор-функция N(γ) : H → H является огра-

ниченной, голоморфной и фредгольмовой в области Λ = C\Λ̃ и Λ̃ :=
Λ0 ∪ {γ : ℑγ2 = 0, γ2 6 ε2} ∪ {γ : ℑγ = 0, γ∗ 6 |γ| 6 γ∗}, где

γ∗ =

−1/2 +

√
1/4 + 4ε2

(
max
ρ∈Ω

ε1 − ε2

)−2

2
(
‖A0‖ + ǫ1‖P̃‖

)

и

γ∗ =

1/2 +

√
1/4 + 4ε2

(
‖A0‖ + ǫ2‖P̃‖

)(
‖A0‖ + ǫ1‖P̃‖

)

2

(
max
ρ∈Ω

ε1 − ε2

)−1 .

Теорема 2. Спектр оператор-функции N(γ) : H → H являет-

ся дискретным в Λ, т.е. имеет конечное число характеристиче-
ских точек конечной алгебраической кратности в любом компакте
K0 ⊂ Λ.
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О КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ С КРАТНЫМИ
УЗЛАМИ ДЛЯ ОСОБЫХ ИНТЕГРАЛОВ ПО

ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОСИ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ
ПЛОТНОСТЯМИ

Ю.С. Солиев (Москва, МАДИ, РУДН)
su1951@mail.ru

Рассмотрим интеграл Apf = Ap(f ;x) = 1
π

∫∞
−∞

f(t)
(t−x)p dt, p =

1, 2, ..., понимаемый в смысле главного значения по Коши (p = 1)
или конечного значения по Адамару (p > 2), где f = f(x) − 2π
- антипериодическая плотность интеграла (2π - антипериод). Ап-
проксимируя плотность интеграла тригонометрическим полиномом
Hn− 1

2
f = Hn− 1

2
(f ;x) полуцелого порядка n − 1

2 (см., напр., [1]), ин-

терполирующий f(x) и ее производную по узлам xk = 2kπ
n , k = 1, n,

получим квадратурные формулы

Apf = Ap

(
Hn− 1

2
f ;x

)
+ Rn,pf =

1

n2

n∑

k=1

(n(C1,p(x − xk)f(xk)+

2S1,p(x− xk)f ′(xk))+

+

n−1∑

m=1

(n−m)((C2m+1,p(x− xk) + C2m−1,p(x− xk))f(xk)+

2(S2m+1,p(x− xk) − S2m−1,p(x − xk))f ′(xk))) +Rn,pf,

где Ck,p(α) = 1
(p−1)!

(
k
2

)p−1
cos 12 (kα + pπ), Sk,p(α) =

1
(p−1)!

(
k
2

)p−1
sin 1

2 (kα + pπ), а Rn,pf = Rn,p(f ;x) — остаточные
члены.

Пусть H
(r)
α (r = 1, 2, ..., 0 < α 6 1) — класс 2π–антипериодических

функций, r-ые производные которых удовлетворяют условию Гель-

дера Hα. Если f(x) ∈ H
(r)
α , то справедлива оценка ‖Rn,pf‖C =

O(n−r−α+p−2 lnn), r + α− p+ 2 > 0.
Заметим, что в работе [2] для Apf рассмотрена другая квадра-

турная формула с кратными узлами при p = 2.
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СЕТОЧНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
НЕЛИНЕЙНОЙ САМОСОПРЯЖЁННОЙ

СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ1

П.С. Соловьёв, Д.М. Коростелева, С.И. Соловьёв
(Казань, КФУ)

pavel.solovev.kpfu@mail.ru

Моделирование баланса электронов высокочастотного индукци-
онного разряда пониженного давления сводится к нахождению ми-
нимального собственного значения и соответствующей положитель-
ной собственной функции дифференциальной задачи на собственные
значения второго порядка с коэффициентами, нелинейно зависящи-
ми от спектрального параметра. Получены условия существования
решений дифференциальной задачи. Эта задача аппроксимируется
сеточной схемой метода конечных элементов с лагранжевыми конеч-
ными элементами произвольного порядка и численным интегриро-
ванием. Получены оценки погрешности приближённых собственных
значений и приближённых собственных функций в зависимости от
шага сетки и точности квадратурной формулы. Установленные ре-
зультаты обобщают результаты работ [1–4].

Литература
1. Желтухин В.С. Вычисление минимального собственного зна-
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2. Zheltukhin V.S. Third type boundary conditions for steady state
ambipolar diffusion equation / V.S. Zheltukhin, S.I. Solov’ev, P.S. So-
lov’ev, V.Yu. Chebakova, A.M. Sidorov // IOP Conf. Ser.: Mater. Sci.
Eng. — 2016. — V. 158, 012102. — P. 1–4.

3. Zheltukhin V.S. Existence of solutions for electron balance problem
in the stationary high-frequency induction discharges / V.S. Zheltukhin,
S.I. Solov’ev, P.S. Solov’ev, V.Yu. Chebakova // IOP Conf. Ser.: Mater.
Sci. Eng. — 2016. — V. 158, 012103. — P. 1–6.

4. Dautov R.Z. The bisection method for symmetric eigenvalue
problems with a parameter entering nonlinearly / R.Z. Dautov, A.D.
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V. 9, № 5. — P. 417–427.

1 Работа поддержана РФФИ (проекты 18-41-160029, 20-08-01154).
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К ВОПРОСУ О СТРУКТУРЕ РЕШЕНИЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

В ЛИНЕЙНЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ
ПРОСТРАНСТВАХ

О.Д. Соломатин, Д.Е. Ломакин, Т.Н. Можарова
(Орёл, ОГУ имени И.С. Тургенва)

denislomakin@rambler.ru

Пусть H — полное топологическое векторное пространство над
полем C, топология которого задается счетной системой полунорм
{‖ · ‖p}, p ∈ N. Пусть A — линейный оператор, действующий в H ,
вообще говоря, неограниченный, но замкнутый, с непустой областью
определения D∞(A) = ∩k>0D∞(Ak).

Рассмотрим неоднородное дифференциально-операторное урав-
нение (задачу Коши)

dmu(t, x)

dtm
= A(u(t, x)) + f(t, x),

dku(0, x)

dtk
= xk ∈ D∞(A), k = 0, . . . ,m,m > 1,

где производные dmu(t, x)/dtm векторнозначной функции u(t, x) по-
нимаются в сильном смысле, то есть по топологии пространства H ,
f(t) — фиксированная непрерывная функция со значениями в H .

Задача рассматривается на определенном множестве M0, обес-
печивающем существование и единственность решения. Выбор про-
странства H осуществляется достаточно произвольно. Необходимо
лишь, чтобы начальные данные xk принадлежали H , и в этом про-
странстве оператор A был определен.

В работе [2] В.П. Громовым установлено, что для любого векто-
ра xk ∈ M0, k = 0, . . . ,m − 1 задача имеет единственное решение,
которое является аналитической векторнозначной функцией u(t, x)
со значениями в пространстве H , и представляется в виде

u(t, x) = u0(t, x0) + u1(t, x1) + · · · + um−1(t, xm−1) + ur(t, f),

где

uk(t, xk) =

∞∑

n=0

An(xk)

(nm+ k)!
tnm+k, k = 0, . . . ,m− 1,

ur(t, f) =

∞∑

n=0

∫ t

0

(t− ξ)nm+m−1

(nm+m− 1)!
Anf(ξ, x)dξ.
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В основе доказательства лежат понятия операторных порядков и
типов (см [1]). Из определений этих понятий следуют точные двусто-
ронние оценки, позволяющие доказать необходимую сходимость ря-
дов, представляющих решение рассматриваемой задачи. Далее пря-
мой проверкой показывается, что построенные функции являются
искомыми решениями. Аналогичная задача решена и для неоднород-
ного уравнения. Открытым оставался вопрос о явном виде решений.

В настоящей работе ставилась цель рассмотреть структуру реше-
ний и показать способ формирования слагаемых uk(t, xk) и ur(t, f).

Литература
1. Громов В.П. Порядок и тип линейного оператора и разложе-

ние в ряд по собственным функциям, Докл. АН СССР, 288:1 (1986),
27–31

2. Gromov V.P. Analytic solutions to differential operator equations
in locally convex spaces. (English. Russian original) Zbl 1135.34329 Dokl.
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СИНГУЛЯРНЫЙ ОПЕРАТОР ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ
В ПРОСТРАНСТВЕ С ИНДЕФИНИТНОЙ МЕТРИКОЙ

С КРИТИЧЕСКИМИ ТОЧКАМИ НА ГРАНИЦАХ
БЕСКОНЕЧНОГО ИНТЕРВАЛА

В.В. Старинец (Москва, ВШПиМ МПУ)
vstarinets@mail.ru

Π=
∑ [+̇]

σ=±ν,κ=±µΠ(σ,κ) (σ, µ∈R+\Z, ν±µ /∈Z), Π(σ,κ) π-простран-

ство ранга rσ + rκ (rτ =[ |τ |−τ2 ]−[ |τ |−τ4 ]), возникающее пополнени-

ем {β(σ,κ)Q(x2)}
(
Q(z) — все полиномы, β(σ,κ)=xσ+1/2(1+x2)κ/2

)
.

[f, g] =
Reg lim

t→+∞

sin2πν
q

∫ t
−tfg dx — J-метрика в Π, Reg означает регуляриза-

цию границ x=±∞ регуляризатором Rγ(x) = − cos((2γ+1) arctg x)
(1+1/x2)−γ−1/2 sinπγ

, q

∫

— point-интеграл ([1],[2]). Выражение l(y) =
[
(x2 + 1) y ′]′ +

[ µ2

x2+1 −
ν2−1/4
x2

]
y порождает оператор L =

∑[+̇]
σ=±ν,κ=±µ L(σ,κ)(= Lc). Множе-

ство λ
(σ,κ)
n = (σ+κ+2n+1)2− 1

4 (n∈Z+) образует спектр оператора

L(σ,κ): L(σ,κ)p
(σ,κ)
n = λ

(σ,κ)
n p

(σ,κ)
n , p

(σ,κ)
n = β(σ,κ)P

(σ,κ)
2n

(
P

(σ,κ)
2n — поли-

номы ([1], §6.5)
)

— базис в Π(σ,κ): [p
(σ,κ)
n , p

(σ,κ)
k ] = J

(σ,κ)
n δn,k, J

(σ,κ)
n =

sgn
(
Aσ,κ Γ(σ+n+1) Γ(κ+n+1)

(σ+κ+2n+1) Γ(σ+κ+n+1)

)
, и

∑∞
n=0 p

(σ,κ)J
n (x)p

(σ,κ)
n (y) = δ(σ,κ)(x; y)

— δ-функция из Π′
(σ,κ) оснащения Π◦

(σ,κ)⊂Π(σ,κ)⊂Π′
(σ,κ). Для опе-

ратора X(σ,κ)= Xc
(σ,κ) умножения на x2 имеем [X(σ,κ)− λ]∆

(σ,κ)
λ =0,
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∆
(σ,κ)
λ (x) =

∑∞
n=0 P

(σ,κ)J
2n (

√
λ) p

(σ,κ)
n (x); [X(σ,κ)−λτ ]∆

(σ,κ)
λτ (i)

= ∆
(σ,κ)
λτ (i−1),

∆
(σ,κ)
λτ (i)

=
∂i
λ∆

(σ,κ)
λ

i ! |λ=λτ
∈Π(σ,κ), [f,∆

(σ,κ)
λτ (i)

] =
∑∞

k=0 ξk
∂i
λP

(σ,κ)
2k (

√
λ)

i ! |λ=λτ

(f=
∑∞

k=0 ξkp
(σ,κ)
k ), [∆

(σ,κ)
λτ (i)

,∆
(σ,κ)
λ
τ′ (i

′)] = 0 (i, i′∈Z0,rτ−1), λσ=0, λκ=−1;

Lin
{
{∆

(σ,κ)
λτ (i)

}rτ−2
i=0

}
τ∈{σ,κ} ⊂

{∑∞
k=0 ξkp

(σ,κ)
k :

∑∞
k=0 |λ

(σ,κ)
k ξk|2 < ∞

}
,

[L(σ,κ)− λ
(σ,κ)
i ]∆

(σ,κ)
λτ (i)

=(−1)λτ 4(i+1)(τ+i+1)∆
(σ,κ)
λτ(i+1) (i∈Z0,rτ−2).
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ КАЧЕСТВЕННЫХ МЕТОДОВ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ДЛЯ

ОЦЕНКИ РЕЗУЛЬТАТОВ ДИФФУЗИИ
НЕРАВНОВЕСНЫХ НЕОСНОВНЫХ НОСИТЕЛЕЙ

ЗАРЯДА, ГЕНЕРИРОВАННЫХ ШИРОКИМ ПУЧКОМ
ЭЛЕКТРОНОВ В ПЛАНАРНЫХ

ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ СТРУКТУРАХ1

М.А. Степович∗, Д.В. Туртин∗∗, В.В. Калманович∗∗∗,
Е.В. Серегина∗∗∗∗ (∗, ∗∗∗Калуга, КГУ им. К.Э. Циолковского,

∗∗Иваново, ИФ РЭУ им. Г.В. Плеханова,
∗∗∗∗Калуга, КФ МГТУ им. Н.Э. Баумана)

∗m.stepovich@rambler.ru, ∗∗turtin@mail.ru, ∗∗∗v572264@yandex.ru,
∗∗∗∗evfs@yandex.ru

Ранее нами получены некоторые результаты анализа дифферен-
циальных уравнений в частных производных, описывающих мате-
матические модели диффузии неравновесных неосновных носителей
заряда (ННЗ) [1] и их последующей излучательной рекомбинации [2]
в однородных прямозонных полупроводниках. В настоящей работе
подобное изучение проведено для случая возбуждения вышеуказан-
ных процессов широким электронным пучком. Использование ка-
чественных методов математического анализа позволило получить
оценки результатов диффузии ННЗ, которые могут быть использо-
ваны при проведении практических расчётов.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 19–03–00271), а также РФФИ и правитель-
ства Калужской области (проект № 18–41–400001).
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К РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЙ В БАНАХОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

А.С. Сырых, Д.Г. Усков (Воронеж, ВГУ)
zsyryhz@mail.ru, uskov.dan@mail.ru

В методе подобных операторов [1]-[4] важными являются вопросы
разрешимости соответствующих операторных уравнений. Рассмот-
рим уравнение, возникающее при применении метода К.О. Фридрих-
са подобных операторов (см. [1]).

Пусть X — банахово пространство и BL(X ) — банахова алгебра
всех ограниченных линейных операторов, действующих в X с нор-
мой ‖X‖ = sup‖x‖61 ‖Xx‖, x ∈ X , X ∈ BL(X ). В банаховом про-
странстве X рассматривается уравнение

x = Ax + b, (1)

где A ∈ BL(X ), x ∈ X , b ∈ X . Уравнение метода Фридрихса подоб-
ных операторов [1] относится к уравнению рассматриваемого типа.
Теорема 1.Пусть выполнено одно из следующих двух условий:

1. lim
n→∞

‖An+1y‖
‖Any‖ = 0, для любого y ∈ X ;

2. lim
n→∞

‖Any‖ 1
n = 0, для любой y ∈ X ;

Тогда оператор I − A обратим и обратный к нему оператор опре-
деляется формулой

(I −A)−1y =
∞∑

k=1

Aky,

для любого y ∈ X , причем выписанный ряд является абсолютно
сходящимся рядом, и уравнение (1) имеет решение, определяемое

формулой x =
∞∑
k=0

Akb.
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Заметим, что выполнение условий Теоремы 1 не гарантирует
единственность решения уравнения (1).
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ОБ АНАЛИТИЧНОСТИ ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ,
ВОЗНИКАЮЩЕЙ В ТЕОРИИ ВЯЗКОУПРУГОСТИ1

Тихонов Ю.А. (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
yurytik@yandex.ru

Малые поперечные колебания вязкоупругого трубопровода еди-
ничной длины в безразмерных переменных без учёта внешнего тре-
ния описываются интегро-дифференциальным уравнением, которое
в операторном виде задаётся следующим образом [1], [2]:

ü(t)+αAu̇(t)+C2u(t)+
+∞∑

j=1

cj
γj
Au(t)−

∫ t

0

cje
−γj(t−s)Au(s)ds = 0, t > 0

(1)

u(+0) = ϕ0, u̇(+0) = ϕ1. (2)

Операторы A и C – самосопряжёные операторы, действующие в се-
парабельном гильбертовом пространстве H , A и C строго положи-
тельны. Оператор A−1 — компактный, Dom(C) = Dom(A1/2). Па-
раметр α — положителен и пропорционален коэффициенту внутрен-
него трения вязкоупругой среды Кельвина–Фойгхта [2], параметры
cj > 0, 0 < γj < γj+1 → +∞ и при этом:

+∞∑

j=1

cj
γj

< 1

1 Работа выполнена при поддержке Московского государственного универси-
тета имени М. В. Ломоносова (грант «Современные проблемы фундаментальной
математики и механики»).
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Рассмотрев новые неизвестные функции, удовлетворяющие урав-
нениям:

ρ̇(t) = −Cu(t),

u̇j(t) =

√
cj
γj
A1/2u(t) − γjuj(t), j = 1, 2, . . .

и начальным условиям

ρ(+0) = ρ0 = −C−1(ϕ1 +

+∞∑

j=1

cj
γj
ϕ0),

uj(+0) = 0, j = 1, 2, . . .

задачу (1) − (2) можно записать в виде

ẋ(t) = Ax(t),

x(+0) = x0,

где x(t) = (u(t), ρ(t), u1(t), . . . )
T
, x0 = (u0, ρ0, 0, . . . )

T
. A — матрица с

операторными коэффциентами [4]:

A =




−αA −C −
√

c1
γ1
A1/2 . . . −

√
cj
γj
A1/2 . . .

C 0 0 . . . 0 . . .√
c1
γ1
A1/2 0 −γ1I 0 . . .

...
... 0

. . . 0 . . .√
cj
γj
A1/2 0 0 . . . −γjI . . .

...
... 0

. . . 0
. . .




Сформулируем теперь основной результат:
Теорема 1. A является диссипативным оператором с плотной об-
ластью определения в сепарабельном гильбертовом пространстве
H. Более того, этот оператор является генератором сжимающей
сильно непрерывной полугруппы операторов.

Если дополнительно выполняется условие
∥∥∥A−1/2Ch

∥∥∥ < c ‖h‖

для некотрого c > 0 и любого h ∈ Dom(A1/2), то A является гене-
ратором аналитической полугруппы.
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О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ
УРАВНЕНИЯ РЭЛЕЯ

В.Б. Тлячев, А.Д. Ушхо, Д.С. Ушхо
(Майкоп, Адыгейский госуниверситет)

tlyachev@adygnet.ru

Рассматривается уравнение Рэлея в виде

CL
d2x

dt2
+ F

(
dx

dt

)
+ x = 0. (1)

Оно возникает при анализе работы схемы электронного триода с об-
ратной связью. Автор монографии [1] отмечает, что легко построить
автоколебательные системы, имеющие любое число предельных цик-
лов. Однако, по его же утверждению, доказательство единственно-
сти предельного цикла для какого-либо конкретного случая является
не простой задачей.

Уравнение (1) представим в виде системы:




dx

dt
= y,

dy

dt
= −ω2x− yf(y).

(2)

В данной заметке находятся достаточные условия существования
периодического решения, а также условия существования и един-
ственности такого решения системы (2). Доказательство существо-
вания хотя бы одного предельного цикла системы (2) основано на
применении кривых топографической системы Пуанкаре [2]. Един-
ственность предельного цикла доказывается с использованием ре-
зультатов монографии [3].
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ОЦЕНКИ ОПЕРАТОРОВ С ЧАСТНЫМИ
ИНТЕГРАЛАМИ В C(D)1

Н.И. Трусова (Липецк,
ЛГПУ имени П.П. Семенова-Тян-Шанского)

trusova.nat@gmail.com

Через D = (a1, b1) × · · · × (an, bn) обозначим конечный паралле-
лепипед в Rn. Линейным оператором с частными интегралами (ЧИ)
является оператор (см. [1]) вида

(Ku)(x)=
∑

α

(K(m)
α u)(x), (1)

(K(m)
α u)(x)=

∑

α

∫

D
(m)
α

kα(x; tα)u(xα, tα)dtα,

где α — номера переменных интегрирования, а α — номера свобод-
ных переменных в ЧИ Kα, m - размерность области интегрирования.

Получены оценки для операторов с ЧИ в пространстве непрерыв-
ных функций C(D).

При α = 0 (⇒ m = 0) в (1) оператор K
(0)
0 — оператор умножения

на функцию. Для этого оператора получена оценка

‖K0
0u‖C(D) 6 C0‖u‖C(D), C0 = ‖k0‖C(D). (2)

Для частных интегралов в (1) (т.е. при 0 < m < n) имеем оценку

‖K(m)
α u‖C(D) 6 Cα‖u‖C

(

D
(n−m)
α ;Lp(D

(m)
α )

) ,

Cα = ‖kα‖C(

D
(n−m)
α ;Lq(D

(m)
α )

) . (3)

При α = (1, 2, . . . , n) (т.е. при m = n) получена оценка

‖K(n)
1,...,nu‖C(D) 6 C1,...,n‖u‖Lp(D(n)) ,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-41-
480002).
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C1,...,n = ‖kα‖C(D(n);Lq(D(n))). (4)
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О РЕШЕНИИ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В МНОГОСЛОЙНОЙ СРЕДЕ
МЕТОДОМ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ1

Д.В. Туртин∗, М.А. Степович∗∗, В.В. Калманович∗∗∗,
Е.В. Серегина∗∗∗∗ (∗Иваново, ИФ РЭУ им. Г.В. Плеханова,

∗∗, ∗∗∗Калуга, КГУ им. К.Э. Циолковского,
∗∗∗∗Калуга, КФ МГТУ им. Н.Э. Баумана)

∗turtin@mail.ru, ∗∗m.stepovich@rambler.ru, ∗∗∗v572264@yandex.ru,
∗∗∗∗evfs@yandex.ru

Ранее описано использование метода Фурье в сочетании с матрич-
ным методом для моделирования процессов диффузии [1] и процесса
остывания [2] в многослойной планарной структуре с произвольным
числом слоёв. В настоящей работе проведено сравнение этого под-
хода с результатами решения такой задачи методом интегральных
представлений. Показано, что метод интегральных представлений
для данной задачи позволяет также получить решение, которое мо-
жет быть использовано для дальнейшего изучения рассматриваемой
математической модели.
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матического моделирования процессов теплопереноса / Ю.А. Гла-
дышев, В.В. Калманович, М.А. Степович // Современные пробле-
мы теории функций и их приложения: Материалы 20–й междуна-
родной Саратовской зимней школы (Саратов, 28 января–1 февраля
2020 г.). — Саратов: Изд–во „Научная книга“, 2020. — С. 118–121.
http://school-20.sgu.ru/sbornik.pdf

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 19–03–00271), а также РФФИ и правитель-
ства Калужской области (проект № 18–41–400001).
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ВЗАИМОСВЯЗЬ МЕЖДУ ЭНТРОПИЙНЫМ
МОДЕЛИРОВАНИЕМ И КОРРЕЛЯЦИОННЫМ

АНАЛИЗОМ1

А.Н. Тырсин (Екатеринбург, УрФУ)
at2001@yandex.ru

Определение. Пусть заданы два непрерывных случайных век-
тора X = (X1, . . . , Xm),Y = (Y1, . . . , Yl),m > 1, l > 1. Энтропия
взаимосвязи между X и Y определяется как

H(X ∩Y) = H(X) +H(Y) −H(Z) = H(X)R +H(Y)R −H(Z)R,

где Z = X ∪Y = (X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yl), H(X)R, H(Y)R, H(Z)R —
энтропии самоорганизации стохастических систем X, Y, Z [1].

Теорема. Пусть у всех компонент векторов X и Y существу-
ют дисперсии. Тогда

H(X ∩Y) = −1

2
ln de(X,Y),

где de(X,Y) = 1 − 1−de(Z)
(1−de(X))(1−de(Y)) — коэффициент тесноты кор-

реляционной взаимозависимости между X и Y, de(X) = 1−
m∏
k=2

(1−
R2
Xk/X1X2...Xk−1

), de(Y), de(Z) — коэффициенты тесноты совмест-

ной корреляционной связи в случайных векторах X, Y, Z [2].
Следствие 1. Пусть U и V – непрерывные случайные величи-

ны, у которых существуют дисперсии. Тогда энтропии взаимосвя-
зи между U и V и между X и V равны

H(U∩V ) = −1

2
ln(1−R2

V/U ), H(X∩V ) = −1

2
ln

(
1 − 1 − de(X ∪ V )

1 − de(X)

)
.

Следствие 2. Для гауссовских случайных векторов X и Y

H(X ∩Y) = −1

2
ln

|RZ|
|RX| · |RY| ,

где RX, RY, RZ — корреляционные матрицы.

Литература
1. Тырсин А.Н. Энтропийное моделирование многомерных сто-

хастических систем / А.Н. Тырсин. — Воронеж : Научная книга,
2016. — 156 с.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-41-
660008).

c© Тырсин А.Н., 2020

216



2. Тырсин А.Н. Скалярная мера взаимозависимости между слу-
чайными векторами / А.Н. Тырсин // Заводская лаборатория. Ди-
агностика материалов. — 2018. — Т. 84. — № 7. — С. 76–82.

ОБ АСИМПТОТИЧНОСТИ РАЗЛОЖЕНИЯ РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО

ПОРЯДКА С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ
ПРОИЗВОДНОЙ

В.И. Усков (Воронеж, ВГЛТУ им. Г.Ф. Морозова)
vum1@yandex.ru

Рассматривается задача:

ε
dx

dt
= (A+ εI)x(t, ε) + F (t), (1)

x(0, ε) = x0 ∈ E, (2)

где A — линейный ограниченный фредгольмов оператор [1] (далее,
Φ-оператор), действующий в банаховом пространстве E, domA = E,
x(t, ε) — искомая вектор-функция из E, F (t) — заданная достаточно
гладкая вектор-функция со значениями в E, t ∈ [0, T ], ε ∈ (0, ε0).

Системами с малым параметром при старшей производной опи-
сывается движение вязкого потока [2], поведение тонких и гибких
пластин и оболочек, процесс обтекания затупленного тела сверхзву-
ковым потоком вязкого газа, процессы в социально-экономических
системах [3] и др.

В настоящей работе построено асимптотическое разложение ре-
шения по степеням параметра ε, для чего применяется метод Ва-
сильевой-Вишика-Люстерника [4]. Определены условия, при кото-
рых имеет место явление погранслоя.

Задача Коши для уравнения (1) с Φ-оператором A без возмуще-
ния εI решена в работе [5] (случай одномерного ядра) и в работе [6]
(случай многомерного ядра).

Подробное решение задачи отправлено в печать в [7].
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Серия математическая. — 1943. — Т. 7, вып. 3. — С. 147–166.

2. Черноусько Ф.Л. Движение твердого тела с полостями, за-
полненными вязкой жидкостью, при малых числах Рейнольдса /
Ф.Л. Черноусько // Журнал вычислительной математики и мате-
матической физики. — 1965. — Т. 5, № 6. — С. 1049–1070.
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3. Грибковская И.В. Управляемость в больших социально-
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6. Зубова С.П. Асимптотическое решение сингулярно возмущен-
ной задачи Коши для уравнения первого порядка в банаховом про-
странстве / С.П. Зубова, В.И. Усков // Вестник Воронежского госу-
ниверситета. Серия : Физика. Математика. — 2016. — № 3. — С. 147–
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7. Усков В.И. Асимптотическое решение задачи Коши для уравне-
ния первого порядка с возмущенным фредгольмовым оператором /
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
В.И. Усков (Воронеж, ВГЛТУ им. Г.Ф. Морозова)

vum1@yandex.ru

Рассматривается задача Коши:

∂u

∂x
= D

∂u

∂y
, (1)

u(0, y) = ϕ(y) ∈ E, (2)

где D — линейный ограниченный оператор, действующий в бана-
ховом пространстве E, domD = E, ϕ(y) — заданная функция;
x ∈ [0, X ], y ∈ [0, Y ].

Под решением задачи (1), (2) подразумевается функция u(x, y),
дифференцируемая по x при каждом y ∈ [0, Y ] и дифференцируемая
по y при каждом x ∈ [0, Y ].

Исследуется случай: λ1, λ2, . . . , λn — собственные значения опе-
ратора D единичной алгебраической кратности. Пусть h1, h2, . . . , hn
— собственные векторы, отвечающие этим собственным значениям.
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Методом невырожденного преобразования подобия u = Kv систе-
ма (1) приводится к жордановой форме [1]. Преобразованная таким
образом система решается методом характеристик.

Пусть начальное условие ϕ(y) разложено по базису h1, h2, . . . , hn:

ϕ(y) =

n∑

k=1

ϕk(y)hk. (3)

Получено следующее утверждение.
Теорема. Решение задачи (1)-(3) равно

u(x, y) =

n∑

k=1

ϕk(y + λkx)hk.

Литература
1. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц / Ф.Р. Гантмахер. — М. : Физ-

матлит, 2004. — 560 с.
2. Усков В.И. Решение уравнения в частных производных первого

порядка с операторным коэффициентом / В.И. Усков // Материа-
лы XVII молодежной школы-конференции «Лобачевские чтения –
2018». — Казань: Изд-во Казанского матем. общ-ва, Изд-во Акаде-
мии наук РТ 2018. — Т. 56. — С. 292–293.

О ПЕРВОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ОБЛАСТИ С

НЕГЛАДКИМИ БОКОВЫМИ ГРАНИЦАМИ
К.Д. Федоров (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)

konstantin-dubna@mail.ru

В полосе D = R × (0, T ), 0 < T < ∞ рассматривается область
Ω = {(x, t) ∈ D : g1(t) < x < g2(t)} с боковыми границами
Σk = {(x, t) ∈ D : x = gk(t)}, k = 1, 2, g2(t) − g1(t) > d > 0, t ∈ [0, T ].

Функции gk ∈ C1(0, T ] и справедливы оценки:
∣∣∣g′k(t)

∣∣∣6 C ω(t
1
2 )

t
1
2
,

k = 1, 2, t ∈ (0, T ], где ω – некоторый модуль непрерывности.

Пусть a ∈ C[0, T ] и δ 6 a(t) 6
1

δ
, t ∈ [0, T ] для некоторого δ > 0.

В области Ω рассматривается первая начально-краевая задача:

∂u

∂t
− a(t)

∂2u

∂x2
= 0, (x, t) ∈ Ω, (1)

u
∣∣∣
t=0

= 0, g1(0) 6 x 6 g2(0), (2)
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u
∣∣∣
Σ1

= ψ1, u
∣∣∣
Σ2

= ψ2. (3)

Если коэффициент a дополнительно удовлетворяет условию
Дини, граничные функции ψk – условию Дини-Гельдера, и модуль
непрерывности ω – условию Дини, то классическая разрешимость за-
дачи (1)–(3) в классе C1,0

x,t (Ω) следует из [1]. При таких условиях на
данные задачи из [2] следуют оценки, характеризующие рост стар-
ших производных решения при стремлении к «боковым» границам
области Ω.

В настоящей работе методом граничных интегральных уравне-
ний доказывается, что если ψ1, ψ2 ∈ C

0

1[0, T ], то существует (един-

ственное) классическое решение задачи (1)–(3). Это решение при-
надлежит классу C2,1

x,t (Ω) и справедливы соответствующие оценки
корректности.

Отдельно рассматривается случай с ненулевым начальным усло-
вием, при этом функции gk, задающие боковые границы области,
имеют кусочно-непрерывные производные на [0, T ].

Метод настоящей работы отличается от метода из [1] выбором
потенциала для представления решения.

Литература
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евых задач для одномерного параболического уравнения второго по-
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2. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. Смешанная задача для парабо-
лической системы на плоскости и граничные интегральные уравне-
ния / Е.А. Бадерко, М.Ф. Черепова // Современная математика.
Фундаментальные направления. — 2018. — Т. 64, №1. — С. 20–36.

О КОММУТИРУЮЩИХ ОПЕРАТОРАХ
В.И. Фомин (Тамбов)

vasiliyfomin@bk.ru

Пусть E — нормированное пространство; Φ(E) и L(E) — соответ-
ственно пространство линейных операторов и пространство ограни-
ченных линейных операторов, действующих в пространстве E.

Лемма 1. Пусть A,B ∈ Φ(E); BAx = ABx, x ∈ Ω, где Ω =
D(AB) ∩D(BA); существует A−1 ∈ L(E). Тогда BA−1y = A−1By,
y ∈ A(Ω), где A(Ω) = {y = Ax|x ∈ Ω}.

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1 и, кроме того,
существует B−1 ∈ L(E). Тогда A−1B−1z = B−1A−1z, z ∈ B(A(Ω)),
где B(A(Ω)) = {z = By|y ∈ A(Ω)} = {z = BAx|x ∈ Ω}.
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Заметим, что в силу коммутируемости A и B на Ω B(A(Ω)) =
A(B(Ω)).

Лемма 3. Пусть A,B ∈ Φ(E); ρ(A) 6= ∅, где ρ(A) — резольвент-
ное множество оператора A ; BAx = ABx, x ∈ Ω. Тогда BRA(λ)y =
RA(λ)By, λ ∈ ρ(A), y ∈ ΓA(λ)(Ω), где RA(λ) = (A − λI)−1 — ре-
зольвента оператора A , ΓA(λ) = A − λI — генератор резольвенты
оператора A , ΓA(λ)(Ω) = {y = ΓA(λ)x|x ∈ Ω} =
{y = Ax− x|x ∈ Ω}.

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3 и, кроме того,
ρ(B) 6= ∅. Тогда RA(λ)RB(µ)z = RB(µ)RA(λ)z, λ ∈ ρ(A), µ ∈ ρ(B),
z ∈ ΓB(µ)(ΓA(λ)(Ω)), где ΓB(µ)(ΓA(λ)(Ω)) = {z = ΓB(µ)y|
y ∈ ΓA(λ)(Ω)} = {z = (B − µI)(A − λI)x|x ∈ Ω}.

Заметим, что в силу коммутируемости A и B на Ω
ΓB(µ)(ΓA(λ)(Ω)) = ΓA(λ)(ΓB(µ)(Ω)).

Естественно, предполагается, что рассматриваемые в леммах 1 —
4 множества содержат ненулевые элементы.

Аналоги лемм 1, 3 в случае B ∈ L(E) приведены в [1, с. 218,
с. 220].

Литература
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О ЛИНЕЙНОМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ
НЕОГРАНИЧЕННЫМИ ОПЕРАТОРНЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В БАНАХОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

В.И. Фомин (Тамбов)
vasiliyfomin@bk.ru

В банаховом пространстве E рассматривается уравнение (1)
x′′(t) + Bx′(t) + Cx(t) = f(t), 0 6 t < ∞, и соответствующее ему
однородное уравнение (2) x′′(t) + Bx′(t) + Cx(t) = 0, 0 6 t < ∞, где
B,C ∈ P (E); P (E) — множество замкнутых неограниченных линей-
ных операторов, действующих в E, с плотными в E областями опре-
деления; f(t) ∈ C([0,∞);E). Предполагается, что D(B2) ∩D(C) =
E; BCx = CBx, x ∈ D(BC) ∩ D(CB). Пусть операторный дискри-
минант ∆ = B2 − 4C характеристического операторного уравнения
(3) Z2 + BZ + C = O имеет вид ∆ = −F 2, F 6= O. Тогда уравне-
ние (3) имеет комплексно сопряжённые корни Z1,2 = B1 ± JF1, где
B1 = −2−1B, F1 = 2−1F . Пусть 1) операторB1 является генератором
полугруппы U(t) класса C0; 2) оператор Q = 4−1∆ = B2

1 − C с опе-
ратором B1, удовлетворяющим условию 1), является производящим
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оператором сильно непрерывной косинус оператор-функции C(t); 3)
f(t) ∈ Ω при каждом t ∈ [0,∞), где Ω = D(B3) ∩ D(BC) ∩ D(CB);
Bf(t), B2f(t), Cf(t) ∈ C([0,∞);E).

Теорема 1. При выполнении условий 1), 2) уравнение (2) име-
ет комплексные решения вида x(t) = (U(t)C(t)x, U(t)S(t)y), где
S(t) — синус оператор-функция, ассоциированная с C(t); x, y —
произвольные фиксированные элементы соответственно из мно-
жеств D1,D2 ⊂ E(D1,D2 имеют конкретный вид).

Теорема 2. При выполнении условий 1) — 3) уравнение (1) име-

ет частное решение x∗(t) =
t∫
0

U(t− τ)S(t − τ)f(τ)dτ .

Следствие. При выполнении условий 1) — 3) уравнение (1) име-
ет двупараметрическое семейство решений x(t) =
U(t)[C(t)x+ S(t)y] + x∗(t), где x, y — произвольные элементы соот-
ветственно из множеств D1,D2.

ОБ УРАВНЕНИЯХ ВОЛЬТЕРРА С ЧАСТНЫМИ
ИНТЕГРАЛАМИ И Lp-НЕПРЕРЫВНЫМИ

И Lp-ОГРАНИЧЕННЫМИ ЯДРАМИ1

Е.В. Фролова (Липецк,
ЛГПУ имени П.П. Семенова-Тян-Шанского)

lsnn48@mail.ru

Задачи переноса излучения в атмосферах звезд и планет приво-
дятся к уравнениям Вольтерра с частными интегралами вида

x(t, s) = (Kx)(t, s) + f(t, s),

где K = L + M + N , (Lx)(t, s) =
∫ t
a l(t, s, τ)x(τ, s) dτ, (Mx)(t, s) =∫ s

c m(t, s, σ)x(t, σ) dσ, (Nx)(t, s) =
∫ t
a

∫ s
c n(t, s, τ, σ)x(τ, σ) dσdτ ; t, τ ∈

[a,+∞), s, σ ∈ [c,+∞); l(t, s, τ), m(t, s, σ), n(t, s, τ, σ) — заданные из-
меримые функции, а интегралы понимаются в смысле Лебега.

В данной заметке уравнение Вольтерра изучается в пространстве
C(D) равномерно непрерывных и ограниченных функций на D =
[a,+∞) ×[c,+∞).

Пусть Ω ∈
{

[a,+∞), [c,+∞), D
}

и ω ∈ {τ, σ, (τ, σ)}. Измеримая на
D×Ω функция u(t, s, ω) называется Lp - непрерывной, если для лю-
бого ε > 0 существует δ > 0 такое, что ‖u(t1, s1, ·)−u(t2, s2, ·)‖Lp(Ω) <
ε при |t1 − t2| < δ, |s1 − s2| < δ, и Lp - ограниченной, если
‖u(t, s, ·)‖Lp(Ω)6 U <∞.

Теорема Оператор K с Lp - непрерывными и Lp - ограни-
ченными ядрами l,m, n действует в пространстве C(D) и непре-
рывен. Если дополнительно существуют такие числа q, v, что

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-41-
480002).
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при t > q, s > v ‖l(t, s, ·)‖Lp([a,∞)) 6 ε, ‖m(t, s, ·)‖Lp([c,∞)) 6 ε,
‖n(t, s, ·, ·)‖Lp(D) 6 ε, где ε < 1, то уравнение x = Kx+f равносильно

в C(D) уравнению x(t, s) = g(t, s) +
∫ t
a

∫ s
c h(t, s, τ, σ)x(τ, σ) dσ dτ,

где h(t, s, τ, σ) — Lp - непрерывное и Lp - ограниченное ядро опера-
тора H = (I −M)−1(I −L)−1(LM +N), а g = (I −M)−1(I −L)−1f .
При этом исходное уравнение однозначно разрешимо в C(D), и его
решение имеет вид

x(t, s) = f(t, s) +
∫ t
a
r1(t, s, τ)f(τ, s) dτ +

∫ s
c
r2(t, s, σ)f(t, σ) dσ+∫ t

a

∫ s
c r(t, s, τ, σ)f(τ, σ) dσdτ,

где r1, r2, r — Lp - непрерывные и Lp - ограниченные резольвентные
ядра оператора K.

ДИСПЕРСИЯ НЕЗАВЕРШЕННОЙ РАБОТЫ В СМО
С ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ,

ДИФФУЗИОННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ ВХОДНОГО
ПОТОКА И НУЛЕВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ СНОСА

Е.С. Фролова, Ю.И. Коробецкая,
Н.И. Головко (Владивосток, МГУ, ДВФУ)

eu.frolova@yandex.ru, korobetskaya.jui@dvfu.ru, golovko.ni@dvfu.ru

Системы массового обслуживания являются аналитическими мо-
делями информационных сетей. Статистический анализ потока за-
явок, поступающих на web-серверы, показывает диффузионный ха-
рактер изменения интенсивности входного пуассоновского потока. В
данной работе исследуется математическая модель СМО в виде си-
стемы уравнений относительно стационарных характеристик неза-
вершенной работы в СМО с диффузионной интенсивностью входно-
го потока с нулевым коэффициентом сноса. Находится в явном виде
дисперсия незавершенной работы в стационарном режиме.

Рассматривается система массового обслуживания с одним обслу-
живающим прибором, экспоненциальным обслуживанием с парамет-
ром µ и бесконечной емкостью накопителя. На вход СМО поступает
дважды стохастический пуассоновский поток заявок, интенсивность
которого λ(t) представляет собой диффузионный процесс с нулевым
коэффициентом сноса a = 0 и коэффициентом диффузии b > 0.
Случайный процесс λ(t) принимает значения на интервале [α, β] с
упругими границами.

Обозначим f(x) = P {x < λ < x+ dx} /dx – стационарная плот-
ность λ, x ∈ [α, β], U(t) — незавершенная работа системы в момент
времени t, U — незавершенная работа в стационарном режиме. Неза-
вершенная работа U(t) представляет собой время, необходимое для
освобождения системы от всех заявок, находящихся в ней в момент
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t. В момент прихода очередной заявки незавершенная работа равна
времени ожидания заявкой начала обслуживания.

Обозначим через h(ω, x) = P{U 6 ω;x < λ(t) < x + dx}/dx,
h(ω, x) = h′

ω(ω, x) — стационарную функцию и плотность распреде-
ления незавершенной работы, соответственно.

Обозначим через MU — матожидание незавершенной работы,
преобразование Лапласа-Стилтьеса: hc(r, x) =

∫∞
0−

e−rw h(ω, x)dω,
r ∈ C, |r| > 0, плотность по x матожидания незавершенной работы:
(MU)(x) =

∫∞
0−
ωh(ω, x)dω = E(x), через D(x) — плотность распреде-

ления дисперсии незавершенной работы по интенсивности λ в стаци-
онарном режиме: D(x) dx =

∫ w=∞
w=0− (w −MU)2P{ω < U < ω + dω, x <

λ < x + dx}. В работе [1] приведена краевая задача относительно
hc(r, x), выражения для f(x), E(x),MU. При условии существования
стационарного режима в СМО в данной работе получены следующие
результаты.

Теорема 1. Дисперсия незавершенной работы DU равна

DU =

∫ β

α

D(x)dx,D(x) = W (x) − 2(MU) · E(x) + (MU)2,

W (x) = hc
′′
xx(0, x) =

∫ ∞

0−
w2h(ω, x)dω.

Теорема 2. Из краевой задачи относительно hc(r, x) находится
функция W (x) :

W (x) = (4/b)

∫ β

α

(x− u)
(
E(u)(1 − u/µ) − f(u)u/µ2

)
du.

Литература
1. Фролова Е.С. Матожидание незавершенной работы в СМО

с произвольным обслуживанием, диффузионной интенсивностью
входного потока и нулевым коэффициентом сноса / Е.С. Фроло-
ва,Т.А. Жук, Н.И. Головко // Современные методы теории краевых
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ФОРМУЛЫ РАЗЛОЖЕНИЯ НЕКОТОРЫХ
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ ГАУССА

ОТ ЧЕТЫРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА1

А. Хасанов, A.C. Бердышев, A.Р. Рыскан (Ташкент,
Институт математики АН РУз; Алматы, КазНПУ им. Абая)

anvarhasanov@mail.ru, berdyshev@mail.ru, ryskan.a727@gmail.com

С помощью взаимно обратных операторов H(a, c) и H̄(a, c) по-
лучены операторные тождества и формулы разложения для следу-

ющих гипергеометрических функций от четырех переменных F
(4)
1 ,

F
(4)
3 , F

(4)
4 , F

(4)
5 , F

(4)
6 , F

(4)
8 , F

(4)
11 , F

(4)
13 [1].

В работах [2-4] были введены взаимно обратные операторы для
изучения свойств гипергеометрических функций от двух перемен-
ных. Однако возникла небходимость изучения свойств гипергеомет-
рических функций многих переменных, так в статьях [5-6] были вве-
дены формулы разложения для многомерных гипергеометрических
функций, на основе которых были получены многомерные взаимно
обратные операторы [7-8]:

Hx1,...xr (α, β) =
Γ (β) Γ (α+ δ1 + · · · + δr)

Γ (α) Γ (β + δ1 + · · · + δr)

=

∞∑

k1,···,kr=0

(β − α)k1+···+kr(−δ1)k1 · · · (−δr)kr
(β)k1+···+krk1! · · · kr!

, (1)

H̄x1,...xr (α, β) =
Γ (α) Γ (β + δ1 + · · · + δr)

Γ (β) Γ (α+ δ1 + · · · + δr)

=

∞∑

k1,...kr=0

(β − α)k1+···+kr(−δ1)k1 · · · (−δr)kr
(1 − α− δ1 − · · · − δr)i+ji!j!

, (2)

где δxj = xj
∂
∂xj

, j = 1, ..., r, r ∈ N = {1, 2, ...}; (λ)n = Γ(λ+n)
Γ(λ) , λ 6=

0,−1,−2, ... — символ Похгаммера;

Γ (z) =





∞∫
0

tz−1e−tdt, Re (z) > 0,

Γ(z+1)
z , Re (z) < 0; z 6= −1,−2,−3, ...

— Гамма функция Эйлера.
Рассмотрим гипергеометрическую функцию четырех перемен-

ных
1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта КазНПУ имени Абая.
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F
(4)
1 (a1, a2, b; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t)

=

∞∑

m,n,p,q=0

(a1)m+n+p(a2)q(b)m+n+p+q

(c1)m(c2)n(c3)p(c4)q

xm

m!

yn

n!

zp

p!

tq

q!
.

Используя формулы (1) и (2), запишем операторные тождества для

функции F
(4)
1 :

F
(4)
1 (a1, a2, b; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t)

= Ht (a2, c4) (1 − t)
−b
F

(3)
C

(
a1, b; c1, c2, c3;

x

1 − t
,

y

1 − t
,

z

1 − t

)
, (3)

(1 − t)−bF (3)
C

(
a1, b; c1, c2, c3;

x

1 − t
,

y

1 − t
,

z

1 − t

)

= H̄t (a2, c4)F
(4)
1 (a1, a2, b; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) , (4)

где F
(3)
C — функция Лауричелла [9].

Применяя операторные тождества (3) и (4), выведем формулы

разложения для гипергеометрической функции F
(4)
1 :

F
(4)
1 (a1, a2, b; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t)=(1 − t)−b

∞∑

i=0

(−1)
i
(b)i(c4 − a2)i
(c4)ii!

×
(

t

1 − t

)i
F

(3)
C

(
a1, b+ i; c1, c2, c3;

x

1 − t
,

y

1 − t
,

z

1 − t

)
, (5)

(1 − t)−bF (3)
C

(
a1, b; c1, c2, c3;

x

1 − t
,

y

1 − t
,

z

1 − t

)

=

∞∑

i=0

(c4 − a2)i(b)i
(c4)ii!

tiF
(4)
1 (a1, a2, b+ i; c1, c2, c3, c4 + i;x, y, z, t) . (6)

Аналогично выводятся операторные тождества и формулы раз-

ложения и для функций: F
(4)
3 , F

(4)
4 , F

(4)
5 , F

(4)
6 , F

(4)
8 , F

(4)
11 , F

(4)
13 .
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ОБ АБСОЛЮТНОЙ СХОДИМОСТИ РЯДОВ В
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

Ю.Х. Хасанов, А.Н. Давлатов (Душанбе, РТСУ)
yukhas60@mail.ru

Пусть E — ленейное пространство. Система τ — подмножеств
множества E определяет в E топологию, если в этой системе τ со-
держится пустое множество Ø, множество E, объединение множеств
любой своей подсистемы и пересечение множеств любой своей ко-
нечной подсистемы. Множество E с заданной в нем топологией τ бу-
дем называть топологическим пространством. Под топологическом
векторном пространствеE будем понимать хаусдорфово топологиче-
ское векторное пространство, т.е. для каждой пары различных точек
x1, x2 ∈ E существуют открытые множества G1, G2(x1 ∈ G1, x2 ∈
G2), такие,что G1 ∩ G2 = Ø. Топология в пространстве E определя-
ется базисом окрестностей нуля E[0],такая,что:

1. Для любого V ∈ E[0], существует U ∈ E[0], такое,что U+V ⊂ V ;
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2. Все V ∈ E[0] поглощающие и уравновешенные;
3. Если α ∈ E (α 6= 0), то существует U ∈ E[0] c α ∈ U .
Определение 1. Множество M точек линейного простран-

ство E называется: уравновешенным, если λx ∈ M для каждого
x ∈M и каждого λ ∈ R (|λ| 6 1); поглощающим, если какова бы ни
была точка x ∈ E, существует α > 0 такое, что x ∈ λM (|λ| > α);
выпуклым, если (λx + (1 − λ)y) ∈ M для любых x, y ∈ M и любого
λ ∈ (0, 1).

Определение 2. Пусть E является банаховым простран-
ством. Тогда ряд

∞∑

k=0

αk (1)

называется абсолютно p-сходящимся, если

∞∑

k=1

‖αk‖p <∞ (1 6 p <∞).

Определение 3. В топогическом векторном пространстве E
ряд (1) называется абсолютно p-сходящимся (0 < p <∞), если для
любого A ∈ E[0] ряд

∞∑

k=0

(PA(αk))p <∞,

где PA(αk) — функционал Минковского, т.е.

PA(αk) = inf{r :
αk
r

∈ A, r > 0},

A — выпуклое тело в E. Под выпуклым телом будем понимать
множество A, ядро которое не пусто, т.е. если x, y ∈ A, то соеди-
няющий их отрезок также содержится в A.

Здесь мы рассмотрим необходимые и достаточные условия аб-
солютно p-сходимости рядов вида (1) в топологическом векторном
пространстве E. Заметим, что ранее, аналогичные вопросы в про-
странстве  Lp рассмотрены в работах С. Б. Стечкина [1], М.Ф.Тимана
[2].

Теорема 1. Для того, чтобы ряд (1) был абсолютно p-
сходящимся в E,необходимо и достаточно, чтобы для каждой A ∈
E[0] существовала числовая последовательность γk ∈ Lp такая,
что αk ∈ A для каждой k = 0, 1, 2, 3, ...

С помощью теоремы 1 определению p-сходимости можно сфор-
мулировать в следующем виде:

Определение 4. Ряд (1) называется абсолютно p-сходящимся
(0 < p < ∞), если для каждой A ∈ E[0] найдутся βk ∈ Lp, такая,
что αk ∈ A для всех k = 0, 1, 2, ...
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Теорема 2. Множество всех абсолютно p-сходящихся рядов
(0 < p <∞) является векторным пространством.
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СРЕДНИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
НЕЧЕТКО-СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН И ИХ

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА
В.Л. Хацкевич (Воронеж, ВУНЦ ВВС ВВА)

vlkhats@mail.ru

В работе рассмотрены экстремальные свойства средних характе-
ристик нечетко-случайных величин, а именно нечетких ожиданий и
ожиданий. Вводится новая средняя характеристика - усредненная
скалярная случайная величина, и изучаются ее свойства.

Приведем необходимые термины и обозначения (ср. [1]). Рассмот-
рим пространство R2 с координатами ξ, η. Множество z̃ ⊆ R2, ле-
жащее в полосе 0 6 η 6 1, называется нечетким числом, если суще-
ствуют монотонные, непрерывные слева функции zL : [0, 1] → R
и zR : [0, 1] → R, где zL не убывает, zR не возрастает, причем
zL(1) 6 zR(1) такие, что для любого η0 ∈ [0, 1] пересечение мно-
жества z̃ с прямой η = η0 представляет собой множество

{(ξ, η) : zL(η0) 6 ξ 6 zR(η0), η = η0}.

Функции zL(η) и zR(η) называются, соответственно, левым и правым
индексом нечеткого числа z̃.

Пусть (Ω,Σ, P ) - вероятностное пространство, где Ω - множество
элементарных событий, Σ- σ-алгебра, состоящая из подмножеств
множества Ω, P - вероятностная мера.

Измеримое отображение X̃ : Ω → J называется нечетко-
случайной величиной, если при любом ω ∈ Ω множество X̃(ω) яв-
ляется нечетким числом (ср. [2]).

Индексы нечеткого числа X̃(ω) будем обозначать XL(ω, η) и
XR(ω, η). Функции XL(ω, η) и XR(ω, η) называются, соответствен-
но, левым индексом и правым индексом нечетко-случайной величи-
ны X̃(ω).

В дальнейшем будем предполагать, что индексы всех рассматри-
ваемых нечетко-случайных величин являются ограниченными функ-
циями.
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Скалярным произведением нечетко-случайных величин X̃(ω) и
Ỹ (ω) называется величина

〈
X̃, Ỹ

〉
ω

= 0, 25

1∫

0

∫

Ω

(XL(ω, η) +XR(ω, η))(Y L(ω, η) +Y R(ω, η))dpdη,

а полунормой ||X̃||ω =
〈
X̃, X̃

〉
ω
. Ожиданием E(X̃) нечетко-

случайной величины X̃ называется число, определяемое формулой

EX̃ = 0.5

1∫

0

∫

Ω

(XL(ω, η) +XR(ω, η))dPdη.

Для нечетко-случайной величины X̃(ω) с индексами XL(ω, η) и
XR(ω, η) определим усредненную случайную величину x̂(ω) равен-
ством

x̂(ω) = 0.5

1∫

0

(XL(ω, η) +XR(ω, η))dη.

Утверждение 1. Для нечетко-случайной величины X̃(ω) мате-
матическое ожидание усредненной случайной величины x̂(ω) совпа-
дает с ожиданием EX̃ нечетко-случайной величины X̃(ω).

Утверждение 2. Для нечетко-случайной величины X̃(ω) ожи-
дание EX̃ является решением экстремальной задачи

E|x̂(ω) − y|2 → min (∀y ∈ R).

Усредненная случайная величина x̂(ω) является оценкой для
нечетко-случайной величины X̃(ω) в следующем смысле:

Теорема 1. Для нечетко-случайной величины X̃(ω) усредненная
случайная величина x̂(ω) является решением экстремальной задачи

||X̃(ω) − y(ω)||2ω → min (∀y ∈ H).

Здесь H - множество скалярных случайных величин с конечным
вторым моментом.
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ПРИМЕР НЕ B-СВЯЗНОГО СОЛНЦА В 4-Х МЕРНОМ
ПРОСТРАНСТВЕ1

И.Г. Царьков (Москва)
tsar@mech.math.msu.su

ЧерезB(x, r) и B̊(x, r) обозначим соответственно замкнутый и от-
крытый шар в линейном нормированном пространстве X = (X, ‖ · ‖)
с центром x радиуса r, т.е. соответственно множества {y ∈ X |
‖y − x‖ 6 r} и {y ∈ X | ‖y − x‖ < r}. Напомним, что множество
M ⊂ X называется B-связным (B̊-связным), если пересечение его с
произвольным замкнутым (открытым) шаром либо пусто, либо связ-
но. Отметим, что для замкнутых множеств в конечномерных про-
странствах свойства B-связности и B̊-связности равнозначны. Для
произвольного множества M в некотором полунормированном про-
странстве X через ̺(y,M) (y ∈ X, M ⊂ X) обозначим расстояние
до множества M, т.е. величину inf

z∈M
‖z − y‖. Через PMx обозначим

множество всех ближайших точек из M для x ∈ X, т.е. множество
{y ∈M | ‖y − x‖ = ̺(x,M)}.

Пусть ∅ 6= M ⊂ X . Точка x ∈ X \M называется точкой сол-
нечности, если существует точка y ∈ PMx 6= ∅ (называемая точ-
кой светимости) такая, что y ∈ PM ((1 − λ)y + λx) для всех λ > 0
(это геометрически означает, что из точки y исходит луч (солнечный
луч), проходящий через x, для каждой точки которого y является
ближайшей из M .

Точка x ∈ X \M называется точкой строгой солнечности, если
PMx 6= ∅ и каждая точка y ∈ PMx является точкой светимости. Если
все точки из K ⊂ X \M являются точками солнечности (строгой
солнечности), то множествоM называют солнцем (строгим солнцем)
относительно множества K. В случае, когда K = X \M , говорят, что
M – солнце (строгое солнце).

Теорема 1. Существует полиэдральное четырехмерное банахо-
во пространство X и не B-связное солнце в нем.

Отсюда в частности вытекает, что такое солнце нельзя в хаусдор-
фовой метрике приблизить строгим солнцем или чебышевским мно-
жеством. И для малых ε > 0 не существует непрерывной ε-выборки
на это множество.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-
00332-a).
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О ТОЧНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ ПОЛУЛИНЕЙНОГО
ЭВОЛЮЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ С

МАКСИМАЛЬНЫМ МОНОТОННЫМ ОПЕРАТОРОМ
А.В. Чернов (Нижний Новгород, ННГУ, НГТУ)

chavnn@mail.ru

Пусть X — вещественное гильбертово пространство со скаляр-
ным произведением [., .]X , Z = L2

(
[0;T ];X

)
, E = L∞

(
[0;T ];X

)
,

Y = Cw

(
[0;T ];X

)
(Y ⊂ E); x0 ∈ X ; G : X → X — линейный

оператор с областью определения D(G) ⊂ X , удовлетворяющий
условию: G) оператор B = −G является максимальным монотон-
ным. По теореме Хилле–Иосиды, оператор G является инфините-
зимальным генератором сильно непрерывной полугруппы сжатий
S(t), t ∈ [0;T ]. Сделаем предположение: G′)

∥∥S(t)∗x
∥∥
X

> a(t) ‖x‖X
∀x ∈ X , п.в. t ∈ [0;T ], при a ∈ L+

2 [0;T ], a 6= 0. Достаточные усло-
вия его выполнения см., напр., [1, следствие 4.3.1]. Пусть u ∈ E
— управление; f : [0;T ] × X → X — функция такая, что: F1)
∀x ∈ E отображение [0;T ] ∋ t → f

(
t, x(t)

)
принадлежит Z; F2) ∃

N = N (t,M) : [0;T ] × R+ → R+, суммируемая по t ∈ [0;T ] и неубы-
вающая по M ∈ R+ такая, что

∥∥f(t, x)−f(t, y)
∥∥
X

6 N (t,M)
∥∥x−y

∥∥
X

∀x, y ∈ X , ‖x‖X , ‖y‖X 6 M , п.в. t ∈ [0;T ]; F3) ∃ r0 > 0 и непрерыв-
ная функция N0 : R+ → R+, не убывающая на [r0; +∞) такая, что∥∥∥f(t, ξ)

∥∥∥
X

6 N0(M) для всех M > 0, ξ ∈ X , ‖ξ‖X 6M , п.в. t ∈ [0;T ];

max
r∈[0;r0]

N0(r) = N0(r0); F4) ∃ ν > 0 и lim
r→+∞

{
γ(r)− νN0(r)

}
> 0. Поло-

жим α =
T∫
0

a2(t) dt, α1 =
α

ν
, ψ(ν, T ) =

eα1T − 1

α1
− T . Задача управле-

ния. Для x1 ∈ X найти u ∈ Y : lim
t→T−0

[
x(t;u), z

]
X

= [x1, z] ∀ z ∈ D(G∗),

где x = x(.;u) — решение задачи

x′(t) = Gx(t) + f
(
t, x(t)

)
+ u(t), t ∈ [0;T ]; x(0) = x0. (1)

Теорема 1. Пусть выполнены F1) – F4), G). Тогда ∀u ∈ E ∃
единственное x = x(.;u). Если, кроме того, G′), ψ(ν, T ) < α, то
∀x1 ∈ X задача управления имеет решение u = S(T − t)∗z, z ∈ X.
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КОМПАКТНОЕ РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ СИСТЕМ С

ВОЗМОЖНОСТЬЮ ИХ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МЕТОДА БЫСТРЫХ

РАЗЛОЖЕНИЙ
А.Д. Чернышов, М.И. Попов (Воронеж, ВГУИТ)

mihail_semilov@mail.ru

Исследования по тригонометрической интерполяции с возмож-
ностью дифференцирования пока неизвестны, что является особен-
но важным при рассмотрении дифференциальных задач. Тригоно-
метрическую интерполяцию с различными базисными функциями в
гильбертовом пространстве будем рассматривать в прикладных це-
лях. Особенно удобно применять тригонометрическую интерполя-
цию при рассмотрении нелинейных, а также многомерных краевых
задачах, для криволинейной области.

Пусть f(x) ∈ Lq+2
p ([0; a]) — классы функций Соболева-Лиувилля.

Для определения быстрого разложения f(x) на отрезке [0; a] исполь-

зуем понятия: граничной функции Mq(x) =
q+2∑
i=1

AiPi(x), быстрых

полиномов Pi и ряда Фурье для разности f(x) − Mq(x) = ψ(x) =
∞∑
m=1

fmRm(x) по некоторым базисным функциям Rm(x) . Здесь q

— порядок граничной функции Mq(x), равный порядку старшей
производной, используемой в определении специальной конструкции
Mq(x). От граничных условий для данной f(x) на концах отрезка
[0; a] зависят: выбор быстрых полиномов Pi(x), конструкция гранич-
ной функции Mq(x) и выбор базисных функций Rm(x), используе-
мых в ряде Фурье ψ(x) .

Название Mq(x) — граничной функцией обосновано тем, что ко-
эффициенты Ai в определении Mq(x) находятся из значений f(x) и
её производных до q-го порядка включительно на границах отрезка
[0; a].

Тригонометрическую синус-интерполяцию удобно применять, ко-
гда в дифференциальных уравнениях и граничных условиях неко-
торой задачи используются производные четного порядка.

Пусть существует некоторая функция f(x) ∈ Lq+2
p ([0; a]), зна-

чения которой известны только в дискретных точках отрезка [0; a]
при его равномерном делении на 2K отрезков точками xj = ja/2K,
j = 0, 2K − 1.

Для примера представим f(x), x ∈ [0; a] быстрым синус-разло-
жением в виде суммы граничной функции M2(x) второго порядка и
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некоторой ψ(x), которую будем представлять синус-рядом Фурье:

f(x) = M2(x) + ψ(x), ψ(x) =

∞∑

m=1

ψm sin
mπx

a
,

f(x) ∈ L4
p([0; a]),M2(x) = f(0)

(
1 − x

a

)
+ f(a)

x

a
+

+f ′′(0)

(
x2

2
− x3

6a
− ax

3

)
+ f ′′(a)

(
x3

6a
− ax

6

)
.

(1)

Теорема 1. Если f(x) ∈ L4
p([0; a]), то быстрое разложение по си-

нусам f(x) из (1) можно почленно дифференцировать 2 раза, оста-
ваясь в пространстве быстрых разложений, и всего дифференциро-
вать 4 раза.

Быстрая синус-интерполяция дается формулой

f(x) = M2(x) +
1

K

2K−1∑

m=0




2K−1∑

j=0

(f(xj) −M2(xj)) sin
mπj

2K


 sin

mπx

a
.

Подобным образом получаем и формулу для быстрой косинус-
интерполяции, допускающий q-кратное дифференцирование

f(x) = f(0) +Mq(x) −Mq(0)+

+
a

Kπ

2K−1∑

n=1


 1

n

(
1 − cos

nπx

a

) 2K−1∑

j=0

(
f ′(xj) −M ′

q(xj)
)

sin
nπj

a


 .

Наименьшая погрешность достигается в окрестности нуля, при
удалении от этой точки погрешность увеличивается. Рассматрива-
емые быстрые интерполяции допускают дифференцирование, но с
увеличением порядка производной точность падает. Высокая точ-
ность быстрых тригонометрических интерполяций при небольшом
количестве интерполяционных точек позволяет с минимальными
численными затратами на ЭВМ и высокой точностью в аналитиче-
ском виде решать различные интегро-дифференциальные инженер-
ные задачи.
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О КОРРЕКТНОСТИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
ДЛЯ СОПРОТИВЛЕНИЯ НЕКОТОРЫХ СТРУКТУР

Д.А. Чечин (Воронеж, ВГУ)

Рассмотрена задача расчёта сопротивления структуры “металл –
молекула – металл” при несимметричном расположении молекулы
относительно электродов (асимметричный контакт) на основе под-
хода Ландауэра (Landauer) в рамках точно решаемой модели од-
номерного переноса. Показано, что хотя асимметрия расположения
молекулы приводит к увеличению сопротивления структуры, тем не
менее существует принципиальная возможность достижения кванто-
вого предела и в этом случае при определённом соотношении пара-
метров структуры. Детально проанализировано влияние геометри-
ческих параметров контакта и энергетического строения молекулы
на величину сопротивления исследуемой системы.

Рассматривается математическая модель одномерного переноса
заряда через структуру “металл – молекула – металл”. Влияние энер-
гетической структуры молекулы на перенос заряда через структуру
“металл – молекула – металл” моделируем потенциаломUmol (x) =
αδ (x),где α = ±~

√
2EHOMO/m (знак “+” задаёт потенциальный ба-

рьер, а знак “-”– потенциальную яму), EHOMO – энергия верхней
заполненной молекулярной орбитали, δ (x) – дельта-функция Дира-
ка.В данной работе основное внимание будет обращено на зависи-
мость сопротивления структуры при асимметричном расположении
центра рассеяния (молекулы) в контакте,которая может быть вы-
звана разными причинами. Влияние асимметрии расположения мо-
лекулы между электродами учтём выбором потенциала в виде

U (x) =

{
U0 + αδ (x) , x ∈ [−a, b]

0, x /∈ [−a, b] (1)

где a > 0, b > 0, a 6= b. Частный случай симметричного расположе-
ния молекулы между электродами получается приa = b.

Сопротивление структуры в подходе Ландауэра (Landauer) имеет
вид:

R = R0/T (EF ) (2)

где R0 = π~/e2, а T (EF ) – коэффициент прохождения электрона
с энергией Ферми через структуру при нулевой температуре. Для
нахождения T (EF ) решается стационарное одномерное уравнение
Шрёдингера:

(
− ~2

2m

d2

dx2
+ U (x) − EF

)
ψ (x) = 0 (3)
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с модельным потенциалом. Получаем коэффициент прохождения
T (EF ) в виде:

T (EF ) =

[
1 +

(
shkFL+

kmol
kF

chkFL

)2

+

(
kmol
kF

shkF l

)2
]−1

(4)

где L = a+ b, l = b − a, kF =
√

2mEF /~, U0 = 2EF . Таким образом,
сопротивление структуры “металл – молекула – металл” имеет вид:

R = R0

[
1 +

(
shkFL+

kmol
kF

chkFL

)2

+

(
kmol
kF

shkF l

)2
]

(5)
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О КОРРЕКТНОСТИ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
МОДЕЛИ МАГНИТОСОПРОТИВЛЕНИЯ

Д.А. Чечин (Воронеж, ВГУ)

В классической физике явления электропроводности определя-
ются видом неравновесной функции распределения f в фазовом про-
странстве (~p,~r), которая находится из решения кинетического урав-
нения Больцмана:

df

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂~r

d~r

dt
+
∂f

∂~p

d~p

dt
= I(f), (1)

где I(f) – интеграл столкновений. Замена производных d~r/dtна~v и

d~p/dt, с использованием второго закона Ньютона, на силу ~F , приво-
дит к уравнению вида:

df

dt
=
∂f

∂t
+ ~v

∂f

∂~r
+ ~F

∂f

∂~p
= I(f). (2)
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Интеграл столкновений I(f) связан с конкретными процессами
рассеяния. В изотропной модели с упругим рассеянием электро-
нов, когда происходит релаксация импульса без релаксации энер-
гии, обычно применяется релаксационное приближение для интегра-
ла столкновений:

I(f) = −(f − f0)/τ,

где f0 – равновесная функция распределения, а τ – среднее вре-
мя между столкновениями. Величина плотности тока выражается в
этом случае через функцию распределения следующим образом:

~j = 2e

∫
~vf

d~p

(2π~)3
. (3)

Уравнение движения электрона в магнитном поле имеет вид:

d~p

dt
=
e

c
~v × ~H = ~F . (4)

Интегралами движения являются энергия ε = const, так как

dε

dt
=
∂ε

∂~p

d~p

dt
= ~v ~F = 0, (5)

и проекция импульса pz = const, если магнитное поле направлено по
оси Oz. Учитывая уравнения движения (4) в форме

dpx
dt

=
e

c
vyH,

dpy
dt

= −e
c
vxH, (6)

получаем:
dp2x + dp2y

dt2
=
(e
c
H
)2

(v2x + v2y).

Так как
√
dp2x + dp2y = dl есть элемент длины в импульсном про-

странстве, то
dl

dt
=
e

c
Hv⊥, v⊥ =

√
v2x + v2y .

Иначе говоря,

dt =
c

eH

dl

v⊥
, t =

c

eH

∫
dl

v⊥
. (7)

Если траектория электрона замкнутая, то этот интеграл можно
вычислять по всему контуру, и при этом мы получим период движе-
ния:

T =
c

eH

∮
dl

v⊥
. (8)

Площадь плоскости pz = const изображается интегралом S =∫
dpxdpy.
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Вместо того, чтобы вычислять такой интеграл непосредственно,
можно изобразить в плоскости pz = const кривые ε = const и инте-
грировать вдоль этих контуров и по нормали к ним. Кольцо, образо-
ванное двумя контурами с ε, отличающимися на dε, имеет в данном
месте ширину:

dε |∂ε/∂~p⊥|−1
= dε/v⊥.

Площадь кольца равна dε
∮
dl/v⊥ (интеграл берётся вдоль кон-

тура), а площадь плоскости pz = const изображается интегралом

S =

∫
dε

∮
dl

v⊥
.

Сравнивая с (8), находим, что период движения равен

T =
c

eH

∂S

∂ε
. (9)

Введём так называемую “циклотронную массу”

mc =
1

2π

∂S

∂ε
. (10)

С учётом последней формулы период выражается в виде

T =
2πcmc

eH
. (11)

Угловая частота Ω = 2π/T = eH/(mcc) называется ларморовской
или циклотронной частотой. Циклотронная масса может быть опре-
делена лишь для замкнутых орбит. В присутствии магнитного поля
удобно ввести, вместоpx и py, две новые переменные: энергию ε и
“время движения по траектории”

t1 =
c

eH

∫
dl

v⊥
.

Надо иметь ввиду, что в данном случае это не истинное время,
а некоторая функция px и py, связанная с ними уравнениями (6).
Таким образом, получаем

∫
dpxdpy =

∫
dε
dl

v⊥
.

Но так как (c/eH) dl/v⊥ = dt1, то в новых переменных интеграл по
импульсам приобретает вид

2

(2π~)3

∫
dpxdpydpz =

2

(2π~)3
eH

c

∫
dpzdt1dε. (12)
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Кинетическое уравнение при наличии постоянных электрическо-
го и магнитного полей может быть написано в виде

∂f

∂t1
ṫ1 +

∂f

∂pz
ṗz +

∂f

∂ε
ε̇ = I(f). (13)

Для ε̇ имеем

ε̇ =
∂ε

∂t
=
∂ε

∂~p

d~p

dt
= ~v

d~p

dt
.

В присутствии электрического и магнитного полей

d~p

dt
=
e

c
~v × ~H + e ~E, (14)

поэтому
ε̇ = e~v ~E, (15)

ṗz = eEz. (16)

Переменная t1 определяется из уравнений (6), которые отлича-
ются от(14)отсутствием электрического поля. Но в металлах для не
слишком слабых магнитных полей (v/c)H всегда больше E. Поэтому
разница междуt1 и t мала и dt1/dt ≈ 1. Итак, мы получаем

∂f

∂t1
+
∂f

∂pz
eEz +

∂f

∂ε
e~v ~E = I(f). (17)

Будем искать f в виде

f = f0 −
∂f0
∂ε

ψ. (18)

Так как ε, pz и t1 – независимые переменные, то надо считать
f0 не зависящим от pz. Ввиду этого подстановка (18) в (17) даёт в
низшем порядке по ψ

∂ψ

∂t1
− I(ψ) = e~v ~E. (19)

Это общее уравнение, которое решается в разных конкретных
случаях. Его надо дополнить граничными условиями по t1: для
замкнутых траекторий функция ψ должна периодически зависеть
отt1. Если же траектория открытая, то функция ψ не обязана быть
периодической, но должна быть везде конечной. Эти условия дают
однозначное решение уравнения (19).
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О КОРРЕКТНОСТИ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
ЗАДАЧИ НА ГРАФЕ

С.А. Шабров, Д.А. Литвинов (Воронеж, ВГУ,ВГУИТ)
shaspoteha@mail.ru,d77013378@yandex.ru

Рассматривается математическая модель малых вынужденных
поперечных колебаний системы, состоящей из сетки из растянутых
струн, расположенных вдоль графа Γ [1], [2]





m(x)u′′tt(x, t) = (p(x)u′x(x, t))
′
Γ − u(x, t)Q′

Γ + F ′
Γ(x, t);

Kiu(b, t) + (−1)ν(b)p(b)u′x(b, t)|b∈∂Γ = 0;
u(x, 0) = ψ0(x);
u′t(x, 0) = ψ1(x).

(1)

Под графом Γ мы понимаем геометрическую сеть из Rn, реализо-
ванную в виде открытого геометрического графа. Считается, что Γ
состоит из некоторого набора непересекающихся интервалов

γi = (ai, bi) = {x = ai + λ(bi − ai) : 0 < λ < 1}, (i = 1, 2, ..., N),

называемых ребрами и некоторой совокупности их концов. Множе-
ство этих концов обозначается через I(Γ), а точки I(Γ) называются
внутренними вершинами графа Γ. Концы интервалов γi, не вклю-
ченные в I(Γ), называются граничными вершинами, их множество
обозначается через ∂Γ, т.е. ∂Γ = {bi, i = 1, 2, . . . , r}, где r— количе-
ство граничных вершин. На ребрах графа Γ задается ориентация в
зависимости от наблюдаемого процесса.

Под производной по Γ мы понимаем в следующем смысле

d

dΓ
(pux) =

{
(pu′x)′σ, x ∈ R(Γ);∑
i

∑
ak∈I(Γ)

(−1)µi(ak)pi(ak)ui(ak), x = ak ∈ I(Γ),

c© Шабров С.А., Литвинов Д.А., 2020
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где σ— мера, заданная на каждом ребре, индекс i у функции озна-
чает ее сужение на соответствующее ребро,

µ(b) =

{
1, если ориентация выбрана от граничной вершины b;
0, если ориентация выбрана к граничной вершине b,

внешнее суммирование осуществляется по всем ребрам, примыкаю-
щим к ak ∈ I(Γ).

Функция p(x) — сила натяжения струны в точке x ∈ Γ, Q′
Γ(x)

характеризует упругость внешней среды в точке x, а именно, если
в этой точке имеется локализованная особенность, то Q′

Γ(x) — ко-
эффициент упругости, в противном случае — плотность; аналогично
F ′
Γ(x, t) сосредоточенная сила, приложенная в точке x в момент вре-

мени t, в противном случае — плотность силы, u(x, t) — отклонение
точки x от положения равновесия в момент времени t, произошед-
ший под воздействием силы F ′

Γ(x, t), Ki : i = 1, r— жесткости пру-
жин, установленных в граничных точках bi, m(x) — функция, рав-
ная плотности массы, распределенной на графе, в точке x ∈ Γ\I(Γ)
и массе в точке x ∈ I(Γ), ψ0(x) и ψ1(x) — начальные отклонение
точки x от положения равновесия и скорость соответственно.

Решение системы (1) ищется в классе равномерно непрерывных
на Γ функций, каждая из которых на всяком ребре имеет производ-
ную по пространственной переменной, являющуюся σ–абсолютной
непрерывной относительно меры σ; дважды дифференцируема по
временной переменной.

При вполне физических условиях на функции ψ0(x), ψ1(x) по-
лучены достаточные условия корректности математической модели
(1).
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ОБ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ШЕСТОГО
ПОРЯДКА С ПРОИЗВОДНЫМИ ПО МЕРЕ1

С.А. Шабров, М.В. Шаброва, О.М. Ильина
(Воронеж, ВГУ)

shabrov_s_a@math.vsu.ru

В представленной работе изучается граничная задача





M ′
µü =

(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

− (ru′′xx)
′′
xµ + (gu′x)′µ −Q′

µu;

u(0, t) = u′x(0, t) = u′′′xxµ(0, t) = 0;
u(ℓ, t) = u′x(ℓ, t) = u′′′xxµ(ℓ, t) = 0;
u(x, 0) = ϕ0(x);
u̇(x, 0) = ϕ1(x),

(1)

с производными по мере, которая возникает при моделировании ма-
лых деформаций, происходящих в одной плоскости перпендикуляр-
но оси Ox — положению равновесия системы, растянутой стержне-
вой системы, помещенной на «двойную» упругую опору с локали-
зованными особенностями, приводящими к потере гладкости; коэф-
фициент p(x) характеризует материал из которого сделан материал,
r(x) — сила натяжения в точке x; g(x) и Q′

µ — параметры «двойной»
упругой опоры; M(x) суммарная масса участка [0;x); ϕ0(x) и ϕ1(x)
— начальные отклонения и скорость соответственно.

Решение (1) мы будем искать в классе E — дважды непрерывно
дифференцируемых функций u(x, t) (при каждом фиксированном t),
у которых: u′′xx(x, t) — µ–абсолютно непрерывна на [0, ℓ]; pu′′′xxµ(x, t)

— дважды непрерывно дифференцируема;
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(x, t) — µ–аб-
солютно непрерывна на [0; ℓ]; u(x, t) — дважды непрерывно диффе-
ренцируемы по t при каждом фиксированном x.

В точках ξ, принадлежащих множеству точек разрыва µ(x), урав-

нение в (1) понимается как равенство ∆M(ξ) = ∆
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(ξ) −
∆(ru′′xx)′x(ξ) + ∆ (gu′x) (ξ) − u(ξ)∆Q(ξ), где ∆u(ξ) — полный скачок
функции u(x) в точке ξ.

Будем предполагать, что функции p(x), r(x), g(x) и Q(x) µ-аб-
солютно непрерывны на [0; ℓ]S(µ) (описание построения множества

[0; ℓ]S(µ) см. [2]), min
x∈[0;ℓ]S(µ)

p(x) > 0, Q(x) не убывает.

Получены достаточные условия возможности применения метода
Фурье для доказательства существования решения (1).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Гранта РНФ (проект 19–11–
00197), выполняемого в Воронежском госуниверсите.
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О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ ВОЗМОЖНОСТИ
ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА ФУРЬЕ К

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ МАЛЫХ
ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЕВОЙ

СИСТЕМЫ С ЛОКАЛИЗОВАННЫМИ
ОСОБЕННОСТЯМИ

Е.А. Шайна (Воронеж, ВГУ)
katerinashaina@mail.ru

В данной работе получены достаточные условия, при выполнении
которых, к математической модели




M ′
σ(x)

∂2u

∂t2
=

= − ∂

∂σ

∂

∂x

(
p(x)

∂

∂µ

∂u

∂x

)
+

∂

∂σ

(
r(x)

∂u

∂x

)
− dQ

dσ
u+ f(x, t),

(
pu′′xµ

)
(0, t) − γ1u

′
x(0, t) = 0,(

pu′′xµ
)′
x

(0, t) − (ru′x) (0) + γ2u(0, t) = 0,(
pu′′xµ

)
(ℓ, t) + γ3u

′
x(ℓ, t) = 0,(

pu′′xµ
)′
x

(ℓ, t) − (ru′x) (ℓ, t) − γ4u(ℓ, t) = 0;

u(x, 0) = ϕ0(x);
∂u

∂t
(x, 0) = ϕ1(x),

(1)

возможно применение метода Фурье. Отметим, что это модель воз-
никает при моделировании малых вынужденных поперечных колеба-
ний системы, состоящей из растянутых стержней, которые соедине-
ны шарнирно; в каждой точке шарнирного соединения имеется пру-
жина, реагирующая исключительно на поворот; система находится
во внешней среде, локальный коэффициент упругости которой равен
dQ; коэффициент p(x) характеризует материал из которого сделан
стержень и отвечает за изгибную жесткость; r(x) > 0 — сила натяже-
ния стержневой системы в точке x; функция µ(x) имеет особенности
(ввиде скачков) в точках шарнирного соединения; f(x, t) — сосре-
доточенная сила (если таковая присутствует), приложенная в точке
шарнира в момент времени t, или плотность силы во всех остальных
точках; мера σ, порождаемая строго возрастающей функцией σ(x),
содержит в себе все особенности модели — это и точки шарнирного
соединения, и точки в которых локализованы особенности внешней
среды, и присутствуют сосредоточенные массы; M(x) — распреде-
ление масс на системе, причем скачки M(x) соответствуют случаю
сосредоточенных масс. К каждой точке x = 0 и x = ℓ присоединены
еще по две пружины жесткостью γ1, γ2 и γ3, γ4 соответственно. Пер-
вая пружина, присоединенная к левому концу системы, реагирует
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на крутящий момент, возникающий в точке x = 0, а вторая — на
смещение левого конца. Аналогично для пружин, находящихся на
правом конце.

Через S(σ) — обозначим точки разрыва функции σ(x); σ-мера
каждой точки ξ ∈ S(σ) равна σ{ξ} = σ(ξ + 0) − σ(ξ − 0). В точках,
принадлежащих S(σ), уравнение в (1) принимает вид

∆M(ξ)
∂2u

∂t2
(ξ, t) =

= −∆
((
p(x)u′′xµ

)′
x

)
(ξ, t) + ∆ (ru′x) (ξ, t) − u(ξ, t)∆Q(ξ) + f(ξ, t),

(2)

где f(ξ, t) характеризует сосредоточенную силу, приложенную в точ-
ке ξ в момент времени t. Помимо (2) в точке ξ «присутствуют» еще
три условия:

u(ξ − 0, t) = u(ξ + 0, t),

p(ξ)
∆u′x(ξ, t)

∆µ(ξ)
= p(ξ − 0)u′′xµ(ξ − 0, t) = p(ξ + 0)u′′xµ(ξ + 0, t).

Случай, когда S(σ) = S(µ), т. е. дополнительных особенностей, по-
рождаемые внешней средой и силой, не возникает, был изучен в рабо-
те [5]. Если S(σ) ⊃ S(µ), то в точках x ∈ S(σ)\S(µ) «присутствуют»
три условия:

u(ξ − 0, t) = u(ξ + 0, t),

u′x(ξ − 0, t) = u′x(ξ + 0, t),

p(ξ − 0)u′′xµ(ξ − 0, t) = p(ξ + 0)u′′xµ(ξ + 0, t).

Решение математической модели (1) мы ищем в классе E функ-
ций u(x, t), каждая из которых непрерывна на [0; ℓ] × [0;T ]; име-
ет непрерывные производные по переменной t до второго порядка
включительно при фиксированном x; при постоянном t u(x, t) аб-
солютно непрерывна по x на [0; ℓ]; u′x(x, t) — µ-абсолютно непре-
рывна на [0; ℓ]; p(x)u′′xµ(x, t) — абсолютно непрерывна на [0; ℓ];(
pu′′xµ

)′
x

(x, t) — σ-абсолютно непрерывна на [0; ℓ]; производные
u′′′txµ(x, t) и u′′′xµt(x, t) равны почти всюду (в смысле меры [µ×t] задан-
ной на прямоугольнике [0; ℓ]× [0;T ]); производные u′′tx(x, t) и u′′xt(x, t)
равны почти всюду в смысле меры Лебега заданной на [0; ℓ] × [0;T ].
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СИСТЕМЫ ВЫСОКОГО
ПОРЯДКА С ДИССИПАЦИЕЙ

М.В. Шамолин (Москва, МГУ имени М. В. Ломоносова)
shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru

Описание диссипации в динамической системе является доволь-
но затруднительной задачей. Но это, к примеру, может быть сделано
следующим образом: вполне определенные коэффициенты указыва-
ют на рассеяние энергии в одних областях фазового пространства, а
в других его областях — на подкачку энергии. Это приводит к поте-
ре классических первых интегралов (законов сохранения), глобально
выражающихся через гладкие функции.

Топологическим препятствием к наличию в системе полного на-
бора гладких первых интегралов являются притягивающие или от-
талкивающие предельные множества. При их обнаружении необхо-
димо забыть о полном наборе даже непрерывных во всем фазовом
пространстве автономных первых интегралов [1, 2].

При исследовании систем с диссипацией если и удается найти
полный набор первых интегралов, то среди них обязательно бу-
дут первые интегралы, являющиеся трансцендентными (в смысле
комплексного анализа) функциями (имеющими существенно особые
точки). Поэтому результаты, полученные в данной работе, особенно
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важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного
поля сил.

Данная тематика уже затрагивалась в ряде работ автора (см., на-
пример, [3, 4, 5]). В данной работе показана интегрируемость некото-
рых классов однородных по части переменных динамических систем
произвольного нечетного порядка, в которых выделяется система на
касательном расслоении к гладкому многообразию. При этом сило-
вые поля обладают диссипацией разного знака и обобщают ранее
рассмотренные.
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5. Шамолин М. В. Новые случаи интегрируемых систем с дис-
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К ПРОДОЛЖЕНИЮ C∞-РЕШЕНИЙ
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Н.А. Шананин (Москва, ГУУ)
nashananin@inbox.ru

В квазилинейном уравнении

uttt +
n∑

l,j=1

al,j(t, x, u, ut, utt, ux)uxlxj +
n∑
j=1

aj(t, x, u, ut, utt, ux)uxj =

= f(t, x, u, ut, utt, ux), (t, x) ∈ Ω ⊂ Rn+1,

с вещественнозначными коэффициентами al,j , aj ∈ C∞(Ω × Rn+3)
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и правой частью f ∈ C∞(Ω × Rn+3) введем взвешивание производ-
ных, присвоив операции однократного дифференцирования по пере-
менной t вес 2, а операциям дифференцирования по xj - 3. Пусть
g ∈ C∞(U), где U ⊂ Ω - открытое множество. Определенный на
функции g взвешенный главный символ

pwg = −iτ3 −
n∑

l,j=1

al,j(t, x, g(t, x), gt(t, x), gtt(t, x), gx(t, x))ξlξj

назовем квазиэллиптическим на g в точке (t0, x0) ∈ U , если из
равенства pwg (t0, x0, τ, ξ) = 0 следует, что τ = 0 и ξ = 0. Гипер-
поверхность S, определенная в окрестности U точки (t0, x0) урав-
нением ϕ(t, x) = 0 с C∞-функцией ϕ, удовлетворяющей условию:
ϕt(t

0, x0) 6= 0, называют нехарактеристической.
Теорема 1. Пусть u и v — C∞-решения, определенные в окрест-

ности U ⊂ Ω точки (t0, x0) нехарактеристической в точке гипер-
поверхности S, причем символ pwu является квазиэллиптическим в
(t0, x0) на решении u. Тогда из равенств начальных данных Коши
(∂k(u − v))|S∩U = 0, k = 0, 1, 2, следует, что u = v в некоторой
окрестности точки (t0, x0).

Теорема 2. Пусть u и v — C∞-решения, определенные в Ω, при-
чем в каждой точке отрезка {(t, x0) |α < t < β} ⊂ Ω} символ pwu яв-
ляется квазиэллиптическим на решении u. Тогда из равенств рост-
ков u(t0,x0)

∼= v(t0,x0) в одной из точек отрезка следует равенство
ростков решений во всех точках этого отрезка.
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА С АКУСТИЧЕСКИМ
УСЛОВИЕМ СОПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО

ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С СИЛЬНОЙ
ДИССИПАЦИЕЙ

Г.Х. Шафиева (Баку, ИММ НАНА; БГУ)
gulshan.shafiyeva@mail.ru

Рассматривается смешанная задача для одномерных волновых
уравнений с сильной диссипацией и динамическим условием сопря-
жения:

utt − a1uxxt − b1uxx = f(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] × [0, 1], (1)

vtt − a2vxxt − b2vxx = g(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] × [1, 2], (2)

u(t, 0) = 0, v(t, 2) = 0, u(t, 1) = v(t, 1) = ϕ(t), t > 0, (3)
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ϕtt(t) + uxt(t, 1) − vxt(t, 1) = h(t), t > 0, (4)

u(0, x) = ϕ1(x), ut(0, x) = ψ1(x), 0 6 x 6 1, (5)

v(0, x) = ϕ2(x), vt(0, x) = ψ2(x), 1 6 x 6 2, (6)

где a1 > 0, a2 > 0, b1, b2 ∈ R, f(t, x) ∈W 1
p (0, T ;Lp(0, 1)),

f(t, 0) = 0, g(t, x) ∈W 1
p (0, T ;Lp(0, 1)), g(t, 2) = 0,

h(t) ∈ W 1
p (0, T ), ϕ1(·) ∈W 2

p (0, 1), ψ1(·) ∈W 2
p (0, 1),

ϕ2(·) ∈W 2
p (1, 2), ψ2(·) ∈W 2

p (1, 2), ϕ1(0) = 0, ϕ2(2) = 0,

ϕ1(1) = ϕ2(1), ψ1(0) = 0, ψ2(2) = 0, ψ1(1) = ψ2(1).

Доказывается, что задача (1) - (6) имеет единственное решение:

(u, v, ϕ) ∈ C([0, T ];W 2
p (0, 1) ×W 2

p (1, 2) ×R)∩

∩C1([0, T ];W 1
p (0, 1)×W 1

p (1, 2)×R)∩C2([0, T ];Lp(0, 1)×Lp(0, 1)×R).

ФУНКЦИЯ ГРИНА В ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ О
ПРОДОЛЬНОМ ИЗГИБЕ ТЯЖЁЛЫХ СТЕРЖНЕЙ1

А.Н. Шелковой (Воронеж, ВГТУ)
shelkovoj.aleksandr@mail.ru

Определение критической нагрузки P при продольном изгибе
стержня длины l постоянного сечения при учёте его собственного
веса приводит к задаче на собственные значения

yIV − ε(xy′)′ = −λy′′, y(0) = y′′(0) = y(l) = y′′(l) = 0. (1)

В гильбертовом пространстве L2[0, l] введём оператор Ay = y′′

с областью определения D(A), определяемой краевыми условиями
y(0) = y(l) = 0, тогда A2y = yIV . Дифференциальное уравне-
ние в задаче (1) приобретёт вид: A2y − ε(xy′)′ = −λAy. Приме-
нив к обеим частям оператор A−1, получим краевую задачу Ay −
εA−1xAy − εA−1xAy′ = −λy, y(0) = y(l) = 0. Оператор A−1 имеет

вид: (A−1y)(x) =
l∫
0

K(x, s)y(s)ds, где K(x, s) = G(x, s) — функция

Грина для краевой задачи y′′ = 0, y(0) = y(l) = 0. Показано, что
исходное дифференциальное уравнение в задаче (1) приводится к
операторному уравнению Ly = −λy, где

(Ly)(x) = y′′(x) + εxy(x) − εl(x− l)y′(l)+

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-
00732).
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+ε




l∫

x

y(s)ds− x

l∫

0

y(s)ds


 /l.

К данному оператору применим метод подобных операторов, то есть
оператор L можно представить в виде A−B, где (Ay)(x) = y′′(x) —
невозмущённый оператор, а

(By)(x) = ε


l(x− l)y′(l) − xy −




l∫

x

y(s)ds− x

l∫

0

y(s)ds


 /l




— возмущение.

РЕЗОНАНСНОЕ РАССЕЯНИЕ И СПЕКТРЫ
НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

Ю.В. Шестопалов (Университет г. Евле, Швеция)
yuyshv@hig.se

При исследовании рассеяния или распространения электромаг-
нитных волн в волноведущих структурах с неоднородным запол-
нением возникают краевые задачи на собственные значения (с.з.)
для систем уравнений Максвелла или Гельмгольца [1]. При анализе
открытых структур, неограниченных в поперечном сечении, когда
спектральный параметр входит в условия на бесконечности нели-
нейным образом, задача становится несамосопряженной и требует
разработки специальных постановок и методов решения [1-3]. Цен-
тральным вопросом здесь является доказательство существования и
изучение распределения с.з. на комплексной плоскости. Резонансное
рассеяние связано с аномальным поведением решений (волновых по-
лей) в окрестностях особых точек аналитических продолжений со-
ответствующих операторов краевых задач в комплексную область
спектрального параметра (например, частоты) [1]. Для структур с
круговой симметрией, эти особые точки являются [1, 2] с.з. и одно-
временно сингулярностями (полюсами) коэффициентов разложений
рассеянного поля в дальней зоне. Нахождение с.з. сводится к рас-
чету нулей определенного семейства функций (обобщенных цилин-
дрических полиномов) [4], и эти нули можно эффективно вычислять
численно-аналитическими методами [2-4].
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THE SURJECTIVITY CRITERIA FOR CONVOLUTION
OPERATORS ON WEIGHTED SPACES OF FUNCTIONS

HOLOMORPHIC IN BOUNDED CONVEX DOMAINS
T.M. Andreeva

(Rostov-on-Don, SFEDU; Vladikavkaz, SMI of VSC RAS)
metzi@yandex.ru

Let G be a domain in C and H(G) the space of all holomorphic
functions in G. For a continuous function (a weight) v : G → R define
the Banach space

Hv(G) :=
{
f ∈ H(G) : ||f ||v := sup

z∈G
|f(z)|e−v(z) <∞

}
.

For an increasing sequence of weights V = (vn) define the inductive limit
VH(G) := indHvn(G).

Let µ be an analytic functional on C carried by a convex compact
set K. With some restrictions on weight sequence which are equal to
those used by V.V. Napalkov [1] we study the continuity and surjectivity
problem of the convolution operator

µ ∗ f(z) : f 7→ µwf(z + w)

that maps VH(G+K) into (onto) VH(G). We establish the surjectivity
criteria for convolution operator in terms of its Laplace (Fourier-Borel)
transform µ̂(ζ) := µze

〈z·〉 via the appropriate description of functional
weighted spaces that are conjugated to VH(G+K) and VH(G).

The main results are the following:
1) We obtain a criterion of continuity for the convolution operator

µ∗ : VH(G+K) → VH(G);

2) We establish a functional criterion of surjectivity for convolution
operator in terms of the closure of an image of the multiplication operator
f 7→ µ̂f that is conjugate to µ∗;
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3) For the case vn(z) = n|z|α, α > 0 we find out the criterion of
surjectivity for convolution operator in terms of regular growth of µ̂ (the
lower estimate on |µ̂| outside some exceptional sets).

Similar research was presented in [2] for the spaces of functions that
are holomorphic in convex domains and have a polynomial growth near
the boundary (the weight sequence vn(z) = n ln(1 + |z|)).
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PSEUDOCONVEX HYBRIDIZATION OF THREE
DESCENT VECTORS TO BUILD A NEW METHOD OF

THE CONJUGATE GRADIENT
M. Hannachi, I. Hafaidia, M. Ghiat, H. Guebbai (Laboratoire
de Mathématiques Appliquées et Modélisation, Université 8 Mai 1945

Guelma, BP 4001, 24000 Guelma, Algeria)
hannachi.marwa77@gmail.com; hafaidia.imane@yahoo.com;
imane.hafaidia@univ-guelma.dz; mourad.ghi24@gmail.com;

mourad.ghiat@univ-guelma.dz; guebaihamza@yahoo.fr;
guebbai.hamza@univ-guelma.dz

The objective of the conjugate gradient methods is to approach the
minimum of a continuously differentiable function f : RN → R, supposed
to be bounded from below. To achieve this objective, we build the
following iterative sequence: x0 chosen in R

N , xk+1 = xk+δkdk, k > 0.
dk is a descent vector, δk > 0 is the step size obtained using a line search
method.

To solve optimization problems without constraints, it is proven that
if the descent vector satisfies the conjugation condition i.e. ytkdk =

(gk+1 − gk)t dk = 0, the method used becomes faster in execution
time. To obtain this condition, researchers used convex hybridization
between two descent vectors. But, the descent vectors obtained verify
the conjugation condition partially and the convexity is not completely
verified. In our work, we are interested in solving this type of problems
by using a new method of the conjugate gradient where we leaned on
the hybridization of three descent vectors in the following form:

dPCHk = (1 − βk)dPRPk + βkd
DY
k + αkd

LS
k ,
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where, βk, αk are calculated in order that dPCHk satisfies the condition
of conjugation and the condition of sufficient descent.
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MIXED VOLUMES/AREAS AND COMPLETENESS OF
EXPONENTIAL AND OTHER SYSTEMS1

B.N. Khabibullin, R.R. Muryasov (Ufa, BashSU)
Khabib-Bulat@mail.ru , romrumur@yandex.ru

Let n ∈ N := {1, 2, . . .}. Let f be an entire function in the n-
dimensional complex Euclidean space Cn, Z ⊂ Cn, S ⊂ Cn. For a broad
class of distribution densities of the set Z, a scale of sufficient conditions
for the completeness of the system of functions {f(z× s) : z ∈ Z}, s ∈ S,
where z× s := (z1s1, z2s2, . . . , znsn), in the space Hol(S) of holomorphic
functions on S with respect to the topology of uniform convergence on
compact subsets is given in terms of the mutual indicator of the function
f and the set Z, and also in terms of mixed volumesbetween the convex
hull of S and classes of convex sets (see special cases in [1; § 4], [2;Ch. 3,
4.2]). Our conditions are new already for n = 1 and each S ⊂ C.

We present a typical result for the exponential function f := exp, a
convex bounded domain S ⊂ C, and a sequence Z = (zk)k∈N ⊂ C. Let K
be a convex compact subset in C. We denote by S(K,S) the mixed area
of the pair K,S and denote by k the support function of K [2].
Theorem. If g > 0 be a (x, 1/x)-convex (see [3; Ch. I, § 1]) integrable
function on the positive semiaxis R+ and

lim sup
a→+∞

lim sup
r→+∞

1∫ ar
r
g(x) dx

∑

r<|zk|6ar
k
(
zk/|zk|

)
g
(
|zk|
)
>

1

2π
S(K,S),

then the closure of the linear hull of
{
ezks : k ∈ N

}
is equal to Hol(S).
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ON ASYMPTOTIC OF DECOUPLING
TRANSFORMATION FOR TIME-INVARIANT

SINGULARLY PERTURBED SYSTEMS WITH DELAY1

C.A. Naligama, O.B. Tsekhan (Grodno, YaKSUG)
naligama_ch_19@student.grsu.by, tsekhan@grsu.by

The decoupling transformation that decomposes a singularly
perturbed linear time-invariant system with multiple delays (SPLTISD)
onto two independent subsystems with different tempo leads to solving
equations with respect to function matrices L(µ, λ), H(µ, λ), µ ∈
(0, µ0], µ0 ≪ 1, λ ∈ C. These matrices can be found in asymptotic series
form [1].

With relevant examples, in this work it is proved that for any integer
k > 0 the terms of the asymptotic series can be represented in the form
of finite sums

Lk (λ) =

(k+1)l∑

j=0

Lkjλ
j , Hk+1 (λ) =

kl∑

j=0

H
(k+1)
j λj ,

where l > 0, matrices Lkj , H
k
j , j, k ∈ Z, are solutions of the following

recurrence matrix equations

Lk+1
j =A−1

4

j∑
s=j−(k+1)l

(
LksA1,j−s −

k∑
i=0

Lk−is A2L
i
j−s

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

Hk+1
j =A−1

4

j∑
s=j−kl

(
A1,j−sHk

s −
k∑
i=0

(
A2L

i
j−sH

k−i
s +Hi

j−sL
k−i
s A2

))
,

with initial conditions H0
0 = A2A

−1
4 , Hk

j = 0, j < 0 ∨ j > kl, L0
j =

A−1
4 A3j , j = 0, l, Lkj = 0, j < 0 ∨ j > (k + 1) l . Here Aij , i = 1, 3, j =

0, l, A2, A4 are constant matrices of SPLTISD, detA4 6= 0.

Among the consequences is that although the resulting decoupled
subsystems are systems with infinite delay, for any fixed k > 0 they are
approximated with accuracy O(µk) by systems with finite delays.

1 The work of O.B. Tsekhan was partially supported under the State research
program "Convergence-2020"of Republic of Belarus: Task 1.3.02.
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BLOCK-BY-BLOCK APPROXIMATION FOR VOLTERRA
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION WITH WEAKLY

SINGULAR KERNEL
I. Saioudi, M. Ghiat, H. guebbai (Laboratoire des Mathématiques
Appliquées et Modélisation, Université 8 Mai 1945 Guelma, BP 4001,
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In this work, we present a numerical study for Volterra integro-
differential equation with weakly singular kernel, presented in the follow-
ing form: For α ∈ ]0, 1[ , T > 0 and g ∈ C1 (0, T ) , to find ϕ ∈ C1 (0, T ) ,

∀t ∈ [0, T ] , ϕ(t) =

t∫

0

(t− x)αL(t, x, ϕ(x), ϕ′(x))dx + g(t). (1)

Using generalized Lipschitz conditions, Ghiat et al [1] have shown that
the equation (1) has a unique solution. In addition, they built a new
version of the Product integration method to approach this one.

Our objective is to build a new version of the block-by-block method
to approach the unique solution of our equation. This method was
developed initially for Volterra classical integral equations(see [2]). In
the classic case, the block-by-block method has shown great efficiency
since it provides a convenient and efficient way for solving the equation
over the whole interval. We obtain similar results in the integrro-diffe-
rential case.
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MULTIPOTENT NUMBER SETS
Yu.P. Virchenko (Belgorod, BelGU)

virch@bsu.edu.ru

The concept of multipotent sets in monoids is proposed in the
communication and it is proved some statements about their properties.
Most attention is devoted to monoids having one noncyclic forming
element. Properties of multipotent sets in such monoids have direct
connection with the so-called binary Goldbach problem [1].

The commutative monoid A with the unique noncyclic forming
element e consists of an infinite set of elements. It is isomorphic to the
set N+ = N ∪ {0}. The unit of the monoid A is connected with 0, the
forming element e is connected with 1 ∈ N and elements n ·e with n ∈ N.

The set N0 ⊂ N is named the k-potent one, k ∈ N if Nk
0 ∪N0 = N

where Nl
0 are defined by the induction: N1

0 = N0, N
l+1
0 = Nl

0 + N0.
There is the unique 1-potent set N. However, there are some nontrivial
k-potent sets at k > 2 which are proper subsets of N. They possess some
general properties: 1 is included in any k-potent set; the expanding of
any k-potent set is the k-potent one.

Theorem 1. If the set N0 = lim
n→∞

N(n) defined by the expanding

sequence 〈N(n);n ∈ N〉 then it is the k-potent one in that and only in
that case when the inclusion Nk(n) ⊃ In\N(n) is fulfilled for each n ∈ N.

Sequences 〈N(n);n ∈ N〉 satisfying the theorem condition are named
the generating ones.

Теорема 2. It is necessary that the sequence 〈|N(n)|;n ∈ N〉 should
be satisfied to the condition |N(n)|/n > 1/(k + 1) for any n ∈ N and
1 ∈ N(1) in order the sequence 〈N(n);n ∈ N〉 is the generating one for
the k-potent set N0.

On the basis of this theorem it can prove that the binary Goldbach
conjecture [1] (The Euler conjecture) is fulfilled for all sufficiently large
even numbers, i.e. all numbers 2n > N are represented in the form
2n = p+ q with two primes p and q.
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