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Ðàññìîòðèì ðåñóðñíóþ ñåòü G, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñâÿçíóþ
îðèåíòèðîâàííóþ ñåòü, ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ
ïî äóãàì, íà êîòîðîé ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ.Ñîñòîÿíèåì â ñåòè ñ ìåíÿþùåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ
ïî äóãàì áóäåì ñ÷èòàòü ñëåäóþùèé âåêòîð

Q(t) = {q1(t), q2(t), · · · , qn(t)};

Q′(t) =


qD−1
1 (t) qD−1

2 (t) . . . qD−1
n (t)

qD−2
1 (t) qD−2

2 (t) . . . qD−2
n (t)

...
...

. . .
...

q01(t) q02(t) . . . q0n(t)

 ,

ãäå qji (t) � âåëè÷èíà ðåñóðñà âåðøèíû xji = (p1 ◦ f ′)(u′), i =
1, · · · , n,t = 0, 1, · · · , D − 1.

Ðàññìîòðèì äóãó u (ãäå (p1◦f)(u) = xji , j = 0, · · · , D−1 ), êîòîðàÿ
èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü r(uα). Òîãäà ðåñóðñ qji (t) â ìîìåíò
âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

qi(t) = qi(t− 1)−
∑

v∈[xt−1
i ]+

F (u, t− 1) +
∑

v∈[xt
i]

+

F (u, t− 1),

ãäå ïîòîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äóãó u â ìîìåíò âðåìåíè t − 1, èìååò
âèä:

F (u, t− 1) =
qji (t)∑D−1

k=0 q
k
i (t− 1)

· r(u)∑
v∈[xj

i ]
+ r(v)

×

×min{
D−1∑
k=0

qki (t− 1),
∑

v∈[xj
i ]

+

r(v)}. (1)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü G′(X ′, U ′, F ′) èñ-
õîäíîé ñåòè G(X,U, f,D) , ñîñòîèò èç D ýðãîäè÷åñêèõ èçîëèðîâàí-
íûõ êîìïîíåíòîâ ñèëüíî ñâÿçíîñòè, ãäå èçîëèðîâàííàÿ êîìïîíåíòà
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� ýòà êîìïîíåíòà, íà êîòîðîé èç ëþáîé åå âåðøèíû äîñòèæèìû òîëü-
êî âåðøèíû ýòîé æå êîìïîíåíòû.

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ êàæäîé äóãè u ãðàôà G(X,U, f,D), çàäà-
íû äëèòåëüíîñòè d(u) = {D,D, · · · , D,D}, òîãäà âñïîìîãàòåëü-
íûé ãðàô G′ ñîñòîèò èç D êîìïîíåíòàõ ñèëüíîé ñâÿçíîñòè âèäà
G⊕
α (X

⊕
α , U

⊕
α , fα), ãäå α = 0, 1, 2, · · · , D − 1, X⊕

α = {xα1 , xα2 , · · · , xαn},à
êîìïîíåíòà G⊕

α ÿâëÿåòñÿ äóáëèêàòîì èñõîäíîé ñåòè G áåç îãðàíè-
÷åííîé íà äîñòèæèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âîçíèêàåò îò òîãî ÷òî, äëèòåëüíîñòè ðà-
âåí ïåðèîä èñõîäíîé ñåòè, òàêèì îáðàçîì, ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì
ïðîèñõîäèò êàæäûé D òàêòîâ íà èñõîäíîé ñåòè è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïîòîê ïðîõîäèò ïî äóãàì êàê íà èñõîäíîé ñåòè áåç îãðàíè÷åíèÿ íà
äîñòèæèìîñòè, òîëüêî ñ îïîçäàíèé D ìèíóòû (òàêòîâ). Ò.å. íà êàæ-
äîé ñëîé âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè áóäåò ýðãîäè÷åñêóþ êîìïîíåíòó âèäà
G⊕
α , íà êîòîðîé ñóììàðíûé ðåñóðñW

⊕
α =

∑n
i=1 q

α
i ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå (1), ãäå
∑D−1
i=0 W⊕

i =
∑n
i=0 q(0) = W� ñóììàðíûé ðåñóðñ

èñõîäíîé ñåòè G.
Çàìåòèì ÷òî, åñëè íà êîìïîíåíòû G⊕

α èìååò ìåñòî W⊕
α = T , ãäå

T �� ïîðîãîâîå çíà÷åíèå èñõîäíîé ñåòè áåç îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòè-
æèìîñòè, òî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [1]. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñà
W⊕
α íà êîìïîíåíòû G⊕

α . Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå T è ïðåäåëüíîå ñîñòî-
ÿíèå Q∗ ìîæíî íàéòè êàê â ðàáîòàõ [1] è [2].
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1)

x(0) = x′(0) = 0, (2)

x(1) = x′(1) = 0, (3)

ãäå α ∈ (3, 4] � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, Dα
0+ � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, T : C → Lp (1 < p < ∞) � ëèíåéíûé ïîëîæè-
òåëüíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, ôóíêöèÿ f(t, u) íåîòðèöàòåëüíà íà
[0, 1]× [0,∞) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàðàòåîäîðè è f(·, 0) ≡ 0.

Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ f ñòåïåííîãî õàðàêòå-
ðà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãî�Êðàñíîñåëüñêîãî ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ìåíüøåé ìåðå îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1)�(3). Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îáðåìåíåíèÿõ íà f åäèí-
ñòâåííîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ãàðàíòèðóåò ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæå-
íèé. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé âûïîëíåíèé óñëîâèé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò èññëåäîâàíèÿ àâòîðà [1,2,3]
ïî äàííîé òåìàòèêå.

Ëèòåðàòóðà
1. Àáäóðàãèìîâ Ã. Ý. Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïî-

ëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà /
Ã.Ý. Àáäóðàãèìîâ // Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ìàò. è åå
ïðèë. Òåìàò. îáç. � 2021. � � 194. � Ñ. 3�7.

2. Àáäóðàãèìîâ Ã. Ý. Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïî-
ëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà /
Ã.Ý. Àáäóðàãèìîâ // Âåñòíèê ðîññèéñêèõ óíèâåðñèòåòîâ. Ìàòåìà-
òèêà. � 2022. � Ò. 27, âûï. 138. � Ñ. 129�135.

© Àáäóðàãèìîâ Ã.Ý., 2023

38



3. Àáäóðàãèìîâ Ã.Ý. Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïî-
ëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà /
Ã.Ý. Àáäóðàãèìîâ // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæ-
íûå ïðîáëåìû : ìàòåðèàëû Âîðîíåæ. çèìí. ìàò. øêîëû. � Âîðîíåæ :
Èçäàòåëüñêèé äîì ÂÃÓ, 2023. � Ñ. 5�6.

ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÍÀÈËÓ×ØÅÃÎ
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ÔÓÍÊÖÈÈ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ËÎÐÅÍÖÀ
Ã. Àêèøåâ (Àñòàíà, ÊÔ ÌÃÓ)

akishev_g@mail.ru

Ïóñòü x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm ; Tm = [0, 2π) è Im = [0, 1)m.
×åðåç Lp,τ (Tm) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà âñåõ âåùåñò-

âåííîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f(x), êîòîðûå èìåþò
2π�ïåðèîä ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

∥f∥p,τ =

(
τ

p

1∫
0

(
f∗(t)

)τ
t
τ
p−1dt

)1/τ

<∞, 1 < p <∞, 1 ⩽ τ <∞,

ãäå f∗(y) � íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |f(2πx)|, x ∈ Im
(ñì. [1], ñ. 213�216).

Â ñëó÷àå τ = p ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Lp,τ (Tm) ñîâïàäàåò ñ ïðî-
ñòðàíñòâîì Ëåáåãà Lp(Tm) ñ íîðìîé ∥f∥p = ∥f∥p,p (ñì. [2], ñ. 11].

L̊p,τ (Tm) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp,τ (Tm) òàêèõ, ÷òî

2π∫
0

f (x) dxj = 0, j = 1, ...,m.

Âåëè÷èíà

Yl1,...,lm(f)p,τ = inf
Tlj

∥f −
m∑
j=1

Tlj∥p,τ , lj = 0, 1, 2, ...

íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ¾óãëîì¿ ôóíêöèè
f ∈ Lp,τ (Tm) òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, ãäå Tlj ∈ Lp,τ (Tm)
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òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà lj ïî ïåðåìåííîé
xj , j = 1, . . . ,m ( â ñëó÷àå τ = p ñì. [3], [4]).

Ñìåøàííûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîðÿäêà k ôóíêöèè f ∈ Lp,τ (Tm)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ( â ñëó÷àå τ = p ñì. [3], [4])

ωk(f, t1, ..., tm)p,τ = sup
|h1|⩽t1,...,|hm|⩽tm

∥∆k
h
(f)∥p,τ ,

ãäå ∆k̄
t̄ f(2πx̄) = ∆km

tm (...∆k1
t1 f(2πx)) � ñìåøàííàÿ ðàçíîñòü ïîðÿäêà

k = (k1, ..., km), kj ∈ N, j = 1, ...,m, ñ øàãîì t = (t1, ..., tm) .
Â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, õîðîøî èçâåñòíû ïðÿìûå è

îáðàòíûå òåîðåìû , â êîòîðûõ óñòàíàâëèâàþòñÿ íåðàâåíñòâà ìåæ-
äó íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè è ìîäóëÿìè ãëàäêîñòè ôóíêöèé èç
íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. íàïðèìåð áèáëèîãðàôèè â [4], [5]).

Â ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà äîêàçàíà:
Òåîðåìà. Ïóñòü σ = max{2, τ}, åñëè 1 < p < +∞ è 2 ⩽ τ < ∞

èëè 1 < p ⩽ 2 è 1 < τ ⩽ 2 è β = min{2, τ}, åñëè 1 < p < +∞ è
1 < τ ⩽ 2 èëè 2 < p <∞, 2 < τ <∞. Åñëè f ∈ L̊p,τ (Tm), òî

C1

m∏
j=1

n
−kj
j

(
n1+1∑
ν1=1

. . .

nm+1∑
νm=1

m∏
j=1

ν
kjσ−1
j Y σν (f)p,τ

)1/σ

⩽ ωk

(
f,

π

n1
, ...,

π

nm

)
p,τ

⩽ C2

m∏
j=1

n
−kj
j

(
n1+1∑
ν1=1

. . .

nm+1∑
νm=1

m∏
j=1

ν
kjβ−1
j Y βν (f)p,τ

)1/β

,

ãäå C1, C2 ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà íåçàâèñÿùèå îò nj ∈ N.
Â ñëó÷àå τ = p èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò òåîðåìà 9. 1 â [4].

Ëèòåðàòóðà
1. Ñòåéí È. Ââåäåíèå â ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íà åâêëèäîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ / È. Ñòåéí, Ã. Âåéñ. // Ì. : Ìèð. � 1974. � 333 c.
2. Íèêîëüñêèé Ñ. Ì. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

è òåîðåìû âëîæåíèÿ / Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé. // Ì. : Íàóêà. � 1977. �
456 ñ.

3. Ïîòàïîâ Ì.Ê. Ïðèáëèæåíèå ¾óãëîì¿ è òåîðåìû âëîæå-
íèÿ /Ì.Ê. Ïîòàïîâ // Math. Balkanica. � 1972. � Vol. 2. � P. 182�198.

4. Potapov M. K. Mixed Moduli of Smoothness in Lp, 1 < p <∞: A
Survey / M. K. Potapov, B. V. Simonov, S. Yu. Tikhonov // Surveys in
Approximation Theory. � 2013. � Vol. 8. � P. 1�57.

40



5. Èâàíîâ Â. È., Ïðÿìûå è îáðàòíûå òåîðåìû òåîðèè ïðèáëèæå-
íèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðàáîòàõ Ñ.Á. Ñòå÷êèíà è èõ ðàçâè-
òèå / Â. È. Èâàíîâ // Òð. ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. � 2010. � Ò. 16, � 4. �
Ñ. 5�17.

Î ÏÐÅÄÅËÜÍÎÌ ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ ÐÅØÅÍÈÉ
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ÏÐÈ ÑÒÐÅÌËÅÍÈÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

ÏÎÃËÎÙÅÍÈß
È ÐÀÑÑÅßÍÈß Ê ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ1

À.À. Àìîñîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ)
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Ðàñïðîñòðàíåíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â ïîëóïðîçðà÷-
íîì äëÿ èçëó÷åíèÿ òåëå G îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà èçëó-
÷åíèÿ

ω · ∇I + (κ + s)I = s
1

4π
∫
Ω
I(ω′, x) dω′ + κk2F, (ω, x) ∈ D. (1)

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ I(ω, x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D = Ω × G, ãäå
Ω = {ω ∈ R3 | |ω| = 1} � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â R3 (ñôåðà íàïðàâëå-
íèé), è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â òî÷êå x ∈ G,
ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â íàïðàâëåíèè ω ∈ Ω.

Â óðàâíåíèè (1) ω · ∇I � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè I ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ω. Êðîìå òîãî, 0 ⩽ s � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ, 0 < κ �
êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, F � ïëîòíîñòü èçîòðîïíûõ îáúåìíûõ èñ-
òî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ, 1 ⩽ k � êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì ÷òî êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ èìåþò
âèä κ = (1 − ϖ)/ε, s = ϖ/ε (ãäå ϖ = s/(κ + s)) è ñòðåìÿòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè ε→ 0. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

ω · ∇Iε +
1

ε
Iε =

ϖ

ε

1

4π
∫
Ω
Iε(ω

′, x) dω′ +
1−ϖ
ε

k2F, (ω, x) ∈ D. (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííóþ îá-
ëàñòü â R3 ñ ãðàíèöåé ∂G êëàññà C1+λ, 0 < λ < 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
n(x) âíåøíþþ íîðìàëü ê ãðàíèöå â òî÷êå x è ââåäåì ìíîæåñòâà

Γ− = {(ω, x) ∈ Ω× ∂G | ω · n(x) < 0},
Γ+ = {(ω, x) ∈ Ω× ∂G | ω · n(x) > 0}.

1 Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäà-
íèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF�2023�0012).
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Ïóñòü dω è dσ(x) � ìåðû, èíäóöèðîâàííûå íà Ω è ∂G ìåðîé
Ëåáåãà â R3. Ââåäåì íà Γ+ ìåðó d̂Γ+(ω, x) = ω · n(x) dωdσ(x). ×å-
ðåç L̂1(Γ+) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî çàäàííûõ íà Γ+ èçìåðèìûõ îò-
íîñèòåëüíî ìåðû d̂Γ+(ω, x) ôóíêöèé f(ω, x), îáëàäàþùèõ êîíå÷íîé
íîðìîé ∥f∥L̂1(Γ+) =

∫
Γ+

|f |d̂Γ+.

Äîïîëíèì óðàâíåíèå (2) êðàåâûì óñëîâèåì âíóòðåííåãî äèôôóç-
íîãî îòðàæåíèÿ è äèôôóçíîãî ïðåëîìëåíèÿ ïðèõîäÿùåãî èçâíå èç-
ëó÷åíèÿ íà ãðàíèöå ∂G:

Iε|Γ− = R−(Iε|Γ+) + (1− θ)g∗, (ω, x) ∈ Γ−, (3)

ãäå Iε|Γ− è Iε|Γ+ � ñëåäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) íà Γ− è Γ+, à

R−(Iε|Γ+)(ω, x) =
θ

π
∫

ω′·n(x)>0

Iε|Γ+(ω′, x)ω′ · n(x) dω′,

g∗(x) =
1

π
∫

ω′·n(x)<0

k2J∗(ω
′, x)|ω′ · n(x)| dω′.

Çäåñü 0 ⩽ θ < 1 � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé îòðàæàòåëü-
íûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè, J∗(ω, x) � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ïðè-
õîäÿùåãî èçâíå è ïàäàþùåãî íà òî÷êó x ∈ ∂G â íàïðàâëåíèè ω òà-
êîì, ÷òî ω · n(x) < 0.

Ïóñòü F ∈ W 1
1 (G) è g∗ ∈ L1(∂G). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ Iε çàäà÷è (2), (3) ïðè ε→ 0:

Iε → k2F â L1(D),

Iε|Γ+ → ψ̂+g∗ + (1− ψ̂+)k
2F |∂G â L̂1(Γ+),

Iε|Γ− → ψ0g∗ + (1− ψ0)k
2F |∂G â L1(∂G).

Çäåñü F |∂G � ñëåä F íà ∂G, ψ̂+(ω, x) = ψ(ω · n(x), 0) äëÿ (ω, x) ∈

Γ+ è ψ0 = 2θ
1

∫
0
ψ(µ′, 0)µ′ dµ′ + 1 − θ, ãäå ψ � ðåøåíèå ñëåäóþùåé

ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîé çàäà÷è:

− µdψ(µ, τ)
dτ

+ ψ(µ, τ) =
ϖ

2

1

∫
−1
ψ(µ′, τ) dµ′, µ ∈ [−1, 1] \ {0}, τ ⩾ 0,

ψ(µ, 0) = 2θ
1

∫
0
ψ(µ′, 0)µ′ dµ′ + 1− θ, µ ∈ [−1, 0),

ψ(µ,+∞) = 0, µ ∈ (0, 1].
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À.À. Àðäåíòîâ
(Ïåðåñëàâëü�Çàëåññêèé, ÈÏÑ èì. À.Ê. Àéëàìàçÿíà ÐÀÍ)
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè:

q̇ = u1X1 + u2X2, q = (x, y, θ) ∈ R2
x,y × S1

θ , u = (u1, u2) ∈ U,
X1 = (cos θ, sin θ, 0) , X2 = (0, 0, 1) ,

q(0) = (0, 0, 0), q(T ) = (x1, y1, θ1),

T → min,

ãäå ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé çàäà¼òñÿ ðàâíîáåäðåííûì òðåóãîëüíèêîì

U =

{
(u1, u2) ∈ R2 | u1 ⩾ 1, |u2| ⩽

umax
1 − u1
umax
1 − 1

}
ñî çíà÷åíèåì umax

1 −1 > 0, îïðåäåëÿþùèì âûñîòó òðåóãîëüíèêà. Ïðå-
äåëüíûé ñëó÷àé umax

1 = 1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì
çàäà÷è Ìàðêîâà�Äóáèíñà [1, 2] ïðè

U = {(u1, u2) ∈ R2 | u1 = 1, |u2| ⩽ 1}. (1)

Ê çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ñ óïðàâëåíèåì íà òðåóãîëüíèêå áûë
ïðèìåí¼í ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ) [3]. Íåòðèâèàëüíûå àíîð-
ìàëüíûå ýêñòðåìàëè îòñóòñòâóþò. Îïèñàíû óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå
îñîáûå ýêñòðåìàëè. Ðåëåéíûå ýêñòðåìàëè îïðåäåëåíû ÷åðåç çíà÷åíèå
ìàêñèìèçèðîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà ÏÌÏ. Äîêàçàíî, ÷òî ñìåøàí-
íûå òðàåêòîðèè âîçíèêàþò òîëüêî ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè óðîâ-
íÿ ãàìèëüòîíèàíà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âäîëü êàæäîé ýêñòðåìàëüíîé
òðàåêòîðèè ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðíîå ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó òðåìÿ ðå-
æèìàìè ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé (âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà, îïðåäå-
ëÿþùåãî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé). Ñ ó÷¼òîì ñèììåòðèé-
îòðàæåíèé âûäåëåíî òðè òèïà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé, äëÿ êàæ-
äîãî òèïà îïèñàíà õàðàêòåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé óïðàâ-
ëåíèé è îïðåäåëåíû îãðàíè÷åíèÿ íà èíòåðâàëû ïîñòîÿíñòâà ýòèõ

1 Èññëåäîâàíèå À.À. Àðäåíòîâà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàí-
òà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 22�21�00877,
https://rscf.ru/project/22-21-00877/) â Èíñòèòóòå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì
èì. À.Ê. Àéëàìàçÿíà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
© Àðäåíòîâ À.À., 2023
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çíà÷åíèé. Äëÿ äâóõ èç òðåõ òèïîâ äîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõ ïåðåêëþ÷åíèé.
Ó îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé òðåòüåãî òèïà ìîæåò âîçíèêàòü äî ÷å-
òûð¼õ ïåðåêëþ÷åíèé. Äëÿ êàæäîãî òèïà âû÷èñëåíû âûðàæåíèÿ äëÿ
ñóæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íà òðàåêòîðèè, ïîäîçðè-
òåëüíûå íà îïòèìàëüíîñòü.

Äàëåå îïòèìàëüíîñòü íàéäåííûõ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé èñ-
ñëåäîâàëàñü ìåòîäàìè ñîâðåìåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ [4], áåðÿ â îñíîâó ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðà-
áîòå [5] äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ìàðêîâà�Äóáèíñà.
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Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå è ðåàëèçàöèÿ àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà îñíîâå èñêóññòâåííîé èììóííîé ñèñòåìû.

Èñêóññòâåííóþ èììóííóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâî-
êóïíîñòü ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ [3]:

IIS = ⟨L,G,A, µ, S⟩,

ãäå:
IIS � èñêóññòâåííàÿ èììóííàÿ ñèñòåìà.
L � ïðîñòðàíñòâî âñåõ âîçìîæíûõ àíòèòåë. Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è
àíòèòåëî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñòðîêó, ñïèñîê êîîðäèíàò, äåðå-
âî âûðàæåíèÿ.
G � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ àíòèãåíîâ. Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è,
ìîæåò áûòü ñòðîêîé, ìàòðèöåé ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ñïèñêîì çíà÷å-
íèé ôóíêöèè â èçâåñòíûõ òî÷êàõ.
A : L × G → [0, 1] � çàäàííàÿ ìåðà àôôèííîñòè, êîòîðàÿ êàæäîìó
àíòèòåëó è êàæäîìó àíòèãåíó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî èç îò-
ðåçêà [0, 1], êîòîðîå ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî õîðîøî äàííîå àíòèòåëî
ðåàãèðóåò íà ïîäàííûé àíòèãåí.
µ : L→ L � îïåðàòîð ìóòàöèè, ïðèìåíÿåìûé ê îòäåëüíîìó àíòèòåëó
ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åãî ñâîéñòâ.
S : A ⊂ L → B ⊂ A ⊂ L � îïåðàòîð ñåëåêöèè, îñòàâëÿþùèé â
òåêóùåé èììóííîé ñèñòåìå ëó÷øèå àíòèòåëà, ïîääåðæèâàÿ ðàçìåð
ñåòè.

Òîãäà àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1. Âûáðàòü íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ ImSystem ⊂ L.
2. Ïîäàåòñÿ g ∈ G, ∀l ∈ ImSystem : al = A(l, g).
3. Íàõîäèòñÿ íàèëó÷øåå àíòèòåëî � òåêóùåå ðåøåíèå:
l∗ = argmax(al).
4. Ê àíòèòåëàì ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð ìóòàöèè:
M = {µ(l), l ∈ ImSystem}.
5. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàçìåðà ñåòè ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð ñåëåêöèè, êî-
òîðûé èç òåêóùåãî íàáîðà àíòèòåë è ìíîæåñòâà ìóòèðîâàâøèõ àí-
òèòåë (ïîëó÷åííîãî íà 4) ñîçäàåò íîâûé îáðàç ñèñòåìû:
ImSystem = S(ImSystem ∪M).
6. Åñëè ðåøåíèå l∗ óäîâëåòâîðÿåò çàäàííîìó êðèòåðèþ èëè äîñòèãíó-
òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé � âûõîä, èíà÷å � âîçâðàò ê øàãó 2.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ ýòà ìîäåëü è àëãîðèòì áóäóò
íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìîé ïðîáëåìû.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è: çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñèì-
âîëîâ [3]; çàäà÷à ñèìâîëüíîé ðåãðåññèè [3]; çàäà÷à ñáîðà ìóñîðà ðîáî-
òîì [3]; ðàçðàáîòêà ìîäåëè îáó÷àþùåé ñèñòåìû è àëãîðèòìîâ îïòè-
ìèçàöèè åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ [4]; ïðèìåíåíèå ìåõàíèçìîâ ðàáîòû
èììóííîé ñèñòåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ àíîìàëèé.

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ñîñòàâëÿåòñÿ ìîäåëü àíòèòåëà, àíòèãåí, ïðåä-
ëàãàåòñÿ îïåðàòîðû ìóòàöèè è àôôèííîñòü, âëèÿþùàÿ íà îïòèìè-
çàöèþ. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è ïðîâîäèòñÿ âû-
÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ êàæäîé çàäà÷è. Ïðîâåäåíî ñðàâíå-
íèå èñêóññòâåííûõ èììóííûõ ñèñòåì è èçâåñòíûõ ìåòîäîâ.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä î âîçìîæíîñòè
ïðèìåíåíèÿ èììóííûõ ñèñòåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îò-
ðàñëÿõ çíàíèé.
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(x, t) ∈ QT ≡ (0, 1)× (0, T ),

u(0, t) = φ(t), ux(1, t) = ψ(t), 0 < t < T, (2)

u(x, 0) = ξ(x), 0 < x < 1, (3)

ñ ãëàäêèìè â QT êîýôôèöèåíòàìè a, b, h, ãäå
0 < a1 ⩽ a(x, t) ⩽ a2 < +∞, ãäå a1 a2 � ïîñòîÿííûå, à òàêæå
ãðàíè÷íûìè ôóíêöèÿìè φ,ψ ∈ W 1

2 (0, T ) è íà÷àëüíîé ôóíêöèåé
ξ ∈ L2(0, 1). Èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñ òî÷å÷íûì
íàáëþäåíèåì: óïðàâëÿÿ òåìïåðàòóðîé φ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ξ è ψ,
ñòàðàåìñÿ ñäåëàòü òåìïåðàòóðó u(x0, t) â äàííîé òî÷êå x0 ∈ (0, 1)
áëèçêîé ê çàäàííîé ôóíêöèè z(t) ïðè âñåõ t ∈ (0, T ). Ýêñòðåìàëü-
íûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàëèñü â
ðàáîòàõ [1, 2], ïðè÷¼ì íàèáîëåå èçó÷åíû çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì èëè
ðàñïðåäåë¼ííûì íàáëþäåíèåì. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì
èññëåäîâàíèÿ ðàáîò [3�5] è ïîëó÷àåì îöåíêè íîðìû óïðàâëÿþùåé
ôóíêöèè ÷åðåç çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Ðàíåå íàìè áûëè
ïîëó÷åíû îöåíêè ñíèçó [8�10]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà
ñâåðõó íîðìû óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, ïðèìåíèìàÿ, â òîì ÷èñëå, è
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è
íà íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ óïðàâëåíèé.

Ïóñòü V 1,0
2 (QT ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u ∈ W 1,0

2 (QT )
ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥u∥V 1,0
2 (QT ) ≡ sup

0⩽t⩽T
∥u(x, t)∥L2(0,1) + ∥ux∥L2(QT ),

äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó t 7→ u(·, t)
([0, T ] → L2(0, 1)) íåïðåðûâíî ([6], ñ. 15), à W̃ 1

2 (QT ) � ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé η ∈ W 1

2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì η(x, T ) = η(0, t) = 0.

Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u ∈
V 1,0
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ u(0, ·) = φ è äëÿ âñåõ η ∈
W̃ 1

2 (QT ) èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
QT

(auxηx − buxη − huη − uηt) dx dt

=

∫ 1

0

ξ(x)η(x, 0) dx+

∫ T

0

a(1, t)ψ(t)η(1, t) dt.
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Òåîðåìà 1 [10]. Çàäà÷à (1)�(3) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðå-
øåíèå u ∈ V 1,0

2 (QT ), ïðè÷¼ì äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C1 (íå çà-
âèñÿùåé îò φ, ψ è ξ) èìååò ìåñòî îöåíêà

∥u∥V 1,0
2 (QT ) ⩽ C(∥φ∥W 1

2 (0,T ) + ∥ψ∥W 1
2 (0,T ) + ∥ξ∥L2(0,1)).

Ïóñòü Φ ⊂W 1
2 (0, T ) � ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé φ, à Z ⊂

L2(0, T ) � ìíîæåñòâî öåëåâûõ ôóíêöèé z. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J [z, ρ, φ] ≡
∫ T

0

(uφ(x0, t)− z(t))2ρ(t) dt, φ ∈ Φ, z ∈ Z,

ãäå uφ � ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (3) ñ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé φ, à
ρ ∈ L∞(0, T ) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ (ess inf

t∈(0,T )
ρ(t) = ρ1 > 0), çàäàþùàÿ

íîðìó ∥φ∥L2,ρ
≡
(∫ T

0
φ2(t)ρ(t) dt

)1/2
â L2(0, T ).

Òåîðåìà 2 [8�10]. Åñëè at(x, t) ⩾ 0 è bx(x, t) ⩾ h(x, t)
ïðè (x, t) ∈ QT , b(x, t) ⩾ 0 ïðè (x, t) ∈ [0, x0] × [0, T ] (x0 ∈ (0, 1])
è b(1, t) ⩽ 0 ïðè t ∈ [0, T ], òî èìååò ìåñòî îöåíêà

∥φ∥L1(0,T ) ⩾ ∥z∥L1(0,T ) − (TJ [φ, ρ, z]/ρ1)
1/2

−x0(a2∥ψ∥L1(0,T ) + ∥ξ∥L1(0,1))/a1.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïðè ψ = 0 = ξ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∥φ∥L1(0,T ) ⩾ ∥z∥L1(0,T ) − (TJ [φ, ρ, z]/ρ1)
1/2

.

Òåîðåìà 3. Åñëè ψ = 0 = ξ, φ = γφ1 + φ2, ãäå γ ∈ R è
∥φ1∥W 1

2 (0,T ) = 1, òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

∥φ∥W 1
2 (0,T ) ⩽ ((J [z, ρ, φ])1/2 + ∥u2(x0, ·)∥L2,ρ

+∥z∥L2,ρ
)/∥u1(x0, ·)∥L2,ρ

+ ∥φ2∥W 1
2 (0,T ),

ãäå ÷åðåç ui îáîçíà÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ïðè φ = φi.
Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ôóíêöèé z è ρ ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìè-

çàöèè
m[z, ρ,Φ] = inf

φ∈Φ
J [z, ρ, φ].

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Φ ⊂ W 1
2 (0, T ) íàçîâ¼ì êîíå÷íîìåðíî

àïïðîêñèìèðóåìûì, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íîé ñèñòåìû ôóíêöèé
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φ1, . . . , φN ∈ Φ è êîíñòàíòûM ëþáàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ Φ ïðè íåêîòîðûõ
γ1, ..., γN ∈ R óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

∥φ−
N∑
j=1

γjφj∥W 1
2 (0,T ) ⩽M.

Òåîðåìà 4. Åñëè ìíîæåñòâî Φ íåïóñòî, çàìêíóòî, âûïóêëî è
êîíå÷íîìåðíî àïïðîêñèìèðóåìî, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè z ∈ L2(0, T )
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ0 ∈ Φ, äëÿ êîòîðîé

m[z, ρ,Φ] = J [z, ρ, φ0].

Ëèòåðàòóðà
1. Troltzsch F. Optimal Control of Partial Di�erential Equations.

Theory, Methods and Applications / Troltzsch F. � Graduate Studies
in Mathematics. V. 112. Providence : AMS, 2010.

2. Lurie K.A. Applied Optimal Control Theory of Distributed Syste-
ms / Lurie K.A. � Berlin : Springer, 2013.

3. Astashova I.V. On the dense controllability for the parabolic
problem with time�distributed functional / Astashova I.V.,
Filinovskiy A.V. // Tatra Mt. Math. Publ. � 2018. � V. 71. �
P. 9�25.

4. Astashova I.V. On properties of minimizers of a control problem
with time�distributed functional related to parabolic equations / Asta-
shova I.V., Filinovskiy A.V. // Opuscula Math. � 2019. � V. 39. �
� 5. � P. 595�609.

5. Astashova I. On the estimates in various spaces to the control
function of the extremum problem for parabolic equation / Astashova I.,
Filinovskiy A., Lashin D. // WSEAS. J. Appl. Theor. Mech. � 2021. �
V. 16. � P. 187�192.

6. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà / Ëàäûæåíñêàÿ Î.À., Ñîëîííèêîâ Â.À., Óðàëü-
öåâà Í.Í. � Ì. : Íàóêà. � 1967.

7. Àñòàøîâà È.Â. Îá óïðàâëåíèè ñ òî÷å÷íûì íàáëþäåíèåì äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è ñ êîíâåêöèåé / Àñòàøîâà È.Â., Ëàøèí Ä.À.,
Ôèëèíîâñêèé À.Â. // Òð. Ìîñê. ìàò. î�âà. � 2019. � Ò. 80. � � 2. �
Ñ. 258�274.

8. Astashova I.V. On properties of the control function in an
control problem with a point observation for a parabolic equation /
Astashova I.V., Filinovskiy A.V., Lashin D.A. // Funct. Di�. Equ. �
2021. � V. 28. � � 3�4. � P. 99�102.

49



9. Astashova I. On the estimates in various spaces to the control
function of the extremum problem for parabolic equation / Astashova I.,
Filinovskiy A., Lashin D. // WSEAS Transactions on applied and
theoretical mechanics. � 2021. � V. 16. � P. 187�192.

10. Àñòàøîâà È.Â. Îá ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñ òî÷å÷-
íûì íàáëþäåíèåì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ / Àñòàøîâà È.Â.,
Ëàøèí Ä.À., Ôèëèíîâñêèé À.Â. // Äîêë. ÐÀÍ. Ìàòåìàòèêà, èíôîð-
ìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. � 2022. � Ò. 504. � Ñ. 28�31.

Î ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÐÈÊÊÀÒÈ1

È.Â. Àñòàøîâà, Â.À. Íèêèøîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
ast.di�ety@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

y′ = (y − α1(x))(y − α2(x)), (1)

ãäå α1, α2 ∈ C(R), � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, α1(x) ⩽ α2(x), x ∈ R.
Äîïîëíèòåëüíî (çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåì 1 è 2) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
α1, α2 ∈ C1(R). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå y îïðåäåëåíî íà ïðî-
ìåæóòêå ∆, åñëè y îïðåäåëåíî â êàæäîé òî÷êå ïðîìåæóòêà ∆. Èç
ëåììû 4.1 [1] âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Åñëè x0 ∈ R è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (1), îïðåäåëåííîå
íà [x0,+∞), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå y∗ óðàâíåíèÿ (1), îïðå-
äåëåííîå íà [x0,+∞), ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (1), îïðå-
äåëåííîãî íà [x0,+∞), âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå y(x) ⩽ y∗(x), x ⩾ x0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèå y∗ óðàâíåíèÿ (1) èç ëåììû âûøå íà-
çûâàåòñÿ [1] ãëàâíûì íà (x0,+∞).

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèå y(·) óðàâíåíèÿ (1) íàçîâ¼ì ñòàáèëè-
çèðóþùèìñÿ [2], åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

lim
x→+∞

y(x) ≡ y+ ∈ R, lim
x→−∞

y(x) ≡ y− ∈ R.

Òåîðåìà 1. Åñëè ðåøåíèå y(·) óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëåíî â òî÷êå
x0 ∈ R, òî îíî îãðàíè÷åíî ñíèçó ïðè ïðè x ∈ [x0, b), ãäå b � ïðàâûé
êîíåö ìàêñèìàëüíîãî èíòåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ y.

1 Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 20�11�20272).
© Àñòàøîâà È.Â., Íèêèøîâ Â.À., 2023
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü α2(x) ⩽ M, x ⩾ x0 è α1(x) ⩾ m, x ⩽ x0, ãäå
m,M ∈ R � ïîñòîÿííûå. Åñëè ðåøåíèå y(·) óðàâíåíèÿ (1) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ y(x0) > M, òî ñóùåñòâóåò òàêîå x∗ > x0, ÷òî
y(·) âîçðàñòàåò íà (x0, x

∗) è

x∗ < x0 +
1

y(x0)−M
, lim

x→ x∗−0
y(x) = +∞,

à åñëè � óñëîâèþ y(x0) < m, òî ñóùåñòâóåò òàêîå x∗ < x0, ÷òî
÷òî y(·) âîçðàñòàåò íà (x∗, x0) è

x0 −
1

m− y(x0)
< x∗, lim

x→ x∗+0
y(x) = −∞.

Òåîðåìà 3. Åñëè ðåøåíèÿ y3 < y2 < y1 óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëåíû
â òî÷êå x0, à ðåøåíèå y1 îïðåäåëåíî íà [x0,+∞), òî ðåøåíèÿ y3, y2
ïðîäîëæàþòñÿ íà òîò æå ïðîìåæóòîê, ïðè÷¼ì íà í¼ì ôóíêöèÿ
y1(x)−y3(x)
y1(x)−y2(x) ⩾ 1 óáûâàåò è èìååò ïðè x → +∞ êîíå÷íûé ïðåäåë,

êîòîðûé â ñëó÷àå, êîãäà y1 � ãëàâíîå ðåøåíèå íà (x0,+∞), ðàâåí 1.
Òåîðåìà 4. Åñëè ðåøåíèÿ y2 < y1 óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëåíû íà

[x0,+∞) è èìåþò ðàçíûå êîíå÷íûå ïðåäåëû ïðè x → +∞, òî y1 �
ãëàâíîå ðåøåíèå íà (x0,+∞), è âñÿêîå ðåøåíèå y, îïðåäåë¼ííîå íà
[x0,+∞), è îòëè÷íîå îò y1, èìååò ïðè x → +∞ òîò æå ïðåäåë,
÷òî è y2.

Òåîðåìà 5. Åñëè ðåøåíèÿ y2 < y1 óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëåíû íà
[x0,+∞) è èìåþò êîíå÷íûå (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèå) ïðåäåëû ïðè
x → +∞, òî ëþáîå ðåøåíèå y ñî çíà÷åíèåì y(x0) ⩽ y1(x0) ïðîäîë-
æàåòñÿ íà [x0,+∞) èìååò ïðè x → +∞ òîò æå ïðåäåë, ÷òî è
y2.

Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèå

y′ = y(y − 1) (2)

èìååò ðåøåíèÿ y1 = 1 è y2 = 0, ïðè÷åì y1 � ãëàâíîå íà (0,+∞).
Åñëè y(0) < 1, òî lim

x→+∞
y(x) = 0.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü α2(x) = 16(x − n)2(x − n − 1)2 + 1, [n, n + 1],
n ∈ N0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′ = y(y − α2(x)), (3)

Åñëè y(0) ⩽ 0, òî lim
x→+∞

y(x) = 0. Íî ó (3) åñòü ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå, îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû.
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Ïóñòü äàëåå α1(x) < α2(x), x ∈ R è äëÿ íåêîòîðîãî a > 0 âûïîë-
íåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ{

limx→±∞ αj(x) ≡ α±
j ∈ R, j = 1, 2,

α′
1(x) ̸= 0 ̸= α′

2(x), x ∈ R \ [−a, a].
(4)

Òîãäà [2] âñå îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ (1) � ñòàáèëèçèðóþùèåñÿ, à âñå
ñòàáèëèçèðóþùèåñÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ∞ èìåþò íå îáðàùàþ-
ùóþñÿ â íóëü ïðîèçâîäíóþ è ðàçáèâàþòñÿ íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå òè-
ïà:

I òèï: y− = α−
1 , y+ = α+

1 ; II òèï: y− = α−
2 , y+ = α+

1 ;

III òèï: y− = α−
2 , y+ = α+

2 ; IV òèï: y− = α−
1 , y+ = α+

2 .

Òåîðåìà 6. Åñëè ïðè óñëîâèÿõ (4) óðàâíåíèå (1) èìååò ñòà-
áèëèçèðóþùååñÿ ðåøåíèå II òèïà, òî ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû
ðåøåíèÿ yI è yIII ñîîòâåòñòâåííî I è III òèïîâ, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî
ðåøåíèÿ y(·) èìååì:

1) åñëè yI < y < yIII , òî y(·) � ñòàáèëèçèðóþùååñÿ ðåøåíèå II
òèïà;

2) åñëè y > yIII , òî ñóùåñòâóåò òàêîå x∗ ∈ R, ÷òî y(·) ïðîäîë-
æàåòñÿ íà èíòåðâàë (−∞, x∗) è y− = α−

2 , lim
x→x∗−0

y(x) = +∞;

3) åñëè y < yI , òî ñóùåñòâóåò òàêîå x∗ ∈ R, ÷òî y(·) ïðîäîë-
æàåòñÿ íà èíòåðâàë (x∗,+∞) è y+ = α+

1 , lim
x→x∗+0

y(x) = −∞.

Òåîðåìà 7. Ïðè óñëîâèÿõ (4) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âåðíî ðîâíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) ñóùåñòâóåò ñòàáèëèçèðóþùååñÿ ðåøåíèå II òèïà;

2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñòàáèëèçèðóþùååñÿ ðåøåíèå, è
îíî îòíîñèòñÿ ê IV òèïó;

3) ñòàáèëèçèðóþùèõñÿ ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü α1 ≡ c1 ∈ R, α2 ≡ c2 ∈ R, ãäå c2 > c1. Òîãäà ó
óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò ñòàáèëèçèðóþùååñÿ ðåøåíèå II òèïà.

Ïðèìåð 4. Âîçüìåì

α1(x) =


−1, x ⩽ 0,

k0x
2(x− 1)2 − 1, x ∈ [0, 1],

−(16(x− 1)2(x− 2)2)n0 − 1, x ∈ [0, 32 ],

−2, x ⩾ 3
2 ,
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α2(x) =


0, x ⩽ 3

2 ,

(16(x− 1)2(x− 2)2)n0 − 1, x ∈ [ 32 , 2],

−k0x2(x− 1)2 − 1, x ∈ [2, 3],

−1, x ⩾ 3,

Íàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî

1. ñóùåñòâóþò òàêèå k0 ∈ (0, 16), n0 ∈ N, ÷òî óðàâíåíèå (1) ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè α1 è α2 èìååò åäèíñòâåííîå ñòàáèëèçèðóþùååñÿ
ðåøåíèå, è îíî îòíîñèòñÿ ê IV òèïó,

2. ñóùåñòâóþò òàêèå k0 ∈ (0, 16), n0 ∈ N, ÷òî óðàâíåíèå (1) ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè α1 è α2 íå èìååò ñòàáèëèçèðóþùèõñÿ ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû 1�2 äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3].
Áîëåå òîãî, òåîðåìà 2 îïðîâåðãàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.7 [2, c.
150] îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òåîðåìû
6�7 äîïîëíÿþò òåîðåìû 2.1�2.4 [2].

Ëèòåðàòóðà
1. Hartman P. On an ordinary di�erential equation envolving a

convex function / P. Hartman // Transactions of the American Mathe-
matical Society � 1969. � V. 146. � P. 179�202.

2. Ïàëèí Â.Â. Î ïîâåäåíèè ñòàáèëèçèðóþùèõñÿ ðåøåíèé äëÿ
óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè / Â.Â. Ïàëèí, Å.Â. Ðàäêåâè÷ // Òð. ñåìèí. èì.
È.Ã. Ïåòðîâñêîãî � 2016. � Ò. 31. � Ñ. 110�133.

3. Åãîðîâ À.È. Óðàâíåíèå Ðèêêàòè / À.È. Åãîðîâ. � Ì. : ÔÈÇ-
ÌÀÒËÈÒ. � 2001. � 320 ñ.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÎÅ ÈÍÒÅÃÐÎ�ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÒÈÏÀ ÑÂÅÐÒÊÈ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ1

Ñ.Í. Àñõàáîâ (Ãðîçíûé, ×ÃÏÓ, ×ÃÓ; Äîëãîïðóäíûé, ÌÔÒÈ)
askhabov@yandex.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à âèäà

uα(x) =

∫ x

0

K(x− t)u′′′(t) dt, α > 1, x > 0, (1)

u(0) = lim
x→0

u′(x) = lim
x→0

u′′(x) = 0. (2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðî K(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

K ∈ C5[0,∞), K(5)(x) íå óáûâàåò íà [0,∞),

K(0) = K ′(0) = . . . = K(4)(0) = 0 è K(5)(0) = p > 0. (3)

Ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1)�(2) ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå:

Q3
0 =

{
u(x) : u ∈ C[0,∞) ∩ C3(0∞), u(0) = 0, u(x) > 0 ïðè x > 0

}
.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1)�(2) èçó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

uα(x) =

∫ x

0

K ′′′(x− t)u(t) dt, α > 1, (4)

ðåøåíèÿ êîòîðîãî ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå:

Q0 = {u(x) : u ∈ C[0,∞), u(0) = 0, u(x) > 0 ïðè x > 0} .

Ëåììà 1. Ïóñòü α > 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Åñëè u ∈ Q0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4), òî u(x) íå óáûâàåò íà [0,∞),
òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x > 0 è äëÿ ëþáîãî x ∈
[0,∞) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì F (x) ⩽ u(x) ⩽ G(x), ãäå:

F (x) ≡
[

p · (α− 1)3 · x3

3α (α+ 2) (2α+ 1)

]1/(α−1)

, G(x) ≡
[
α− 1

α
K ′′(x)

]1/(α−1)

.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ
(ïðîåêò � 22�11�00177) è Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (FEGS�2020�0001)
© Àñõàáîâ Ñ.Í., 2023
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè K(x) = x5 ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (4), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òî÷íîñòè íèæíåé àïðèîðíîé
îöåíêè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîé â ëåììå 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü α > 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Åñëè u ∈ Q3
0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2), òî u ∈ Q0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4). Îáðàòíî, åñëè u ∈ Q0 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) è âûïîëíåíû åùå óñëîâèÿ

lim
x→0

x−3

x∫
0

K(5)(x− t) [K ′′(t)]1/(α−1)dt = 0, (5)

lim
x→0

x−3(2α−1)/(α−1)

x∫
0

K(4)(x− t) [K ′′(t)]1/(α−1)dt = 0, (6)

òî u ∈ Q3
0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è (1)�(2).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè K(x) = x5 óñëîâèÿ (3), (5) è (6) âûïîëíÿþòñÿ,
åñëè 1 < α < 2, 5, ïðè÷åì F (x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2).

Ââåäåì êëàññ Pb = {u(x) : u ∈ C[0, b] è F (x) ⩽ u(x) ⩽ G(x)}.
Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (5) è (6), òî íà÷àëü-

íàÿ çàäà÷à (1)�(2) èìååò â Q3
0 (è â Pb ïðè ëþáîì b > 0) åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå Pb ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïpèáëèæåíèé ïèêà-
ðîâñêîãî òèïà ñî ñõîäèìîñòüþ ïî ìåòpèêå:

ρb(u, v) = sup
0<x⩽b

|u(x)− v(x)|
x3/(α−1) · eβx

, ãäå β =
1

p
· sup
c⩽x⩽b

K(5)(x)− p
x

,

à ÷èñëî c ∈ (0, b) îïpåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ K(5)(c) < α · p.
Ðàíåå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ âèäà (1) â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè
ïðèëîæåíèÿìè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [1], [2].

Ëèòåðàòóðà
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� 6. � Ñ. 786�795.

2. Askhabov S.N. On a second�order integro�di�erential equation
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Î ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÕ ÎÐÁÈÒÀÕ Â C4

ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ 7�ÌÅÐÍÛÕ ÀËÃÅÁÐ ËÈ1

À.Â. Àòàíîâ, Â.Â. Êðóòñêèõ, À.Â. Ëîáîäà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ, ÂÃÒÓ)

atanov.cs@gmail.com, krutskihvlad@mail.ru, lobvgasu@yandex.ru

Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îïèñàíèÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ âåùåñòâåí-
íûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïðîñòðàíñòâà C4 â ñîîáùåíèè îáñóæäàþòñÿ
îðáèòû 7�ìåðíûõ àëãåáð Ëè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíà èç ãèïîòåç
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè 5�ìåðíîãî àáåëåâà èäåàëà â òàêîé àë-
ãåáðå å¼ 7�ìåðíûìè îðáèòàìè â C4 ìîãóò áûòü òîëüêî âûðîæäåííûå
ïî Ëåâè ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Ìû ðàññìàòðèâàåì íèæå 15 òèïîâ àëãåáð Ëè èç ñïèñêà [1], îá-
ëàäàþùèõ 5�ìåðíûì àáåëåâûì èäåàëîì. Äëÿ âñåõ ýòèõ òèïîâ âû-
ñêàçàííàÿ ãèïîòåçà ïîäòâåðæäàåòñÿ. Óòî÷íèì, ÷òî âñåãî â ñïèñêå [1]
ñîäåðæèòñÿ 593 òèïà 7�ìåðíûõ ðàçðåøèìûõ íåðàçëîæèìûõ àëãåáð
Ëè; àáåëåâû èäåàëû ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè 5 èìåþòñÿ ó 59 èç
íèõ.

Îáñóæäåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà òðè ïîäñëó÷àÿ, ñâÿçàííûå ñ òèïîì
6�ìåðíîãî íèëü�ðàäèêàëà (ìàêñèìàëüíîãî íèëüïîòåíòíîãî èäåàëà)
N [6, 2], N [6, 15] èëè N [6, 31], îáùåãî äëÿ 7�ìåðíûõ àëãåáð Ëè êàæ-
äîãî èç ïîäñëó÷àåâ, íî ïðîâîäÿòñÿ â ðàìêàõ îáùåãî ïîäõîäà. Ýòîò
ïîäõîä ñâÿçàí ñ ñîâìåñòíûì óïðîùåíèåì (ñì. [2, 3]) íåñêîëüêèõ ãî-
ëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, êàñàòåëüíûõ ê ãèïîòåòè÷åñêîé íåâû-
ðîæäåííîé îðáèòå îáñóæäàåìîé 7�ìåðíîé àëãåáðû. Äëÿ àëãåáð ãîëî-
ìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ C4, èìåþùèõ 5�ìåðíûé àáåëåâ èäåàë,
âîçìîæíà (ëîêàëüíàÿ) ãîëîìîðôíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò, âûïðÿìëÿþ-
ùàÿ òðè áàçèñíûõ ïîëÿ òàêîãî èäåàëà (ñì. [3]).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü 7�ìåðíàÿ àëãåáðà Ëè g7 ãîëîìîðô-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà Ëåâè�íåâûðîæäåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
M ⊂ C4 èìååò 6�ìåðíûé íèëü�ðàäèêàë N6 âèäà N [6, 2]. Òîãäà (ëî-
êàëüíîé) ãîëîìîðôíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ïÿòü áàçèñíûõ ïîëåé èç

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 20�01�00497) è ÐÍÔ (ïðîåêò � 23�21�00109).
© Àòàíîâ À.Â., Êðóòñêèõ Â.Â., Ëîáîäà À.Â., 2023
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N6 ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç äâóõ âèäîâ

e1 = (0, 0, 0, 1), e1 = (0, 0, 0, 1),
e2 = (0, 0, 1, 0), e2 = (0, 0, 1, 0),
e3 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, c3(z1), d3(z1)),
e4 = (0, b4(z1), c4(z1), d4(z1)), e4 = (0, 0, c4(z1), d4(z1)),
e6 = (0, b6(z1), c6(z1), d6(z1)), e6 = (0, 1, 0, 0)

(1)

ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè bj(z1), cj(z1), dj(z1) îäíîé ïåðåìåííîé.

Àíàëîãè÷íûå óïðîùåíèÿ âîçìîæíû ñ áàçèñíûìè ïîëÿìè 6�ìåð-
íûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð N [6, 15] è N [6, 31]. Îäíàêî óòî÷íåíèå (çà
ñ÷åò êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé) âèäà îñòàâøèõñÿ áàçèñíûõ ïî-
ëåé 15 îáñóæäàåìûõ 7�ìåðíûõ àëãåáð èç [1]

[7, [6, 2], 1, k], k ∈ {3, 5, 8, 10, 12},
[7, [6, 15], 1, k], k ∈ {2, 3, 4, 5, 6},
[7, [6, 31], 1, k], k ∈ {3, 5, 13, 14, 24}

äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðèâîäèò â îáîèõ ñëó÷àÿõ (1) ê ñëåäóþùåìó âûâî-
äó.

Òåîðåìà 1. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëþáîãî èç 15
âûïèñàííûõ òèïîâ àëãåáð Ëè íå äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèÿ ó íèõ
íåâûðîæäåííûõ îðáèò â ïðîñòðàíñòâå C4.

Çàìå÷àíèå. Ñïðàâåäëèâîñòü îáñóæäàåìîé ãèïîòåçû áûëà ðàíåå
óñòàíîâëåíà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî êîììóòàöèîííûõ
ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòîì äîïîëíåíèÿ ê 5�ìåðíîìó àáåëåâó
èäåàëó è ýëåìåíòàìè ñàìîãî èäåàëà, à òàêæå äîêàçàíà äëÿ íèëü-
ïîòåíòíûõ 7�ìåðíûõ àëãåáð Ëè.
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ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÍÀÃÐÓÆÅÍÍÎÃÎ
ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
À.Õ. Àòòàåâ (Íàëü÷èê, ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ)

attaev.anatoly@yandex.ru

Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîððåêòíîé
ïîñòàíîâêîé îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ [1] ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè íàãðóçêè, â ÷àñòíîñòè,
óðàâíåíèÿ âèäà

ux + uy = λuy(x0, y),

ux + uy = λ

(
∂

∂x
− ∂

∂y

)
uy(x0, x− y),

uxx − uyy = λuyy(x0, y),

ãäå λ, x0 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Áóäåò ïðîâåäåí àíàëèç îáëàñòåé åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâà-

íèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è ïîêàçàíî ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü èõ
îò âûáîðà âèäà íàãðóçêè è çíà÷åíèÿ òî÷êè x0.

Ýòè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò, íà÷àòûõ â ñòà-
òüå [2].
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ÎÁ ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ
ÍÀ×ÀËÜÍÎ�ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

ÄËß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÂÒÎÐÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ Â ÏÎËÓÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ

ÏËÎÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ
Ñ ÍÅÃËÀÄÊÎÉ ÁÎÊÎÂÎÉ ÃÐÀÍÈÖÅÉ

Å.À. Áàäåðêî, Ñ.È. Ñàõàðîâ
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)
baderko.ea@yandex.ru, ser341516@yandex.ru

Â ïîëîñå D = R × (0, T ) âûäåëÿåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
Ω ñ íåãëàäêîé áîêîâîé ãðàíèöåé Σ èç êëàññà Äèíè�Ã¼ëüäåðà H1/2+ω

(â ÷àñòíîñòè, äîïóñêàþùåé ¾êëþâû¿). Â ýòîé îáëàñòè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî Ïåòðîâñêîìó ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ Äèíè�
íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1�4] äîêàçûâàþòñÿ òåî-
ðåìû îá îäíîçíà÷íîé êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå
C1,0(Ω) ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ãëàä-
êîñòü íà÷àëüíûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ñ îïîðîé íà ðåçóëüòàòû
[5] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óñëîâèÿ
íà õàðàêòåð íåïðåðûâíîñòè êðèâîé Σ ðåøåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî�
êðàåâîé çàäà÷è èç ïðîñòðàíñòâà C1,0(Ω) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ
Ä.Ä. Áàèí (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ)

danila.bain@yandex.com

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

ü+ bu̇+ cu = sc · sign
(
u(t− 1)

)
, (∗)

ãäå b, c, s ∈ R, b2 − 4c > 0, c ̸= 0, è s = ±1.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (∗) îòûñêèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîëåá-

ëþùèåñÿ îêîëî íóëÿ. ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ìåäëåííî
îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ, ò.å. íå ïåðåñåêàþùèå íîëü áîëåå îäíîãî
ðàçà íà ïåðèîäå çàïàçäûâàíèÿ.

Ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé, ñîñòàâëåííîå èç íà÷àëüíûõ ôóíêöèé, ê êîòîðûì â ïàðó ïîñòàâ-
ëåíà èõ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå íîëü:

S1 =
{ (

φ, φ̇(0)
)

: φ ∈ C([−1, 0]), φ(t) < 0 ïðè t < 0,

φ(0) = 0, φ̇(0) ∈ V
}
⊂ C[a, b]× V,

ãäå V ⊂ R⩾0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé,
âûáðàííîå òàê, ÷òî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
èç ìíîæåñòâà S1 íå ïåðåñåêàåò íîëü íà èíòåðâàëå (0, 1], íî ïåðåñåêàåò
íîëü íà èíòåðâàëå (1,+∞) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
òî÷íî íå ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèì).

Äàëåå íà ìíîæåñòâå S1 îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíåíèå Ïóàíêàðå
Π : S1 → C[a, b] × R⩾0, ñ ñå÷åíèåì {(u, u̇) : u = 0}. Â îòîáðàæåíèè
Π âûäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå p : V → R⩾0, ïåðåâîäÿùåå φ̇(0) â ïðîèç-
âîäíóþ ðåøåíèÿ â åãî ñëåäóþùåì ïåðåñå÷åíèè íóëÿ. Äàëåå îòîáðà-
æåíèå p èññëåäóåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ
è ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
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óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ îòîáðàæåíèé
Π è p ýêâèâàëåíòíû, â ñâÿçè ñ ÷åì ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü λ1, λ2 � (âåùåñòâåííûå) êîðíè õàðàêòåðåñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ëåâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (∗). Íà ñëåäó-
þùèõ ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ1 è λ2,
ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (∗) ëèáî íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,
ëèáî èìååò óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ëèáî èìååò òîëüêî
íåóñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
λ1, λ2 â ñëó÷àÿõ s · c < 0 è s · c > 0 ñîîòâåòñòâåííî: (a, b, e, g) �
óðàâíåíèå íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé; (c, d) � óðàâíåíèå èìå-
åò óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå; (f) � óðàâíåíèå èìååò òîëüêî
íåóñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
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Íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûìè è âàæíûìè ïðèìåðàìè ïî÷òè êîí-
òàêòíîé ìåòðè÷åñêîé (almost contact metric, acm�) ñòðóêòóðû ÿâëÿ-
þòñÿ êîñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ñòðóêòóðà Ýíäî (èëè ñëàáî êî-
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà), à òàêæå ñòðóêòóðû Ñàñàêè è Êåíìîöó
[1]. Ýòè ñòðóêòóðû âìåñòå ñ èõ ìíîãî÷èñëåííûìè îáîáùåíèÿìè ñëó-
æàò ïðåäìåòîì ðàçíîîáðàçíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ êàê ãåî-
ìåòðàìè, òàê è ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà
îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè N íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàþò
÷åòâåðêó òåíçîðíûõ ïîëåé {Φ, ξ, η, g}, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òàêèì
óñëîâèÿì [1]:

η(ξ) = 1; Φ(ξ) = 0; η ◦ Φ = 0; Φ2 = −id+ ξ ⊗ η;

⟨ΦX,ΦY ⟩ = ⟨X,Y ⟩ − η(X)η(Y ), X, Y ∈ ℵ(N).

Çäåñü ÷åðåç Φ îáîçíà÷åíî ïîëå òåíçîðà òèïà (1, 1), ξ � âåêòîðíîå
ïîëå, η � êîâåêòîðíîå ïîëå, g = ⟨·, ·⟩ � ðèìàíîâà ìåòðèêà, ℵ(N) �
ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè N .

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ââåäåííóþ â ðàññìîòðåíèå â íà÷àëå 70�õ
ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ñòðóêòóðó Êåíìîöó îïðåäåëÿåò ðàâåíñòâî [2]:

∇X(Φ)Y = ⟨ΦX,Y ⟩ ξ − η(Y )ΦX, X, Y ∈ ℵ(N).

Ïÿòíàäöàòü ëåò íàçàä Â.Ô. Êèðè÷åíêî è È.Â. Óñêîðåâ ââåëè â
ðàññìîòðåíèå íîâûé òèï ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð �
ñòðóêòóðó, íàçâàííóþ èìè ñòðóêòóðîé êîñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà [3].
Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê añm�ñòðóêòóðà ñ çàìêíóòîé êîíòàêòíîé ôîð-
ìîé. Îñíîâíûì ñâîéñòâîì ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû êîñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ åå èíâàðèàíòíîñòü îòíîñè-
òåëüíî òàê íàçûâàåìûõ êàíîíè÷åñêèõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
[3]. Ñàìûì ïðîñòûì ïðèìåðîì ñòðóêòóðû êîñèìïëåêòè÷åñêîãî òè-
ïà ñëóæèò, ðàçóìååòñÿ, êîñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, à âàæíåéøèì
íåòðèâèàëüíûì ïðèìåðîì, âî ìíîãîì îïðåäåëÿþùåì åå öåííîñòü â
êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè, � ñòðóêòóðà Êåíìîöó [3], [4]. Â ïîñëåäíåå
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âðåìÿ acm�còðóêòóðû êîñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà èçó÷àþòñÿ ïîä íà-
çâàíèåì ñòðóêòóð Êèðè÷åíêî�Óñêîðåâà [5]. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîå-
íû ïðèìåðû òàêèõ acm�ñòðóêòóð, îòëè÷íûõ è îò êîñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû, è îò ñòðóêòóðû Êåíìîöó [6], [7].

Ðàññìîòðèì êîñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó è ñòðóêòóðó Êåíìî-
öó, êîòîðûå, êàê ñêàçàíî âûøå, ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè acm�ñòðóêòóðû
Êèðè÷åíêî�Óñêîðåâà. Êàê èçâåñòíî [1],[4], ðàâåíñòâà

dωα = ωαβ ∧ ωβ ,

ωα = −ωβα ∧ ωβ , (1)

dω = 0

è
dωα = ωαβ ∧ ωβ + ω ∧ ωα,

dωα = −ωβα ∧ ωβ + ω ∧ ωα, (2)

dω = 0

ÿâëÿþòñÿ ïåðâîé ãðóïïîé ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé Êàðòàíà êîñèì-
ïëåêòè÷åñêîé è êåíìîöåâîé ñòðóêòóð, ñîîòâåòñòâåííî. Â.Ô. Êèðè-
÷åíêî îáðàùàë âíèìàíèå íà òî, ÷òî èìåííî óñëîâèå dω = 0 (îíî
ïðèñóòñòâóåò, êàê âèäíî è â (1), è â (2)) ñêîðåå âñåãî õàðàêòåðèçóåò
acm�ñòðóêòóðû êîñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà. Îí ñ÷èòàë, ÷òî ýòî óñëî-
âèå ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç ïðîâåäåííûõ èì ñîâìåñòíî ñ È.Â. Óñêî-
ðåâûì äèôôåðåíöèàëüíî�ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé ([3], ñòð.846�
847).

Îêàçûâàåòñÿ, óïîìÿíóòîå âûøå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ïðè-
íàäëåæíîñòè ïðîèçâîëüíîé acm�ñòðóêòóðû êëàññó ïî÷òè êîíòàêò-
íûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð êîñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà. Ìû ïðåäñòàâ-
ëÿåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ðàâåíñòâî dω = 0 â ïåðâîé ãðóïïå ñòðóêòóðíûõ óðàâ-
íåíèé ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà acm�
ñòðóêòóðà ÿâëÿëàñü ñòðóêòóðîé Êèðè÷åíêî�Óñêîðåâà.
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Â ïðàêòèêå ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé âñå áîëåå øèðîêîå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå ïîëó÷àþò ñðåäñòâà äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ, â
÷àñòíîñòè, ëèäàðíûå ñðåäñòâà èçìåðåíèÿ ïðîôèëÿ âåòðà [1, 2]. Îñ-
íîâíûì ìåòîäîì îöåíêè òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê èçìåðåíèé ÿâ-
ëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû [3, 4]. Òåîðåòè÷åñêèì îöåíêàì
äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íå óäåëÿëîñü âíèìàíèÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ òðåõ êîìïî-
íåíò ñêîðîñòè âåòðà ïî äàííûì èçìåðåíèé ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé âäîëü íàïðàâëåíèé, ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûõ íà ïîâåðõíî-
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ñòè âåðòèêàëüíîãî êîíóñà ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà ε [2, 5]. Êîìïîíåí-
òû ñêîðîñòè u, v, w âû÷èñëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà âèäà

J(u, v, w) =

n−1∑
j=0

(Vrj − (u · cosφj + v · sinφj) · sin ε− w · cos ε)2,

ãäå Vrj � èçìåðåííîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè ñ àçèìóòîì
φj = j ·∆φ, n � ÷èñëî èçìåðåíèé, ∆φ = 2 · π/n.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îøèáêè èçìåðåíèé âäîëü íàïðàâëåíèé íåçà-
âèñèìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|Vrj − V0j | ⩽ δ, j = 0, ..., n− 1,

ãäå V0j � èñòèííîå çíà÷åíèå ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè.
Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ ìàêñèìàëüíûõ îøèáîê

âîññòàíîâëåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè âåòðà:

max |u− u0| ⩽ δ · 1

sin ε
·
1 + 4

∆φ

1 + π
∆φ

,

max |v − v0| ⩽ δ · 1

sin ε
· 4
π
,

max |w − w0| ≲ δ · 1

cos ε
.

Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îöåíêè òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ
ãîðèçîíòàëíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè îäèíàêîâû è èìåþò âèä

max |u− u0| ,max |v − v0| ≲ δ · 4

π · sin ε
.

Äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê ïîëó÷åíû îöåíêè âèäà

σu = σv ∼
√
2

sin ε
√
n
σV ,

σw =
1√

n · cos ε
σV ,

ãäå σV � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà èçìåðåíèé ðàäèàëüíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè âåòðà Vr.
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Çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçíîðîäíûõ
(êóñî÷íî�îäíîðîäíûõ) ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû, â ÷àñò-
íîñòè, ðàáîòû [1�4]. Â [1, 2] è äðóãèõ ðàáîòàõ ïîäîáíûå çàäà÷è èçó-
÷åíû è âûâåäåíû ôîðìóëû òèïà Äàëàìáåðà. Íåîáõîäèìîñòü ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ
ñîñòàâíûõ ñèñòåì ñ êóñî÷íî�ïîñòîÿííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âîçíè-
êàåò âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõ-
íèêè. Îäíàêî íàó÷íîå íàïðàâëåíèå ïî óïðàâëåíèþ è îïòèìàëüíîìó

© Áàðñåãÿí Â.Ð., 2023

66



óïðàâëåíèþ íåîäíîðîäíûìè êîëåáàíèÿìè ïîêà åùå íåäîñòàòî÷íî èñ-
ñëåäîâàíî. Íåêîòîðûå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
êóñî÷íî�îäíîðîäíîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé ðàññìîòðåíû â [3, 4].

Â ïðåäëàãàåìîì äîêëàäå ðàññìîòðåíû íîâûå çàäà÷è ãðàíè÷íî-
ãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåêîòîðîé íåîäíîðîäíîé
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé ñ çàäàííûìè ðàçëè÷íûìè ìíîãîòî÷å÷íûìè
ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè êîëåáàíèÿ è ñêî-
ðîñòåé òî÷åê â ðàçíûå ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Óïðàâëå-
íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ñìåùåíèåì îäíîãî êîíöà ïðè çàêðåïëåííîì
äðóãîì êîíöå, òàê è ñìåùåíèåì íà äâóõ êîíöàõ. Äëÿ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êðèòåðèé êà÷åñòâà çàäàí íà âñåì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè. Ðàñïðåäåëåííàÿ íåîäíîðîäíàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà, îïè-
ñûâàåìàÿ êóñî÷íî�îäíîðîäíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì, â ÷àñòíîñòè,
îïèñûâàåò íå òîëüêî ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîé ñòðóíû,
íî è ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìîòðåííûé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ñî-
ñòîèò èç äâóõ ó÷àñòêîâ ñ ðàçíûìè ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè
ìàòåðèàëîâ. Äëèíû îäíîðîäíûõ ó÷àñòêîâ òàêèå, ÷òî âðåìÿ ïðîõîæ-
äåíèÿ âîëíû ïî êàæäîìó èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì. Â çàäà÷àõ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êðèòåðèÿìè êà÷åñòâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíà-
ëû îò êâàäðàòà ôóíêöèè ñìåùåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ôóíê-
öèè òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ
è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ â ñîåäèíåíèÿõ ó÷àñòêîâ, à òàêæå îáåñïå÷èâà-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé [3, 4].

Äëÿ âñåõ çàäà÷ ïî åäèíîé ñõåìå ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ïîä-
õîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî
ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå
ìíîãîòî÷å÷íûõ ïðîìåæóòî÷íûõ óñëîâèé. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: èñõîäíûå çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ ðàñïðåäåëåííûìè âîçäåéñòâèÿìè ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè ñîîòâåòñòâåíî. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ, ìåòîäû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîíå÷-
íîìåðíûìè ñèñòåìàìè ñ ìíîãîòî÷å÷íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâè-
ÿìè [5, 6], äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðâûõ ãàðìîíèê ïîñòðîåíû ãðà-
íè÷íûå óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ.
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(1Àðìåíèÿ, Åðåâàí, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ Àðìåíèè, ÅÃÓ,
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Ïðåäñòàâëåííûé äîêëàä ïðèìûêàåò ê ðàáîòàì [1�4]. Ïóñòü ñî-
ñòîÿíèå íåîäíîðîäíîãî êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà çàäàåòñÿ ôóíêöèåé
Q(x, t), −l1 ⩽ x ⩽ l, 0 ⩽ t ⩽ T , êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂2Q(x, t)

∂t2
=

 a21
∂2Q(x,t)
∂x2 , −l1 ⩽ x ⩽ 0, 0 ⩽ t ⩽ T,

a22
∂2Q(x,t)
∂x2 , 0 ⩽ x ⩽ l, 0 ⩽ t ⩽ T,

(1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Q(−l1, t) = µ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 ⩽ t ⩽ T, (2)

1 Èññëåäîâàíèå Ñ.Â. Ñîëîäóøè âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäà-
íèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò
FWEU�2021�0006, òåìà No. AAAA�A21�121012090034�3).
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è ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ â òî÷êå x = 0 ñîåäèíåíèÿ ó÷àñòêîâ

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a21ρ1
∂Q

∂x
|x=0−0 = a22ρ2

∂Q

∂x
|x=0+0 . (3)

Â (1) è (3) îáîçíà÷åíû: ai =
√

ki
ρi
, ρi = const � ïëîòíîñòü, ki = const

� ìîäóëü Þíãà, i = 1, 2. Â (2) ôóíêöèè µ(t) è ν(t) � óïðàâëÿþ-
ùèå âîçäåéñòâèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ [2, 4]. Äëèíû l1 è l ó÷àñòêîâ âûáðàíû òàê,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a1l = a2l1. Çàäàíû íà÷àëüíûå (ïðè t = 0)
è êîíå÷íûå (ïðè t = T ) óñëîâèÿ

Q(x, 0) = φ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), −l1 ⩽ x ⩽ l, (4)

Q(x, T ) = φT (x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x), −l1 ⩽ x ⩽ l. (5)

Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = T
çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ è åå ïðîèçâîäíîé â âèäå

Q(x, ti) = φi(x), −l1 ⩽ x ⩽ l, i = 2α− 1, α = 1, ...,
m

2
, (6)

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=tj

= ψj(x), −l1 ⩽ x ⩽ l, j = 2α, α = 1, ...,
m

2
. (7)

Â (6) è (7) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α � ÷åòíîå ÷èñëî.
Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ µ0(t)

è ν0(t) èç (2), ïîä âîçäåéñòâèåì êîòîðûõ êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå
ñèñòåìû (1) èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (4) ïåðåõîäèò â êî-
íå÷íîå ñîñòîÿíèå (5), îáåñïå÷èâàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé (6), (7) è ìè-

íèìèçèðóþùèå ôóíêöèîíàë

[
T∫
0

(
µ2(t) + ν2(t)

)
dt

] 1
2

.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ ôóíê-
öèè îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè âîçäåéñòâèÿìè ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè [2, 3], äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ôóðüå è ìåòîäû òåî-
ðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîíå÷íîìåðíûìè ñèñòåìàìè ñ ìíîãî-
òî÷å÷íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè [4].
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Ïóñòü Lp = Lp(R,C), p ∈ [1,∞), � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
(êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) èçìåðèìûõ è ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ
p = [1,∞) ôóíêöèé ñ íîðìîé

∥x∥p =
(∫

R
|x(t)|p dt

) 1
p

, x ∈ Lp, p ∈ [1,∞).

Ïðè p = ∞ ïðîñòðàíñòâî L∞ � ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåí-
íî îãðàíè÷åííûõ (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) ôóíêöèé ñ íîðìîé
∥x∥∞ = vrai sup

t∈R
|x(t)|. Ïðîñòðàíñòâî L1 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåá-

ðîé ñî ñâåðòêîé ôóíêöèé

(f ∗ g)(t) =
∫
R
f(τ)g(t− τ) dτ, f, g ∈ L1,

â êà÷åñòâå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. ×åðåç f̂ îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1 (èëè f ∈ L2).
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Îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð J íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñ-
ëè J2 = I. Â ïðîñòðàíñòâå Lp, p ∈ [1,∞], ñòàíäàðòíîé èíâîëþöèåé
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð îòðàæåíèÿ (Jx)(t) = x(−t), t ∈ R.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè α ∈ L1(R) ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñâåðòêè Aα,
îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

(Aαx)(t) = (α ∗ x)(t) =
∫
R
α(τ)x(t− τ) dτ, α ∈ L1, x ∈ Lp. (1)

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû Aα,β = Aα +AβJ , α, β ∈ L1.
Ëåììà 1. Îïåðàòîðû Aα,β îáðàçóþò áàíàõîâó àëãåáðóM.
Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ∥Aα,β∥ ⩽ ∥α∥1+∥β∥1

è Aα,βAα′,β′ = Aα̃,β̃ , ãäå{
α̃ = α ∗ α′ + β ∗ Jβ′,

β̃ = α ∗ β′ + β ∗ Jα′.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî Aα ∈M, AβJ ∈M.
Ïóñòü S � îïåðàòîð ñäâèãà ôóíêöèé (S(s)x)t = x(t+ s), s, t ∈ R,

x ∈ Lp. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1) îïðåäåëÿåò íà Lp, p ∈ [1,∞),
ñòðóêòóðó áàíàõîâà L1(R)�ìîäóëÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ ïðåäñòàâëå-
íèåì S (ñì. [1�3]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(x) ñïåêòð Áåðëèíãà [1�3] ýëå-
ìåíòà x ∈ Lp, p ∈ [1,∞).

Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
1. Îïåðàòîðû Aα, α ∈ L1, ïåðåñòàíîâî÷íû ìåæäó ñîáîé è ñ îïå-

ðàòîðàìè ñâåðòêè S(s), s ∈ R.
2. ßäðî KerAα îïåðàòîðà Aα ñîñòîèò èç òàêèõ x ∈ Lp, p ∈

[1,∞), ÷òî (supp α̂) ∩ Λ(x) = ∅.
3. Λ(Aαx) ⊂ Λ(x) ∩ (supp α̂), x ∈ Lp.
4. Ñïåêòð σ(Aα) îïåðàòîðà Aα ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ìíîæå-

ñòâà Im α̂.
5. Åñëè x ∈ L2, òî â KerAα ñîñòîèò èç òàêèõ x ∈ L2, ÷òî

(supp α̂) ∩ (supp x̂) = ∅.
6. Â ïðîñòðàíñòâå L2 îïåðàòîð Aα ñàìîñîïðÿæåí, åñëè α(−t) =

α(t), t ∈ R.
Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû âèäà Aα,β , äåéñòâóþùèå â L2, èçó÷à-

ëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4�5].
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
Ñ ÂÅÑÎÂÛÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ Â ÊËÀÑÑÅ ÔÓÍÊÖÈÉ,
ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÛÕ ÍÀ ÑÅÒÅÏÎÄÎÁÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ñ. À. Áàòàëîâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
s.sonya.batalova@gmail.com

Ñåòåïîäîáíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ℑ ⊂ Rn ñ ãðàíèöåé ∂ℑ ñî-
ñòîèò èç îáëàñòåé ℑl ñ ãðàíèöàìè ∂ℑl (l = 1, N), ñîåäèíåííûõ â M
óçëîâûõ ìåñòàõ ωj . Â êàæäîì óçëîâîì ìåñòå ωj (j = 1,M) ôèê-
ñèðîâàííîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé ℑ l èìåþò îáùèå ãðàíèöû, îáðàçóþ-
ùèå ïîâåðõíîñòü èõ ïðèìûêàíèÿ Sj (measSj > 0). Óçëîâîå ìåñòî ωj
(j = 1,M) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåþ ïîâåðõíîñòüþ ïðèìûêàíèÿ Sj , äëÿ
êîòîðîé êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Sj s (s = 1,mj) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ ïðèìûêàíèÿ ℑ ls ê ℑ l0 .

Ïóñòü L2(Ω) (Ω ⊂ Rn) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé u(x), x = (x1, x2, ..., xn),
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â L2(Ω) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè
(u, v)Ω =

∫
Ω
u(x)v(x)dx è ∥u∥Ω =

√
(u, u). Äàëåå, W 1

2(Ω) � ñîáîëåâ-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ u(x) ∈ L2(Ω), äëÿ êîòîðûõ uxκ(x) ∈
L2(Ω), κ = 1, n.

Ïóñòü C̃1(ℑ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé u(x) ∈ C1(ℑ), äëÿ êîòîðûõ
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (óñëîâèÿ ïðèìûêàíèÿ)∫

Sj

a(x)Sj

∂u(x)Sj

∂nj
ds+

mj∑
i=1

∫
Sj i

a(x)Sj i

u(x)Sj i

∂nj i
ds = 0,
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x ∈ Sj i, i = 1,mj

íà ïîâåðõíîñòÿõ Sj , Sj i (i = 1,mj) âñåõ óçëîâûõ ìåñò ωj , j = 1,M .
Îïðåäåëåíèå 1. Çàìûêàíèå C̃1(ℑ) â íîðìå, íàçîâåì ïðîñòðàí-

ñòâîì W̃ 1(ℑ), ∥ · ∥W̃ 1(ℑ) = ∥ · ∥W 1
2 (ℑ) := ∥ · ∥

1
ℑ, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ èçó÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ îáùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
Îïðåäåëåíèå 2. Çàìûêàíèå C̃1

0(ℑ) â íîðìå, íàçîâåì ïðîñòðàí-
ñòâîì W̃ 1

0(ℑ), êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà êðàåâûõ çàäà÷ ñ
óñëîâèÿìè Äèðèõëå

Â ïðîñòðàíñòâå W̃ 1
0(ℑ) (èëè W̃ 1(ℑ)) ðàññìàòðèâàþòñÿ

îïåðàòîðíî�ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ âåñîâûìè ïàðàìåòðàìè σ1 è
σ2, îò âûáîðà êîòîðûõ çàâèñèò óñòîé÷èâîñòü è òî÷íîñòü ñõåì.

Íà îòðåçêå [0, T ] ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ øàãîì τ = T/K:
ωτ = {tk = kτ, k = 0, 1, ...,K}.

y = y(k), ŷ = y(k + 1), y̆ = y(k − 1),
yt(0) =

1
τ (y(1)− y(0)), yt =

1
τ (ŷ − y), yt̄ =

1
τ (y − y̆), y◦

t
= 1

2τ (ŷ − y̆),
yt̄ t =

1
τ2 (ŷ − 2y + y̆), y(σ1,σ2) = σ1ŷ + (1− σ1 − σ2)y + σ2y̆.

Ðàññìîòðèì
à) äâóõñëîéíóþ îïåðàòîðíî�ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó ñ âåñàìè σ1, σ2

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

yt +Ay(σ1,σ2) = f(k), k = 1,K − 1, y(0) = φ0(x)

á) òðåõñëîéíóþ îïåðàòîðíî�ðàçíîñòíûå ñèñòåìó ñ âåñàìè σ1, σ2
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

yt̄ t +Ay(σ1,σ2) = f(k), k = 1,K − 1, y(0) = φ0(x), yt(0) = φ1(x)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k (k = 1,K − 1) ôóíêöèÿ
y(k+1) ∈ W̃ 1

0(ℑ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëî-
âèþ

y(k + 1)|x∈∂Γ = 0,

Îïðåäåëåíèå 3. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé y(k) ∈ W̃ 1
0(ℑ), k =

2, ...,K, íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì ñèñòåìû, åñëè óäîâëåòâîðÿ-
þòñÿ òîæäåñòâà∫

ℑ
yt̄t η(x)dx+ ℓ(y(σ1,σ2), η) =

∫
ℑ
f(k)η(x)dx ∀η(x) ∈ W̃ 1

0(ℑ),

73



k = 1,K − 1, y(0) = φ0(x), yt(0) = φ1(x),

äëÿ êàæäîãî y(k);
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ÑÈÑÒÅÌ
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÖÅËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÂÅÊÒÎÐ�ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ1

À.Ì. Áèðþêîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ)
birukovalmix@mail.ru

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ îáùèõ ëè-
íåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè:

∂u
∂t (t, z)−A(t, z,D)u = h(t, z)
u(t0, z) = φ(z),
â ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ïî ïåðåìåííîé z è àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå

|t − t0| < δ ïî ïåðåìåííîé t âåêòîð�ôóíêöèé ñ èíòåãðàëüíûìè ìåò-
ðèêàìè. Ôóíêöèè èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ ìîãóò äîïóñêàòü
ðîñò ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ïðè z →∞.

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè çà-
äà÷è Êîøè â óêàçàííîé øêàëå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, òåì
ñàìûì, òî÷íî îïèñàíà ñòðóêòóðà ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, äëÿ êîòîðûõ ýòà êîððåêòíîñòü èìååò ìåñòî. Îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ðåøåíèÿ êîìïëåêñíîé çàäà÷è Êîøè ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçî-
âàíèÿ ÐÔ (ïðîåêò FSWF�2023�0012).
© Áèðþêîâ À.Ì., 2023
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Ðàíåå â ðàáîòå [1] ïîäîáíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â êëàññàõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ñóïðåìóì�íîðìàìè è áûëè ïîëó÷åíû êðèòå-
ðèè êîððåêòíîñòè â çàäàííîé øêàëå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ èìååò ìåñòî
êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ñóïðåìóì�íîðìàìè è
â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíòåãðàëüíûìè ìåòðèêàìè, ñîâïàäàþò.
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ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÖÈÊËÛ
Â ÀËÃÅÁÐÅ ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×1

À.Â. Áîëòà÷åâ, À.Þ. Ñàâèí (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
boltachevandrew@gmail.com, antonsavin@mail.ru

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèåM = Rn+ ñ êîîðäèíàòàìè (x′, xn) è êðà-
åì X = Rn−1, îïðåäåëÿåìîìó óðàâíåíèåì xn = 0. Ðàññìîòðèì àë-
ãåáðó ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ Áóòå äå Ìîíâåëÿ íà M (ñì. [1]) íóëåâîãî
ïîðÿäêà è òèïà. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè àëãåáðû A ÿâëÿþòñÿ
ïàðû

ã = (a, aX) ∈ O(T ∗
0M)⊕O(T ∗

0X,B(H+ ⊕ C)), (1)

ãäå a � îäíîðîäíûé ñèìâîë íóëåâîãî ïîðÿäêà íà êîêàñàòåëüíîì ðàñ-
ñëîåíèè T ∗

0M áåç íóëåâîãî ñå÷åíèÿ, íàçûâàåìûé âíóòðåííèì ñèì-
âîëîì è óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó òðàíñìèññèè.

Ôóíêöèÿ aX â (1) íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì ñèìâîëîì è ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé îïåðàòîð�ôóíêöèåé íà T ∗

0X âèäà

aX(x′, ξ′) =

(
Π+a|∂T∗

0M
+Π′g c

Π′
ξn
b r

)
:
H+

⊕
C
−→

H+

⊕
C

. (2)

Çäåñü

� H+ = Fxn→ξn(S(R+)) � ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ Ôóðüå ïðîñòðàí-
ñòâà Øâàðöà S(R+) ãëàäêèõ ôóíêöèé íà R+, áûñòðî óáûâàþ-
ùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè;

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 21�51�12006).
© Áîëòà÷åâ À.Â., Ñàâèí À.Þ., 2023
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� a|∂T∗
0M
∈ C∞(T ∗

0M |∂M ); r ∈ C∞(T ∗
0X);

� b ∈ C∞(T ∗
0X,H−); c ∈ C∞(T ∗

0X,H+), g ∈ C∞(T ∗
0X,H+ ⊗H−),

ãäå H− = F(S(R−));

� îïåðàòîðû Π± : H+⊕H− → H± ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè, ïðè÷åì
Π′ � ôóíêöèîíàë ñëåäóþùåãî âèäà

Π′ : H+ ⊕H− −→ C,

u(ξn) 7−→ lim
xn→0+

F−1
ξn→xn

(u(ξn)).

Ìû îïðåäåëÿåì ÿâíûå ïåðèîäè÷åñêèå öèêëè÷åñêèå êîöèêëû
(ñì. [2]) íà àëãåáðå ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ Áóòå äå Ìîíâåëÿ A. Òàê-
æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûé ñëó÷àé � èçó÷àåòñÿ äåéñòâèå
äèñêðåòíîé ãðóïïû Γ íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì è àññîöèèðîâàííîå
äåéñòâèå íà àëãåáðå A.
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ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ñ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ�ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈßÌÈ1

Í.Ï. Áîíäàðåíêî (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)
bondarenkonp@info.sgu.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí îáðàòíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðà-
æåíèÿìè âèäà

ℓn(y) :=y
(n) +

m−1∑
k=0

(σ
(i2k)
2k (x)y(k))(k)+

+

m+τ−2∑
k=0

(
(σ

(i2k+1)
2k+1 (x)y(k))(k+1) + (σ

(i2k+1)
2k+1 (x)y(k+1))(k)

)
,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ñàðàòîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð-
ñèòåòå ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 21�71�10001,
https://rscf.ru/project/21-71-10001/).
© Áîíäàðåíêî Í.Ï., 2023
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ãäå n = 2m + τ > 2, m ∈ N, τ = 0, 1, x ∈ (0, T ), T ⩽ +∞, (iν)
n−2
ν=0 �

öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì 0 ⩽ i2k+j ⩽ m− k − j,
j = 0, 1, (σν)

n−2
ν=0 � ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè (â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ

âûïîëíåíèå óñëîâèé σν ∈ L2(0, T ) èëè σν ∈ L1(0, T )), ïðîèçâîäíûå
σ
(iν)
ν ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñïðåäåëåíèé).
Äëÿ ðàáîòû ñ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ℓn(y) èñïîëüçóåòñÿ
ðåãóëÿðèçàöèîííûé ïîäõîä [1].

Â [2,3] äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ℓn(y) = λy íà êîíå÷íîì èíòåðâà-
ëå (0, 1) è íà ïîëóîñè (0,+∞) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè. Ðàññìàòðèâàåìûå îáðàòíûå çàäà÷è ñîñòîÿò â âîññòàíîâëå-
íèè ôóíêöèé (σν)

n−2
ν=0 è êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ìàòðèöå

Âåéëÿ�Þðêî M(λ), àíàëîãè÷íîé ìàòðèöå Âåéëÿ, èñïîëüçîâàâøåéñÿ
â [4] äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî èíòåð-
âàëà ýëåìåíòû ìàòðèöû M(λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî n(n−1)

2
ñïåêòðàì.

Â [5] ðàçðàáîòàí êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè�ðàñïðåäåëåíèÿìè íà îñíîâå èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ
îòîáðàæåíèé. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ ℓn(y) â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíê-
öèé. Âàæíóþ ðîëü â ðàáîòå [5] èãðàþò àñèìïòîòèêè ñïåêòðàëüíûõ
äàííûõ (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåñîâûõ ÷èñåë), ïîëó÷åííûå â [6].
Â ïðåïðèíòå [7] ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ïîëó÷åíû íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 3, i0 = 1, i1 =
0, σν ∈ L2(0, 1), ν = 0, 1).
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ßÂËÅÍÈÅ ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ Â ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ
ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å

Å.Ç. Áîðåâè÷ (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, ÑÏáÃÝÒÓ)
danitschi@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à{
E′′ + E′E = fH(E,E0), 0 < x < 1,

E(0) = E(1) = E0, E0 > 0,
(1)

ãäå f � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, H(E,E0) = G(E)−G(E0), à ôóíê-
öèÿ G(E) êëàññà C2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) ôóíêöèÿ G(E) ïðè E > 0 èìååò ðîâíî äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà:
E1 � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, E2 � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ïðè÷åì E1 <
E2;

2) G′(E) > 0 ïðè E ∈ [0, E1) ∪ (E2,+∞), G′(E) < 0 ïðè E ∈
(E1, E2).

Îáîçíà÷èì E(x) = E0 + u(x), C(2)
0 ([0, 1]) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

u(x), íåïðåðûâíûõ íà [0, 1], äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ íà (0, 1) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì u(0) = u(1) = 0, à ÷åðåç
C([0, 1]) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, 1]. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü çàäà÷ó (1) êàê íåëèíåéíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ, äëÿ ÷åãî çàïèøåì åå â âèäå{

Lu+ fK(E0)u+N(E0, f, u) = 0,

u(0) = u(1) = 0,
(2)

ãäå Lu = −u′′ − E0u
′ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X =

C
(2)
0 ([0, 1]) â Y = C([0, 1]), K(E0) = H ′(E0), à N(E0, f, u) = −u′u +
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f(H(E0 + u,E0) − H ′(E0)u) � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé
èç R2 × X â Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç S � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ
íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé (f, u) ∈ R×X çàäà÷è (2), è ïóñòü Sk � ìàê-
ñèìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó
(fk, 0), ãäå fk = −K(E0)

−1(E2
0/4 + π2k2), k = 1, 2, ....

Òåîðåìà. Ïóñòü E0 ∈ (E1, E2), òîãäà äëÿ çàäà÷è (2) ñïðàâåäëè-
âû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìíîæåñòâî Sk íåîãðàíè÷åíî â R×X;
2) åñëè (f, u) ∈ Sk, òî ðåøåíèå u(x) èìååò ðîâíî (k + 1) íóëåé

íà [0, 1], ïðè÷åì âñå íóëè ïðîñòûå;
3) äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà sk > 0, îêðåñò-

íîñòü Uk ⊂ R × X ðåøåíèÿ (fk, 0) è äâà C1�îòîáðàæåíèÿ f̂k :

(−sk, sk) → R, ûk : (−sk, sk) → X òàêèå, ÷òî f̂k(s) = fk + O(s),

ûk(s) = suk(x)+O(s2) ïðè s→ 0 è S∩Uk = {(f̂k(s), ûk(s)) : |s| < sk},
ãäå uk(x) = e−E0x/2sin(πkx). Ýòè ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ áèôóðêàöè-
îííûìè [1].
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ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÃÐÓÏÏÛ ËÈ Â ÃÐÓÏÏÎÂÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ
ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß1

À.Â. Áîðîâñêèõ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà)
bor.bor@mail.ru

Ïóñòü G � n�ìåðíàÿ ãðóïïà, ðåàëèçîâàííàÿ êàê ìíîæåñòâî
â Rn, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
x = (x1, . . . , xn)); {Ξα = ξiα∂i(x)}nα=1 � áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-
ðîæäàþùåé àëãåáðû.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ìåòðèê gij(x)dx
idxj, çàäàííûõ íà G è

îñòàþùèõñÿ èíâàðèàíòûìè ïðè äåéñòâèè ýòîé ãðóïïû, îáðàçóåò

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n(n+1)
2 .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè n, àëãåáðà Ëè
êîòîðîé èìååò áàçèñ Ξα = ξiα(x)∂i è ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû C

γ
αβ.

Íà ýòîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò ðîâíî n ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ýòîé àëãåáðû.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (cîãëàøåíèå � 075�02�2023�939).
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Ñëåäñòâèå. Âñå ìåòðè÷åñêèå ôîðìû èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû
1, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî àëãåáðû, èìåþò âèä êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû ds2=qαβω

αωβ îò ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ωα =
ωαi dx

i, α = 1, . . . , n ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè qαβ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωiα ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå ωαi , çàäàþùåé

èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ωα = ωαi dx
i. Òîãäà äëÿ

îïåðàòîðîâ Ωα = ωiα∂i âûïîëíåíî [Ξα,Ωβ ] = 0.
Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðó, îáðàçîâàííóþ ðåøåíèÿìè Ω ñèñòåìû

óðàâíåíèé [Ξα,Ω] = 0, ìû íàçîâåì äâîéñòâåííîé ê àëãåáðå, îáðà-
çîâàííîé îïåðàòîðàìè Ξα.

Çàìå÷àíèå 1. Äâîéñòâåííàÿ àëãåáðà â ïðèíöèïå íå ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíîé.

Çàìå÷àíèå 2. Èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî Ξα ôîðìû ωβ ÿâëÿ-
þòñÿ ôîðìàìè Ìàóðåðà�Êàðòàíà äëÿ àëãåáðû ñ áàçèñîì Ωβ . Àíàëî-
ãè÷íî, ôîðìû Ìàóðåðà�Êàðòàíà àëãåáðû ñ áàçèñîì Ξα îêàçûâàþòñÿ
èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî Φβ , òàê ÷òî çäåñü äåéñòâèòåëüíî íà-
áëþäàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ äâîéñòâåííîñòü.

Ïóñòü
dx1

φ1(x)
= · · · = dxn

φn(x)
(1)

� óðàâíåíèå ñåìåéñòâà êðèâûõ, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû G. Óìíîæåíèåì (1) íà ïîäõîäÿùèé ìíîæèòåëü ìîæíî äîáèòüñÿ,
÷òîáû ωαi φ

i îêàçàëèñü êîíñòàíòàìè. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç λα.
Äëÿ ëþáîé èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè ds2 = qαβω

αωβ åäèíè÷íûé êà-
ñàòåëüíûé âåêòîð τ = (τ i) ê êðèâîé (1) èìååò âèä

τ i =
dxi

ds
=
φi(x)√
Q
, Q = qαβλ

αλβ

è ïîýòîìó íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå τ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ôîð-
ìà îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé: ωαi τ

i = λα
√
Q
.

Çàìå÷àíèå. Âåêòîð φi = λαωiα ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ äâîéñòâåííóþ àëãåáðó Φ, ïîýòîìó
èçó÷àåìûå íàìè òðàåêòîðèè, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî àëãåáðû
Ξ, ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ïîðîæ-
äåííîé îïåðàòîðîì èç äâîéñòâåííîé àëãåáðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τN = (τkN ) ðåïåð Ôðåíå, çàíóìåðîâàííûé èíäåê-
ñîì N = 1, . . . , n, è, ñîîòâåòñòâåííî, λαN = ωαi τ

i
N .

Òåîðåìà 3. Â òåðìèíàõ âåëè÷èí λαN ñèñòåìà Ôðåíå èìååò âèä

dλγN
ds

+Hγ
αβλ

α
Nλ

β
1 = −κN−1λ

γ
N−1 + κNλγN+1,
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ãäå Hγ
αβ � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé

Hγ
αβ = −1

2
[qγσqµβC

∗µ
ασ + C∗γ

αβ + qγσqανC
∗ν
βσ],

C∗γ
αβ � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû ñ áàçèñîì Ωα.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ âñåõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ âñå êðèâèçíû è âñå

âåëè÷èíû λαN ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-

òåðïåðòàöèþ ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè îäíîìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ft + cfx + (Ff)c = 0.

ÎÖÅÍÊÈ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ È ÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÄËß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ÁÅÑÑÅËß
Ä.Þ. Áîðîäèíîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

dashaborodinova@gmail.com

Äëÿ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàöè-
ÿì:

L0 = − d2

dx2
+
ν2 − 1

4

x2
, L1 = − d2

dx2
+
ν2 − 1

4

x2
+ q(x)

íà èíòåðâàëå (0,1), ãäå q(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîòåíöèàë èç
L∞(0, 1), èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû èõ êîðíåâûõ ôóíêöèé. Ñîáñòâåííûå è
ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, ò. å.,
êàê ïî÷òè âñþäó ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Lαyn = µ2yn+sgnn ·yn−1; çäåñü
n = 0, 1, . . . , s(µ), µ ∈M , ãäåM ⊂ C � íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

Èíòåðåñ ê ïîäîáíûì ñèñòåìàì âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ñïåê-
òðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äèô-
ôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé L0 è å¼ âîçìóùåíèåì L1 (ñì., íàïðèìåð,
[1�2]).

Áûëà ïîñòðîåíà öåïî÷êà êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàöèè L0 ñëåäó-
þùåãî âèäà:

un(x, µ) =

n∑
k=0

ck
µ2(n−k)u

∗
k(x, µ);

u∗0(x, µ) = u0(x, µ) = ajν(µx) + bγν(µx);

jν(z) =
√
zJν(z); γν(z) =

√
zYν(z);
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u∗k(x, µ) =
1

µk
xk(ajν+n(µx) + bγν+n(µx)).

Â ñëó÷àå âîçìóùåííîé îïåðàöèè L1 ïîñòðîåíà èíòåãðàëüíàÿ ôîð-
ìóëà ¾ñäâèãà¿ äëÿ êîðíåâûõ ôóíêöèé, âèäà:

yn(x± t, µ) = un(x± t, µ) +
n∑
k=0

Wk+1
± (q(x± t)yn−k(x± t)) ,

ãäå W±f(t) =
π

2µ

∫ t

0

W (x± t, x± τ)f(τ)dτ,

x�ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1).
Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè äîêàçàòü òàê íàçûâàåìóþ àíòèà-

ïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ L2�íîðì êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàöèé L0 è
L1. Îöåíêè òàêîãî âèäà èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â èçó÷åíèè âîïðîñîâ
ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ñèñòåìàõ {un(x, µ)} è {yn(x, µ)} êîðíåâûõ
ôóíêöèé îïåðàöèé L0 è L1 ìíîæåñòâî M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
| Imµ |⩽ A è ïîðÿäîê s(µ) ⩽ B. Òîãäà âûïîëíåíà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà
â íîðìå L2(0, 1):

∥un(x, µ)∥2 ⩽ c(1 + |µ|)∥un+1(x, µ)∥2,

∥yn(x, µ)∥2 ⩽ c(1 + |µ|)∥yn+1(x, µ)∥2.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÈÍÒÅÃÐÎ�ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÈÏÀ ÂÎËÜÒÅÐÐÀ Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ

ÍÈÆÍÈÌ ÏÐÅÄÅËÎÌ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß1

Ì.Í. Áîòîðîåâà, Ì.Â. Áóëàòîâ
(Èðêóòñê, ÈÃÓ, ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ)
masha888888@mail.ru, mvbul@icc.ru

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Âîëüòåððà I è II ðîäîâ, îáà ïðèäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ â êîòîðûõ
ïåðåìåííûå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííîé t íèæíåãî ïðåäåëà âèäà at.

Òàêèå ñèñòåìû ñòàíåì íàçûâàòü èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâ-
íåíèÿìè ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ, îíè ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåííû â âèäå

A(t)x(t) +

t∫
at

K(t, s)x(s)ds = f(t), 0 ⩽ t ⩽ 1,

ãäå A(t) è K(t, s) � (n × n) ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ çàäàííûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà îòðåç-
êå t ∈ [0, 1] è â îáëàñòè {(t, s) ∈ R2|at ⩽ s ⩽ t} ñîîòâåòñòâåííî,
f(t) � n�ìåðíàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ ñ èçâåñòíûìè, äîñòàòî÷íî ãëàäêè-
ìè ýëåìåíòàìè, x(t) � èñêîìàÿ n�ìåðíàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ. Èçâåñòíî
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå 0 ⩽ a < 1. Íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A(t) ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî âûðîæäåííîé.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èíòåãðî�
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÀÓ), â êîòîðûõ a = 0 è íèæíèé
ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííûì. Èõ èññëåäîâàíèå
íà÷àëîñü ñ ðàáîòû Â.Ô. ×èñòÿêîâà [1].

Èññëåäîâàíèþ äðóãîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (ïðè n = 1) ðàññìàòðè-
âàåìûõ ñèñòåì ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ À.Ñ. Àïàðöèíà [2].

Â äîêëàäå áóäóò îïèñàíû îñíîâíûå îòëè÷èÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
îò óêàçàííûõ âûøå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Áóäóò ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ ÈÀÓ ñ ïåðå-
ìåííûì íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ at.
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Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÝÊÑÒÐÀÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ
ÄÂÓÕÑÒÀÄÈÉÍÛÕ ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÛÕ ÌÅÒÎÄÀÕ

ÄËß ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÈÍÒÅÃÐÎ�ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ1

Î.Ñ. Áóäíèêîâà, Ì.Â. Áóëàòîâ (Èðêóòñê, ÈÃÓ, ÈÄÑÒÓ)
osbud@mail.ru, mvbul@icc.ru

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèñòåìó âçàèìîñâÿçàííûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëü-
òåððà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, êîòîðàÿ èìåþò ôîðìó óðàâíåíèÿ

A(t)x(t) +

t∫
0

K(t, s)x(s) ds = f(t), t ∈ [0; T ], (1)

ñ íåíóëåâîé òîæäåñòâåííî âûðîæäåííîé (n× n)�ìàòðèöåé A(t). Òà-
êèå çàäà÷è â ñîâåðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðî-
àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (ÈÀÓ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåí-
òû âõîäíûõ äàííûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå.

Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ çàäà÷ èìååò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìå-
íåíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [2], à ïåð-
âûå ïóáëèêàöèè ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ÈÀÓ è
ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âûøëè â êîíöå 80�õ ãî-
äîâ [1].

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü íåÿâ-
íûå äâóñòàäèéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû. Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâ-
ëåíû óñëîâèÿ íà âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ïðè êîòîðûõ ðàçðàáîòàí-
íûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæå-
íèé è âûÿâëåíèÿ ðåàëüíî äîñòèãíóòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ïðåäñòàâëÿåìûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæå-
íèåì èññëåäîâàíèé íà÷àòûõ â [3].

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 22�11�00173, https://rscf.ru/project/22-11-00173/
© Áóäíèêîâà Î.Ñ., Áóëàòîâ Ì.Â., 2023
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ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÃÎ
ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÍÅÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ
È ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ1

Ñ.À. Áóäî÷êèíà (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
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Èçâåñòíûé â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðèíöèï Îñòðîãðàäñêîãî âû-
äåëÿåò äåéñòâèòåëüíîå äâèæåíèå ñèñòåìû èç âñåõ êèíåìàòè÷åñêè
âîçìîæíûõ äâèæåíèé ïðè áîëåå øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè-
òåëüíî ñèë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèíöèïîì Ãàìèëüòîíà. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó, ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðîèçâîëüíû-
ìè, âî âòîðîì � ïîòåíöèàëüíûìè. Óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû, ê êîòîðûì ïðèâîäèò ïðèíöèï Îñòðîãðàäñêîãî, ÿâëÿþòñÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà. Åñëè íà ñèñòåìó îäíîâðåìåííî äåéñòâó-
þò ïîòåíöèàëüíûå è íåïîòåíöèàëüíûå àêòèâíûå ñèëû, òî óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+ Pi = 0, i = 1, n,

ãäå L = L(q, q̇, t) � ëàãðàíæèàí ñèñòåìû, Pi = Pi(q, q̇, t) � îáîáùåí-
íàÿ íåïîòåíöèàëüíàÿ ñèëà, îòíåñåííàÿ ê êîîðäèíàòå qi. Àíàëîãè÷-
íûå óðàâíåíèÿ â ìåõàíèêå ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé

1 Ïóáëèêàöèÿ âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà � 002092�0�000 Ðîññèéñêîãî óíè-
âåðñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ èì. Ïàòðèñà Ëóìóìáû
© Áóäî÷êèíà Ñ.À., 2023
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ñâîáîäû, òî åñòü óðàâíåíèÿ âèäà

δL

δu
− d

dt

(
δL

δut

)
+ Λ = 0, (1)

ãäå ÷åðåç δ/δu è δ/δut îáîçíà÷åíû ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå ïî
u è ut ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà
ñ íåïîòåíöèàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ñèë (ïðè Λ ≡ 0 � óðàâíåíèÿìè
Ýéëåðà�Ëàãðàíæà).

Âîïðîñû ïðåäñòàâèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå
(1), à òàêæå êàíîíè÷åñêèõ è íåêàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòî-
íà òåñíî ñâÿçàíû ñ îáðàòíûìè çàäà÷àìè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
(ÎÇÂÈ) â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ. Ðåøåíèþ ÎÇÂÈ ïîñâÿùåíû ðà-
áîòû ìíîãèõ ó÷åíûõ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1�6] è èìåþùóþñÿ â
íèõ áèáëèîãðàôèþ).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
1. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ò.å. óðàâ-
íåíèÿ

N(u) ≡ Pt,uut +Q(t, u) = 0, (2)

â âèäå (1), ïîñòðîåí ôóíêöèîíàë � âàðèàöèîííûé ïðèíöèï.
2. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëî-
âèé óðàâíåíèå (2) èìååò ñòðóêòóðó óðàâíåíèé Áèðêãîôà,
îòêóäà â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíà ñòðóêòóðà êëàññè÷åñêèõ
óðàâíåíèé Áèðêãîôà, à èç ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ âà-
ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà � èçâåñòíûé ôóíêöèîíàë Ïôàôôà.
3. Óðàâíåíèå (2) ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå Bu�ãàìèëüòîíîâà óðàâíåíèÿ.
4. Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè

N(u) ≡ P2t,uutt + P1t,uut + P3t,uu
2
t +Q(t, u) = 0

ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå Ãàìèëüòîíà�äîïóñòèìûõ óðàâíåíèé.
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ÆÈÂÎÉ ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÊÀÍÈ ÏËÎÑÊÈÌ

ËÈÍÅÉ×ÀÒÛÌ ÀÏÏËÈÊÀÒÎÐÎÌ
Á.Ê. Áóçäîâ (Íàëü÷èê, ÈÈÏÐÓ ÊÁÍÖ ÐÀÍ)
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Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îõëàæäåíèè áèîëîãè÷åñêîé òêàíè â êðèîìåäè-
öèíå èñïîëüçóþòñÿ êðèîèíñòðóìåíòû ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè îõëà-
æäàþùåé ïîâåðõíîñòè. Êðèîèíñòðóìåíòû ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê
íà ïîâåðõíîñòè áèîòêàíè, òàê è ïîëíîñòüþ âíåäðÿòüñÿ â íåå. Ñ ïîíè-
æåíèåì òåìïåðàòóðû îõëàæäàþùåé ïîâåðõíîñòè â òêàíè âîçíèêàåò
íåñòàöèîíàðíîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå, çàâèñÿùåå â îáùåì ñëó÷àå îò
òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
þò êàê ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â òêàíè, òàê è ðàçìåðû
çîí êðèîïîðàæåíèÿ, çàìîðàæèâàíèÿ è âëèÿíèÿ õîëîäà â áèîòêàíè,
à òàêæå âðåìÿ âûõîäà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà ñòàöèîíàð.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ìîäåëåé îõëàæäåíèÿ è çàìîðàæèâà-
íèÿ æèâîé áèîëîãè÷åñêîé òêàíè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïî-
ëÿ. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòó-
ðå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàìîðàæèâàíèÿ æèâîé áèîòêàíè îñíî-
âàíî íà ìîäåëè Ïåííåñà (èëè åå íåçíà÷èòåëüíûõ ìîäèôèêàöèÿõ), èç
êîòîðîé âèäåí ëèíåéíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè èñòî÷íèêîâ òåïëà îò
èñêîìîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Òàêîé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè íå ïîç-
âîëÿåò îïèñàòü ðåàëüíî íàáëþäàåìóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ëîêàëèçà-
öèþ òåïëà. Êðîìå òîãî, ìîäåëü Ïåííåñà íå ó÷èòûâàåò òîãî ôàêòà,
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÷òî çàìåðçàíèå ìåæêëåòî÷íîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò ãîðàçäî ðàíü-
øå, ÷åì çàìåðçàíèå âíóòðèêëåòî÷íîé æèäêîñòè è ñîîòâåòñòâóþùåå
ýòèì äâóì ïðîöåññàì òåïëî âûäåëÿåòñÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ïîñòðîåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-
ëè îõëàæäåíèÿ è çàìîðàæèâàíèÿ æèâîé áèîëîãè÷åñêîé òêàíè ïëîñ-
êèì, äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííûì ëèíåé÷àòûì àïïëèêàòîðîì, ðàñïî-
ëàãàåìûì íà åå ïîâåðõíîñòè. Íàëè÷èå èñòî÷íèêîâ òåïëà ñïåöèàëü-
íîãî âèäà ïîçâîëÿþò ó÷åñòü óêàçàííûå âûøå îñîáåííîñòè. Ìîäåëè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâóìåðíûå êðàåâûå çàäà÷è (â òîì ÷èñëå òèïà
Ñòåôàíà) è èìåþò ïðèëîæåíèå â êðèîõèðóðãèè. Ìåòîä ÷èñëåííî-
ãî èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ îñíîâàí íà ñãëàæèâàíèè ðàç-
ðûâíûõ ôóíêöèé è ïðèìåíåíèè ê ¾ñãëàæåííûì¿ çàäà÷àì ëîêàëüíî-
îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåç ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ãðàíèöû âëèÿ-
íèÿ õîëîäà è ãðàíèö ôàçîâîãî ïåðåõîäà [1,2]. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåí-
íûå ðàñ÷åòû íà ÝÂÌ ïîêàçàëè, ÷òî ñòàáèëèçàöèÿ òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ ê ïðåäåëüíîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ íàñòóïàåò ïðèìåð-
íî ÷åðåç 6 ìèíóò. Îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó øàãàìè ïî âðåìåíè è
ïðîñòðàíñòâó, ÷òî óêàçûâàåò íà óñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü ïîñòðîåí-
íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Êðîìå òîãî, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêà-
çàëè âîçìîæíîñòü âûáîðà ¾áîëüøîãî¿ øàãà ïî âðåìåíè (ïðèìåðíî
íà äâà ïîðÿäêà áîëüøå øàãà ïî ïðîñòðàíñòâó), ÷òî ñóùåñòâåííî ñî-
êðàùàåò âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, îñîáåííî ïðè ðåøå-
íèè ìíîãîìåðíûõ çàäà÷. Ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëà
äîñòàòî÷íî óñïåøíî îïðîáîâàíà àâòîðîì ðàíåå ïðè ðåøåíèè äðóãèõ
äâóìåðíûõ çàäà÷ [3�5].
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Î ÁËÎ×ÍÛÕ ÌÅÒÎÄÀÕ
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎ�ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ1

Ì.Â. Áóëàòîâ, Ë.Ñ. Ñîëîâàðîâà, Ò.Ñ. Èíäóöêàÿ
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Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Âîëüòåððà âèäà

A(t)x(t) +

∫ t

0

K(t, τ)x(τ)dt = f(t), 0 ⩽ τ ⩽ 1,

ãäå A(t), K(t, τ) � (n×n)�ìàòðèöû, f(t) � èçâåñòíàÿ, x(t) � èñêîìàÿ
n�ìåðíûå âåêòîð�ôóíêöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

detA(t) ≡ 0.

Òàêèå ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíè-
ÿìè (ÈÀÓ).

×èñëåííûå ìåòîäû ñòðîÿòñÿ äëÿ ÈÀÓ, äëÿ êîòîðûõ âûïèñàíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â
êëàññå Cp[0,1] [1]. Îïèñàíû áëî÷íûå êîíå÷íî�ðàçíîñòíûå àëãîðèòìû
äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ îñíîâàíî íà èäå-
ÿõ èç [2]. Ïðîèçâåäåíî èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïðåäëàãàåìûõ
ìåòîäîâ. Îòìå÷åíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ äàííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü
íåóñòîé÷èâûìè.
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âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2019. �
Ò. 59, � 7. � Ñ. 1100�1107.

ÎÏÅÐÀÒÎÐ B−γ Â ÂÅÑÎÂÎÉ ÁÈËÈÍÅÉÍÎÉ ÔÎÐÌÅ
Þ.Í. Áóëàòîâ (Åëåö, ÅÃÓ èì. È.À. Áóíèíà)

y.bulatov@bk.ru

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ íà÷àòûå â [1] è [2]. Ðå÷ü
èäåò î ñèíãóëÿðíîì äèôôåðåíöèàëüíîì îïåðàòîðå Áåññåëÿ

B−γ =
d2

dx2
+
−γ
x

d

dx
, −γ < 0 .

â îáëàñòè x ∈ R+
1 = {x : x > 0}. Ðàíåå ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåí-

öèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ ñ ïàðàìåòðîì −1 < −γ < 0 èçó÷àëñÿ â
[1], ÷òî ïðèâåëî ê èññëåäîâàíèþ íîâîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà âåñîâûõ
ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Áåññåëÿ B−γ ïðè-
íàäëåæàò ÷åòíûå è íå÷åòíûå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè, îïðåäåëåííûå íà [0,∞) è äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

x−γu(x) = O(x) , x→ 0. (1)

Ââåäåì ñëåäóþùóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

(u, v)ω =

∞∫
0

u(x) v(x) xω dx (2)

ïðè óñëîâèè ω < 0 óêàçàííàÿ âûøå îöåíêà (1) ïðèíèìàåò âèä

xωu = O(x), x→ 0.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåì ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà Sev = Sev[0,∞), ñîñòîÿùåå èç áûñòðî óáûâà-
þùèõ âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèé, ÷åòíûõ ïî êàæäîé
êîîðäèíàòå àðãóìåíòà.

Ââåäåì âåñîâóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó, â ðàìêàõ êîòîðîé ñèíãóëÿð-
íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ B−γ ìîæåò áûòü íå ñà-
ìîñîïðÿæåííûì. Äîïîëíèòåëüíî ïîëîæèì, ÷òî

φ ∈ Sev,ω=Sev,ω[0,∞), åñëè xωφ(x) = O(x), x→ +0.
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Ôóíêöèîíàë Äèðàêà�Êèïðèÿíîâà îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

(δ−γ , φ)γ = φ(0), ∀φ ∈ Sev .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü γ ∈ (0, 1), ω � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî. Òîãäà ôîðìóëà

(B−γu, v)ω =

(
u,

[
Bγ+2ω +

(γ + ω)(ω − 1)

x2

]
v

)
ω

ñïðàâåäëèâà ïðè ω > 0 äëÿ âñåõ ôóíêöèè u(x) è v(x), ïðèíàäëåæà-
ùèõ îñíîâíîìó ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé Sev,ω = Sev[0,∞).

Íà îñíîâå áèëèíåéíîé ôîðìû (2) ââåäåì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî
Ëåáåãà�Êèïðèÿíîâà

Lω2 [0,∞) = {f : xωf ∈ L2 [0,∞), ω > −1}

Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàòîð[
Bγ+2ω +

(γ + ω)(ω − 1)

x2

]
(3)

ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê îïåðàòîðó B−γ â L
ω
2 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ω = −γ îïåðàòîð B−γ ñàìîñîïðÿæ¼ííûé (ñèì-
ìåòðè÷åñêèé) â L−γ

2 äëÿ âñåõ ôóíêöèé u è v èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà B−γ . Â ñëó÷àå ω = 1 îïåðàòîð (3) îêàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼í-
íûì îïåðàòîðó ê B−γ .
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ÏÎ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ
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Ìíîãîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî RM ìû ïðåäñòàâèì â âèäå
îðòîãîíàëüíîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ [2], â êîòîðûõ òîëüêî íåêîòî-
ðûå èç êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xM îòëè÷íû îò íóëÿ. Áîëåå òî÷íî, åñëè
K ⊂ 1, ...,M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ìû ïîëàãàåì

RK = {x ∈ RM : x = (x1, . . . , xM ), xj = 0,∀j /∈ K} ⊂ RM .

Ïóñòü K1,K2, . . . ,Kn ⊂ {1, 2, . . . ,M} � íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà,
òàê ÷òî

n⋃
j=1

Kj = {1, 2, . . . ,M}, Ki ∩Kj = ∅, i ̸= j.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå

RM = RK1 ⊕ RK2 ⊕ · · · ⊕ RKn ,

îáîçíà÷àÿ xKj
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà RKj .

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî (ñì. [1]) Ñîáîëåâà�
Ñëîáîäåöêîãî HS(RM ) êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî c íîðìîé

||f ||S =

∫
RM

(1 + |ξK1
|)2s1(1 + |ξK2

|)2s2 · · · (1 + |ξKn
|)2sn |f̃(ξ)|2dξ

1/2

.

Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(Au)(x) =
1

(2π)M

∫
RM

∫
RM

ei(x−y)·ξÃ(ξ)u(y)dydξ,

â êîòîðîé çàäàííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ Ã(ξ) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì
îïåðàòîðà A.

Ñèìâîë Ã(ξ) ïðåäïîëàãàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ

c1
n∏
j=1

(1 + |ξKj
|)αj ⩽ |A(ξ)| ⩽ c2

n∏
j=1

(1 + |ξKj
|)αj ,

αj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n,
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ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c2.
Ïóñòü CKj

⊂ RKj � âûïóêëûé êîíóñ, íå ñîäåðæàùèé öåëîé ïðÿ-
ìîé. Ïîëîæèì

C = CK1
× CK2

× · · · × CKn
.

Íàñ èíòåðåñóåò ðàçðåøèìîñòü ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

(Au)(x) = v(x), x ∈ C, (1)

ðåøåíèå êîòîðîãî ðàçûñêèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå HS(C).
Â ïðåäïîëîæåíèè íàëè÷èÿ âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè ñèìâîëà Ã(ξ)

îòíîñèòåëüíî C [3] â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî âûïèñàòü îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷, äîïóñ-
êàþùèõ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
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Ïóñòü Z2 � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà íà ïëîñêîñòè,
K = {x ∈ R2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0} � ïåðâûé êâàäðàíò,
Kd = hZ2 ∩K,h > 0, T2 = [−π, π]2, ℏ = h−1, ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2

� ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà.
Ââîäèòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà�

Ñëîáîäåöêîãî Hs(hZ2) [1], â êîòîðûõ äåéñòâóþò äèñêðåòíûå
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.

Ïóñòü Ãd(ξ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R2 ñ îñ-
íîâíûì êâàäðàòîì ïåðèîäîâ ℏT2. Ïîä äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûì îïåðàòîðîì Ad ñ ñèìâîëîì Ãd(ξ) â äèñêðåòíîì êâàäðàíòå
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Kd ìû ïîíèìàåì ñëåäóþùèé îïåðàòîð

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZ2

h2
∫

ℏT2

Ãd(ξ)e
i(ỹ−x̃)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kd.

Ìû ðàáîòàåì â êëàññå ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

c1(1 + |ζ2|)α/2 ⩽ |Ãd(ξ)| ⩽ c2(1 + |ζ2|)α/2,

ζ2 = h−2((eih·ξ1 − 1)2 + (eih·ξ2 − 1)2)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h. Ýòîò
êëàññ ñèìâîëîâ îáîçíà÷åí Eα.

Çäåñü èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü è àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà
äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ

(Adud)(x̃) = 0, x̃ ∈ Kd, (1)

â ïðîñòðàíñòâå Hs(Kd) â îòëè÷èå îò ðàáîò [1,2] , ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ
ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñèìâîë Ãd(ξ) äîïóñêàåò ïåðèîäè÷åñêóþ âîëíî-
âóþ ôàêòîðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî K [3,4] ñ èíäåêñîì æ òàêèì, ÷òî
æ−s = n+δ, n ∈ N, |δ|<1/2, ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

(Bd,jud)(x̃1, 0) = bd,j(x̃1),

(Gd,jud)(0, x̃2) = gd,j(x̃2), j = 0, 1. · · · , n− 1,
(2)

ãäå Bd,j , Gd,j � äèñêðåòíûå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ
ñèìâîëàìè B̃d,j(ξ) ∈ Eβj , G̃d,j(ξ) ∈ Eγj ñîîòâåòñòâåííî:

(Bd,jud)(x̃) =
1

(2π)2

∫
ℏT2

∑
ỹ∈hZ2

eiξ·(x̃−ỹ)B̃d,j(ξ)ũd(ξ)dξ,

(Gd,jud)(x̃) =
1

(2π)2

∫
ℏT2

∑
ỹ∈hZ2

eiξ·(x̃−ỹ)G̃d,j(ξ)ũd(ξ)dξ.

Îïèñàíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2) è ïî-
êàçàíî, ÷òî èç ðàçðåøèìîñòè íåïðåðûâíîãî àíàëîãà ýòîé çàäà÷è ñëå-
äóåò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1),(2) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåé-
ìàíà áûë ïîëó÷åí â [4].
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ÓÑËÎÂÈß ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ
ÇÀÄÀ×È Â ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ñ ÐÀÇÐÅÇÀÌÈ
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Ïóñòü C1 è C2 � êîíóñû â Rm è Rn ñîîòâåòñòâåííî, íå ñîäåðæà-
ùèå öåëîé ïðÿìîé. Î÷åâèäíî, ÷òî C1×C2 � ýòî êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå
Rm+n, íå ñîäåðæàùèé öåëîé ïðÿìîé â Rm+n. Òîãäà ìû ìîæåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü óðàâíåíèå ñ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì A â
êîíóñå C1 × C2 ïðè íàëè÷èè âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè îòíîñèòåëüíî
¾áîëüøîãî¿ êîíóñà [1], ñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå çàäà÷è è
èññëåäîâàòü ñèòóàöèè, êîãäà ïàðàìåòðû êîíóñîâ ñòðåìÿòñÿ ê ñâîèì
ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì.

Âîò ïðèìåð êðàåâîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèé îïèñàííîé âûøå
ñèòóàöèè: {

(Au)(x) = 0, x ∈ R5 \ (Ca+ × Cbd+ )∫
R2

u(x1, x2.x3, x4, x5)dx2dx5 = g(x1, x3, x4) (1)

ãäå
Ca+ ⊂ R2, Cbd+ ⊂ R3,

Ca+ = {x ∈ R2 : x2 > a|x1|, a > 0},

Cbd+ = {x ∈ R3 : x = (x1, x2, x3).x3 > b|x1|+ d|x2|, b, d > 0},

© Âàñèëüåâ Â.Á., Ýáåðëåéí Í.Â., 2023

95



A � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì Ã(ξ), ξ ∈ R5,
äîïóñêàþùèì âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ [1] îòíîñèòåëüíî Ca+ × Cbd+ ñ
èíäåêñîì æ, òàêèì, ÷òî 1/2 < æ − s < 3/2. Ðåøåíèå èùåòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî Hs(R5 \ (Ca+ × Cbd+ )), ãðàíè÷íàÿ
ôóíêöèÿ èç Hs+1(R3).

Ìåòîäàìè, ïðåäëîæåííûìè â [2�4], êîíñòðóèðóåòñÿ ðåøåíèå çà-
äà÷è (1), è çàòåì èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, êîãäà íåêîòîðûå ïà-
ðàìåòðû a, b, d ñòðåìÿòñÿ ê 0 èëè ∞. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ïðåäåëü-
íûå ðåøåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, òîëüêî åñëè ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ.
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ÑÀÌÎÑÎÏÐßÆ�ÍÍÎÃÎ
ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
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Ïóñòü îïåðàòîð L åñòü êâàçèäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ïîðîæäåííûé îáùèì ñàìîñîïðÿæ¼ííûì êâàçèäèôôå-
ðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà 2

Px(t) ( t ∈ (a, b), a è
b ∈ R, a < b), ãäå P � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ñì. [1]), è
äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà

0
Px(a) = 0, 0

Px(b) = 0. (1)
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Íå èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà a = −∞ èëè (è) b = +∞.
Îïåðàòîð L äåéñòâóåò äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, ñóì-

ìèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà èíòåðâàëå (a, b), è èìååò â í¼ì ïëîòíóþ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

Êðîìå òîãî, ïóñòü ψ−(γ1, t)
(
ψ−(γ2, t)

)
åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2
Px(t) + λ 0

Px(t) = 0
(
t ∈ J = (a, b)

)
(2)

ïðè λ = γ1 (λ = γ2), ãäå γ1 è γ2 ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîìó èç
óñëîâèé (1), òî åñòü óñëîâèþ 0

Px(a) = 0.
Ïóñòü W0(u, v) îçíà÷àåò ÷èñëî íóëåé âðîíñêèàíà W (u, v), ñîñòàâ-

ëåííîãî äëÿ ôóíêöèé u è v.
Ïðåäïîëàãàÿ ïðîñòîòó è âåùåñòâåííîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,

ñêàæåì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ RanP(γ1,γ2)(L) îïåðàòîðà L îò-
íîñèòåëüíî èíòåðâàëà (γ1, γ2) âåùåñòâåííîé îñè � ñîâîêóïíîñòü ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì îïåðàòîðà L èç èíòåðâàëà (γ1, γ2) [2].

Îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â èíòåðâàëå (γ1, γ2), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ðàçìåðíîñòü ñïåê-
òðàëüíîé ïðîåêöèè îïåðàòîðà L îòíîñèòåëüíî èíòåðâàëà (γ1, γ2), êî-
òîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ òàê dimRanP(γ1,γ2)(L) = 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íóëÿõ âðîíñêèàíà (ñð. ñ àíà-
ëîãè÷íûìè óòâåðæäåíèÿìè èç [2]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü óðàâíåíèå 2
Px(t) = 0 íåîñöèëëÿöèîííî íà

(a, b) (ñì. [1]) è uλµ(t), à òàêæå uλν (t), ñóòü äâå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè çàäà÷è (2), (1), îòâå÷àþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì λµ è λν . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåæäó ýòèìè ÷èñëàìè
λµ < λν çàêëþ÷åíî k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (2), (1). Òîãäà
âðîíñêèàí

W (uλµ,uλν
)(t) = 0

Puλµ
(t) 1

Puλν
(t)− 0

Puλν
(t) 1

Puλµ
(t)

èìååò â òî÷íîñòè k íóëåé â èíòåðâàëå (a, b).
Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 1, òàêæå ñïðàâåäëèâî.

Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2
(å¼ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òåîðåìó 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü óðàâíåíèå 2
Px(t) = 0 íåîñöèëëÿöèîííî íà

(a, b) è γ1 < γ2. Òîãäà ëèáî

dimRanP(γ1,γ2)(L) =W0 (ψ−(γ1, t), ψ−(γ2, t)) , (3)

ëèáî
dimRanP(γ1,γ2)(L) =W0 (ψ−(γ1, t), ψ−(γ2, t)) + 1.
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Åñëè ïðè ýòîì ëèáî dimRanP(γ1,γ2)(L) = 0, ëèáî èíäåêñ äåôåêòà

îïåðàòîðà L ðàâåí (1, 1)
(
b åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà L
)
, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3).

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ðåçóëüòàò ðàáîòû [2] ðàñïðîñòðàí¼í íà êâà-
çèäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæä¼ííûé îáùèì ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûì êâàçèäèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà (òî
åñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû P, ôóíêöèè p10(t) è p21(t), âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ðàâíû íóëþ, â [2] ýòè ôóíêöèè ðàâíû íóëþ) è îäíîðîäíûìè äâóõ-
òî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà (1). Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå
ìåòîä ðàáîòû [2], îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Ïðþôåðà, íå ïðî-
õîäèò, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ
óòâåðæäåíèé íà ðàññìàòðèâàåìûé áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîé òåîðåìû ïî ñóùåñòâó îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà àíàëî-
ãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû [2].
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûáîðó ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà ýëå-
ìåíòîâ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòîäå âåñîâîãî ðåøåòà, àê-
òèâíî ðàçðàáàòûâàåìîãî â ñîâðåìåííîé òåîðèè ÷èñåë.

Ïðè îöåíêå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷è-
ñåë A = {an ∈ Z|an ⩽ x} (n ∈ N, x � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî), êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íè íà êàêîå ïðîñòîå ÷èñëî èç
äàííîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿþò ìåòîä ðåøåòà,
êîòîðûé ñâîäèò ýòó çàäà÷ó ê îöåíêå ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà Ad = {an ∈ A, an ≡ 0(modd)} äëÿ ðàçëè÷íûõ
d, ãäå d ∈ N.

Ñ öåëüþ îöåíêè ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ad èùåòñÿ
äîñòàòî÷íî òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà
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â âèäå ω(d)
d X, ãäå ω(d) � íåêîòîðàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, à

X � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,X > 1 (íàïðèìåð,X = li x
φ(d)

äëÿ |Ad| = π(x; d, l), l ∈ N, π(x; d, l) =
∑

2⩽p⩽x
p≡l (mod d)

1).

Âûáîð ôóíêöèé ω(d) è X îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ìèíèìèçàöèè

R(X, d) =

∣∣∣∣|Ad| − ω(d)

d
X

∣∣∣∣.
Îòìåòèì, ÷òî íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíóþ îöåíêó âåëè÷èíû

R(X; d) â êëàññå ïðåäïîëàãàåìûõ ôóíêöèé X; è â ýòîì ñëó÷àå ïîä-
áèðàþò ôóíêöèþ òàê, ÷òîáû îñòàòî÷íûé ÷ëåí áûë ìàë ¾â ñðåäíåì¿
â ñìûñëå òåîðåìû Áîìáüåðè�Âèíîãðàäîâà.

Àâòîðàìè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A îïðåäåëåíà ðàâåí-

ñòâîì: A = |{Φ(p)|, p ⩽ x}|, äëÿ íåå âûïîëíåíû óñëîâèÿ â ìåòîäå

ðåøåòà, d ∈ N, d < x1/2

lnC0 x
, d ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, x � äîñòàòî÷-

íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ ôóíêöèÿ ω(d) òàêàÿ, ÷òî ω(d)
d li x ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

òî÷íûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè A, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà d, ãäå li x � èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì:
li x =

∫ x
2

du
lnu .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü d ∈ N, d < x1/2

lnC0 x
, d íå äåëèòñÿ íà êâàä-

ðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì: A = {Φ(pq)| p ̸= q, p ⩽ xα, q ⩽ x1−α}. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ ω(d) òàêàÿ, ÷òî ω(d)
d X(x),

ãäå X(x) = (li x
1
2 )2, ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà d, ãäå 0 < α < 1.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñâîáîäíîå

îò êâàäðàòîâ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì:
A = {Φ(pq)| p ̸= q, pq ⩽ x}. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâ-

íàÿ ôóíêöèÿ ω(d), òàêàÿ, ÷òî ω(d)
d X, ãäå

X =
∑
pq⩽x

p>yo, q>y0

1, y0 = exp((ln lnx)3),

ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
A, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà d. Ïðè÷åì äëÿ X = X(x) âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî:

X ⩾
x

lnx
ln lnx
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äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x.
Òåîðåìû 1�3 äîêàçàíû â ðàáîòàõ [1]�[4].
Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàþò óñðåäíåííûå îöåíêè ÷èñëà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ. Ýòè îöåíêè îñíîâàíû íà
èñïîëüçîâàíèè èäåé áîëüøîãî ðåøåòà Þ.Â. Ëèííèêà. Îáû÷íî ïîëü-
çóþòñÿ ñëåäóþùåé îöåíêîé: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C (0 < C < 1),
òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîé ïîñòîÿííîé C ′ > 0∑

d⩽XC

µ2(d) max
l(mod d)
(l, d)=1

|π(X; d, l)− li X

φ(d)
| = O(

X

lnC
′
X

),

ãäå π(X; d, l) � ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë p ⩽ X è p ≡ l(modd), µ(n) �

ôóíêöèÿ Ìåáèóñà, µ(n) =


1, åñëè n = 1,
(−1)s, åñëè n = p1p2...ps,

0, åñëè n
...p2,

n, s ∈ N, p1, p2, ..p3� ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå
÷èñëà, p�ïðîñòîå ÷èñëî, φ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà, φ(n) =

∑
x⩽n

(x,n)=1
1,

li X � èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì, X � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî.

Ýòó îöåíêó Ì. Á. Áàðáàí äîêàçàë ïðè C = 3
8−ε, À. È. Âèíîãðàäîâ

è À. Áîìáüåðè ïðè C = 1
2 − ε, ãäå ε > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Âûáîð ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïî�ðàçíîìó. ×åì ìåíü-
øå îñòàòî÷íûé ÷ëåí (ïî êðàéíåé ìåðå, â ñðåäíåì), òåì ëó÷øå ðåçóëü-
òàò.

Àâòîðàìè äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïîêàçàíî, ÷òî îí äîñòàòî÷íî
ìàë â òîì ñìûñëå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C ′

3 ⩾ 1 è C0 ⩾ 1, òàêèå, ÷òî∑
d< X1/2

lnC0 X

µ2(d)3ν(d)|R(X, d)| ⩽ C ′
3

X

ln4X
,

ãäå ν(n) � ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
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Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ãàìèëüòîíîâîñòè çàäà÷è î äâèæåíèè òâåð-
äîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé â ïîòîêå ÷àñòèö. Äëÿ òåëà ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìû ýòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ãàìèëüòîíîâà, îäíàêî
ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íà ôîðìó òåëà è ðàñïîëîæå-
íèå òî÷êè çàêðåïëåíèÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ãàìèëüòîíîâîé. Ïðèìå-
ðû òàêèõ òåë ìîæíî íàéòè â ðàáîòå À.À.Áóðîâà è À.Â.Êàðàïåòÿíà,
ãäå òàêæå áûëè âûïèñàíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà áûëà ãàìèëüòîíîâîé. Êàê îêà-
çàëîñü, ýòè óñëîâèÿ ìîæíî îñëàáèòü, ïîëó÷èâ òåì ñàìûì êðèòåðèé
ãàìèëüòîíîâîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òàêæå äëÿ ýòîé çàäà-
÷è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ðàñïîëîæåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè â êóáå è
ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
áóäóò ãàìèëüòîíîâû.
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Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ãåíåòè÷åñêîé îöåíêè ò.í. ïëåìåííîé öåííîñòè
æèâîòíîãî, èñïîëüçóåìîé ïðè ïëåìåííîé ñåëåêöèè. Ïðîöåññ ñåëåê-
öèè âûñòðàèâàåòñÿ ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è è
îí îïðåäåëÿåò ãåíåòè÷åñêèé ïðîãðåññ â æèâîòíîâîäñòâå. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä ê ãåíåòè÷åñêîé îöåíêå
æèâîòíûõ ìåòîäîì íàèëó÷øåãî ëèíåéíîãî íåñìåùåííîãî ïðîãíîçà
(BLUP) [1]. Èãíîðèðîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïðèâîäèò ê ïî-
òåðÿì â ýôôåêòèâíîñòè ñåëåêöèè, êîòîðûå ìîãóò äîñòèãàòü 40% è
áîëåå [2]. Ìåòîä ðàñ÷åòà BLUP ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [1]. Â ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ
ïîäõîä äëÿ îöåíêè ïëåìåííîé öåííîñòè, îñíîâàííûé íà áàéåñîâñêîì
îöåíèâàíèè, êîòîðîå òàêæå ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé ìîäåëè.

Ââåäåì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð y ðàçìåðíîñòè m ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñîâîêóïíîñòü ÷èñëîâûõ ïîêàçàòåëåé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò õàðàê-
òåðèñòèêè êîíêðåòíîãî æèâîòíîãî, ïðåäñòàâëÿþùèå ýêîíîìè÷åñêèé
èíòåðåñ äëÿ æèâîòíîâîäñòâà. Ïî êàæäîìó ÷èñëîâîìó ïîêàçàòåëþ,
âõîäÿùåìó â ýòîò íàáîð, èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î åãî ïëåìåííîé öåí-
íîñòè, êîòîðàÿ ÷èñëåííî âûðàæàåòñÿ èíäåêñàìè ïëåìåííîé öåííîñòè
(ñåëåêöèîííûìè èíäåêñàìè).

Ïëåìåííàÿ öåííîñòü � ýòî âûðàæàåìûé ÷èñëåííî ïðîãíîç ãåíå-
òè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïëåìåííîãî æèâîòíîãî îòíîñèòåëüíî âûáîðî÷-
íîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî ïîïóëÿöèè. Âåëè÷èíà ïëåìåííîé öåííîñòè
(ãåíåòè÷åñêîé) âëèÿåò íà ïðîÿâëåíèå õîçÿéñòâåííî ïîëåçíîãî ïðè-
çíàêà ïîòîìñòâà ÷åðåç äèñïåðñèîííóþ (ñëó÷àéíóþ) âåëè÷èíó, êîýô-
ôèöèåíòà íàñëåäóåìîñòè ïðè ïåðåäà÷å ãåíîòèïà æèâîòíîãî ïîòîì-
êàì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îæèäàåìûå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåíèÿ ñå-
ëåêöèîííûõ ìåðîïðèÿòèé íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íî ïðåäñòêàçóåìûìè, òî
åñòü íà èõ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå ðàçëè÷íûå ñëó-
÷àéíûå ôàêòîðû. Òîãäà åñòåñòâåííî ïðèìåíèòü äëÿ îïèñàíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ ñïàðèâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, íàáîð y ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû y.
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì A ëèíåéíîå ñòîõàñòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå,
îïèñûâàþùåå ïîÿâëåíèå çíà÷åíèÿ y. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå äåéñòâóåò
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íà âåëè÷èíó h ñåëåêöèîííîãî èíäåêñà, y = A(h). Ïî ðåçóëüòàòàì ñïà-
ðèâàíèÿ ñåëåêöèîííûé èíäåêñ ïåðåîöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó êàê
ýòî äåëàåòñÿ ïðè áàåéñîâñêîì îöåíèâàíèè òàê, ÷òî åãî íîâîå çíà÷åíèå
h′ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

h′ = y−1A(h) . (1)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, íà îñíîâå
êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåîöåíêà ïëåìåííîé öåííîñòè, ñâîäèòñÿ ê ïî-
ñòðîåíèþ ïðåîáðàçâàíèÿ A. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷à-
ñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü îïèñûâàåò ðåãóëÿðíîå âëèÿíèå èíäèâèäóàëüíûõ
ãåíåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà ïðîöåññ ñïàðèâàíèÿ ñîãëàñíî çàêî-
íàì Ìåíäåëÿ ïîñðåäñòâîì òàê íàçûâàåìîé ìàòðèöû ðîäñòâà, à âòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷àñòü îïèñûâàåò êàê
ñëó÷àéíûå åñòåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ îò çàêîíîâ Ìåíäåëÿ, ñâÿàííûå
ñ òåì, ÷òî îí âûðàæàåò òîëüêî ëèøü ñâÿçü ìåæäó ñðåäíèìè ãåíîòè-
ïè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, òàê è ñëó÷àéíûå ýôôåêòû âëèÿíèÿ óñëîâèé
ïðè êîòîðûå ïðîèçâîäèòñÿ ñåëåêöèÿ. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå
ìàòðèöû ðîäñòâà ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ýôôåêòû èìáðèäèíãà [3],
òî åñòü îòðèöàòåëüíîå âëèÿíèå áëèçêîãî ðîäñòâà. Âëèÿíèå óñëîâèé
ñðåäû ó÷èòûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êè íà îñíîâå íàáîðà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ïî òîé ïîïóëÿöèè, â
êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñåëåêöèÿ. Îíà ìîäåëèðóåòñÿ íà îñíîâå áåðíóë-
ëèåâñêîãî ïðîöåññà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé, â ïðèìåíå-
íèè åãî ê ôèêñèðîâàííîìó àêòó ñïàðèâàíèÿ. Ýòîò áåðíóëëèåâñêèé
ïðîöåññ óìíîæàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿåìûé ñðåäíèì êâàä-
ðàòè÷íûì óêëîíåíèåì ïî ñòàäó õàðàêòåðèñòèêè y.
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Áàéåñîâñêèå ñåòè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðè÷èííî�
ñëåäñòâåííûõ îòíîøåíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà îñíîâå âõîäÿùèõ
èíôîðìàòèâíûõ ñèãíàëîâ. Â áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ äîâåðèÿ ñëó÷àé-
íûå ñîáûòèÿ ñîåäèíåíû ïðè÷èííî�ñëåäñòâåííûìè ñâÿçÿìè, è òà-
êèå ñòðóêòóðû õàðàêòåðèçóþòñÿ íàñëåäîâàííîé íåîïðåäåë¼ííîñòüþ.
Îïèñàíèÿ ñèòóàöèé ìåòîäîì ïðè÷èí è ñëåäñòâèé ïîçâîëÿåò îöåíè-
âàòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé.

Ðàññìîòðèì áàéåñîâñêóþ ñåòü äîâåðèÿ, â êîòîðîé âåðøèíàìè
ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿ Aj , j = 1,M . Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò
èìåòü íåñêîëüêî ñîñòîÿíèé è îïðåäåëÿåòñÿ àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ
P (Aj). Âåðøèíû ñåòè ñâÿçàíû óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè âåðîÿòíîñòåé
P (x|Aj), ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä êîòîðûõ èçâåñòåí è ñîîòâåòñòâóþò
íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè (µj , σ

2
j ).

Èñõîäíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè êîíêðåòíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, è êàê ëþáûå èçìåðåíèÿ ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå îøèáêè, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü. Â äåéñòâèòåëüíîñòè çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ
xi, i = 1, n, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííûì ñîáûòèÿì íå ÿâëÿþòñÿ
èñòèííûìè è âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñëó÷àéíûå îøèáêè.

Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ (µj , σ
2
j ) óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíî-

ñòåé P (x|Aj) ìåòîäàìè êîíôëþýíòíîãî àíàëèçà äàåò âîçìîæíîñòü
ó÷åñòü îøèáêè â çíà÷åíèÿõ ôóíêöèé è àðãóìåíòîâ, è ïîëó÷èòü
íåñìåùåííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ (µj , σ

2
j ). Ïîìèìî îöåíîê ïàðàìåò-

ðîâ íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü è äèñïåðñèè îöåíîê, ïîñêîëüêó çíà÷å-
íèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ â êàæäîì êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ åùå
èçâåñòíàÿ äîëÿ íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðóþ íóæíî ó÷èòûâàòü. Äèñ-
ïåðñèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ D(µj), D(σ2

j ) îïðåäåëÿþòñÿ èç ìàòðèöû
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðàì. Ñ ó÷åòîì ïî-
ãðåøíîñòè èñõîäíîé èíôîðìàöèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áóäóò èçìå-
íÿòüñÿ â äèàïàçîíå: µj ±∆j , σ

2
j ±∆j .

Çíà÷åíèÿ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé P (x|Aj), â êàæ-
äîì çíà÷åíèè ïðèçíàêà xj , òàêæå èìåþò íåêîòîðóþ íåîïðå-
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äåëåííîñòü P (x|Aj) ± ∆(P (x,Aj), ò.å. èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ:
P(x|Aj) ⩽ P (x|Aj) ⩽ P(x|Aj).

Îñîáåííîñòü èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âå-
ðîÿòíîñòåé P (x|Aj) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ íèæíèõ
P(x|Aj) è âåðõíèõ P(x|Aj) èíòåðâàëüíûõ îöåíîê íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü ðàçíûå âàðèàíòû ñìåùåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Ò.å. îïðå-
äåëÿòü èíòåðâàëüíûå îöåíêè P (x|Aj) ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ: (µj +∆j , σ

2
j +∆j), (µj −∆j , σ

2
j −∆j), (µj +∆j , σ

2
j −∆j),

(µj−∆j , σ
2
j+∆j) è âûáèðàòü èç ýòîãî íàáîðà òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,

êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íàèáîëüøèé äèàïàçîí èíòåðâàëüíûõ îöåíîê
óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé P (x|Aj). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿ-
åò ïîâûñèòü òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê P (x|Aj) è
äîñòîâåðíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ äîâåðèÿ.
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Ìíîãèå ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå èíæåíåðíûå ïðîáëåìû, òàêèå êàê
äåôîðìàöèÿ òîíêîé ïëàñòèíû è òå÷åíèå æèäêîñòè, ïðèâîäÿò ê áè-
ãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [1�8]. Ïîñòðîåíèå åãî ðåøåíèÿ âûçûâàåò
ðÿä òðóäíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì â ýòîì óðàâ-
íåíèè ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îêàçûâàþùèõ ñóùåñòâåí-
íîå âëèÿíèå íà îáóñëîâëåííîñòü èñõîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ [8]. Ïðè
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ýòîì äîñòèæåíèå òðåáóåìîé ñòåïåíè äåòàëèçàöèè îáëàñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé î÷åíü
âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ íåðàçðåæåííîé ìàòðèöåé [7]. Îäíèì èç ïåðñïåê-
òèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ
ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ íåîäíîðîäíîãî áè-
ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû îðòîãîíàëü-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Âûáîð â êà÷åñòâå áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà îáóñëîâëåí òåì, ÷òî òàêîå ïðè-
áëèæåíèå ìèíèìèçèðóåò êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ óñå÷åííîãî ðÿäà, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ [9]. Òàêîé ïîäõîä íå òîëüêî îáåñ-
ïå÷èâàåò òî÷íîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øîì êîëè÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé, íî è ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü
ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ [10]. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî
ðàçâèòèå ìåòîäà ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ×åáûøåâà ïóòåì
ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå óñå÷åííîãî ðÿäà ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà ïðî-
èçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èñêîìîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ áèãàðìîíè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåïîëèðîâà-
íèÿ êàê òî÷åê ýêñòðåìóìîâ, òàê è íóëåé ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîêàçàíî
äîñòèæåíèå âûñîêîé òî÷íîñòè è ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè
ðåøåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷íîãî âàðèàíòà ýòîãî ìåòîäà.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

À.Â. Ãèë¼â (Ñàìàðà, Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò)
toshqaaa@gmail.com

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à â îáëàñòè
Ω = (0, α)× (0, β) äëÿ óðàâíåíèÿ

uyy − (a(x, y)ux)x − (b(x, y)uxyy)x + c(x, y)u = f(x, y) (1)

ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè

ux(0, y) = h(y), uy(x, 0) = r(x), (2)

u(x, 0) +

x∫
0

K(ξ)u(ξ, 0)dξ = φ(x)
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u(0, y) +

y∫
0

L(η)u(0, η)dη = ψ(y). (3)

Óðàâíåíèå (1) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðîå îáîáùåíèå
óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà�Ëÿâà. Ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ
íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïîäîáíîãî âèäà, à òàêæå èñ-
ñëåäîâàëèñü êàê îáðàòíûå çàäà÷è [1], òàê è íåëîêàëüíûå [2�4].

Ìû áóäåì ïîíèìàòü óðàâíåíèå (1) êàê óðàâíåíèå ñ äîìèíèðóþ-
ùåé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé, â ñëó÷àå, êîãäà b ̸= 0. Ñ÷èòàÿ b = const,
çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

uxxyy + (Aux)x + (Buy)y + Cu = F (x, y),

ãäå

A =
a(x, y)

b
, B =

1

b
, C = −c(x, y)

b
, F = −f(x, y)

b
.

Äëÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé åñòåñòâåííî ñòàâèòü çàäà÷è ñ äàííûìè íà
õàðàêòåðèñòèêàõ, ÷åìó è ïîñâÿùåíû ðàáîòû [5�7]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è, ìû ñâåäåì çàäà÷ó
(1)�(3) ê äâóì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, îäíà èç êî-
òîðûõ áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáûêíîâåííîé çàäà÷åé Ãóðñà, à âòîðàÿ æå �
èíòåãðàëüíûì àíàëîãîì çàäà÷è Ãóðñà äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ.

Íà îñíîâàíèè èññëåäîâàíèÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1. Åñëè A,B,C, F ∈ C(Ω), à òàêæå åñëè
K ∈ C[0, α], L ∈ C[0, β], φ(x), r(x) ∈ C2[0, α], ψ(y), h(y) ∈ C2[0, β]
è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ h(0) = r(0), φ(0) = ψ(0), òî
ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).
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Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ

ÌÅÒÎÄÀ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÑÒÅÏÅÍÅÉ ÁÅÐÑÀ
Þ.À. Ãëàäûøåâ, Å.À. Ëîøêàðåâà
(Êàëóãà, ÊÃÓ èì. Ê.Ý. Öèîëêîâñêîãî)

losh-elena@yandex.ru

Ïðèìåì, ÷òî x, t äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè. Ñ÷èòàÿ
x, t äåéñòâèòåëüíûìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ââåäåì ôóíêöèè
f (x, t) , υ (x, t) , ..., êîòîðûå èìåþò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå
ïî x, t. Ôóíêöèè a1 (x) , a2 (x), çàâèñÿùèå òîëüêî îò x, ñ÷èòàåì íåïðå-
ðûâíûìè îò x. Ââåäåì îïåðàòîðû

Dz =
1
2

(
a2 (x)

∂
∂x

(
a1 (x)

∂
∂x

)
+ α ∂

∂t

)
,

D̄z =
1
2

(
a2 (x)

∂
∂x

(
a1 (x)

∂
∂x

)
− α ∂

∂t

)
ïðè ïðîèçâîëüíîì α. Íà îñíîâå îïåðàòîðîâ

D (1) = a2 (x)
∂
∂x

(
a1 (x)

∂
∂x

)
, D (2) = α ∂

∂t

ââåäåì îáîáùåííûå ñòåïåíè [2]. Îïåðàòîðû D (1) , D (2) äîïóñêàþò
ïîñòðîåíèå àïïàðàòà ïàðàìåòðè÷åñêèõ îáîáùåííûõ ñòåïåíåé (ÏÎÑ).
Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ îáîáùåííîé êîíñòàíòû èìååò âèä C =

C1 +X
(1)
B C2, ãäå X

(1)
B =

x∫
x

dx
a1(x)

è C1, C2 � ïîñòîÿííûå (ïàðàìåòðû).

Ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ D (1) ìîæíî âçÿòü â âèäå

I (1) =

x∫
x0

dξ1
a1 (ξ1)

ξ1∫
ξ0

dξ2
a2 (ξ2)

.

© Ãëàäûøåâ Þ.À., Ëîøêàðåâà Å.À., 2023

109



Îáîáùåííûå ñòåïåíè íàéäåì ïî ôîðìóëå

X(p1) (1)X(p2) (2)C = p1!p2!I
p1 (1) tp2C.

Ïîñòðîåíèå îáîáùåííûõ ñòåïåíåé ìîæíî íàéòè â [2,3,4]. Îáîá-
ùåííûå ñòåïåíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì

D (1)X(p1) (1)X(p2) (2)C = p1X
(p1−1) (1)X(p2) (2)C,

D (2)X(p1) (1)X(p2) (2)C = p2X
(p1) (1)X(p2−1) (2)C.

Ââåäåì ìíîãî÷ëåí ÎÑ, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå áèíîìà

Z(n)C = (X (1)−X (2))
n
C =

∑
CinX

n−i (1)Xi (2)C

ñ ëåãêî ïðîâåðÿåìûì ñâîéñòâîì DzZ̄
nC = 0, D̄zZ̄

nC = nZ(n−1)C.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî a1 (x) = xp,a2 (x) = −xp . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè

ÎÑ èìååì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àâòîìîäåëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ, êîòîðûå ïîñëå ïåðåõîäà ê ïåðåìåííîìó η = x

2
√
t
ïðèìóò âèä

Z(n)C = tnH (η) . Óðàâíåíèå äëÿ ïîëó÷åííûõ ìíîãî÷ëåíîâ â ïåðå-
ìåííûõ η, t ïðèìåò âèä

d2H

dη2
− 1

ηpe−x2

∂

∂η

(
ηpe−x

2
) ∂H
∂η

+ 2nH = 0,

ãäå H (0) = 0.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà D (1) c êîýôôèöèåíòà-

ìè a1 (x) = xp, a2 (x) = x−p , ïðèäåì ê îðòîãîíàëüíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ôóíêöèè Hn , åñëè îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ôóíêöèé Hn1 , Hn2 êàê

(Hn1 , Hn2) =

∞∫
0

ξpe−ξ
2

Hn1 (ξ)Hn2 (ξ) dξ.
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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ RCL�ËÈÍÈÈ
Ñ ÊÓÁÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ1

Ñ.Ä. Ãëûçèí, À.Þ. Êîëåñîâ (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ)
glyzin.s@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ öåïî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíî ñâÿçàííûõ RCL�êîí-
òóðîâ, ê îäíîìó èç êîíöîâ êîòîðîé ïîäñîåäèíåí èñòî÷íèê ïîñòîÿí-
íîãî íàïðÿæåíèÿ, à ê äðóãîìó � òóííåëüíûé äèîä è ïîñòîÿííàÿ åì-
êîñòü. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ òàêîé öåïî÷êè èç N ýëåìåíòîâ ñëó-
æèò ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ïîñëå íîðìèðîâîê ïðèíèìàåò âèä

u̇1 = −N(v2 − v1), v̇1 = −Nu1 − εv1,

u̇n = −N(vn+1 − vn),

v̇n = −N(un − un−1)− εvn, n = 2, . . . , N − 1, (1)

u̇N =
N

1 + βN
(µuN − u3N + vN ),

v̇N = −N(uN − uN−1)− εvN ,

ãäå ε, β, µ � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû (ñì. òàêæå [1], [2]).
Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ðåàëèçóåòñÿ èçâåñòíîå ÿâ-

ëåíèå áóôåðíîñòè. À èìåííî, ñ ïîìîùüþ ñî÷åòàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ
è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ÷èñëà
ñîñóùåñòâóþùèõ àòòðàêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷å-
ñòâà RCL�êîíòóðîâ è ïðè íàäëåæàùåì èçìåíåíèè îñòàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 22�11�00209, https://rscf.ru/project/22-11-00209/
© Ãëûçèí Ñ.Ä., Êîëåñîâ À.Þ., 2023

111



Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå àòòðàê-
òîðîâ ñèñòåìû (1), ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âîçìîæ-
íûõ äèñêðåòèçàöèé ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðåðûâíîé ìîäåëè

∂u

∂t
= −∂v

∂x
,

∂v

∂t
= −∂u

∂x
− εv, (2)

u|x=0 = 0, β
∂v

∂x

∣∣∣∣
x=1

+ v|x=1 + (µu− u3)x=1 = 0, (3)

ãäå 0 ⩽ x ⩽ 1, t ⩾ 0. Ýòà ìîäåëü â ðàçëè÷íûõ åå âàðèàíòàõ ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ðàçðàáîòàííûå
â [4] àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò èçó÷èòü åå ëîêàëüíûå àò-
òðàêòîðû, áèôóðöèðóþùèå èç íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè
ìàëûõ ε, µ. Îäíàêî ïðè µ ∼ 1 ýòè ìåòîäû çàâåäîìî íå ðàáîòàþò
è îñòàåòñÿ ëèøü îäèí ñïîñîá àíàëèçà àòòðàêòîðîâ êðàåâîé çàäà-
÷è (2), (3) � ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåòíîé
ìîäåëè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå òàêîé ìîäåëè ïðåäëàãàåòñÿ
ñèñòåìà (1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà âîçìîæíà àíîìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äèíà-
ìè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîé ìîäåëè è åå äèñêðåòèçàöèè ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ê âû-
áîðó äèñêðåòíîé ìîäåëè ñëåäóåò ïîäõîäèòü ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ
îñòîðîæíîñòè. Â íàøåé ñèòóàöèè âûáîð â êà÷åñòâå äèñêðåòèçàöèè
çàäà÷è (2), (3) ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäà÷íûì, ïîñêîëüêó òà-
êàÿ äèñêðåòèçàöèÿ èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë íå òîëüêî ïðè N ≫ 1,
íî è ïðè ëþáîì êîíå÷íîì íàòóðàëüíîì N.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì, â êðàåâîé çàäà÷å (2),(3) è â ñèñòåìå (1)
áûë âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ëîêàëüíîé äèíàìèêè. Â ÷àñò-
íîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, µ ðîæäàåòñÿ íàáîð
ëîêàëüíûõ àòòðàêòîðîâ, ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ðàñòåò ñ ðîñòîì
N â ñëó÷àå äèñêðåòíîé çàäà÷è è áåñêîíå÷íî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé.
Íàéäåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæèìîâ. Íà îñ-
íîâå ýòîãî àíàëèçà äåëàåòñÿ âûâîä î áëèçîñòè â íåêîòîðîì ñìûñëå
äèíàìèêè äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé RCL�ëèíèé. Çàòåì ïðè ε ∼ 1,
µ ∼ 1 èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû è èçó÷àþòñÿ ôàçîâûå ïåðå-
ñòðîéêè, ïðîèñõîäÿùèå ñ ëîêàëüíûìè öèêëàìè ïðè èçìåíåíèè áè-
ôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà.
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Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

u′′(z) + (Q(z)− λ2)u(z) = 0 (1)

ñ ãîëîìîðôíûì ïîòåíöèàëîì Q â ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëà-
ñòè G êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ïîëíîñòüþ èçó÷åíà [1]. Â ÷àñò-
íîñòè, èçâåñòíî, ÷òî, åñëè i � ìíèìàÿ åäèíèöà, λ = |λ| exp(iφλ),
zf − z0 = |zf − z0| exp(iφz) ̸= 0, òî â òî÷êå zf ∈ G íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ðåøåíèÿ u1 è u2 óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

u1(z0) = 1, u′1(z0) = 0, u2(z0) = 0, u′2(z0) = 1 (z0 ∈ G), (2)

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ρ := λ2 ðå-
ãóëÿðíîãî ðîñòà ïîðÿäêà 1/2 è òèïà |zf − z0| ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
èíäèêàòîðîì |zf − z0|| cos(φλ + φz)| (î öåëûõ ôóíêöèÿõ ñì. [2]).

Îäíàêî, åñëè ïîòåíöèàë èìååò îñîáûå òî÷êè, è óðàâíåíèå (1) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â íåâûïóêëîé îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ïîòåíöèàëà, òî
â îáùåì ñëó÷àå èçâåñòíî ëèøü, ÷òî ðåøåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (2), ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ρ ïîðÿäêà 1/2. Â äîêëà-
äå ñ öåëüþ áîëåå ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) êàê
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öåëûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ρ â ñëó÷àå íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè àíàëè-
òè÷íîñòè ïîòåíöèàëà èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîé öèêëè÷åñêîé
ìàòðèöû Ĉ(z0, zs, ρ) óðàâíåíèÿ (1) äëÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè
zs îäíîçíà÷íîãî õàðàêòåðà ïîòåíöèàëà Q(z) (ñì. îïðåäåëåíèå 2)

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ïîòåíöèàë Q(z) ãîëîìîðôåí â îáëàñòè
G ⊂ C, è u1(z), u2(z) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) âäîëü ïóòè γ ⊂ G, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2).
Íàçîâ¼ì ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöåé óðàâíåíèÿ (1) ìåæäó òî÷êàìè z0
è z ïóòè γ ìàòðèöó

P̂ (γ, z, z0) :=

(
u1(z) u2(z)
u′1(z) u′2(z)

)
.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü G ⊂ C � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îá-
ëàñòü ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé δG, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî îäíó îñî-
áóþ òî÷êó zs ïîòåíöèàëà Q(z), è âî âñåõ òî÷êàõ δG ïîòåíöèàë
ãîëîìîðôåí. Òîãäà ïåðåäàòî÷íóþ ìàòðèöó óðàâíåíèÿ (1) âäîëü íà-
÷èíàþùåãîñÿ è êîí÷àþùåãîñÿ â òî÷êå z0 ∈ δG ïóòè γ, îáõîäÿùåãî
ãðàíèöó îáëàñòè G ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, áóäåì íàçûâàòü ðå-
ãóëÿðíîé öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé Ĉ(z0, zs, ρ) èçîëèðîâàííîé îñîáîé
òî÷êè zs óðàâíåíèÿ (1).

Â äîêëàäå äîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà îñîáîé
òî÷êè zs ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äëÿ òî÷êè z0 àíàëèòè÷íîñòè ïîòåí-
öèàëà Q(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñîáàÿ òî÷êà zs ÿâëÿåòñÿ
èçîëèðîâàííîé, è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè zs è z0, íå ñîäåðæèò
îñîáûå òî÷êè ïîòåíöèàëà, îòëè÷íûå îò òî÷êè zs. Ïðè ýòîì äëÿ ôèê-
ñèðîâàííûõ òî÷åê z0 è zs ìàòðèöà Ĉ(z0, zs, ρ) íå çàâèñèò îò âûáîðà
îáëàñòè G, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2 è ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü zs � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà îäíîçíà÷-
íîãî õàðàêòåðà ïîòåíöèàëà Q(z), z0 ̸= zs, îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè z0 è zs, íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê Q(z), îòëè÷íûõ îò
òî÷êè zs, ρ := λ2 = |λ|2 exp(2iφλ) è z0 − zs = |z0 − zs| exp(iφs0).
Òîãäà ëèáî ðåãóëÿðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ĉ(z0, zs, ρ) óðàâíåíèÿ
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (1) ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ ρ, ëèáî âñå å¼ ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ρ
ïîðÿäêà 1/2 ñ îäèíàêîâûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè èíäèêàòîðàìè
2|zs−z0|| cos(φλ+φs0)|. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñëåä ìàòðèöû Ĉ(z0, zs, ρ)
ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ρ ïîðÿäêà 1/2 ìèíèìàëüíîãî òèïà, êîòî-
ðàÿ íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè z0.
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Â äîêëàäå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1 òàêæå èññëåäîâàíà àñ-
ñèìïòîòèêà ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû óðàâíåíèÿ (1) äëÿ êðèâîé γ ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìû, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò îäíîñâÿçíîé îãðàíè÷åííîé
âûïóêëîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó îäíî-
çíà÷íîãî õàðàêòåðà zs ïîòåíöèàëà Q(z) (zs /∈ γ).
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Óñòîé÷èâàÿ îöåíêà âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëü-
íûõ çàäà÷ â ñòàòèñòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ. Îäíàêî, íà-
ëè÷èå ñòîõàñòè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ìîæåò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
îòðàçèòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ îöåíèâàíèÿ ââèäó íåâûïîëíåíèÿ ïðåäïî-
ñûëêè Ãàóññà�Ìàðêîâà î íåêîððåëèðîâàííîñòè ìåæäó îøèáêàìè è
îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè. Ýòî ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè îöå-
íîê ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è íàèìåíüøèõ ìîäó-
ëåé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà áûë ïðåäëîæåí îáîáùåííûé
ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé (ÎÌÍÌ) [1]

Q(a) =
n∑
i=1

ρ(|yi − ⟨xi,a⟩|). (1)

ãäå ρ(·) � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ, âñþäó äâàæäû
íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ôóíê-
öèÿ, ïðè÷åì ρ(0) = 0 è ∀x > 0 ρ′(x) > 0, ρ′′(x) < 0 .

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ [2] çàêëþ÷àåòñÿ
â ñïóñêå ïî óçëîâûì ïðÿìûì ê óçëîâîé òî÷êå, äàëüíåéøèé ñïóñê
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èç êîòîðîé íåâîçìîæåí. Óçëîâîé ïðÿìîé è òî÷êîé ÿâëÿþòñÿ ìåñòà
ïåðåñå÷åíèÿ (m − 1) è m ãèïåðïëîñêîñòåé Ωi = Ω(a,xi, yi) âèäà
yi − ⟨xi,a⟩ = 0, (i = 1, 2, ..., n) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ íàéäåííîé óç-
ëîâîé òî÷êè u∗ íåîáõîäèìî íàéòè α îêðåñòíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùóþ
èç ñåáÿ ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé íàèáîëåå ïðèáëèæåííûõ ê u∗ è
ïðè ïîìîùè ïîëíîãî ïåðåáîðà îïðåäåëèòü òî÷êó, ãäå öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Ïåðåáîð óçëîâûõ òî÷åê âõîäÿùèõ â îêðåñòíîñòü ñîâìåñòíî ñ âû-
÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè òðåáóåò âûïîëíåíèÿ V ≈
O(Cmn ∗mn) îïåðàöèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó âû-
÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà íàáëþ-
äåíèé n è êîýôôèöèåíòîâm. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå îïòèìàëü-
íîé îáëàñòè ðåøåíèé ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü çàâèñèìîñòü
îò n è m, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè
äëÿ áîëåå òðóäîåìêèõ çàäà÷.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû îñíîâûâàþòñÿ íà ìåòîäå ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ èñïûòàíèé Ìîíòå�Êàðëî [3]. Äëÿ n = 50, 100, . . . , 500 è m =
2, 3, . . . , 5 ïðîâåäåì 1000 èñïûòàíèé äëÿ âûáîðîê, ñãåíåðèðîâàí-
íûõ ñ çàñîðåíèåì è áåç, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíî óíè-
âåðñàëüíóþ îáëàñòü ðåøåíèé âíå çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ äàí-
íûõ. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè α c êîýôôèöèåí-
òîì äåòåðìèíàöèè R2 ⩾ 0.99, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî îïòèìàëüíûì ïîäõîäîì ê ïîèñêó ðåøåíèÿ áóäåò äîïóñ-
êàòü äîëþ îøèáîê ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ 0.95, óìåíüøèâ òåì
ñàìûì èññëåäóåìóþ îêðåñòíîñòü ïðèìåðíî â 2.5 ðàçà îòíîñèòåëü-
íî òî÷íîãî ðåøåíèÿ, à ñîîòâåòñòâåííî çíà÷èòåëüíî ñíèçèâ âû÷èñ-
ëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áåç ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîé ïî-
òåðè òî÷íîñòè. Â êà÷åñòâå êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ áóäóò âûñòóïàòü
óñðåäíåííûå îöåíêè îêðåñòíîñòåé ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ ãåíåðàöèè äàí-
íûõ, ÷òî âîçìîæíî âñëåäñòâèå èõ îäíîðîäíîñòè, òàêèì îáðàçîì:
α95 = 7.06/n0.93 ∗m0.57, α99 = 21.98/n0.84 ∗m0.04.
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ÎÁ ÈÍÒÅÃÐÀËÀÕ ÎÒ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ
ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÛÕ È ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ

ÃÈÏÅÐÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Â.À. Ãîðåëîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
gorelov.va@mail.ru

Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä Çèãåëÿ�Øèäëîâñêîãî (ñì. [1]), ïîçâîëÿþùèé äîêàçû-
âàòü òðàíñöåíäåíòíîñòü è àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé
ò.í. Å�ôóíêöèé (äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîäêîëüöà öåëûõ ôóíêöèé 1�
ãî ïîðÿäêà, çàìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî èíòåãðèðîâàíèÿ è çàìåíû àð-
ãóìåíòà z íà αz ïðè α ∈ A, ãäå A � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë). Ðàññìàòðèâàåìûå Å�ôóíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ëèíåé-
íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z) è
áûòü àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä C(z). Å�ôóíêöèÿìè, íàïðè-
ìåð, ÿâëÿþòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå Å�ôóíêöèè lφq(ν⃗; λ⃗;αz

q−l), ãäå

lφq(ν⃗; λ⃗; z) = l+1Fq

(
1, ν1, . . . , νl
λ1, . . . , λq

∣∣∣∣ z) =

∞∑
n=0

(ν1)n . . . (νl)n
(λ1)n . . . (λq)n

zn,

0 ⩽ l < q, (ν)0 = 1, (ν)n = ν(ν+1) . . . (ν+n−1), ν⃗ = (ν1, . . . , νl) ∈ Ql,
λ⃗ ∈ (Q \ Z⩽0)

q, α ∈ A.
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Çèãåëÿ�Øèäëîâñêîãî ïîëó÷åíî áîëüøîå ÷èñ-

ëî ðåçóëüòàòîâ îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ (áèáëèîãðàôèþ ñì.,
íàïðèìåð, â [1]).

Íî íå âñå Å�ôóíêöèè, êàê íåäàâíî äîêàçàëè Æ. Ôðåçàí è Ï.
Æîññåí [2], ìîãóò áûòü àëãåáðàè÷åñêè âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèå Å�ôóíêöèè.

Àâòîðîì áûëè ðàññìîòðåíû Å�ôóíêöèè

V (z) = Vλ,α(z) = eαz
∫ z

0

e−αtφλ(t)dt = z +

(
1

λ+ 1
+ α

)
z2

2
+ . . . ,

α ∈ A, λ ∈ Q \ Z<0, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì

y′′ + (−α− 1 + λ/z)y′ + (α− λα/z)y = λ/z,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� FSWF�2023�0012).
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ãäå

φλ(z) = 1 +

∞∑
n=1

zn

(λ+ 1) . . . (λ+ n)
, λ ̸= −1,−2, . . . .

Â ñòàòüå [3] àâòîðîì äîêàçàíî, ÷òî Å�ôóíêöèè Vλ,α(z) è V ′
λ,α(z)

àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä C(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ =
0, α ∈ Q, ëèáî λ = 1/2, α = 2, ëèáî λ ∈ Z⩾2, α = 1. Êðîìå òîãî,
áûëè íàéäåíû âñå ñëó÷àè âûðàæåíèÿ Vλ,α(z) â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò
ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé âèäà φλj (αjz).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àâòîðîì äîêàçàíà áîëåå îáùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü λi ∈ C \Z<0, αi ∈ C, i = 1, . . . ,m, (λi, αi) ̸=

(λl, αl) ïðè i ̸= l; µk ∈ C \Z, γk ∈ C \ {0}, k = 1, . . . , n, µk − µl /∈ Z
ïðè γk = γl; ÷èñëà β1, . . . , βp, à òàêæå ζ1, . . . , ζq ïðèíàäëåæàò C è
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, ζ1 ∈ Q, q ∈ N, n, p ∈ Z⩾0. Òîãäà äëÿ
àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè 2m+ n+ p+ q ôóíêöèé

Vλ1,α1(z), V
′
λ1,α1

(z), . . . , Vλm,αm(z), V ′
λm,αm

(z),

φµ1
(γ1z), . . . , φµn

(γnz), e
β1z, . . . , eβpz, zζ1 , . . . , zζq , (3)

íàä C íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëî-
âèé:

1. λi − µj ∈ Z, γj = 1 äëÿ íåêîòîðûõ 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n.

2. λi − λl ∈ Z äëÿ íåêîòîðûõ 1 ⩽ i < l ⩽ m.

3. λi = 0, 1 ∈ L{αi, β1, . . . , βp}, ëèáî λi ∈ Z⩾1, 1 ∈ L{β1, . . . , βp},
ëèáî λi ∈ Z⩾2, αi = 1, äëÿ íåêîòîðîãî 1 ⩽ i ⩽ m.

4. αi = 1, λi ̸= 1 è ëèáî 1 ∈ L{β1, . . . , βp}, ëèáî αl = 1, λl ̸= 1,
äëÿ íåêîòîðûõ 1 ⩽ i < l ⩽ m.

5. αi = αl = 2 è ëèáî λi+λl = 1, ëèáî λi+λl ∈ Z\{1}, λi, λl /∈ Z,
1 ∈ L{β1, . . . , βp}, äëÿ íåêîòîðûõ 1 ⩽ i ⩽ l ⩽ m.
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ÎÑÊÎËÎ×ÍÎ ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
ÑÓÏÅÐÏÎÇÈÖÈÈ1

Ý.Á. Ãðèùåíêî (Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ)
elya.gris@gmail.com

Íåëèíåéíûå îïåðàòîðû ñóïåðïîçèöèè, èçâåñòíûå òàê æå êàê îïå-
ðàòîðû Íåìûöêîãî, îáðàçóþò îäèí èç ñàìûõ âàæíûõ ïîäêëàññîâ
îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíîì àíàëèçå [1, 2]. Òåîðèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Êåòå�Áîõíåðà ñèëüíî èçìåðèìûõ âåêòîð�ôóíêöèé èçëîæå-
íà â [3]. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü E(X) � ïðîñòðàíñòâî Êåòå�Áîõíåðà è Y � âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå T : E(X)→ Y íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíî àä-
äèòèâíûì îïåðàòîðîì, åñëè

T (f + g) = Tf + Tg äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ f, g ∈ E(X).

Ìíîæåñòâî âñåõ îñêîëêîâ ýëåìåíòà f ∈ E(X) îáîçíà÷àåòñÿ Ff .
Ïóñòü Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Îðòîãîíàëüíî àääè-

òèâíûé îïåðàòîð T : E(X) → Y íàçûâàåòñÿ îñêîëî÷íî êîìïàêò-
íûì, åñëè ìíîæåñòâî T (Ff ) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â Y äëÿ ëþ-
áîãî f ∈ E(X). Ïóñòü òåïåðü (A,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé
ìåðîé, E(X) � ïðîñòðàíñòâî Êåòå�Áîõíåðà íà (A,Σ, µ). Ôóíêöèÿ
N : A×X → X íàçûâàåòñÿ:

1. E(X) � ñóïåð�èçìåðèìîé, åñëè N(t, f(·)) ∈ E(X) äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà f ∈ E(X);

2. íîðìàëèçîâàííîé, åñëè N(·, 0) = 0 äëÿ µ � ïî÷òè âñåõ t ∈ A.

Ñ êàæäîé íîðìàëèçîâàííîé, E(X) � ñóïåð�èçìåðèìîé ôóíêöè-
åé N : A × X → X ñâÿçàí íåëèíåéíûé îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè
TN : E(X)→ E(X), çàäàííûé ôîðìóëîé

TN (f)(·) = N(·, f(·)), f ∈ E(X).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â ðàáîòå
[4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (A,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé áåç-
àòîìíîé ìåðîé, E(X) � ïðîñòðàíñòâî Êåòå�Áîõíåðà ñ ïîðÿäêîâî

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 10�01�00000).
© Ãðèùåíêî Ý.Á., 2023
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íåïðåðûâíîé ìåðîé è N : A ×X → X � íîðìàëèçîâàííàÿ E(X) �
ñóïåð�èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà TN : E(X)→ E(X)
ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. TN � îñêîëî÷íî êîìïàêòåí;

2. N(·, f(·)) = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ E(X).
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÁÈÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Â ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ1

Ì.Ò. Äæåíàëèåâ, Ì.Ã. Åðãàëèåâ (Àëìàòû, ÈÌÌÌ)
muvasharkhan@gmail.com, ergaliev.madi.g@gmail.com

Â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ωa = {x, y| − 1 < x < 1, −a < y <
a, 0 < a = const ⩽ 1} ñ ãðàíèöåé ∂Ωa ìû èçó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ
çàäà÷ó:

∆2w = λ2(−∆w), (x, y) ∈ Ωa, (1)

w = 0, ∂n⃗w = 0, (x, y) ∈ ∂Ωa, (2)

ãäå ∆ = ∂2x+ ∂2y � îïåðàòîð Ëàïëàñà, n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè ê ∂Ωa, èñêëþ÷àÿ âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà Ωa.

Âî�ïåðâûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé êâàäðàòíîé îáëàñòè Ω1,
ò.å. a = 1. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1)�(2) áûëà ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ
ðàáîò [1, 2], à òàêæå ìîíîãðàôèé [3, 4]. Îíà íàçâàíà çàäà÷åé èññëåäî-
âàíèÿ êîëåáàíèé èçãèáîâ çàæàòîé êâàäðàòíîé ïëàñòèíû, â îòëè÷èå

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÊÍ ÌÍÂÎ Ðåñïóáëèêè Êà-
çàõñòàí (ãðàíò � AP09258892, 2021�2023).
© Äæåíàëèåâ Ì.Ò., Åðãàëèåâ Ì.Ã., 2023
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îò çàäà÷è äëÿ çàêðåïëåííîé ïëàñòèíû, ãäå âòîðîå óñëîâèå â (2) çà-
ìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùåå:

∆w = 0, (x, y) ∈ ∂Ω1, (3)

è ïîñëåäíÿÿ íàçâàíà áàçîâîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé. Ñïåêòð áàçîâîé
çàäà÷è äàåò íèæíþþ îöåíêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è,
êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü è äîñòàòî÷íî ãðóáîé. Äëÿ óëó÷-
øåíèÿ ýòîé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ ñåìåéñòâî ñïåöèàëüíûõ ïðîìåæó-
òî÷íûõ çàäà÷, ïîëó÷àåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíûì ¾óñèëåíèåì¿ óñëîâèé
(3) è ïîëó÷åíèåì óñëîâèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ âòîðîå óñëîâèå èç (2).
Ýòîò ïîäõîä íàçûâàþò ìåòîäîì ïðîìåæóòî÷íûõ çàäà÷ Àðîíøàéíà�
Âàéíøòåéíà [3, 4]. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [3, 4] òàêæå îòìå÷àåòñÿ
âàæíîñòü çàäà÷è (1)�(2) äëÿ ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè, ìåõàíèêè ñó-
äîñòðîåíèÿ è ò.ä.

Ìû ïðèøëè ê çàäà÷å (1)�(2) (â òî÷íîñòè, íå ïðîâîäÿ íèêàêèõ èñ-
êóññòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé), èçó÷àÿ âîïðîñû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî äâóìåðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè èçâåñòíîå (äëÿ äâó-
ìåðíîãî ñëó÷àÿ) ïîíÿòèå ôóíêöèè òîêà.

Ðàíåå, ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (1)�(2) áûëà íàìè èçó÷åíà â ðàáîòå
[5] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã ñ åäèíè÷-
íûì ðàäèóñîì.

Çàìå÷àíèå. Â ([3], ãëàâà VII, ï. 2) óêàçàíî ñëåäóþùåå: ¾Åñëè
çàæàòàÿ ïëàñòèíà èìååò ôîðìó êâàäðàòà èëè ëþáóþ äðóãóþ ôîðìó,
îòëè÷íóþ îò êðóãà, òî¿ ... ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ... ¾íåëüçÿ âûðà-
çèòü òî÷íî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå èëè ïðîòàáóëèðîâàííûå ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè.¿

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè áàçîâîé çàäà÷è ìû áóäåì çàìåíÿòü âòîðûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èç (2) òîëüêî ÷àñòè÷íî. À, èìåííî, âìåñòî óñëî-
âèé (2) áóäåì èìåòü{

w(−1, y) = ∂xw(−1, y) = w(1, y) = ∂xw(1, y) = 0,

w(x,−1) = ∂2yw(x,−1) = w(x, 1) = ∂2yw(x, 1) = 0.
(4)

Âî�âòîðûõ, îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé a ̸= 1, ò.å. êîãäà îá-
ëàñòü Ωa ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì. Îòìå÷àþòñÿ îòëè÷èÿ íèæíèõ
îöåíîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1)�(2) ñ ïîìîùüþ ïðîìåæó-
òî÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (3),
òàê è � ñ ôîðìóëàìè (4).
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Êèíåòèêà ãåòåðîãåííûõ ïðîöåññîâ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ñà-
ìûõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ, òàêèõ, êàê ýëåêòðîëèç, ýëåêòðî�
õèìè÷åñêîå îêñèäèðîâàíèå ìåòàëëîâ, ïðîèçâîäñòâà ïèãìåíòîâ, âû-
ùåëà÷èâàíèå ìåòàëëîâ. Ýëåêòðî�õèìè÷åñêèå ñòàäèéíûå ðåàêöèè,
îïèñûâàþùèå âûäåëåíèÿ âåùåñòâà â ïðîöåññå ýëåêòðîëèçà, ìîãóò
áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíà-
êî ñòîèò îòìåòèòü ÷òî, êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ ðå-
àêöèé çàâèñÿò îò ôàêòîðîâ ñâîéñòâåííûõ òåõíè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
êîíêðåòíûõ ýëåêòðîëèçåðîâ. Ïðè ýòîì ïðîöåññ ýëåêòðîëèçà îòíî-
ñèòñÿ ê ãåòåðîãåííûå ãåòåðîôàçíûì ðåàêöèè, äëÿ íèõ õàðàêòåðíî

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 23�29�
00099).
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íàëè÷èå èñòèííîãî è êàæóùåãîñÿ ïîðÿäêà ðåàêöèè [1] . Íåïîñðåä-
ñòâåííî ýëåêòðîëèç ìîæíî îòíåñòè ê ðåàêöèÿì íóëåâîãî ïîðÿäîêà,
êîãäà êîíöåíòðàöèÿ ëèíåéíî óìåíüøàåòñÿ îò âðåìåíè è íàáëþäàåòñÿ
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Êàæóùèéñÿ ïîðÿäîê � ïîðÿäîê ðåàêöèè çà-
âèñèò îò óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà. Ñêîðîñòü îáùåé ðåàêöèè çàâèñèò îò
ñêîðîñòè ëèìèòèðóþùåé ðåàêöèè (ñàìîé ìåäëåííîé èç ñòàäèéíûõ
ðåàêöèé). Òàê íàïðèìåð, â ðàáîòå [2] íàáëþäàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâè-
ñèìîñòü âûõîäà âîäîðîäà ïðè ýëåêòðîëèçå, à â ðàáîòå [3] â íà÷àëü-
íîé ñòàäèè îáðàçîâàíèÿ çàðîäûøåé öèíêà ëèíåéíîñòü íàðóøàåòñÿ.
Â ðàáîòå [4] ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùåé íàõî-
äèòü ñêîðîñòè êîíñòàíò â ïðèýëåêòðîäíûõ ïðîöåññàõ â ñîîòâåòñòâèè
ñ çàäàííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî âûõîäó, à òàêæå ðàñ-
ñ÷èòûâàòü êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïðèýëåêòðîäíûõ
ïðîöåññàõ íà êîíêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äàííûé àëãîðèòì îñ-
íîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ïðÿìîãî ìåòîäà ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè
äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, òîãäà êàê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû êèíå-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íåîáõîäèìîãî äëÿ íàõîæäåíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè ïðîèñõîäèò ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî
âëèÿíèå âûáîðà ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç çàäà÷ Êîøè
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷èñëåííîì àë-
ãîðèòìå, ðåàëèçóþùåì ïîèñê êîíñòàíò ñêîðîñòåé ãåòåðîãåííûõ ïðî-
öåññîâ è îïèñàííîì â ðàáîòå [4]. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ
ïðè èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
è íå ÿâíîãî ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû, ïðèìåíÿåìîãî äëÿ ðåøåíèÿ æåñò-
êèõ ñèñòåì óðàâíåíèé.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Ëàãðàíæà ÊÂÈ â ïîíòðÿãèíñêîé ôîðìå

J := F0(x(t0), x(t1)) → min, (1)

Fi(x(t0), x(t1)) ⩽ 0, i = 1, . . . , d(F ), (2)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), K(x(t0), x(t1)) = 0, (3)

ñ äîïîëíèòåëüíûìè ôàçîâûìè è ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Φi(x(t)) ⩽ 0, i = 1, . . . , d(Φ), (4)

Gj(x(t), u(t)) ⩽ 0, j = 1, . . . , d(G), (5)

ãäå x ∈ ACn[t0, t1], u ∈ Lr∞[t0, t1], îòðåçîê âðåìåíè [t0, t1] ôèêñèðî-
âàí, d(a) îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü âåêòîðà a.

Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ñëàáîãî ìèíèìó-
ìà, ò.å. ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà îòíîñèòåëüíî íîðìû ||x||C + ||u||∞.

Çàäà÷à (1)�(5) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé àáñòðàêòíîé çàäà÷è âèäà

F0(w)→ min, Fi(w) ∈ Ki , g(w) = 0, (6)

ãäå Fi, Gj , g − ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà W â
íåêîòîðûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà Zi , Y à Ki − çàìêíóòûå âûïóê-
ëûå êîíóñû ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ â ïðîñòðàíñòâàõ Zi .

Ýòà ïîñòàíîâêà âêëþ÷àåò áîëüøèíñòâî êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê
è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, â òîì ÷èñëå çàäà÷è îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íåðàâåíñòâà (4�5), êîòîðûå ìîæíî
òðàêòîâàòü êàê ïðèíàäëåæíîñòü Φi(t, x(t)) è Gj(t, x(t), u(t)) êîíó-
ñàì íåïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ C è L∞ . Åñëè âñå
Zi = R, à Ki = R− , òî ïîëó÷àåì îáû÷íóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ñ íåðàâåíñòâàìè Fi(w) ⩽ 0. Â îáùåì ñëó÷àå âêëþ÷å-
íèÿ Fi(w) ∈ Ki çàäàþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâà.
Íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâà åñòü îñíîâ-
íîå îòëè÷èå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îò çàäà÷ êëàññè÷åñêîãî
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ÊÂÈ).

© Äìèòðóê À.Â., 2023
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Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (6) ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èçâåñòíûì ìåòîäîì Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà [1, 2], îä-
íèì èç ãëàâíûõ ïóíêòîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ¾ìóëüòè�
îòäåëèìîñòè¿ êîíóñîâ:

åñëè â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíû íåïó-
ñòûå âûïóêëûå êîíóñû Ω1, . . . , Ωm, Ωm+1 , èç êîòîðûõ ïåðâûå m îò-
êðûòû, òî èõ íåïåðåñå÷åíèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ýëåìåíòîâ
x∗i ∈ Ω∗

i (èç ñîïðÿæåííûõ êîíóñîâ), íå âñå èç êîòîðûõ íóëè, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ìåòîä, ïîëó÷àåì [3] îáîáùåíèå ïðàâèëà ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà (ÏÌË): åñëè w0 åñòü òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî
ñóùåñòâóþò ìíîæèòåëè α0 ⩾ 0, z∗i ∈ Z∗

i , y
∗ ∈ Y ∗, íå âñå = 0, òàêèå

÷òî ⟨z∗i , Ki⟩ ⩽ 0, ⟨z∗i , Fi(w0)⟩ = 0, è ïðè ýòîì ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
L(w) = α0F0(w)+

∑
⟨z∗i , Fi(w)⟩+ ⟨y∗, g(w)⟩ ñòàöèîíàðíà â òî÷êå w0 ,

ò.å. L′(w0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæèòåëÿìè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Fi(w) ∈ Ki ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëåìåíòû ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ Z∗

i . Äëÿ ôàçîâûõ îãðà-
íè÷åíèé ýòî áóäóò íåîòðèöàòåëüíûå ìåðû Ñòèëòüåñà dµ(t) ⩾ 0, ñî-
ñðåäîòî÷åííûå íà ìíîæåñòâå âûõîäà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè íà ôà-
çîâóþ ãðàíèöó, à äëÿ ñìåøàííûõ îãðàíè÷åíèé � ýëåìåíòû ïðîñòðàí-
ñòâà L∗

∞ , êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ãîðàçäî øèðå "õîðîøåãî" ïðîñòðàí-
ñòâà L1, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèîíàëû. Ðàñøèô-
ðîâêà àáñòðàêòíîãî óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè L′(w0) = 0 äëÿ çàäà-
÷è (1)�(5) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èëè ëîêàëüíî-
ìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Åñëè ñàìè ñìåøàííûå îãðàíè÷åíèÿ ðåãó-
ëÿðíû, òî â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ñèíãóëÿðíûå
ôóíêöèîíàëû óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü, è âñå ìíîæèòåëè ïðè ñìåøàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ áóäóò ôóíêöèÿìè èç L1 . Â îáùåì ñëó÷àå íàëè÷èå ñèí-
ãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ èñêëþ÷èòü íåëüçÿ.

Ñìåøàííûå îãðàíè÷åíèÿ (5) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè [2, 3], åñëè
â ëþáîé òî÷êå w = (x, u) èõ ãðàäèåíòû ïî óïðàâëåíèþ G′

iu(x, u),
ãäå i òàêîâû, ÷òî Gi(x, u) = 0, ïîçèòèâíî íåçàâèñèìû (ò.å. ëèíåéíî
íåçàâèñèìû ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ).

Ñëó÷àé íåðåãóëÿðíûõ ñìåøàííûõ îãðàíè÷åíèé äàëåêî íå ýêçîòè-
÷åí: íàïðèìåð, òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå x2 + u2 ⩽ 1 â òî÷êàõ
(x, u) = (±1, 0). Êàêèìè áóäóò óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïðè
íàëè÷èè òàêèõ îãðàíè÷åíèé?

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà À.ß. Äóáîâèöêèé è À.À. Ìèëþ-
òèí ïðåäëîæèëè ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ñâîåãî ìåòîäà [1, 2].
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû òî÷íî ¾ðàçäåëÿòü¿ äàííûå êîíóñû ýëåìåíòàìè
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ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ðàçäåëÿòü èõ ïðèáëèæåííî ýëå-
ìåíòàìè ïðåäñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè òàêîâîå èìååòñÿ. (Çà-
ìåòèì, ÷òî ó ïðîñòðàíñòâà L∞ � îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà òåîðèè îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � ïðåäñîïðÿæåííîå åñòü, ýòî L1). Ïðè ýòîì
âìåñòî òî÷íîãî óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè L′(w0) = 0 ïîëó÷èì, ðàçó-
ìååòñÿ, ëèøü ïðèáëèæåííîå óñëîâèå ||L′(w0)|| < ε.

Ïîëàãàÿ ε = 1/n, n = 1, 2, . . . , ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
áîðîâ ìíîæèòåëåé èç ïðåäñîïðÿæåííûõ êîíóñîâ, ñóììà êîòîðûõ ïî
íîðìå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äàëåå íàäî êàê�òî ïåðåéòè ê ïðåäåëó â
ñàìèõ ýòèõ ìíîæèòåëÿõ. Åñëè âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L1−ìíîæè-
òåëåé ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìà (ò.å. èìååò îáùèé ìîäóëü èíòåãðèðó-
åìîñòè), òî ìîæíî ñ÷èòàòü åå ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè
èç L1 , è òîãäà â ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì îáû÷íûé ëîêàëüíûé ïðèíöèï
ìàêñèìóìà, êàê è äëÿ ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L1−ìíîæèòåëåé ìîæíî ðàç-
áèòü íà ñóììó ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òà-
êîé, êîòîðàÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà ìíîæåñòâàõ èñ÷åçàþùåé ìåðû, è åå
íîðìà íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ îòäåëåíà îò íóëÿ. Âîò ýòî âòîðîå ñëà-
ãàåìîå â ïðåäåëå è ïîðîæäàåò ñèíãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë èç L∗

∞ . Â
óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîñòè âàæíî ëèøü åãî äåéñòâèå íà ôàçîâóþ êîì-
ïîíåíòó x(t), ò.å. âàæíà òà ìåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ýòî-
ãî ñèíãóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâî C. Ïîýòîìó îòëè÷èå
íåðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ îò ðåãóëÿðíîãî áóäåò ëèøü â óðàâíåíèè äëÿ
ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ψ(t).

Íàïðèìåð, åñëè îãðàíè÷åíèé (4) íåò, à îãðàíè÷åíèå (5) ñêàëÿðíîå:
G(x, u) ⩽ 0, ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäóþùèì [1, 2, 4].

Ââåäåì ìíîæåñòâî ôàçîâûõ òî÷åê

N = { (x, u) ∈ Rn+m : G(x, u) = 0, Gu(x, u) = 0}.

Ïóñòü x̂(t), û(t) åñòü îïòèìàëüíàÿ ïàðà, Γ åñòü ãðàôèê ôóíêöèè
û(t). Åãî çàìûêàíèåì ïî ìåðå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî clm (û), ñîñòî-
ÿùåå èç âñåõ òî÷åê (t, v) ∈ R1+m, òàêèõ ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíî-
ñòè O ∋ (t, v) ïðîåêöèÿ åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ Γ íà êîìïîíåíòó t èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, è ïóñòü clm (û)(t) åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå [t0, t1]→ Rm. Ââåäåì ìíîæåñòâî

D := { t ∈ [t0, t1] : (x̂(t), clm (û)(t)) ∩ N ̸= Ø }.

è çàäàäèì íà íåì ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

S(x̂(t), clm (û)(t)) = {Gx(x̂(t), u) : u ∈ clm (û)(t), (x̂(t), u) ∈ N }.
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Ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ ψ åñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,
ïîä÷èíåííàÿ óðàâíåíèþ

dψ = −ψfx(x̂, û) dt + λ(t)Gx(x̂, û) dt + s(t) dη , (7)

ãäå λ ∈ L1[t0, t1], λ(t) ⩾ 0 è λ(t)G(x̂(t), û(t)) = 0, ìåðà dη ∈ C∗[t0, t1]
ñîñðåäîòî÷åíà íà ìíîæåñòâå D, dη ⩾ 0, à ôóíêöèÿ s(t) èçìåðè-
ìà è ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííà îòíîñèòåëüíî dη, è ïðè ýòîì s(t) ∈
convS

(
x̂(t), clm (û)(t)

)
ï.â. ïî dη.

Åñëè íà ïîâåðõíîñòè G(x, u) = 0 âñåãäà Gu(x, u) ̸= 0, òî ñìåøàí-
íîå îãðàíè÷åíèå ðåãóëÿðíî, ìíîæåñòâà N è D ïóñòû, è ìåðà dη = 0,
òàê ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí â (7) èñ÷åçàåò.

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî óïðàâëåíèþ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèíà-
êîâî: ψfu(x̂, û) − λGu(x̂, û) = 0, òàê æå îäèíàêîâû è óñëîâèÿ òðàíñ-
âåðñàëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷èå îò ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî â ñîïðÿæåííîì óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí,
ñîîòâåòñòâóþùèé âîçìîæíûì ñêà÷êàì ψ(t) íà ìíîæåñòâå D. Íà-
ïðàâëåíèÿ ýòèõ ñêà÷êîâ s(t) ëåæàò â âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà
S(x̂(t), clm (û)(t)); çíà÷åíèÿ ôóíêöèè s(t) âíå D íå èãðàþò ðîëè.

Ëèòåðàòóðà
1. Äóáîâèöêèé À.ß. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðåìó-

ìà â îáùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ / À.ß. Äóáîâèöêèé,
À. À. Ìèëþòèí. � M. : Íàóêà, 1971. � 114 ñ.

2. Ìèëþòèí À.À. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â îáùåé çàäà÷å îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ / À.À. Ìèëþòèí. � Ì. : Ôèçìàòëèò, 2001. � 304 ñ.

3. Dmitruk A.V. A general Lagrange multipliers theorem and related
questions / A.V. Dmitruk, N.P. Osmolovskii // Control Systems and
Mathematical Methods in Economics (Feichtinger et al. eds.).� Lecture
Notes in Economics and Mathematical Systems.� Springer.� 2018.� v.
687.� p. 165�194, .

4. Dmitruk A.V. Local minimum principle for an optimal
control problem with a nonregular mixed constraint /
A.V. Dmitruk, N.P. Osmolovskii // SIAM J. Control and
Optimization. � 2022. � v. 60. � p. 1919�1941.

127



ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ
Â ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ñ ÍÅÐÅÃÓËßÐÍÛÌÈ ÑÌÅØÀÍÍÛÌÈ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

À.Â. Äìèòðóê, Í.Ï. Îñìîëîâñêèé (Ìîñêâà, ÖÝÌÈ ÐÀÍ;
Âàðøàâà, Èíñòèòóò Ñèñòåìíûõ Èññëåäîâàíèé ÏÀÍ)
optcon@mail.ru, nikolai.osmolovskii@ibspan.waw.pl

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ñî ñìåøàííûì îãðàíè÷åíèåì:

J(x(t0), x(t1))→ min, ẋ = f(x, u), G(x, u) ⩽ 0, (1)

ãäå t ∈ [t0, t1], x ∈ Rn, u ∈ Rm, ôóíêöèè J, f,G ãëàäêèå, è íàñ
èíòåðåñóþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà íà íåêîòîðîì
ïðîöåññå x̂(t), û(t).

Åñëè ïðè G(x, u) = 0 âñåãäà Gu(x, u) ̸= 0, òî ñìåøàííîå îãðàíè-
÷åíèå ðåãóëÿðíî, è ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
îáû÷íîìó óðàâíåíèþ −ψ̇ = ψfx(x̂, û)− λGx(x̂, û) è óñëîâèþ ñòàöèî-
íàðíîñòè ïî óïðàâëåíèþ ψfu(x̂, û)− λGu(x̂, û) = 0, ãäå λ ∈ L1[t0, t1],
λ(t) ⩾ 0 è λ(t)G(x̂(t), û(t)) = 0 (ñì. íàïð. [1]).

Äëÿ îáùåé çàäà÷è ñ íåðåãóëÿðíûìè ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà ïîëó÷åíû À.ß. Äóáîâèöêèì
è À.À. Ìèëþòèíûì [2]. Äëÿ çàäà÷è (1) îíè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
Ââåäåì ìíîæåñòâî ôàçîâûõ òî÷åê

N := { (x, u) ∈ Rn+m : G(x, u) = 0, Gu(x, u) = 0}.

Ïóñòü Γ åñòü ãðàôèê ôóíêöèè û(t). Ââåäåì åãî çàìûêàíèå ïî ìå-
ðå Ëåáåãà clm (û), ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê (t, v) ∈ R1+m, òàêèõ ÷òî
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè O ∋ (t, v) ïðîåêöèÿ åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ Γ íà
êîìïîíåíòó t èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, è ïóñòü clm (û)(t) åñòü ñî-
îòâåòñòâóþùåå åìó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå [t0, t1]→ Rm. Ââåäåì
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

D := { t ∈ [t0, t1] : (x̂(t), clm (û)(t)) ∩ N ̸= Ø }.

è çàäàäèì íà íåì ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

S(x̂(t), clm (û)(t)) := {Gx(x̂(t), u) : u ∈ clm (û)(t), (x̂(t), u) ∈ N }.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïðîöåññ x̂(t), û(t) äîñòàâëÿåò ñëàáûé
ìèíèìóì. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè: ÷èñëî α0 ⩾ 0,
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ôóíêöèÿ λ ∈ L1[t0, t1], òàêàÿ ÷òî ï.â. λ(t) ⩾ 0 è λ(t)G(x̂(t), û(t)) = 0,
ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ BV [t0, t1], ìåðà dη ∈ C∗[t0, t1], dη ⩾ 0, ñîñðåäîòî-
÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå D, è dη−èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
s(t) ∈ convS

(
x̂(t), clm (û)(t)

)
ï.â. ïî dη, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû:

óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè α0 + ∥λ∥1 + dη ([t0, t1]) > 0, (2)
ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå â òåðìèíàõ ìåð:

dψ = −ψfx(x̂, û) dt + λGx(x̂, û) dt + s dη , (3)

óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

ψ(t0 − 0) = α0Jx0 , ψ(t1 + 0) = −α0Jx1 , (4)

è îáû÷íîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî óïðàâëåíèþ

ψfu(x̂, û) − λGu(x̂, û) = 0. (5)

Îñíîâíîå îòëè÷èå îò ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü
ψ(t) ýòî ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, è â ñîïðÿæåííîì óðàâíå-
íèè ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé âîçìîæ-
íûì ñêà÷êàì ψ(t) íà ìíîæåñòâå D. Íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ñêà÷êîâ s(t)
ëåæàò â âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà S(x̂(t), clm (û)(t)); çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè s(t) âíå D íå èãðàþò ðîëè.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äàåòñÿ â [3].
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâóþùèé â L2(R) ýëëèïòè÷åñêèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Aε = − d

dxg(x/ε)
d
dx + ε−2V (x/ε), ε > 0. Çäåñü

g � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî 0 < α0 ⩽ g(x) ⩽ α1 < ∞,
g(x + 1) = g(x), x ∈ R, è V ∈ L1(0, 1), V (x + 1) = V (x), x ∈ R.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî inf specA = 0, A := A1.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Aε
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîðîãîâûé ýôôåêò âáëèçè íèæíåãî êðàÿ
ñïåêòðà. Ñïåêòð îïåðàòîðà Aε èìååò çîííóþ ñòðóêòóðó è ìîæåò
èìåòü ëàêóíû. Èìååò ëè ñìûñë ñâÿçûâàòü àíàëîãè çàäà÷ óñðåäíåíèÿ
ñ êðàÿìè âíóòðåííèõ ëàêóí? Ìû èçó÷àåì ýòîò âîïðîñ äëÿ íåñòà-
öèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ
îïåðàòîðîì Aε.

Ïóñòü σ > 0 � (íåâûðîæäåííûé) ëåâûé êðàé çîíû ñ íå÷¼òíûì
íîìåðîì s â ñïåêòðå îïåðàòîðà A. Ïóñòü f, g ∈ L2(R). Ðàññìîòðèì
çàäà÷è Êîøè{

i∂tuε(x, t) = (Aεuε)(x, t),

uε(x, 0) = (Υεf)(x),{
∂2t vε(x, t) = −(Aεvε)(x, t) + ε−2σvε(x, t),

vε(x, 0) = (Υεf)(x), (∂tvε)(x, 0) = (Υεg)(x),

(Υεf)(x) := (2π)−1/2

∫
R
(Φf)(k)

∞∑
j=s

eikxφj(x/ε, εk)χΩ̃j−s+1
(εk) dk.

Çäåñü {eikxφj(x, k)}∞j=s � áëîõîâñêèå âîëíû, îòâå÷àþùèå ñïåêòðàëü-
íûì çîíàì îïåðàòîðà A ñ íîìåðàìè j ⩾ s,

Ω̃j = (−jπ,−(j − 1)π] ∪ ((j − 1)π, jπ], j ∈ N,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñîãëàøåíèå � 075�15�2022�287 îò
06.04.2022) è êîíêóðñà ¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿.
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� çîíû Áðèëëþåíà, à (Φf)(k) � Ôóðüå�îáðàç ôóíêöèè f(x). Ìû äî-
êàçûâàåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥uε(·, t)− e−itε
−2σφσ(·/ε)u0(·, t)∥L2(R) ⩽ C(1 + |t|1/2)ε∥f∥H2(R),

f ∈ H2(R),
∥vε(·, t)− φσ(·/ε)v0(·, t)∥L2(R)

⩽ C(1 + |t|1/2)ε(∥f∥H3/2(R) + ∥g∥H1/2(R)),

f ∈ H3/2(R), g ∈ H1/2(R),

ãäå u0 è v0 � ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíûõ çàäà÷{
i∂tu0(x, t) = (Ahom

σ u0)(x, t),

u0(x, 0) = f(x),

{
∂2t v0(x, t) = −(Ahom

σ v0)(x, t),

v0(x, 0) = f(x), (∂tv0)(x, 0) = g(x),

Ahom
σ = −bσ d2

dx2 , bσ > 0 � êîýôôèöèåíò â àñèìïòîòèêå s�îé çîííîé
ôóíêöèè E(k) = Es(k): E(k) ∼ σ + bσk

2, k ∼ 0; à φσ(x) = φs(x, 0) �
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Aφσ = σφσ, íîðìèðîâàííîå â
L2(0, 1).

Ýòè ðåçóëüòàòû òî÷íû êàê ïî òèïó íîðìû, òàê è îòíîñèòåëüíî çà-
âèñèìîñòè îò t. Ðàññìîòðåíû òàêæå ñëó÷àè äðóãèõ êðà¼â ñïåêòðàëü-
íûõ çîí. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [1].

Ëèòåðàòóðà
1. Dorodnyi M.A. High�frequency homogenization of nonstationary

periodic equations / M.A. Dorodnyi // Applicable Analysis. � 2023.
http://dx.doi.org/10.1080/00036811.2023.2199031.

ÄÎÌÈÍÀÍÒÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÄËß ÌÎÄÅËÜÍÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ Â ÅÄÈÍÈ×ÍÎÌ ØÀÐÅ1

Å.Ñ. Äóáöîâ (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã)
dubtsov@pdmi.ras.ru

Ïóñòü Bd � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð èç Cd, d ⩾ 1, è ïóñòü σ �
íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sd = ∂Bd.

Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ I : Bd → B1 íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè
| limr→1− I(rζ)| = 1 äëÿ σ�ï.â. ζ ∈ Sd. Ïóñòü H2 = H2(Bd) � ñòàí-
äàðòíîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè. Äëÿ âíóòðåííåé ôóíêöèè I â øàðå Bd,

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 19�11�00058.
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d ⩾ 1, ïîëîæèì I∗(H2) = H2(Bd) ⊖ IH2(Bd). Åñëè Θ � âíóòðåííÿÿ
ôóíêöèÿ â êðóãå B1, òî ïðîñòðàíñòâî Θ∗(H2(B1)) îáû÷íî íàçûâàþò
ìîäåëüíûì, äëÿ íåãî èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå KΘ.

Îïðåäåëåíèå. Èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî E ⊂ Sd, d ⩾ 1,
íàçûâàåòñÿ äîìèíàíòíûì äëÿ I∗(H2), åñëè Σ(E) < 1 è

∥f∥2H2 ⩽ C

∫
E

|f |2 dσ äëÿ âñåõ f ∈ I∗(H2) è êîíñòàíòû C > 0.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ýòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, êîòî-
ðóþ äëÿ êðóãà B1 ðàíåå äîêàçàë Â.Â.Êàïóñòèí (ñì. [1]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü I � âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì øàðå
Bd, d ⩾ 2. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíò-
íûì äëÿ ïðîñòðàíñòâà I∗(H2).

Êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ
ñåìåéñòâî ìåð Êëàðêà, ïîðîæä¼ííîå ôóíêöèåé I (ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [2]).

Ëèòåðàòóðà
1. Blandign�eres, A. Reverse Carleson embeddings for model spaces /

E. Fricain, F. Gaunard, A. Hartmann, W. Ross // J. London. Math.
Soc. � 2013. � V. 88, � 2. � P. 437�464.

2. Aleksandrov A.B. Clark measures on the complex sphere /
E. Doubtsov // J. Funct. Anal. � 2020. � V. 278, � 2. � 108314.

Î ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÌ ÑËÅÄÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ
ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÏÎËÅÉ È ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÈÕ

ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ1

Þ.À. Äóáèíñêèé (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ)
julii_dubinskii@mail.ru

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Óñòàíîâëåíû îïåðàòîðû ñèíãóëÿðíîãî ñëåäà îñíîâíûõ îïåðà-
öèé òåîðèè ïîëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à èìåííî ñèíãóëÿðíûå ñëåäû
âåêòîðíûõ ïîëåé [rotu, n], divu, ∂u/∂n è èõ ëèíåéíûõ êîìáèíà-
öèé íà ãðàíèöå îáëàñòè;

2. Íàéäåíà ôîðìóëà ñâÿçè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòà è ðî-
òîðà âåêòîðíûõ ïîëåé;

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ïðîåêò FSWF�2023�0012).
© Äóáèíñêèé Þ.À., 2023
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3. Îïèñàí îïåðàòîð ðàçëè÷èÿ (äåâèàòîð) áèëèíåéíûõ ôîðì, îò-
âå÷àþùèõ îïåðàòîðó Ëàïëàñà â äèâåðãåíòíî�ãðàäèåíòíîì è
ðîòîðíî�ãðàäèåíòíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. [1], [2]);

4. Ðàññìîòðåíû íåñòàíäàðòíûå êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè ïîëÿ (íà
îñíîâå ïï. 1�3) â ôîðìå îòîáðàæåíèé â ðàìêàõ äâîéñòâåííîñòè
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà è èõ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëèòåðàòóðà
1. Äóáèíñêèé Þ.À. Òåîðåìà î ñëåäå è å¼ ïðèëîæåíèÿ.

/Þ.À. Äóáèíñêèé // Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. � 2018. �
Âûï. 90. � Ñ. 49�54.

2. Äóáèíñêèé Þ.À. Îá îäíîé ôîðìóëå 3D�âåêòîðíûõ ïîëåé è
ïîëåâîé ôîðìå çàäà÷è Íåéìàíà. / Þ.À. Äóáèíñêèé // Ïðîáëåìû
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. � 2022. � Âûï. 117. � Ñ. 67�73.

ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÇÈÃÌÓÍÄÀ

À.Þ. Åãîðîâà (Ðÿçàíü, ÐÃÓ èì. Ñ. À. Åñåíèíà)
an_batseva@mail.ru

Â ïîëîñå D = R × (0;T ), 0 < T < ∞, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
Êîøè äëÿ ðàâíîìåðíî ïàðàáîëè÷åñêîé â ñìûñëå È. Ã. Ïåòðîâñêîãî
ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè{

∂tu−A∂2xu = 0,
u|t=0 = ψ,

(1)

ãäå u = (u1, u2, ..., um)T . Îïðåäåëåíèå ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Çèãìóíäà Ha(D̄), a ∈ N ïîëó÷àåòñÿ èç àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ
Ëèïøèöà ïóòåì çàìåíû â íîðìàõ ðàçíîñòåé ∆f ðàçíîñòÿìè âòîðîãî
ïîðÿäêà ∆2f . Íîðìû â âåñîâûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ Çèã-
ìóíäà H(b)

a (D), a⩾0, b⩾ − a, ãäå a, b � öåëûå ÷èñëà, îïðåäåëåíû â
ðàáîòå [1]. Èíäåêñ a óêàçûâàåò íà ëîêàëüíóþ ãëàäêîñòü â ïîëîñå D, à
èíäåêñ (−b) � íà ãëàäêîñòü â çàìûêàíèè îáëàñòè D̄. Ðàçðåøèìîñòü
îäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Çèãìóíäà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [2].

Äëÿ ïëîòíîñòè φ ∈ L∞(R) îáîçíà÷èì ïîòåíöèàë Ïóàññîíà:

Πφ(x, t) =

∫
R

Z(x− y, t)φ(y)dy. (2)
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Ñ ïîìîùüþ îöåíîê [3] äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé
ñèñòåìû (1) äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.Ïóñòüm, l � öåëûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òîm⩾l⩾0. Òîãäà
îïåðàòîð Π : φ → Πφ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç ïðîñòðàíñòâà

Hl(R) â H(−l)
m (D).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò
Òåîðåìà 2. Ïóñòü m⩾3, 0 < l ⩽ m, ψ ∈ Hl(R). Òîãäà ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) èç H
(−l)
m (D), ïðè÷åì

|u|(−l)m,D ⩽ C(|ψ|l,R).

.

Ëèòåðàòóðà
1. Êîí¼íêîâ À. Í. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

â ïðîñòðàíñòâàõ Çèãìóíäà / À.Í. Êîí¼íêîâ // Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ � 2005. � Ò. 41, � 6. � Ñ. 820�831.

2. Êîí¼íêîâ À. Í. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
ïðîñòðàíñòâàõ Çèãìóíäà / À. Í. Êîí¼íêîâ // Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ � 2006. � Ò. 42, � 6. � Ñ. 867�873.

3. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. / Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà / Î. À. Ëàäûæåíñêàÿ, Â. À. Ñîëîííèêîâ, Í. Í.
Óðàëüöåâà . � Ì., 1967. � 736 ñ.

ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ
Ñ Q(x) = X2 ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ1

À.Ã. Åëèñååâ (Ìîñêâà, ÌÝÈ)
predikat@bk.ru

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè íà
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
ñ ¾ñèëüíîé¿ òî÷êîé ïîâîðîòà ïåðâîãî ïîðÿäêà ó ïðåäåëüíîãî îïåðà-
òîðà. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè êëàññèôèöèðóåò òðè ãðóïïû òî÷åê ïî-
âîðîòà:

1. ¾Ïðîñòàÿ¿ òî÷êà ïîâîðîòà � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíî-
ãî îïåðàòîðà èçîëèðîâàíû äðóã îò äðóãà, îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
â îòäåëüíûõ òî÷êàõ t îáðàùàåòñÿ â íóëü [1, 3].

1 Ðåçóëüòàòû À. Ã. Åëèñååâà áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàð-
ñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF�2023�0012)
© Åëèñååâ À.Ã., 2023
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2. ¾Ñëàáàÿ¿ òî÷êà ïîâîðîòà � õîòÿ áû îäíà ïàðà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïåðåñåêàþòñÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ t, íî ïðè ýòîì ïðåäåëü-
íûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó âïëîòü äî òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ. Áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îñòàåòñÿ ãëàäêèì ïî t
[4].

3. ¾Ñèëüíàÿ¿ òî÷êà ïîâîðîòà � õîòÿ áû ïàðà ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ïåðåñåêàþòñÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ t, íî ïðè ýòîì ïðåäåëüíûé
îïåðàòîð ìåíÿåò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó íà æîðäàíîâó â òî÷êàõ
ïåðåñå÷åíèÿ. Áàçèñ â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ òåðÿåò ãëàäêîñòü ïî t [2].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó iε
∂u

∂t
= −ε2 ∂

2u

∂x2
+ x2u+ h(x, t),

u(x, 0) = f(x), t ∈ [0, T ], −∞ < x < +∞
(1)

ñ óñëîâèÿìè:

1. ∀ k h(k)(x, t) ∈ L1

⋂
C∞(0,+∞)× [0, T ];

2. ∀ k f (k)(x) ∈ L1

⋂
C∞(0,+∞)× [0, T ]∀(x, t) ∈ (−∞,+∞)×[0, T ].

Â ñëó÷àå çàäà÷è (1) ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âðå-
ìåííîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé èìååò âèä:

e−i
x2tg2t

2ε

Äîïîëíèòåëüíûå ðåãóëÿðèçèðóþùèå ñèíãóëÿðíûå îïåðàòîðû, ñâÿ-
çàííûå ñ òî÷å÷íîé íåîáðàòèìîñòüþ ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà, ñòðîÿòñÿ
ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. Çàäà÷à èõ âëîæèòü ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ â îáðàç ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà. Ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä:

K(x, ξ, t) =
1− i

2
√
πεsin (2t)

exp

[
i

(
ctg (2t)

x2 + ξ2

2ε
− xξ

εsin (2t)

)]
.

Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ïðàâîé
÷àñòè çàäà÷è ïîëó÷èì, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-
øåíèå ïî ïåðåìåííîé ξ. Òîãäà ïîëó÷èì:

σ0(x, t, ε)f(t) = −i
t∫

0

f(τ)dτ

+∞∫
−∞

K(x, ξ, t− τ)dξ =

= −i
t∫

0

f(τ)
1√

cos 2(t− τ)
e−

ix2tag 2(t−τ)
2ε dτ,
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σ1(x, t, ε)f(t) = −i
t∫

0

f(τ)dτ

+∞∫
−∞

ξK(x, ξ, t− τ)dξ =

= −ix
t∫

0

f(τ)
1√

cos 2(t− τ)
3 e

− ix2tag 2(t−τ)
2ε dτ.

Ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) èùåì â âèäå

u(x, t, ε) = v(x, t, ε)e−
ix2tg 2t

2ε + σ0(y(t, ε))+

+σ1(z(t, ε)) + w(x, t, ε).
(2)

Ïîäñòàâèâ (2) â (1) è âûäåëèâ ñëàãàåìûå ïðè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ
ôóíêöèÿõ, ïîëó÷èì èòåðàöèîííûå çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëà-
ãàåìûõ. Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èìååò âèä:

ugl(x, t) =
1

ε
[

t∫
0

h(0, τ)√
cos 2(t− τ)

e−
ix2tg 2(t−τ)

2ε dτ+

+ x

t∫
0

∂h(0,τ)
∂x√

cos 2(t− τ)
3 e

− ix2tg 2(t−τ)
2ε dτ ] +

1√
cos 2t

[f(
x

cos 2t
)−

− h0(
x

cos 2t
, 0)]e−

ix2tg 2t
2ε +

t∫
0

∂h0(0,τ)
∂τ√

cos 2(t− τ)
e−

ix2tg 2(t−τ)
2ε dτ−

− x
t∫

0

∂2h0

∂τ∂x (0, τ))√
cos 2(t− τ)

3 e
− ix2tg 2(t−τ)

2ε dτ +
h(x, t)− h(0, t)− x∂h∂x (0, t)

x2
.

ãäå h0(x, t)�ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ h0(x, t) =
h(x,t)−h(0,t)−x ∂h

∂x (0,t)

x2 .
Òåîðåìà Îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ïóñòü âûïîëíåíû:

1. ∀ k h(k)(x, t) ∈ L1

⋂
C∞(0,+∞)× [0, T ];

2. ∀ k f (k)(x) ∈ L1

⋂
C∞(0,+∞)× [0, T ]

∀(x, t) ∈ (−∞,+∞)×[0, T ]∀ε ∈ (0, ε0].

Òîãäà ∃C > 0 |RN (x, t, ε)| ⩽ C ∀(x, t) ∈ (−∞,+∞)× [0, T ]∀ε ∈ (0, ε0].
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ÍÀ ÏÎËÓÎÑÈ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ
ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÑÈËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ ÏÎÂÎÐÎÒÀ1

À.Ã. Åëèñååâ, Ï.Â. Êèðè÷åíêî (Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
yeliseevag@mpei.ru, kirichenkopv@mpei.ru

Òèïè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ïðèìåðàìè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå Íàâüå�Ñòîêñà ñ ìàëîé âÿçêîñòüþ è óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà, åñëè ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ℏ ñ÷èòàòü ìàëîé âå-
ëè÷èíîé. Ôîðìàëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ℏ → 0 â ñîîòíîøåíè-
ÿõ êâàíòîâîé òåîðèè îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä îò êâàíòîâîé ê êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð, [1], � 6), ïîýòîìó â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà öåëåñîîáðàçíî èñêàòü ïðèáëèæåííûå (ïî ìàëîìó ℏ) ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ãîâîðÿò î êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.
Îïèñàííûé êâàçèêëàññè÷åñêèé ïåðåõîä â íåñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè
Øðåäèíãåðà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè íà ïîëóîñè ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì Ĥ(p, x) = p̂2+ x̂ ïîðîæäàåò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó,

1 Ðåçóëüòàòû Åëèñååâà À. Ã. áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàð-
ñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF�2023�0012).
© Åëèñååâ À.Ã., Êèðè÷åíêî Ï.Â., 2023
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àñèìïòîòè÷åñêîìó èíòåãðèðîâàíèþ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè Ñ.À. Ëî-
ìîâà [2] êîòîðîé ïîñâÿùåíû íàøè èññëåäîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à (áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ε âìåñòî ℏ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
áîëåå åñòåñòâåííûì â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé): iε

∂u

∂t
+ ε2

∂2u

∂x2
− xu = h(x, t), 0 < x < +∞, 0 < t ⩽ T,

u(x, 0) = f(x), u(0, t) = ψ(t), ψ(0) = f(0),
(1)

ãäå âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ∀ k h(k)(x, t) ∈ L1

⋂
C∞(0,+∞)× [0, T ];

2) ∀ k f (k)(x) ∈ L1

⋂
C∞(0,+∞)× [0, T ].

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î âèäå îñîáåííîñòè â ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷å ñëåäóåò ïåðåéòè ê ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè:

ε
∂

∂x

(
u
υ

)
=

(
0 1
x 0

)
·

(
u
υ

)
− iε

(
0 0
∂
∂t 0

)
·

(
u
υ

)
+

(
0
h

)
,

çäåñü ââåäåíà çàìåíà ε · ∂u/∂x = υ. Òîãäà ìàòðèöà ïðåäåëüíîãî îïå-
ðàòîðà èìååò âèä:

A(x) =

(
0 1
x 0

)
. (2)

Òåïåðü ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà (2) äèàãàíîëèçèðóåìà è èìååò
ãëàäêèé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðè x ̸= 0, à â òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ò.å ïðè x = 0) ñîîòâåòñòâóþùèé åé
ïðåäåëüíûé îïåðàòîð ìåíÿåò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó íà æîðäàíî-
âó è áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåðÿåò ãëàäêîñòü ïî x. Ñîãëàñ-
íî ïðèíÿòîé â ðàáîòàõ Åëèñååâà À.Ã. è åãî ó÷åíèêîâ êëàññèôèêà-
öèè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [3], [4]), òàêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ îñîáåííîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëüíóþ òî÷êó ïîâîðîòà.

Â îáùåì ñëó÷àå ðåãóëÿðèçèðóþùèå ôóíêöèè íåîáõîäèìî ñòðî-
èòü, îïèðàÿñü íà êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà
(ñì.,íàïðèìåð, ðàáîòó [5]) è ñîîòâåòñâóþùèé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ, íî â ïðåäëîæåííîé çàäà÷å îïåðàòîð óæå èìååò êàíîíè-
÷åñêóþ ôîðìó è â ñîîòâåòñâóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ íåò íåîáõîäèìî-
ñòè. Áîëåå òîãî, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ðåãóëÿðèçàöèþ ïðàâîé ÷àñòè
h(x, t) , ò.ê. îïåðàòîð A(x) â òî÷êå x = 0 íåîáðàòèì, è îïèñàòü ïî-
ãðàíè÷íûé ñëîé îáóñëîâëåííîé ýòîé òî÷êîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è ïî ðåãóëÿðèçàöèè ñîîòâåòñòâåííî ðåøàåò
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ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ

e−iφ(x,t)/ε, ãäå φ(x, t) = t ·
(
x+

t2

3

)
,

è äâà äîïîëíèòåëüíûõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ îïåðàòîðà

σ̂(x, t, ε)(·) =
t∫

0

dτ(·) exp
(
− iφ(x, t− τ)

ε

)
,

è

χ̂(·) = 1− i
2
√
2πε

t∫
0

dτ(·)
(√

t− τ + x

(t− τ)3/2

)
·

· exp

(
− i(t− τ)

3

3ε
+
i(t− τ)

4ε

(
t− τ − x

t− τ

)2
)
.

Äåéñòâèå óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(t) çà-
ïèøóòñÿ êàê ñâ¼ðòêè:

σ̂(f(t)) = f(t) ∗ exp
(
− it

ε
·
(
x+

t2

3

))
,

χ̂(f(t)) = f(t) ∗
(

1− i
2
√
2πε

(√
t+

x

t3/2

)
· exp

(
− it

3

3ε
+
it

4ε

(
t− x

t

)2))
,

à îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ìîæíî óñòàíîâèòü íåïîñðåäñòâåí-
íûì âû÷èñëåíèåì, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

Lεσ̂(f(t)) = iεf(t), Lεχ̂ (f(t)) = 0, χ̂ (f(t))
∣∣∣
x=0

= f(t),

ãäå Lε ≡ iε
∂

∂t
+ ε2

∂2

∂x2
− x.

(3)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå:

u(x, t, ε) = e−iφ(x,t)/ε
∞∑
k=0

υk(x, t) · εk +
∞∑

k=−1

σ̂(zk(t)) · εk+

+

∞∑
k=−1

χ̂(yk(t)) · εk +
∞∑
k=0

ωk(x, t) · εk.
(4)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (4) â çàäà÷ó (1) è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà (3) ââåäåííûõ
îïåðàòîðîâ, ñîáèðàåì ñëàãàåìûå ïåðåä ðåãóëÿðèçèðóþùåé ôóíêöèåé
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è áåç íå¼. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ñåðèè èòåðàöèîííûõ çàäà÷ ïî
ñòåïåíÿìè ε, ðàçðåøàÿ êîòîðûå, ìîæíî íàéòè ëþáîé ÷ëåí ðÿäà (4).

Òåîðåìà. Îá îöåíêå îñòàòêà (àñèìòîòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü).
Ïóñòü äàíà ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2).

Òîãäà âåðíà îöåíêà

∥∥∥∥∥u(x, t, ε)− e−iφ(x,t)/ε
n∑
k=0

υk(x, t) · εk −
n∑

k=−1

σ̂(zk(t)) · εk−

−
n∑

k=−1

χ̂(yk(t)) · εk −
n∑
k=0

ωk(x, t) · εk
∥∥∥∥∥
C(R×[ 0,T ])

⩽ C · εn+1,

ãäå C ⩾ 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, à
υk(x, t), zk(t), yk(t), ωk(x, t) ïîëó÷åíû èç ðåøåíèÿ èòåðàöèîííûõ
çàäà÷ ïðè −1 ⩽ k ⩽ n+ 1.

Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè:

uãë.(x, t, ε) =
i

ε

[
−

t∫
0

dτ · h(0, τ) · e−i
(t−τ)(x+(t−τ)2/3)

ε +

+

t∫
0

dτ · e−
i(t−τ)3

3ε · h(0, τ) · ierfc
(

x

2
√
εt

)]
+

+

t∫
0

dτ · ḣ(x, τ)− ḣ(0, τ)
x

∣∣∣∣∣
x=0

· e
−i (t−τ)

ε

(
x+

(t−τ)2

3

)
+

+

[
ψ(t)− e− it3

3ε ·
(
f(t2) +

h(t2, 0)− h(0, 0)
t2

)
+
h(x, t)− h(0, t

x

∣∣∣∣∣
x=0

−

−
t∫

0

dτ · e−
−i(t−τ)3

3ε · ḣ(x, τ)− ḣ(0, τ)
x

∣∣∣∣∣
x=0

]
· ierfc

(
x

2
√
εt

)
+

+e−
it(x+t2/3)

ε ·
(
f(x+ t2) +

h(x+ t2, 0)− h(0, 0)
x+ t2

)
−

−h(x, t)− h(0, t)
x

+O

(√
ε

x

)
,

çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ierfc

(
x

2
√
εt

)
=

2√
π

∞∫
x/(2

√
εt)

dz · eiz
2

.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè íà
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ¾ñèëüíîé¿ òî÷êîé ïîâîðîòà ïåðâîãî ïîðÿäêà ó ïðåäåëüíîãî
îïåðàòîðà. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè êëàññèôèöèðóåò òðè ãðóïïû òî÷åê
ïîâîðîòà:

1. ¾Ïðîñòàÿ¿ òî÷êà ïîâîðîòà � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíî-
ãî îïåðàòîðà èçîëèðîâàíû äðóã îò äðóãà, îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
â îòäåëüíûõ òî÷êàõ t îáðàùàåòñÿ â íóëü [1, 3].

2. ¾Ñëàáàÿ¿ òî÷êà ïîâîðîòà � õîòÿ áû îäíà ïàðà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïåðåñåêàþòñÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ t, íî ïðè ýòîì ïðåäåëü-
íûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó âïëîòü äî òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ. Áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îñòàåòñÿ ãëàäêèì ïî t
[4].

1 Ðåçóëüòàòû À. Ã. Åëèñååâà áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàð-
ñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF�2023�0012)
© Åëèñååâ À.Ã., Ðàòíèêîâà Ò.À., Øàïîøíèêîâà Ä.À., 2023
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3. ¾Ñèëüíàÿ¿ òî÷êà ïîâîðîòà � õîòÿ áû ïàðà ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ïåðåñåêàþòñÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ t, íî ïðè ýòîì ïðåäåëüíûé
îïåðàòîð ìåíÿåò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó íà æîðäàíîâó â òî÷êàõ
ïåðåñå÷åíèÿ. Áàçèñ â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ òåðÿåò ãëàäêîñòü ïî t [2].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ε
∂u

∂t
= ε2

∂2u

∂x2
− x2u+ h(x, t),

u(x, 0) = f(x),
u(x, t) = ψ(t), f(0) = ψ(0), t ∈ [0, T ], 0 ⩽ x < +∞

(1)

ñ óñëîâèÿìè:

1)∃M > 0∀k|h(k)(x, t)| < M,h(x, t) ∈ C∞(0,+∞)× [0, T ];

2)∃M > 0∀k|f (k)(x)| < M, f(x) ∈ C∞(0,+∞).

Â ñëó÷àå çàäà÷è (1) ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âðå-
ìåííîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé èìååò âèä:

e−
x2th2t

2ε

Äîïîëíèòåëüíûå ðåãóëÿðèçèðóþùèå ñèíãóëÿðíûå îïåðàòîðû, ñâÿ-
çàííûå ñ òî÷å÷íîé íåîáðàòèìîñòüþ ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà, ñòðîÿò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ [5]. Çàäà÷à èõ âëîæèòü
ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â îáðàç ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà. Ôóíäàìåí-
òàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñîãëàñíî ðàáîòå [5] èìååò âèä:

K(x, ξ, t) =
1√

2πsh 2t
exp

[
−
(
cth 2t

x2 + ξ2

2ε
+

xξ

εsh 2t

)]
.

Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ïðàâîé
÷àñòè çàäà÷è ïîëó÷èì, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ÿäðî Ìåëåðà ïî ïå-
ðåìåííîé ξ. Òîãäà ïîëó÷èì:

σ0(x, t, ε)(f(t)) =

t∫
0

(f(τ))dτ

+∞∫
−∞

K(x, ξ, t− τ)dξ =

=

t∫
0

(f(τ))
1√

ch 2(t− τ)
e−

x2th 2(t−τ)
2ε dτ,
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σ1(x, t, ε)(f(t)) =

t∫
0

(f(τ))dτ

+∞∫
−∞

ξK(x, ξ, t− τ)dξ =

= x

t∫
0

(f(τ))
1√

ch 2(t− τ)
3 e

− x2th 2(t−τ)
2ε dτ.

Cèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêî-
ãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â òî÷êå x = 0 èìååò âèä:

G(Ψ) =

t∫
0

Ψ(τ)W (x, t− τ, ε)dτ =

=
2√
π

∞∫
x√

2εth 2t

Ψ
(
t− 1

4 ln
(
1 + 2b

1−b

))
e−z

2

4
√
1− b2

dz,

ãäå W (x, t, ε) =
4x√
επ

e−
x2cth 2t

2ε

√
2 sh 2t

3 , b =
x2

2εz2
. Ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (1) èùåì â âèäå

u(x, t, ε) = v(x, t, ε)e−
x2th 2t

2ε +G(Ψ(t, ε)) + σ0(y(t, ε))+

+σ1(z(t, ε)) + w(x, t, ε).
(2)

Ïîäñòàâèâ (2) â (1) è âûäåëèâ ñëàãàåìûå ïðè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ
ôóíêöèÿõ, ïîëó÷èì èòåðàöèîííûå çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëà-
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ãàåìûõ. Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èìååò âèä:

ugl(x, t) =
1

ε
[G(Ψ−1(t)) +

t∫
0

h(0, τ)√
ch 2(t− τ)

e−
x2th 2(t−τ)

2ε dτ+

+ x

t∫
0

∂h(0,τ)
∂x√

ch 2(t− τ)
3 e

− x2th 2(t−τ)
2ε dτ ]+

+
1√
ch 2t

[f(
x

ch 2t
)− h0(

x

ch 2t
, 0)]e−

x2th 2t
2ε +

+G(Ψ0(t))−
t∫

0

∂h0(0,τ)
∂τ√

ch 2(t− τ)
e−

x2th 2(t−τ)
2ε dτ−

− x
t∫

0

∂2h0

∂τ∂x (0, τ))√
ch 2(t− τ)

3 e
− x2th 2(t−τ)

2ε dτ +
h(x, t)− h(0, t)− x∂h∂x (0, t)

x2
.

ãäå h0(x, t)�ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ h0(x, t) =
h(x,t)−h(0,t)−x ∂h

∂x (0,t)

x2 .
Òåîðåìà (îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà). Ïóñòü âûïîëíåíû:

1) óñëîâèÿ 1) è 2) äëÿ çàäà÷è Êîøè (1);

2) ∃M > 0 |H(x, t, ε)| ⩽M ∀(x, t) ∈ (−∞,+∞)×[0, T ]∀ε ∈ (0, ε0];

Òîãäà ∃C > 0 |RN (x, t, ε)| ⩽ C ∀(x, t) ∈ (−∞,+∞)× [0, T ]∀ε ∈ (0, ε0].
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÅÌ
ÍÅÖÅËÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ1

Ä.Ï. Åìåëüÿíîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà)
emelianov@cs.msu.ru

Â îáëàñòè Ω = (0, 1)× (0, b) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à Äèðèõëå{

u′′xx + ymu′′yy + c(y)u′y − a(y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω,
(1)

ãäå m ∈ (1, 2), à a(y), c(y), f(x, y) ∈ A(G) êàê ôóíêöèè àðãóìåíòà
y, [0, b] ⊂ G ⊂ C. Òàêæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ
c(0) = 0 è a(y) ⩾ 0, y ∈ [0, b] íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü f(x, y) ∈ C1

y(Ω̄), ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì y ∈ (0, b) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ã¼ëüäåðà êàê ôóíêöèÿ
ïåðåìåííîãî x. Òîãäà ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),
ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà

+∞∑
k=1

[
+∞∑
n=0

yn(2−m) · ψk,n(y)

]
· sinπkx, (x, y) ∈ Ω̄,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â Ω̄, ôóíêöèè ψk,n(y)
àíàëèòè÷íû â G, ψk,0(0) = 0, âíóòðåííèé ðÿä ñõîäèòñÿ â A(G \
{0}).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû Ìîñ-
êîâñêîãî öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ïî ñîãëàøåíèþ
�075�15�2022�284.
© Åìåëüÿíîâ Ä.Ï., 2023
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Î ÏÎÒÎÊÀÕ Â ÑÅÒßÕ ÑÎ ÑÂßÇÀÍÍÛÌÈ ÄÓÃÀÌÈ
ß.Ì. Åðóñàëèìñêèé, Â.À. Ñêîðîõîäîâ,
Â.À. Ðóñàêîâ (Ðîñòîâ�íà�Äîíó, ÞÔÓ)
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Ïîíÿòèå ñâÿçàííûõ äóã áûëî ââåäåíî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî â [1].
Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî äóã ñåòè íàçûâàëîñü ñâÿçàííûì, åñëè äëÿ
äóã ýòîãî ïîäìíîæåñòâà çàäàíû íå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè êàæäîé
èç íèõ, à èõ îáùàÿ (ñóììàðíàÿ) ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü. Ñåòè ñî
ñâÿçàííûìè äóãàìè âîçíèêàëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ïîñòðîå-
íèè ðàçâåðòîê ñåòåé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîñòèæèìîñòü ðàçëè÷íûõ
òèïîâ (ñì. [2], [3], [4]). Â [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè ÿâëÿåòñÿ
NP�ïîëíîé. Îäíàêî, äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ îãðàíè÷åíèé íà äîñòèæè-
ìîñòü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñ ïîìîùüþ ïîñòðî-
åíèÿ ðàçâåðòêè � âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè ñî ñâÿçàííûìè äóãàìè �
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè ([5]). Ñóùåñòâîâàíèå
òàêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê âîïðîñó î òîì, êàêèå ñâîéñòâà ñåòè ñî ñâÿ-
çàííûìè äóãàìè ãàðàíòèðóþò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è
íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà.

Â äàííîé ðàáîòå äåìîíñòðèðóåòñÿ âëèÿíèå òîïîëîãèè ñåòè ñî ñâÿ-
çàííûìè äóãàìè íà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ïîëèíîìè-
àëüíîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå. Îïðåäå-
ëåíû äâà ïîäêëàññà ñåòåé: ïàðàëëåëüíûå è äðåâîâèäíûå ñåòè. Ïî-
ñòðîåíû àëãîðèòìû ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ñåòè ê îïèñàííûì
êëàññàì.

Íà ïðèìåðàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòÿõ ñî
ñâÿçàííûìè äóãàìè ïîêàçàíî, ÷òî íå òîëüêî òîïîëîãèÿ ñåòè â öå-
ëîì âëèÿåò íà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòè, íî è, â áîëüøåé ñòåïåíè, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñâÿçàí-
íûõ ìåæäó ñîáîþ äóã. Â êëàññè÷åñêèõ ïîòîêîâûõ çàäà÷àõ èçìåíåíèå

© Åðóñàëèìñêèé ß.Ì., Ñêîðîõîäîâ Â.À., Ðóñàêîâ Â.À., 2023
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âåëè÷èíû ïîòîêà ïî äóãå îêàçûâàåò âëèÿíèå ëèøü íà çíà÷åíèå ïîòî-
êà íà äîñòèæèìûõ èç íå¼ äóãàõ (òàêîå ñâîéñòâî ïîòîêîâ ìû íàçâàëè
ëîêàëüíîñòüþ). Íàëè÷èå ñâÿçàííûõ äóã â ñåòè âëå÷åò çà ñîáîé ïîòå-
ðþ ñâîéñòâà ëîêàëüíîñòè. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî
ïîòåðÿ ýòîãî ñâîéñòâà ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ âî ìíîæåñòâå äîïóñòè-
ìûõ ïîòîêîâ áëîêèðóþùåãî, íî íå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà. Ñàìûì
ïðîñòûì êëàññîì ñåòåé ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûå ñåòè, íî è äëÿ íèõ
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ïðè íàëè÷èè ñâÿçàííûõ
äóã ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç ïó-
òåé, âåäóùèõ èç èñòî÷íèêà â ñòîê ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé äóãè èç
êàæäîãî ìíîæåñòâà ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé äóã.
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Àêòèâíîå âíåäðåíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â îáðàçîâà-
òåëüíóþ ñôåðó èçìåíèëî òðåáîâàíèÿ ê ó÷åáíèêó êàê îñíîâíîìó ñðåä-
ñòâó îáó÷åíèÿ. Ýëåêòðîííûé ó÷åáíèê ìîæåò è äîëæåí ñòàòü íå òîëü-
êî íîñèòåëåì ñîäåðæàíèÿ, íî è âçÿòü íà ñåáÿ íåêîòîðûå ôóíêöèè, íå
ñâîéñòâåííûå êëàññè÷åñêîìó ó÷åáíèêó: êîíòðîëü çà óñâîåíèåì åãî
ñîäåðæàíèÿ è îöåíèâàíèå óñâîåíèÿ èçó÷åííîãî. Â äîêëàäå ñðàâíè-
âàþòñÿ çîíû ¾îòâåòñòâåííîñòè¿ ýëåêòðîííîãî è êëàññè÷åñêîãî ó÷åá-
íèêà â ïðîöåññå òðàíñëÿöèè çíàíèé îáó÷àþùèìñÿ. Â ñâÿçè ñ òåì,
÷òî çîíà ¾îòâåòñòâåííîñòè¿ ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà çíà÷èòåëüíî øè-
ðå, ïðîöåññ åãî ñîçäàíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå òðóäîåìêèé è òðåáóåò
ïàðàëëåëüíîé ðàçðàáîòêè êîíòåíòà, è çàëîæåííûõ â ó÷åáíèê îá-
ðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé. Âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðóäíîñòè, êî-
òîðûå ñîïðîâîæäàþò ïðîöåññ ðàçðàáîòêè ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà.
Âî�ïåðâûõ, â ñîçäàíèè ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà çàäåéñòâîâàíî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ñïåöèàëèñòîâ, è àâòîð ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíèêà äîëæåí
âçÿòü íà ñåáÿ ðóêîâîäñòâî ðàáîòîé âñåãî êîëëåêòèâà è ôèíàíñèðî-
âàíèå åãî äåÿòåëüíîñòè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî÷òè íåâîçìîæíûì.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè äîëæíû áóäóò âûïîëíÿòü èçäà-
òåëüñòâà. Âî�âòîðûõ, âîçíèêàþò ñåðüåçíûå âîïðîñû íå ñòîëüêî òåõ-
íè÷åñêîãî èëè îðãàíèçàöèîííîãî, ñêîëüêî ýêîíîìè÷åñêîãî è ïðàâî-
âîãî õàðàêòåðà. ×òî æå îæèäàåò â áëèæàéøåå âðåìÿ òðàäèöèîííûé
ó÷åáíèê? Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîííûå ó÷åáíèêè áóäóò ñîçäà-
âàòüñÿ êàê ýëåêòðîííûå âåðñèè ëó÷øèõ, õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäî-
âàâøèõ êëàññè÷åñêèõ ó÷åáíèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå êëàññè÷åñêèé ó÷åá-
íèê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê àïðîáàöèþ ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè
áóäóùåãî ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà. Âëèÿíèå æå ýëåêòðîííûõ ó÷åáíè-
êîâ íà òðàäèöèîííûå â áîëüøåé ìåðå ñâÿçàíî ñ ôîðìîé èçëîæåíèÿ
ìàòåðèàëà.
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ÌÅÒÎÄ ÏÎËÅÂÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ
ÄËß ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
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Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó 2�ãî ïîðÿäêà [1]:

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (x, y) ∈ G ⊆ ℜ2. (1)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

v⃗ = T̂ r⃗, a⃗ = T̂ v⃗, w⃗ = T̂ a⃗, (2)

ãäå r⃗ = x⃗i+ yj⃗, T̂ =
d

dt
= v⃗ · ∇, ∇ =

∂

∂x
i⃗+

∂

∂y
j⃗.

Äèôôåðåíöèðóÿ ñèñòåìó (1) ïî âðåìåíè, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ẍ = F1(x, y, ẋ, ẏ), ÿ = F2(x, y, ẋ, ẏ), (3)

ãäå
F1 = Ṗ = v⃗ · ∇P, F2 = Q̇ = v⃗ · ∇Q. (4)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñèñòåìó (3) ïî âðåìåíè, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó

...
x = Φ1(x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ),

...
y = Φ2(x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ), (5)

ãäå

Φ1 = Ḟ1 = P̈ = a⃗ ·∇P + v⃗ ·∇F1, Φ2 = Ḟ2 = Q̈ = a⃗ ·∇Q+ v⃗ ·∇F2. (6)

Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç
ñêîáêè Ïóàññîíà

Jk = detAk = −{P (k−1), Q(k−1)}, (7)

ãäå P (0) = P , Q(0) = Q, P (k−1) =
d(k−1)P

dt(k−1)
, Q(k−1) =

d(k−1)Q

dt(k−1)
,

k = 1, n.
Òåîðåìà 1.Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïëîñêîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1) ñâÿçè

ìåæäó ïåðâè÷íîé, âòîðè÷íîé è òðåòè÷íîé ìàòðèöàìè èìåþò âèä

A2 = A2
1 + v⃗ · ∇A1, (8)

A3 = A1A2 +A2A1 + v⃗ · ∇A2 + a⃗ · ∇A1. (9)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

σ1 = TrA1 = ∇ · v⃗, σ2 = TrA2 = ∇ · a⃗, σ3 = TrA3 = ∇ · w⃗, (10)

ρ⃗1 = ∇× v⃗ = ρ1k⃗, ρ⃗2 = ∇× a⃗ = ρ2k⃗, ρ⃗3 = ∇× w⃗ = ρ3k⃗, (11)

ãäå TrA1, TrA2 è TrA3 ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè ïåðâè÷íîé, âòîðè÷íîé è
òðåòè÷íîé ìàòðèö.
Ïîòîêè è öèðêóëÿöèè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñâÿçàíû âûðàæåíèÿìè

σk+1 = σ
(1)
k = σ

(k)
1 , ρk+1 = ρ

(1)
k = ρ

(k)
1 , (12)
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ãäå σ(k)
1 =

d(k)σ1
dt(k)

, ρ
(k)
1 =

d(k)ρ1
dt(k)

, k = 1, n.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâè÷íîé, âòîðè÷íîé è òðå-
òè÷íîé ìàòðèö èìåþò âèä

λ2kl − σkλkl + Jk = 0, Dk = σ2
k − 4Jk, (13)

ãäå k = 1, 3, l = 1, 2.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïëîñêîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1) ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðâè÷íûìè, âòîðè÷íûìè è òðåòè÷íûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ïîëÿ èìåþò âèä [2]

σ2 = σ2
1 − 2J1 + v⃗ · ∇σ1, (14)

ρ2 = σ1ρ1 + v⃗ · ∇ρ1, (15)

σ3 = 2σ1σ2 − 2J̇1 + a⃗ · ∇σ1 + v⃗ · ∇σ2, (16)

ρ3 = σ2ρ1 + σ1ρ2 + a⃗ · ∇ρ1 + v⃗ · ∇ρ2, (17)

ãäå
J̇1 = σ1J1 + v⃗ · ∇J1.

Ëèòåðàòóðà
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ÐÅÄÓÊÖÈß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ
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Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ k�ãî ïîðÿäêà:

ut +A0(t, x, u) +

k∑
i=1

Ai(t, x, u)uix = 0, (1)

ãäå uix =
∂iu

∂xi
, k = 2, 3, 4.

Îáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (1) èìåþò
âèä [1�4]

t̃ = φ(t, x, u, ε), x̃ = ψ(t, x, u, ε), ũ = χ(t, x, u, ε), (2)

ãäå ε ∈ R, ïðè÷åì

φ(t, x, u, 0) = t, ψ(t, x, u, 0) = x, χ(t, x, u, 0) = u. (3)

Ïîñòðîåíèå ãðóïïû ñèììåòðèè ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ åå èíôè-
íèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

t̃ = t+ ετ(t, x, u) + ..., x̃ = x+ εξ(t, x, u) + ...,
ũ = u+ εη(t, x, u) + ...,

(4)

ãäå

τ(t, x, u) =
∂φ(t, x, u, 0)

∂ε
, ξ(t, x, u) =

∂ψ(t, x, u, 0)

∂ε
,

η(t, x, u) =
∂χ(t, x, u, 0)

∂ε
.

(5)

Òåîðåìà 1. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè (2)
èìåþò âèä

t̃ = φ(t, ε), x̃ = ψ(t, x, ε), ũ = χ(t, x, u, ε), (6)

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî èñêàòü èíôèíèòåçèìàëüíûå ñèììåò-
ðèè â ôîðìå

X = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(t, x)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
, (7)
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ãäå
η = b(t, x)u+ c(t, x). (8)

Ñðåäè óðàâíåíèé (1) íàéäåíû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü ðåäóöèðîâàííû:

ut + unux + f(t, x)ukx = 0, n ∈ N, (9)

ut + unux + (f(t, x)u)kx = 0, n ∈ N, (10)

ut + unux + f(t, x)uxx + g(t, x)uxxx + h(t, x)uxxxx = 0, (11)

ut + unux + (f(t, x)u)xx + (g(t, x)u)xxx + (h(t, x)u)xxxx = 0, (12)

ut + q(t, x)unux + ukx = 0, n ∈ N, (13)

ut + (q(t, x)un+1)x + ukx = 0, n ∈ N. (14)
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Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïåíè n [1�3]:

y = f(x) =

n∑
i=0

aix
i = 0, an ̸= 0, ai ∈ R, (1)

êîòîðîå íà ïëîñêîñòè oxy çàäàåò íåêîòîðûé ãðàôèê ôóíêöèè, à ðå-
øåíèåì åãî åñòü íàõîæäåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ
îñüþ ox èëè íàõîæäåíèå íóëåé ôóíêöèè.
Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = φ(t), êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â

©Æàëóêåâè÷ Ä.Ñ., 2023
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óðàâíåíèå (1) ïðåîáðàçóåò íàø ãðàôèê ôóíêöèè y = f(φ(t)) = g(t).
Ïåðåéäÿ â íîâîå äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè t, y, ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (1) áóäåì èñêàòü òàì.
Çàìåíó ïåðåìåííûõ âûáåðåì òàê ÷òîáû óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ èìåëî ïîëèíîìèàëüíûé âèä

y = g(t) =

k∑
i=0

bit
i = 0, bk ̸= 0. (2)

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ çàìåíû ñëåäóþùåãî âèäà:
1. Ïîëèíîìèàëüíàÿ

x =

m∑
i=0

cit
i; (3)

2. Ëîðàíà

x =

m∑
i=−m

cit
i; (4)

3. Äðîáíî�ðàöèîíàëüíàÿ

x =

∑m
i=0 cit

i∑m
i=0 dit

i
. (5)

Îòñþäà âèäíî ÷òî, äëÿ çàìåí (3) è (4) êîýôôèöèåíòû bi óðàâíåíèÿ
(2) çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ai, ci, à äëÿ çàìåíû (5) îò êîýôôèöè-
åíòîâ ai, ci, di.
Ñôîðìóëèðóåì ïàðó òåîðåì êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò ïîëåçíû
ïðè ðåøåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 1. Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2) äëÿ çàìåíû ïåðåìåí-
íûõ

x = c0 + c1t, (6)

èìåþò âèä

bk = ck1
f (k)(c0)

k!
, f (k)(c0) =

dkf(c0)

dck0
. (7)

Åñëè ïîëîæèòü c0 = −an−1

nan
â (6), òî bn−1 = 0.

Òåîðåìà 2. Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2), ãäå g(t) =

t−2n
∑k
i=0 bit

i äëÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = c−1t
−1 + c0, (8)
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èìåþò âèä

bk = cn−k−1

f (n−k)(c0)

(n− k)!
, f (n−k)(c0) =

dn−kf(c0)

dcn−k0

. (9)

Åñëè ïîëîæèòü c0 = −an−1

nan
â (8), òî b1 = 0.

Ëèòåðàòóðà
1. Âàñèëüåâ À.Â. Âûñøàÿ àëãåáðà: êîíñïåêò ëåêöèé /

À.Â. Âàñèëüåâ, Ä.Â. Ëûòêèíà, Â.Ä. Ìàçóðîâ. // Íîâîñèáèðñê. :
Èçäàòåëüñòâî Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè. � 2020. � 252 ñ.

2. Áåëûé Å.Ê. Àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: ó÷åáíîå ïîñîáèå
äëÿ àáèòóðèåíòîâ è ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà / Å.Ê. Áåëûé,
Þ.À. Äîðîôååâà. // Ïåòðîçàâîäñê. : Èçäàòåëüñòâî ÏåòðÃÓ. �
2015. � 240 ñ.

3. Jean�Pierre Tignol. Galois' Theory of Algebraic Equations /
Jean�Pierre Tignol. // Belgium. : World Scienti�c Publishing
Company. � 2001. � 348 p.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÏÎÐÒÔÅËÜÍÛÕ
ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÉ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ

ÒÐÀÍÑÀÊÖÈÎÍÍÛÕ ÈÇÄÅÐÆÅÊ
È.Í. Æàðêîâ (Ñî÷è, ÍÒÓ Ñèðèóñ)

zharkov.in@talantiuspeh.ru

Ïóñòü (Ω,F ,P) âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé
F = (Ft)t⩾0, ïîðîæä¼ííîé âèíåðîâñêèìè ïðîöåññàìè W 1

t ,W
2
t ñ êî-

ýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ρ. Ðàññìîòðèì ðûíîê ñ áåçðèñêîâûì è áà-
çîâûì St àêòèâàìè. Äèíàìèêà St çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

dSt

St
= µdt+

√
νtdW

1
t

dνt = κ(θ − νt)dt+ σ
√
νtdW

2
t

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ κ, θ, σ è âûïîëíåíî 2κθ ⩾ σ2 (óñëîâèå Ôåëëå-
ðà). Èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü Xt ñîñòîèò èç ñóììû Bt íà áàíêîâ-
ñêîì ñ÷¼òó ñ ïðîöåíòíîé ñòàâêîé r, è ñóììû At = Xt − Bt, íà èí-
âåñòèöèîííîì ñ÷åòó, âëîæåííîé â áàçîâûé àêòèâ. Ïóñòü l(t) ⩾ 0 è
m(t) ⩾ 0 çàäàþò ñðåäñòâà, ïåðåâåäåííûå ñ áåçðèñêîâîãî ñ÷¼òà íà
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èíâåñòèöèîííûé è ñ èíâåñòèöèîííîãî íà áåçðèñêîâûé ñîîòâåòñòâåí-
íî. Çà ïåðåâîä ñóììû ñ îäíîãî ñ÷¼òà íà äðóãîé âçèìàåòñÿ êîìèñ-
ñèÿ (èçäåðæêè), ïðîïîðöèîíàëüíûå ïåðåâåä¼ííîé ñóììå ñ êîýôôè-
öèåíòîì k > 0. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íà-
õîæäåíèè ñòðàòåãèè (ls,ms)s∈[t,T ], ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèîíàë

J(x, b, ν, t; l,m) = E
[ ∫ T

t
G(Xs, νs)ds + F (XT )|Xt = x,Bt = b, νt = ν

]
è V (x, b, ν, t) = supl,m⩾0 J(x, b, ν, t; l,m). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî G è F
âîçðàñòàþùèå è âîãíóòûå ïî x. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êî-
ãäà òðàíñàêöèîííûå èçäåðæêè îòñóòñòâóþò. Ïóñòü ìàêñèìèçèðóþ-

ùèé ôóíêöèîíàë I0(x, ν, t; b) = E
[ ∫ T

t
G(Xs, νs)ds + F (XT )|Xt =

x, νt = ν
]
è îïòèìóì çàäà÷è V 0(x, ν, t) = supb I

0(x, ν, t; b) äîñòèãà-

åòñÿ ïðè b = b̂. Öåëü èññëåäîâàíèÿ � èçó÷èòü ïîâåäåíèå îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ V â çàâèñèìîñòè îò òðàíçàêöèîííûõ èçäåðæåê êîãäà
îíè ìàëû, k ≪ 1. Ïóñòü b = b̃ + kαβ äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé β è
Ṽ (x, β, ν, t) := V (x, b, ν, t), ãäå b̃ = b̃(t, x, ν) � ñóììà íà áåçðèñêîâîì
ñ÷åòó ïðè ìàëûõ k.

Ïóñòü LV = ∂V
∂t +(µx+(r−µ)b̃)∂V∂x +κ(θ−ν)∂V∂ν + 1

2ν(x− b̃)
2 ∂2V
∂x2 +

ρσν(x− b̃) ∂
2V

∂ν∂x + 1
2σ

2ν ∂
2V
∂ν . Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûïîëíÿåòñÿ

Òåîðåìà. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ

Ṽ = Ṽ0(x, ν, t) + k2/3Ṽ2(x, ν, t) + kṼ3(x, ν, t) + k4/3Ṽ4(x,β, ν, t) + ....

âåðíî
1) Ṽ0 = V 0 è b̃ = b̂; Ṽ2, Ṽ3 � íå çàâèñÿò îò β;

2) Ṽ4 = Ṽ 4
4 β

4 + Ṽ 2
4 β

2 + Ṽ 0
4 � çàâèñèò îò β ïðè ýòîì

Ṽ 4
4 = − 1

12

∂2Ṽ0
∂x2

(x−b̃)2
(

∂b̃
∂x

)2
+2ρσ(x−b̃) ∂b̃

∂x
∂b̃
∂ν +σ2

(
∂b̃
∂ν

)2 ;
Ṽ 2
4 = − LṼ2(

(x−b̃)2
(

∂b̃
∂x

)2
+2ρσ(x−b̃) ∂b̃

∂x
∂b̃
∂ν +σ2

(
∂b̃
∂ν

)2)
ν
;

êîðíè óðàâíåíèÿ Ṽ4 = 0 îòíîñèòåëüíî β ðàâíû

β± = ∓ 1
2

 12
∂Ṽ0
∂x

(
(x−b̃)2

(
∂b̃
∂x

)2
+2ρσ(x−b̃) ∂b̃

∂x
∂b̃
∂ν +σ2

(
∂b̃
∂ν

)2)
∂2Ṽ0
∂x2

 1
3
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÍÀ×ÀËÜÍÎ�ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×
ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÄÈÍÈ�ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÌÈ

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ1

È.Â. Æåíÿêîâà, Ì.Ô. ×åðåïîâà (Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
zheniakovaiv@mpei.ru , cherepovamf@mpei.ru

Â ïîëîñå D = {(x, t) ∈ R× (0, T )}, 0 < T < +∞, ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðàâíîìåðíî�ïàðàáîëè÷åñêèé ïî Ïåòðîâñêîìó ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

Lu = ∂tu−
2∑
l=0

Al(x, t)∂
l
xu, u = (u1 ... um), m ⩾ 1,

ãäå Al = ∥alij∥mi,j=1 � ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ åñòü âåùåñòâåí-
íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â D è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

à) ñîáñòâåííûå ÷èñëà µr ìàòðèöû A2 ïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó
Reµr(x, t) ⩾ δ0 äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0 è âñåõ (x, t) ∈ D, r = 1,m;

á) ôóíêöèè alij , i, j = 1,m, l = 0, 1, 2, îãðàíè÷åíû â D;

â) |alij(x+∆x, t+∆t)− alij(x, t)| ⩽ ω0(|∆x|+ |∆t|1/2), i, j = 1,m,
l = 0, 1, 2, ãäå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω0 óäîâëåòâîðÿåò äâàæäû óñëî-
âèþ Äèíè è äëÿ íåêîòîðîãî ε0 ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ ω0(z)z

−ε0 , z > 0,
ïî÷òè óáûâàåò (ñì. îïðåäåëåíèÿ â [1]).

Â D âûäåëÿåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
Ω = {(x, t) : x > g(t), 0 < t < T} c íåãëàäêîé, âîîáùå ãîâîðÿ,

1 Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çà-
äàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF�2023�0012).
©Æåíÿêîâà È.Â., ×åðåïîâà Ì.Ô., 2023
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áîêîâîé ãðàíèöåé Σ = {(x, t) ∈ Ω : x = g(t)}. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè g
âûïîëíåíî óñëîâèå

|g(t+∆t)− g(t)| ⩽ K|∆t|1/2ω1(|∆t|1/2), t, t+∆t ∈ [0, T ], (1)

ãäå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè è äëÿ
íåêîòîðîãî ε1 ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ ω1(z)z

−ε1 , z > 0, ïî÷òè óáûâàåò.
Ïóñòü P � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ãðàíèöà

Ω, δ(x, t) = inf
(ξ,τ)∈P,τ⩽t

{|x−ξ|+|t−τ |1/2} � ïàðàáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè (x, t) ∈ Ω äî P , ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç C0

ω(Ω) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåêòîð�ôóíêöèé f : Ω→ Rm,
äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

∥f ; Ω∥0ω = sup
Ω

{[
ω(δ(x, t))

δ(x, t)
+ 1

]−1

f(x, t)

}
.

Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è:

Lu = f â Ω, u(x, 0) = 0, x ⩾ g(0), u(g(t), t) = ψ(t), t ∈ [0, T ]. (2)

Ïóñòü äëÿ âåêòîð�ôóíêöèé f è ψ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) f ∈ C0

ω(Ω), ãäå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω óäîâëåòâîðÿåò äâàæäû
óñëîâèþ Äèíè è äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ ω(z)z−ε, z > 0,
ïî÷òè óáûâàåò;

2) f ëîêàëüíî Äèíè�íåïðåðûâíà ïî x â Ω ñ ìîäóëåì íåïðåðûâíî-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Äèíè;

3) ψ ∈ C
0

1/2[0, T ] (ñì. îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà â [1]).

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà L âûïîëíåíû
óñëîâèÿ à)�â) è äëÿ áîêîâîé ãðàíèöû Σ � óñëîâèå (1). Òîãäà äëÿ
ëþáûõ âåêòîð�ôóíêöèé f è ψ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1)�3),
ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå u ∈ C

0

1,0(Ω) çàäà÷è (2) è âû-
ïîëíåíà îöåíêà

∥u; Ω∥1,0 ⩽ C(∥f ; Ω∥0ω + ∥ψ; [0, T ]∥1/2).

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè f ≡ 0 ïîëó÷åíî â [1].
Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) óñòàíîâëåíà â [2].

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âòîðîé íà÷àëüíî�
êðàåâîé çàäà÷è
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Lu = f â Ω, u(x, 0) = 0, x ⩾ g(0), ∂xu(g(t), t) = Θ(t), t ∈ [0, T ], ñ
ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé Θ ∈ C

0
[0, T ].
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ÝÒÀ�ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ, ÀÑÑÎÖÈÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
Ñ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÃÐÓÏÏÛ1
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Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ýòà�èíâàðèàíòû äëÿ êëàññà íåëîêàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì, àññîöèèðîâàííûõ ñ èçîìåòðè÷åñêèì äåé-
ñòâèåì äèñêðåòíîé ãðóïïû ñòåïåííîãî ðîñòà íà ãëàäêîì çàìêíóòîì
ìíîãîîáðàçèè.

Ïóñòü X�ãëàäêîå çàìêíóòîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,
à Γ�ïîäãðóïïà ãðóïïû èçîìåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ X. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà â ñìûñëå
Ãðîìîâà [1]. ×åðåç Ψmp (X) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî êëàññè÷åñêèõ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÏÄÎ) ñ ïàðàìåòðîì p ∈ R
(ñì. íàïð., [2]), ïîðÿäêà ⩽ m. Íà X ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ âèäà

D(p) =
∑

(γ,k)∈Γ×Z

Dγ,k(p)Tγe
2πikp : C∞(X) −→ C∞(X), (1)

ãäå Dγ,k ∈ Ψmp (X), à Tγu(x, p) = u(γ−1(x), p)�ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû Γ îïåðàòîðàìè ñäâèãà, èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèåì íà X. Èñ-
ïîëüçóÿ ïîäõîä Ìåëüðîóçà, àíàëîãè÷íî ðàáîòå [3], ìû îïðåäåëÿåì

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå êîíêóð-
ñà ¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿, à òàêæå ÐÔÔÈ è Íåìåöêîãî íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîãî ñîîáùåñòâà (ïðîåêò � 21�51�12006).
©Æóéêîâ Ê.Í., Ñàâèí À.Þ., 2023
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η�èíâàðèàíò îáðàòèìîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ (1) êàê íåêîòîðóþ
ðåãóëÿðèçàöèþ ÷èñëà âðàùåíèÿ è óñòàíàâëèâàåì åãî îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî η�èíâàðèàíò îáëàäàåò ëîãàðèôìè-
÷åñêèì ñâîéñòâîì, à òàêæå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé η�
èíâàðèàíòà ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ ïî ïàðàìåòðó.

Ëèòåðàòóðà
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M. Gromov. � Inst. Hautes �Etudes Sci. Publ. Math. � 1981. � Vol. 53. �
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2. Ì.À. Øóáèí. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è ñïåê-
òðàëüíàÿ òåîðèÿ / Ì.À. Øóáèí. � Ì. : Íàóêà, 1978. � 280 ñ.

3. Ê.Í. Æóéêîâ. Ýòà�èíâàðèàíò äëÿ ñåìåéñòâ ñ ïàðàìåòðîì è
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè / Ê.Í. Æóéêîâ, À.Þ. Ñàâèí //
Óôèìñê. ìàòåì. æóðí. � 2022. � Ò. 14, � 2. � Ñ. 37�57.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ
ÄËß ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÃÎ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÏÅÐÅÍÎÑÀ Ñ ÌÀËÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉ Â ÑËÓ×ÀÅ

ÌÍÎÃÈÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ1

À.Â. Çàáîðñêèé, À.Â. Íåñòåðîâ
(Ìîñêâà, ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà; Îáíèíñê, ÎÎÎ ¾ÐÀÄÈÊÎ¿)

andrenesterov@yandex.ru

Ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ (ÀÐ) çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèíãóëÿð-
íî âîçìóùåííîãî äèôôåðåíöèàëüíî�îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ε2(Ut +

m∑
i=1

Di(p)Uxi
) = LpU + εF (U, p) + ε3

m∑
i=1

Bi(p)Uxixi
, (1)

U(x̄, 0, p) = ω
(
x̄ε−1, p

)
(2)

0 < ε << 1, ëèíåéíûé îïåðàòîð Lp, äåéñòâóþùèé ïî
ïåðåìåííîé p, èìååò îäíîêðàòíîå íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

1 Äàííîå èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
ÐÔ íà òåìó ¾Ìîäåëè, ìåòîäû è àëãîðèòìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà â çà-
äà÷àõ ýêîíîìèêè äëÿ àíàëèçà è ñòèëèçàöèè ìíîãîìåðíûõ äàííûõ, ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ è ïðîåêòèðîâàíèÿ ðåêîìåíäàòåëüíûõ ñèñòåì¿,
ïðîåêò � FSSW�2023�0004.
© Çàáîðñêèé À.Â. , Íåñòåðîâ À.Â., 2023
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λ = 0,∀λ ̸= 0 Reλ < 0; íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä óçêîé ¾øà-
ïî÷êè¿
|ω(k)(z̄, p)| ⩽ Ce−σ∥z̄∥

2

, σ > 0,∀k = 0, 1, ... . Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1] , [2].

ÀÐ çàäà÷è (1)�(2) ïîñòðîåíî â âèäå

U(x̄, t, p, ε) =

N∑
i=0

εi(si(ζ̄, t, p) + pi(ξ̄, τ, p)) +R = UN +R (3)

ïåðåìåííûå ξ̄, τ , ζ̄ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äàííûå çàäà÷è. Ïîëó÷åíû çà-
äà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (3). Ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè Di(p), Bi(p), ãëàâíûé ÷ëåí ÀÐ îïèñûâàåò-
ñÿ óðàâíåíèåì òèïà îáîáùåííîãî íà ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî óðàâ-
íåíèÿ ÁÊäÔ.
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1. Íåñòåðîâ À.Â. Îá îäíîì ýôôåêòå âëèÿíèÿ ìàëîé âçàèì-
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ãóëÿðíî âîçìóùåííîãî äèôåðåíöèàëüíî�îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà ñ ìàëîé äèôôóçèåé. / À.Â. Çàáîðñêèé , À.Â. Íåñòåðîâ //
Æóðíàë âû÷. ìàòåì. è ìàòåì ôèçèêè, � 2023. �Ò.63. �2. � C.
273�281.

3. Âàñèëüåâà À.Á. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ â êðè-
òè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ / À.Á. Âàñèëüåâà , Â.Ô. Áóòóçîâ // Ì. : Èçä�âî
ÌÃÓ. � 1978, � 262 ñ.

ÇÀÄÀ×À Î ÊÎËÅÁÀÍÈÈ ÝËÅÊÒÐÎÏÐÎÂÎÄßÙÅÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ1

Í.Ñ. Çàäîðîæíàÿ (Ðîñòîâ�íà�Äîíó, ÐÃÓÏÑ)
simon@sfedu.ru

Êàê èçâåñòíî, èçó÷åíèå ìàãíèòíî�äèíàìè÷åñêèõ âîëí â ãåîôè-
çèêå, àñòðîôèçèêå, ìåòàëëóðãèè, ÿäåðíîé ýíåðãåòèêå ïðåäñòàâëÿåò
áîëüøîé èíòåðåñ. Êàê ïðàâèëî, â ìîäåëÿõ ãèäðîäèíàìèêè æèäêîñòü
îïèñûâàåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà, áåç ó÷åòà ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ñòðî-
åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è äâèæåíèÿ ýëåêòðîïðîâîäÿùåé

1

© Çàäîðîæíàÿ Í.Ñ., 2023
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èäåàëüíîé æèäêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå. Â ÌÃÄ æèäêîñòü íàçûâàåò-
ñÿ èäåàëüíîé, åñëè íå îáëàäàåò âíóòðåííèì ìîëåêóëÿðíûì òðåíèåì
(νρ = 0, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, ρ = cost, ρ > 0 �
ïëîòíîñòü), è êîýôôèöèåíò å¼ ýëåêòðîïðîâîäèìîñòè σϵ =∞ (ñîïðî-
òèâëåíèå ðàâíî íóëþ). Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå íàëîæå-
íèÿ ñòàöèîíàðíîé âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðè ïîñòîÿí-
íîé òåìïåðàòóðå â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà èìååò âèä:

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ ∇)v⃗ =

1

ρ
grad(p); divv⃗ = 0.

Ýòè ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ÷åòûðå íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè vx, vy, vz è p. Äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çà-
äà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íåîáõîäèìî çíàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáúåì
æèäêîñòè. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé èäåàëüíîé æèä-
êîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî æèäêîñòü íå ïðîòåêàåò ÷åðåç òâåð-
äóþ ïîâåðõíîñòü, ò.å. íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòà ñêîðî-
ñòè æèäêîñòè vn ðàâíà íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè òâåðäîé
ïîâåðõíîñòè Vn : vn = Vn. Äëÿ íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè vn = 0 .
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ñêîðîñòè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ðàâíà íîðìàëüíîé
êîìïîíåíòå ñêîðîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Â ðàáîòå ðåøåíà ëèíåéíàÿ çàäà÷à î ñâîáîäíûõ äëèííîâîëíî-
âûõ êîëåáàíèÿõ èäåàëüíîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñíèçó àáñîëþò-
íî òâåðäûì äèýëåêòðèêîì, à ñâåðõó âàêóóìîì. Íàéäåíû ñîáñòâåííûå
÷èñëà (÷àñòîòû) è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (ìîäû) ñîîòâåòñòâóþùåé
íåêëàññè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ 4�ãî ïîðÿä-
êà.
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Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ . Ò.1: Òåõíè÷åñêèå è åñòåñòâåííûå íàóêè.
� Ðîñòîâ�íà�Äîíó : ÐÃÓÏÑ. � 2020. � Ñ.225�229.

ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Í.Â. Çàéöåâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ)

n.v.zaiceva@yandex.ru

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå {(x, t) : x ∈ Rn, t > 0} èññëåäîâàí âîïðîñ
ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

utt(x, t)− a2
n∑
j=1

uxjxj
(x, t) + b u(x− h, t) = 0, (1)

ãäå a ̸= 0, b > 0 � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà; h := (h1, . . . , hn) �
çàäàííûé âåêòîð ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, äëèíà êîòîðîãî
íå ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà [1]. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a2|ξ|2 + b cos (h · ξ) > 0

äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn, ñåìåéñòâî ôóíêöèé

G(x, t;A,B, ξ) := C1 e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + φ(ξ) + x · ξ)+

+C2 e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− φ(ξ)− x · ξ)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C1,2 ∈ R1 è ξ ∈ Rn.

Çäåñü ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

G1(ξ) = ρ(ξ) sinφ(ξ), G2(ξ) = ρ(ξ) cosφ(ξ),

ρ(ξ) =
[(
a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)

)2
+ b2 sin2 (h · ξ)

]1/4
,

φ(ξ) =
1

2
arctg

b sin (h · ξ)
a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)

.

© Çàéöåâà Í.Â., 2023
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Ê 100�ëåòèþ Èâàíà Àëåêñàíäðîâè÷à Êèïðèÿíîâà

Â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T},
l, T > 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè-
÷åñêîå óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
− x−k ∂

∂x

(
xk
∂u

∂x

)
= 0, (1)

ãäå Bxu := x−k ∂
∂x

(
xk ∂u∂x

)
� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ,

k ̸= 0 � çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Äëÿ B�ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) (ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè

È.À. Êèïðèÿíîâà [1, ñ. 5]) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D èññëåäîâàíû
íà êîððåêòíîñòü ñìåøàííûå èëè íà÷àëüíî�ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñ èí-
òåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè òèïà Ñàìàðñêîãî�Èîíêèíà (èíòåãðàëüíûå
óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà) è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðî-
äà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà k â îïåðàòîðå Áåññåëÿ, à
èìåííî, ðàññìîòðåíû ñëó÷àè: k ⩽ −1; −1 < k < 1 è k ̸= 0; k ⩾ 1.
Ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ìîíîãðàôèè [2].

Ëèòåðàòóðà
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Ê ÇÀÄÀ×Å Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÑÌÅÑÈ ÂßÇÊÈÕ
ÑÆÈÌÀÅÌÛÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ

Ä.À. Çàêîðà (Ñèìôåðîïîëü, ÊÔÓ èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî)
dmitry.zkr@gmail.com

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R3 ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂Ω, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííóþ ãîìîãåííîé ñìåñüþ n ⩾ 2 ñæè-
ìàåìûõ æèäêîñòåé. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, æ¼ñòêî ñâÿ-
çàííóþ ñ îáëàñòüþ Ω, òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü Ox3 íàïðàâëåíà ïðîòèâ
äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè −ge3, g > 0, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ
â îáëàñòè Ω. Çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíèÿõ ñìåñè â ñèììåòðèçîâàí-
íîé ôîðìå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ãðàíè÷íûõ
è íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

∂ui
∂t

= −∇
(
c
1/2
i ρi

ρ
1/2
i0

)
− 1

ρi0

n∑
j=1

Lijuj +
1

ρi0

n∑
j=1

aij(uj − ui) + fi,

∂ρi
∂t

= − c
1/2
i

ρ
1/2
i0

div(ρi0ui), (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n,

ui · n = 0, (Tin)× n = 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× ∂Ω,
ui(0, x) = u0

i (x), ρi(0, x) = ρ0i (x), i = 1, . . . , n.

ãäå ui=ui(t, x)=
(
ui1(t, x);ui2(t, x);ui3(t, x)

)τ
(x=(x1;x2;x3) ∈ Ω) �

ïîëå ñêîðîñòåé i�îé êîìïîíåíòû ñìåñè (ñèìâîëîì τ îáîçíà÷åíà îïå-
ðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ), ρi = ρi(t, x) � ïëîòíîñòü i�îé êîìïîíåí-
òû ñìåñè, ρi0 = ρi0(0) exp(−gc−1

i x3), ãäå ρi0(0) � ñòàöèîíàðíàÿ ïëîò-
íîñòü i�é êîìïîíåíòû ñìåñè â íà÷àëå êîîðäèíàò, aij = aji ⩾ 0 �
êîýôôèöèåíòû, îòâå÷àþùèå çà èíòåíñèâíîñòü îáìåíà èìïóëüñîì
ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè ñìåñè, fi = fi(t, x) � èçâåñòíîå ìàëîå ïî-
ëå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë, íàëîæåííîå íà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå,
Ti = Ti(t, x) � òåíçîð íàïðÿæåíèé, Lij := −µij∆−(µij+λij)∇div �
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð òåîðèè óïðóãîñòè. Ìàòðèöû âÿçêîñòåé
M := {µij}ni,j=1 è Λ := {λij}ni,j=1 ïîä÷èíåíû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
M > 0, 2M+ 3Λ > 0.

Ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà ñ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
òðàêòóåòñÿ â âèäå çàäà÷è Êîøè ñ çàìêíóòûì îïåðàòîðîì A â íåêî-
òîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H:

dξ

dt
= −Aξ + F(t), ξ(0) = ξ0.
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Îïðåäåëåíèå. Ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì çàìêíóòîãî îïåðàòîðà
A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî σess(A), ñîñòîÿùåå èç òåõ λ ∈ C, äëÿ êîòî-
ðûõ îïåðàòîð A− λI íå ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì.

Ïîëîæèì Φ := {δijciρi0(x3)}ni,j=1, R := {δijρi0(x3)}ni,j=1.
Òåîðåìà. Ïóñòü ãðàíèöà ∂Ω îáëàñòè Ω íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-

íîñòüþ âðàùåíèÿ. Ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåí íà äåé-
ñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìî-
æåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé êîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè, à

σess(A) =
{
λ ∈ C : det

(
λ(2M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ Ω

}
.

Ìíîæåñòâî σ(A) \ σess(A) ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè è ñîäåðæèò ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

λ
(∞)
k (A) = C−2/3k2/3(1 + o(1)), k −→∞,

C := 1

6π2

∫
Ω

(
tr
(
R− 1

2 (2M+Λ)R− 1
2

)− 3
2 + 2tr

(
R− 1

2MR− 1
2

)− 3
2

)
dΩ.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó â òåîðåìå, äëÿ ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ (Äèðèõëå) äîêàçàíî â [1]. Îòìåòèì, ÷òî
â [2] ðåøàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáûõ îáîáù¼ííûõ ðåøå-
íèé íåëèíåéíîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé áàðîòðîï-
íîå äâèæåíèå ñìåñè íåñêîëüêèõ ñæèìàåìûõ âÿçêèõ æèäêîñòåé.

Ëèòåðàòóðà
1. Çàêîðà Ä.À. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà â çàäà÷å î êîëå-

áàíèÿõ ñìåñè âÿçêèõ ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé / Ä.À. Çàêîðà // Äèô-
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ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÒÅËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÏÎËÜÇÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÕ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈÉ

ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß
ÌÀÒÐÈÖ

Ì.Å. Çàëûãàåâà, Ä.Ñ. Áóðíàøåâ, Î.È. Ïàðôåíîâà
(Âîðîíåæ, Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

zalygaeva@math.vsu.ru

Â äàííîé ðàáîòå ðàçðàáàòûâàåòñÿ è ðåàëèçóåòñÿ íà ÿçûêå Python
àëãîðèòì ðåêîìåíäàòåëüíîé ñèñòåìû íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî âåê-
òîðíîãî ðàçëîæåíèÿ, à òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ åãî òî÷íîñòü ñ ïîìîùüþ
ìåòðèêè RMSE.

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î íàèëó÷øåé ðåêîìåíäàöèè äëÿ îïðåäåëåí-
íîãî ïîëüçîâàòåëÿ íåêîòîðîãî ïðîäóêòà (îáúåêòà). Ðåêîìåíäàòåëü-
íàÿ ñèñòåìà íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö (SVD ðàç-
ëîæåíèÿ) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äëÿ êàæäîãî ïîëüçîâàòåëÿ ñèñòåìû
ñâîè ëè÷íûå ðåêîìåíäàöèè, òàêèå êàê ïîèñê ïðîäóêòîâ (îáúåêòîâ),
ñõîæèõ ñ òåìè êîòîðûå âûñîêî îöåíèë ïîëüçîâàòåëü; ðåêîìåíäàöèÿ
ïðîäóêòîâ (îáúåêòîâ) íà îñíîâå ïðåäñêàçàíèÿ ðåéòèíãîâ íå ïðîñìîò-
ðåííûõ ïðîäóêòîâ (îáúåêòîâ).

Òàêæå áëàãîäàðÿ ñêîðîñòè ðàáîòû ïðîãðàììû ðåøàåòñÿ âîïðîñ
òàê íàçûâàåìîãî ¾õîëîäíîãî ñòàðòà¿. Íîâîìó ïîëüçîâàòåëþ ïðåä-
ëàãàåòñÿ íà âûáîð ëèáî ââåñòè â ïîëå ïîèñêà ëþáèìûå îáúåêòû è
îöåíèòü èõ, ëèáî åñëè ëþáèìûõ îáúåêòîâ íåò � âûáðàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïóíêò â ãðàôè÷åñêîì ìåíþ.

Ïðîãðàììà ïîñëå ïîëó÷åíèå äàííûõ äîáàâëÿåò ïîëüçîâàòåëÿ â
áàçó äàííûõ è ðàññ÷èòûâàåò ìàòðèöó ðåêîìåíäàöèé ïðîäóêòîâ (îáú-
åêòîâ) è SVD ðàçëîæåíèå. Òàêæå SVD ðàçëîæåíèå ðåøàåò ïðîáëåìó
ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû îöåíîê ïîëüçîâàòåëåé.

Ëèòåðàòóðà
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Æóðíàë Àìåðèêàíñêîãî îáùåñòâà èíôîðìàòèêè � 1990. � V. 41.
P. 391�407.

© Çàëûãàåâà Ì.Å., Áóðíàøåâ Ä.Ñ., Ïàðôåíîâà Î.È., 2023

167



ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
È ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÔÈÍÀÍÑÎÂÛÕ
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Ì.Å. Çàëûãàåâà, À.À. Çîëîòàðåâ
(Âîðîíåæ, Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

zalygaeva@math.vsu.ru

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ôèíàíñîâûõ ïîðòôå-
ëåé Ìàðêîâèöà, Òîáèíà è Øàðïà [1] ñ òî÷êè çðåíèÿ óñëîâíîé îïòè-
ìèçàöèè è ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèè ðèñêà, à òàêæå ðàçðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû äëÿ ðåàëèçà-
öèè òðåõ äàííûõ ìîäåëåé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python.

Èñõîäíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíèþ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ðåøå-
íèé ïðè ðàçëè÷íûõ èçìåíåíèÿõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Äàííàÿ çàäà÷à
ïðåäñòàâëÿåò àêòóàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ, ò.ê. ïðåæäå, ïî-
âèäèìîìó, íå èçó÷àëàñü.

Ëèòåðàòóðà
1. Rubinstein M., Markowitz's Portfolio Selection: A Fifty�Year

Retrospective. / M. Rubinstein // Journal of Finance. � 2002. �
V. 57. � I.3. � P. 1041�1045.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
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Ïóñòü x, ξ � òî÷êè Rn, D = {D, . . . Dn }, Dk = −i∂/∂xk ,
k = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(Rn) ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé φ(x), òàêèõ, ÷òî èõ ôóðüå�îáðàçû φ̂(ξ) ∈ C∞

0 (Rn),
à ÷åðåç Z ′(Rn) � äâîéñòâåííîå ê Z(Rn) ïðîñòðàíñòâî òàê íàçû-
âàåìûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ u(x) : Z(Rn) → C (ñì.,
íàïð.,[1]). ×åðåç MC îáîçíà÷èì êëàññ ïñåâäî�äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ P (D) : Z ′(Rn) → Z ′(Rn), êîììóòèðóþùèõ ñî ñäâèãàìè
è äåéñòâóþùèõ ïî ïðàâèëó:

(P (D)u(x))̂ (ξ) = P (ξ)û(ξ) ,

© Çàëûãàåâà Ì.Å., Çîëîòàðåâ À.À., 2023
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ãäå P (ξ) ∈ C∞(Rn) è, êàê îáû÷íî, íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì îïåðàòîðà
P (D) (â òîì ñëó÷àå, åñëè P (ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, P (D) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáû÷íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè). Ïîëîæèì, äàëåå:

N (P ) = {ξ ∈ Rn : P (ξ) = 0 }

� ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ íóëåé ñèìâîëà P (ξ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P (D), Q(D) ∈ MC . Åñëè N (P ) ⊂ N (Q),
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð P (D) ïîä÷èíåí îïåðàòîðó Q(D) è
ïèñàòü ïðè ýòîì: P (D) ≺ Q(D). Åñëè æå N (P ) = N (Q), òî ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîðû P (D) è Q(D) ýêâèâàëåíòíû è ïèñàòü ïðè
ýòîì: P (D) ∼ Q(D).

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ÏóñòüMC ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòèMC((N)), ãäå ìíîæåñòâî N = N (P ) îïðåäåëÿåòñÿ êàêèì�
ëèáî ïðåäñòàâèòåëåì P (D) êëàññàMC(N ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðà P (D) è Q(D) èç
MC (âîçìîæíî, ïðèíàäëåæàùèõ äâóì ðàçíûì êëàññàì ýêâèâàëåíò-
íîñòè) è äâà óðàâíåíèÿ â êëàññå Z ′(Rn):

P (D)u(x) = 0 , x ∈ Rn , (1)

è
Q(D)u(x) = 0 , x ∈ Rn , (2)

ãäå u(x) ∈ Z ′(Rn), è äîáàâèì ê êàæäîìó èç ýòèõ óðàâíåíèé îäíî è òî
æå îãðàíè÷åíèå (óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè):

Ψ(D)u(x) = θ(|x|−λ) , x→∞ , (3)

ãäå Ψ(D) ∈ MC , λ ⩾ 0, ñèìâîë θ(·) ìîæåò îçíà÷àòü o(·) èëè O(·), à
ñàìà îöåíêà θ(·) ìîæåò áûòü êàê ðàâíîìåðíîé, òàê è ïðîñòîé îöåí-
êîé ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì (èëè âîîáùå ïî îäíîìó íàïðàâëå-
íèþ). Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå (3) ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå (ò.å.,
â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé). Íàêîíåö, îãðàíè÷åíèå (3) ìîæåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êàê åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, òàê è ñèñòåìó
îãðàíè÷åíèé.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Åñëè P (D) ≺ Q(D), òî èç òîãî, ÷òî çàäà÷à (2),(3)
èìååò åäèíñòâåííîå (òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå, ñëåäóåò ÷òî è çàäà÷à
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(1),(3) òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå (òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå, à èç
òîãî, ÷òî çàäà÷à (1.3) èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñëåäóåò,
÷òî è çàäà÷à (2),(3) èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Åñëè P (D) ∼ Q(D), òî ëèáî îáå çàäà÷è (1),(3) è (2),(3) èìå-
þò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ëèáî îáå çàäà÷è (1),(3) è (2),(3)
èìåþò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå. Áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äåéñòâóþùèìè â øâàðöåâ-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå S′(Rn) ðàñïðåäåëåíèé óìåðåííîãî ðîñòà ïîäðîáíî
ðàçîáðàí Þ.Â.Çàñîðèíûì â ðàáîòå [2].

Ëèòåðàòóðà
1. Õ¼ðìàíäåð, Ë. Ê òåîðèè îáùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ / Ë. Õ¼ðìàíäåð. // Ì.: Èçä�âî. èíîñòð.
ëèò. � 1959. � 190 ñ.

2. Çàñîðèí Þ.Â. Î òåîðåìàõ åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è óíèâåðñàëüíîñòè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ðå-
øåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè / Þ.Â. Çàñîðèí // Âåñòíèê Âîðîíåæñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà. �
2021. � � 3. � Ñ. 48�58.

ÇÀÄÀ×È ÃÐÀÍÈ×ÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ1

Ì.Á. Çâåðåâà, Ì.È. Êàìåíñêèé (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
margz@rambler.ru, mikhailkamenski@mail.ru

Çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàòåëüíûìè ïðîöåññàìè äëÿ
óïðóãèõ ñèñòåì íà îòðåçêå â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà, Å.È. Ìîèñååâà è èõ ó÷åíèêîâ. Â
äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáà-
íèÿìè ñèñòåìû ñòðóí íà ãðàôå � çâåçäå ñ íåëèíåéíûì óñëîâèåì â
óçëå, à òàêæå çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äâóìåðíûìè êîëåáàíè-
ÿìè ñòðóíû ñ íåëèíåéíûì êðàåâûì óñëîâèåì.

Ïðèâåäåì çàäà÷ó íà ãðàôå � çâåçäå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîëîæå-
íèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà èç n ñòðóí ðàñïîëîæåíà âäîëü ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ãðàôà � çâåçäû ñ ðåáðàìè îäèíàêîâîé äëèíû. Äîïîëíèòåëüíî

1 Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåð-
ñòâà ïðîñâåùåíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ â ñôåðå íàóêè (íîìåð òåìû QRPK�2023�0002). Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà
âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 22�71�10008.
© Çâåðåâà Ì.Á., Êàìåíñêèé Ì.È., 2023
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â óçëå óñòàíîâëåí îãðàíè÷èòåëü íà êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. Â ñâîþ
î÷åðåäü, îãðàíè÷èòåëü ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê
ïëîñêîñòè ãðàôà íàïðàâëåíèè òàê, ÷òî åãî äâèæåíèå çàäàíî îòîá-
ðàæåíèåì C(t) = [−h, h] + ξ(t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(x, t) îïðåäåëåí-
íóþ íà ãðàôå ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ îòêëîíåíèå ñòðóííîé ñèñòå-
ìû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñóæå-
íèå u(x, t) íà ðåáðà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ui(x, t), i = 1, 2, ..., n.
Ââåäåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óçëó ãðàôà òî÷êó
x = l, à ãðàíè÷íûì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò x = 0. Â õîäå êîëåáà-
òåëüíîãî ïðîöåññà óçëîâàÿ òî÷êà ñòðóííîé ñèñòåìû u(l, t) íàõîäèòñÿ
âíóòðè îãðàíè÷èòåëÿ, ò.å. u(l, t) ∈ C(t). Ïðè ýòîì ïðè ñîïðèêîñíîâå-
íèè ñ ãðàíèöåé îãðàíè÷èòåëÿ ïðîèñõîäèò ñîâìåñòíîå äâèæåíèå óç-
ëîâîé òî÷êè ñ îãðàíè÷èòåëåì. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

−
n∑
i=1

∂ui

∂x
(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)), ãäå ìíîæåñòâî

NC(t)(u(l, t)) = {ξ ∈ R1 : ξ · (c− u(l, t)) ⩽ 0 ∀c ∈ C(t)}

îáîçíà÷àåò âíåøíèé íîðìàëüíûé êîíóñ ê C(t) â òî÷êå u(l, t). Ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è èìååò âèä

∂2ui

∂x2
=
∂2ui

∂t2
, 0 < x < l, 0 < t < T (i = 1, 2, ...n)

ui(x, 0) = φi(x),
∂ui

∂t
(x, 0) = 0,

−
n∑
i=1

∂ui

∂x
(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)),

u(l, t) = u1(l, t) = u2(l, t) = ...un(l, t),
ui(0, t) = µi(t).

(1)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè µi(t) ∈ W 1
2 [0, T ] (i = 1, 2, ...n) òàêèå,

÷òî
ui(x, T ) = φ ∗i (x), (ui)′t(x, T ) = ψ ∗i (x),

ãäå φ∗i ∈W 1
2 [0, l], ψ∗i ∈ L2[0, l] � çàäàííûå ôóíêöèè. Áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ξ(t) è φi(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà
íà ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà. Äëÿ T < l ðåøåíèå çàäà÷è (1) îïðåäåëåíî åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì. Ôóíêöèè µi(t) äîëæíû èìåòü âèä

µi(t) =
1

2
(φi(t)− ψ̂∗i(T − t) + φ ∗i (T − t)).
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Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., n íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå äàííûå
çàäà÷è äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðàâåíñòâàìè

ψ̂∗i(x)− φ ∗i (x) + φi(x− T ) ≡ 0, T ⩽ x ⩽ l,

ψ̂∗i(x) + φ ∗i (x)− φi(x+ T ) ≡ 0, 0 ⩽ x ⩽ l − T,

ψ̂∗i(x) +φ ∗i (x)− 2g0(T + x− l) +φi(2l− x− T ) ≡ 0, l− T ⩽ x ⩽ l.

Çäåñü äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, ..., n ÷åðåç ψ̂∗i îáîçíà÷åíà ïåðâîîáðàçíàÿ
äëÿ ôóíêöèè ψ∗i, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

ψ̂∗i(xi0)− φ ∗i (xi0) + φi(xi0 − T ) = 0,

xi0 ∈ [T, l] � ôèêñèðîâàí. Ôóíêöèÿ g0(t) � ðåøåíèå sweeping ïðîöåññà −g
′
0(t) ∈ NC(t)(g0(t)) +

1

n

n∑
i=1

φi
′
(l − t), t ∈ [0, l]

g0(0) = φ(l),

φ(l) = φ1(l) = φ2(l) = ... = φn(l).

ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ
ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Â ÑÎÁÎËÅÂÑÊÈÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ1

Â.Ã. Çâÿãèí, À.Ñ. Àðñåíòüåâ, Ì.Â. Òóðáèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
zvg vsu@mail.ru, arsenyandre@gmail.com, mrmike@mail.ru

Â ãèäðîäèíàìèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

∂X

∂t
= v(t,X), t ∈ [t0, T ], X(0) = x0 ∈ Ω ⊂ Rn, n = 2, 3. (1)

Èç òåîðåìû Ïèêàðà�Ëèíäåë¼ôà èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ v
íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé X, òî ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (1).

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 22�11�00103, https://rscf.ru/project/22-11-00103/
© Çâÿãèí Â.Ã., Àðñåíòüåâ À.Ñ. Òóðáèí Ì.Â., 2023
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Ïðè ýòîì â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòî-
ðûõ ôóíêöèÿ v ïðèíàäëåæèò òîëüêî ñîáîëåâñêèì ïðîñòðàíñòâàì.
Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1) â êëàññå C([0, T ], Lp(Ω)

n) äëÿ ôóíêöèè
v ∈ L1([0, T ],W

1
p (Ω)

n) âïåðâûå áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [1]. Íà
îñíîâå ýòîé ðàáîòû â äàëüíåéøåì áûëà ñîçäàíà òåîðèÿ ðåãóëÿðíûõ
ëàãðàíæåâûõ ïîòîêîâ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, â
÷àñòíîñòè â çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñëåäóþùåé çàäà÷è
áëèçêîé ê çàäà÷å (1).

z(t, t0, x0) = x0 +

∫ t

t0

v(s, z(s, t0, x0))ds. (2)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

v ∈ L2(t0, T ;W
1,p(Ω)n), 1 ⩽ p <∞,

divv ∈ L1(t0, T ;L∞(Ω)) n = 2, 3.

Òîãäà çàäà÷à (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C([t0, T ]Lp(Ω)n).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ òàêîé æå çàäà÷åé íî ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé vε è óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è. Çàòåì íà îñíîâå àïðèîðíûõ îöåíîê
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå àïïðîêñèìàöèîííîé çàäà÷è ñõîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2) ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà àïïðîêñèìàöèè ê
íóëþ. Ïîñëå ÷åãî äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è äëÿ ÷åãî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü
divv ïî íîðìå L∞(Ω).

Ëèòåðàòóðà
1. DiPerna R.J. Ordinary di�erential equations, transport theory and

Sobolev spaces / R.J. DiPerna, P.L. Lions // Invent. math. � 1989. �
V. 98. � P. 511�547.

173



ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÍÀ×ÀËÜÍÎ�ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ÊÅËÜÂÈÍÀ�ÔÎÉÃÒÀ ÏÐÈ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÈ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß ÑÍÈÇÓ ÍÀ ÍÀ×ÀËÜÍÎÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÅ

ÏËÎÒÍÎÑÒÈ1

Â.Ã. Çâÿãèí, Ì.Â. Òóðáèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
zvg vsu@mail.ru, mrmike@mail.ru

Íåîäíîðîäíûå íåñæèìàåìûå æèäêîñòè, íàçûâàåìûå òàêæå
íåñæèìàåìûìè æèäêîñòÿìè ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ, àêòèâíî èñ-
ñëåäóþòñÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà âïëîòü äî íàøèõ äíåé. Ïåðâàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñëàáûõ ðåøåíèÿõ äëÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà ñ
ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ áûëà ïðåäëîæåíà À.Â. Êàæèõîâûì â ðàáî-
òå [1]. Â äàííîé ïîñòàíîâêå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå
íà ïëîòíîñòü îòäåëåíî îò íóëÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà m > 0
òàêàÿ, ÷òî ρ(x, 0) = ρ0(x) ⩾ m, ρ0 ∈ L∞(Ω). Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæå-
íèè Êàæèõîâûì â óêàçàííîé ðàáîòå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî
ðåøåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Â ðàáîòå Ñèìîíà [2] äëÿ ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû
Íàâüå�Ñòîêñà ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà
îòêàçàòüñÿ îò îòäåëèìîñòè îò íóëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íà ïëîòíîñòü.
Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ äðóãîå, íà ñàìîì äåëå áëèçêîå ïî ñìûñëó, îãðàíè-
÷åíèå ρ0 ∈ L∞(Ω), 1/ρ0 ∈ L6/5(Ω). Äàííîå óñëîâèå îáîçíà÷àåò, ÷òî ρ0
íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Íî
îòêàç îò îòäåëèìîñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ îò íóëÿ ïðèâ¼ë ê íåîáõî-
äèìîñòè çàäàâàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè íà
ñêîðîñòü ρv â áîëåå ñëàáîì ñìûñëå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå,
ïîëó÷åííîå Ñèìîíîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â ñìûñëå Êàæèõîâà.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîå îãðàíè÷åíèå íå èìååò ñìûñëà è
îáóñëîâëåíî èñêëþ÷èòåëüíî ìåòîäàìè äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ ñèëüíûõ
ðåøåíèé íåñæèìàåìîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà ñ ïåðåìåííîé ïëîòíî-
ñòüþ áåç êàêèõ�ëèáî îãðàíè÷åíèé Î.À. Ëàäûæåíñêîé è Â.À. Ñîëî-
íèêîâûì â [3] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíûõ ðåøåíèé (ãëî-
áàëüíûõ â äâóìåðíîì ñëó÷àå è ëîêàëüíûõ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå èëè
ãëîáàëüíûõ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå, íî äëÿ ìàëûõ äàííûõ çàäà÷è).
Îñíîâîé äëÿ îòêàçà îò óñëîâèÿ îòäåëèìîñòè çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ρv ïî âðåìåíè â ñëó÷àå ñèëüíûõ ðåøåíèé è
îòñóòñòâèå òàêîãî ôàêòà äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèé.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �
22�11�00103, https://rscf.ru/project/22-11-00103/
© Çâÿãèí Â.Ã., Òóðáèí Ì.Â., 2023
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Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî èññëåäóþòñÿ ìîäåëè íåñæèìàåìîé
íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè äëÿ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé [4,5,6]. Â
ñëàáûõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà-
÷àëüíîå óñëîâèå íà ïëîòíîñòü îòäåëåíî îò íóëÿ. Â ýòîì äîêëàäå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî � êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåñæèìàåìîé ìîäåëè
Êåëüâèíà�Ôîéãòà ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ áåç óêàçàííîãî óñëîâèÿ.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n = 2, 3 ñ äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, [0, T ], 0 < T < ∞ � ïðîìåæóòîê âðåìåíè,
QT = Ω× [0, T ]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à:

ρ
∂v

∂t
+ ρ

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− µ1∆v − µ2

∂∆v

∂t

−
t∫

0

G(t, s)∆v(s) ds+∇p = ρf, (x, t) ∈ QT ; (1)

∂ρ

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂ρ

∂xi
= 0; div v = 0, (x, t) ∈ QT ; (2)

v|t=0(x) = a(x), ρ|t=0(x) = ρ0(x), x ∈ Ω, v|∂Ω = 0. (3)

Çäåñü v è ρ ýòî ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü æèäêîñòè, p � äàâëåíèå,
à f � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë. Ôóíêöèÿ G(t, s) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó ýêñïîíåíò â îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè è õàðàêòåðèçóåò ïàìÿòü
æèäêîñòè, êîíñòàíòà µ2 > 0 õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ. 0 ⩽
ρ0(x) ⩽M, ãäå M � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà

W1 =
{
u : u ∈ C([0, T ], V 1), u′ ∈ L2(0, T ;V

1)
}

E1 =
{
ϱ : ϱ ∈ L∞(QT ), ϱ

′ ∈ L2(0, T ;H
−1(Ω))

}
.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a ∈ V 1, ρ0 ∈ L∞(Ω), à f ∈ L2(0, T, V
0).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà ôóíêöèé (ρ, v) ∈ E1×W1 íàçûâàåòñÿ ñëà-
áûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî � êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3), åñëè äëÿ ëþáîãî
φ ∈ V 1 è ïðè ï.â. t ∈ [0, T ] îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó∫

Ω

ρv′φdx+

n∑
i,j=1

∫
Ω

ρvi
∂vj
∂xi

φjdx+ µ1

∫
Ω

∇v : ∇φdx

+ µ2

∫
Ω

∇v′ : ∇φdx+

t∫
0

G(t, s)

∫
Ω

∇v(s) : ∇φdxds =
∫
Ω

ρfφdx,
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äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H1
0 (Ω) è ïðè ï.â. t ∈ [0, T ] óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

⟨ρ′, ψ⟩ −
n∑
i=1

∫
Ω

ρvi
∂ψ

∂xi
dx = 0,

à òàêæå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì: v(0) = a, ρ(0) = ρ0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå íà÷àëü-

íî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèîííî�òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè [7].
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ÏËÎÙÀÄÈ
ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÌÎÄÅËÈ

ÊËÅÒÎ×ÍÛÕ ÑÕÅÌ
Â.Ñ. Çèçîâ (Ìîñêâà, ÂÌÊ ÌÃÓ)

vzs815@gmail.com

Âïåðâûå ìîäåëü êëåòî÷íûõ ñõåì (ÊÑ) â ¾ñòàíäàðòíîì¿ áàçèñå
èç ôóíêöèîíàëüíûõ è êîììóòàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, ãäå ïîä ñëîæíî-
ñòüþ ÊÑ ïîíèìàëàñü åå ïëîùàäü, áûëà ïðåäëîæåíà â 1967 ãîäó Ñ.Ñ.
Êðàâöîâûì â [1]. Â ðàáîòå [3] áûëè ïîëó÷åíû óòî÷íåííûå àñèìïòî-
òè÷åñêèå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ ïëîùàäè ñõåì, ðåàëèçóþùèõ
äåøèôðàòîð ïîðÿäêà n, êîòîðûå ñîâïàäàþò â ïåðâîì ÷ëåíå ðàçëî-

æåíèÿ, èìåþò âèä n2n−1
(
1 ± O

(
1
n

))
è ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêèìè îöåíêàìè âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè (ÀÎÂÑÒ).
Ðàíåå â ðàáîòå [4] èññëåäîâàëàñü èíäèâèäóàëüíàÿ ñëîæíîñòü ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, áûë äîêàçàí ðåçóëüòàò, ÷òî ëþ-
áàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ S ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ÑÔÝ ñ îä-
íèì âûõîäîì, ñëîæíîñòü êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ ëèíåéíî îò ÷èñëà ïå-
ðåìåííûõ L(S) = O(n) ïðè îäíîâðåìåííîé îöåíêå íà ãëóáèíó ñõåìû
D(S) = O(log n).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ñëåäñòâèåì ðàáîòû Ëóïàíîâà [5], â êîòîðîé èññëåäîâàëèñü àñèìïòî-
òè÷åñêè íàèëó÷øèå ìåòîäû ñèíòåçà ôîðìóë. Äàííàÿ òåìàòèêà ïîëó-
÷èëà ðàçâèòèå â ðàáîòå [6], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà
ñëîæíîñòè äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîñòàâëÿåò 4, 5n+o(n). Èç-
âåñòíà òàêæå è íèæíÿÿ îöåíêà, ðàâíàÿ 2, 5n−c, ïîêàçàííàÿ â ðàáîòå
[7].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïëîùàäü êëåòî÷íîé ñõåìû, ðåà-
ëèçóþùåé âñå âîçìîæíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ò.å. êëàññ ôóíê-
öèé Sn, ñîäåðæàùèé 2n+1 ôóíêöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ îäíîçíà÷íî ñâîèìè çíà÷åíèÿ íà ò.í. ñëîÿõ áóëåâà êóáà, ò.å. âñåõ
òåõ ìíîæåñòâàõ íàáîðàõ, ÷èñëî åäèíèö â êîòîðûõ ïîïàðíî ñîâïàäàåò
ìåæäó ñîáîé.

Îïðåäåëåíèå. Ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f(n) îò n ÁÏ íà-
çûâàåò áóëåâà ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé íå çàâèñèò îò ïå-
ðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê
x = transposition(x1, x2, . . . , xn) çíà÷åíèå ôóíêöèè íå ìåíÿåòñÿ
f(x) = f(x1, x2, . . . , xn).

© Çèçîâ Â.Ñ., 2023
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Ââåä¼ì ôóíêöèîíàë ïëîùàäè ÊÑÔÊÝ, êîòîðûé äàëåå áóäåò ñëó-
æèòü êðèòåðèåì èõ ñëîæíîñòè. Ïëîùàäüþ A(Σ) êëåòî÷íîé ñõåìû Σ
íàçûâàåòñÿ ïëîùàäü å¼ ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè,

A(Σ) = l(Σ)h(Σ), ãäå l(Σ) è h(Σ) � ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòè-
êàëüíûé ëèíåéíûå ðàçìåðû ðåø¼òêè, íàçûâàåìûå äëèíîé è âûñî-
òîé ñõåìû ñîîòâåòñòâåííî. Âñþäó äàëåå íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-
ñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h(Σ) ⩽ l(Σ). Ïðè ýòîì äëÿ ñèñòåìû ÔÀË
F = (f1, . . . , fm) èç Pm2 (n) îïðåäåëèì, êàê îáû÷íî, âåëè÷èíó A(F ),
ðàâíóþ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè ÊÑÔÊÝ, ðåàëèçóþùèõ F , êîòîðóþ
áóäåì íàçûâàòü ïëîùàäüþ (ñëîæíîñòüþ) ñèñòåìû F .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïëîùàäè ÊÑÔÊÝ Σ, ðåàëèçóþùåé ñèñòåìó
âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, âåðíà âåðõíÿÿ îöåíêà ïëîùàäè:
A(Σ) ⩽ 2n+1 log n.
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ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ¿ ÍÀ ÏËÀÒÔÎÐÌÅ MOODLE
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀÐÈß

JUPYTER NOTEBOOK
À.Þ. Çîëîòàðåâñêèé (Ìîñêâà, Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

artyom@zolotarevskiy.ru

Â ñîâðåìåííîì ìèðå îáó÷åíèå ñòàëî áîëåå äîñòóïíûì áëàãîäàðÿ
ðàçâèòèþ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Îäíèì èç âàæíûõ èíñòðó-
ìåíòîâ â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëàòôîðìà ¾Moodle¿ , êîòî-
ðàÿ ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü è ïðîâîäèòü îíëàéí�êóðñû ïî ðàçëè÷íûì
äèñöèïëèíàì. Îäíîé èç òàêèõ äèñöèïëèí ÿâëÿåòñÿ ¾Òåîðèÿ âåðîÿò-
íîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ è ñî-
ïðîâîæäåíèÿ óêàçàííîé äèñöèïëèíû àâòîðîì ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà
¾TaskGenerator¿ êîòîðàÿ óïðîùàåò ïðîöåññ ïàðàìåòðèçàöèè çàäà÷
è ïîñëåäóþùóþ èõ èíòåãðàöèþ â ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ îáó÷åíèåì. Íî-
âàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü çàäà÷è ëþáîé ñëîæíîñòè äèñ-
öèïëèíû, âêëþ÷àÿ ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê äèñêðåòíûõ, òàê è
íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òàêæå âûáîðêè èç ìíîãîìåðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé äëÿ èõ ïîñëåäóþùåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïðåäñòàâëåííîå ðåøåíèå îáúåäèíÿåò â åäèíîì êîìïëåêñå âñå ïðå-
èìóùåñòâà ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé âåðñòêè ¾TEX¿, âûñîêîóðîâíåâî-
ãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ ¾Python¿ è ñèñòåìû
âû÷èñëèòåëüíûõ íîóòáóêîâ ¾Jupyter Notebook¿, ïðè ýòîì íè â ÷¼ì
íå îãðàíè÷èâàÿ ïîëüçîâàòåëåé.

Ðàçðàáîòàííàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü ýêçàìåíàöèîííûå
áèëåòû, äåìîíñòðàöèîííûå âàðèàíòû, ïðîâåðî÷íûå ðàáîòû, ðàçäà-
òî÷íûå ìàòåðèàëû êàê â âèäå îòäåëüíîãî ¾PDF¿ äîêóìåíòà, òàê è
ñ âîçìîæíîñòüþ ïîñëåäóþùåé èìïëåìåíòàöèè â ñèñòåìó ¾Moodle¿.
Ïðè ýòîì web�âåðñèè âàðèàíòîâ ïîëíîöåííî ïîääåðæèâàþò ïåðåíî-
ñû ñëîâ , à çà íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèìâîëîâ îòâå÷àåò ¾MathJax¿.

© Çîëîòàðåâñêèé À.Þ., 2023
Îôèöèàëüíûé ñàéò LMS ¾Moodle¿ � https://moodle.org/

Äîìàøíÿÿ ñòðàíèöà ïðîåêòà ¾TaskGenerator¿ ñ ïîëüçîâàòåëüñêèìè èíñòðóê-
öèÿìè � https://github.com/artyom-zolotarevskiy/taskgen. Îá îøèáêàõ ñëåäó-
åò ñîîáùàòü â ðàçäåëå ¾Issues¿, ëèáî íà ïî÷òó àâòîðó.

Ïåðåíîñ ñëîâ ðàáîòàåò ïî òîìó æå àëãîðèòìó, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ â ñèñòåìå
¾TEX¿, êîòîðûé ïðåäëîæèë Ì.Ë. Ôðàíêëèí è îïèñàë â ñâîåé äèññåðòàöèè ¾Word
Hy�phen�a�tion by Com�put�er¿.
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Ïàðàìåòðèçàöèè ïîäëåæèò íå òîëüêî óñëîâèå çàäà÷è, íî è ñà-
ìî ðåøåíèå, ÷òî ñèëüíî óïðîùàåò è óñêîðÿåò ïðîöåññ ïðîâåðêè ðà-
áîò. Ïðè ýòîì ïðîâåðêó ÷èñëåííûõ îòâåòîâ áåðåò íà ñåáÿ ñèñòåìà
¾Moodle¿ ñ âîçìîæíîñòüþ íàñòðîéêè äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè.

Àâòîðñêàÿ ñèñòåìà ïðåäîñòàâëÿåò óäîáíûé ðàáî÷èé ïðîöåññ ïîä-
äåðæêè äèñöèïëèíû. Âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå çàäàíèé îòäåëåíî
îò ëîãèêè ïàðàìåòðèçàöèè. Äàííûå çàäà÷ õðàíÿòñÿ â ïàïêàõ, êîòî-
ðûå ìîæíî ñòðóêòóðèðîâàòü ïî òåìàì è ðàçäåëàì. Èåðàðõèÿ ïàïîê
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì è íè÷åì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ. Âîçìîæíî
íàçíà÷åíèå âåñîâ, îïðåäåëÿþùèõ âåðîÿòíîñòü âûáîðà òîé èëè èíîé
çàäà÷è â ìîìåíò ñáîðêè âàðèàíòîâ, ÷òî äà¼ò ñîñòàâèòåëþ äîñòàòî÷-
íóþ ãèáêîñòü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñëîæíîñòè áèëåòîâ.

Òàêæå ïëàíèðóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ãåíåðàöèþ ïàðàìåòðèçîâàííûõ
ôàéëîâ ¾Jupyter Notebook¿. Òàêèå èíòåðàêòèâíûå íîóòáóêè ïîçâî-
ëÿþò îáúåäèíèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ,
÷òî äåëàåò ïðîöåññ îáó÷åíèÿ áîëåå èíòåðåñíûì è ýôôåêòèâíûì.

Â çàêëþ÷åíèå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ çàäà÷ ÿâëÿåò-
ñÿ ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ïðåäîòâðàùåíèÿ ñïèñûâàíèÿ ñî ñòîðîíû
ñòóäåíòîâ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñåðü¼çíîé ïðîáëåìîé íà òåêóùèé ìî-
ìåíò íå òîëüêî ïðè ïðåïîäàâàíèè äèñöèïëèíû ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿, íî è â ðîññèéñêîé ñèñòåìå îáðàçîâà-
íèÿ â öåëîì.

Ëèòåðàòóðà
1. Çîëîòàðåâñêèé À.Þ. PythonTEX êàê îñíîâà àâòîìàòè÷åñêîé ñè-

ñòåìû ãåíåðàöèè áàíêà çàäà÷ / À.Þ. Çîëîòàðåâñêèé // Ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòèêà è êîíöåïöèè èííîâàöèîííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-
íèÿ. � 2022. � Ò. 9, � 1. � Ñ. 214�219.

2. Franklin M.L. Word Hy�phen�a�tion by Com�put�er:
dissertation / M.L. Franklin // Department of Computer Science,
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3. Cervone D.P. MathJax: A Platform for Mathematics on the Web /
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Î ÍÅÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ1

Ï.Â. Çóáêîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
ZubkovPV@mpei.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ Rn, n ⩾ 1, ñ ãëàä-
êîé ãðàíèöåé Γ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà

−
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u⃗

∂xi

)
= h⃗(x), x ∈ G,

∫
Γ

( u⃗|Γ , φ⃗) dγ = 0,

∂u⃗

∂ν⃗

∣∣∣∣
Γ

= αφ⃗(γ), γ ∈ Γ.

Çäåñü ν⃗ � âåêòîð�êîíîðìàëü, êîýôôèöèåíòû aij(x) � ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

λ|ξ|2 ⩽
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ⩽ µ|ξ|2, λ > 0, µ > 0,

ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ξ1, . . . , ξn. Èñêîìûìè âåëè÷èíàìè â ýòîé
çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ u⃗(x) = (u1(x), . . . , un(x)) è ÷èñëî
α ∈ R1. Íàïðîòèâ, ôóíêöèîíàë h⃗(x) ∈

(
W 1

2 (G)
)∗

è ãðàíè÷íàÿ ôóíê-

öèÿ φ⃗(γ) ∈W 1/2
2 (Γ) çàäàíû.

Î÷åâèäíî, åñëè φ⃗(γ) = 0 ïî÷òè âñþäó, òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè-
÷åñêîé çàäà÷åé Íåéìàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ⃗(γ) � íåòðèâèàëüíûé
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà W 1/2

2 (Γ).
Ðåøåíèå u⃗(x) èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

W 1
2,φ(G) =

{
u⃗(x) ∈W 1

2 (G) :

∫
Γ

( u⃗|Γ , φ⃗) dγ = 0

}
,

ÿâëÿþùèìñÿ ÿäðîì ôóíêöèîíàëà ñëåäà ôóíêöèè Φ⃗(x) ∈ W 1
2 (G) òà-

êîé, ÷òî Φ⃗(x)
∣∣∣
Γ
= φ⃗(γ), γ ∈ Γ.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçî-
âàíèÿ ÐÔ (ïðîåêò � FSWF�2023�0012).
© Çóáêîâ Ï.Â., 2023

181



Îïðåäåëåíèå. Ïàðó
(
u⃗(x) ∈W 1

2,φ(G), α ∈ R1
)
áóäåì íàçûâàòü

ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v⃗(x) ∈ W 1
2 (G)

ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî∫
G

n∑
i,j=1

aij(x)

(
∂u⃗

∂xi
,
∂v⃗

∂xj

)
dx− α

∫
Γ

(φ⃗, v⃗|Γ) dγ =
〈
h⃗, v⃗
〉
, (1)

ãäå
〈
h⃗, v⃗
〉
� çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà h⃗ ∈

(
W 1

2 (G)
)∗

íà ôóíêöèè v⃗(x).

Ïðè âûáîðå ôóíêöèè φ⃗(γ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∫
Γ

(φ⃗, c⃗) dγ = 0 ∀c⃗, (2)

çàäà÷à èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé âåêòîð�
ôóíêöèè c⃗ â òîì ñìûñëå, ÷òî íàðÿäó ñ ðåøåíèåì u⃗(x) ∈ W 1

2,φ(G)
ôóíêöèÿ u⃗(x)+ c⃗ òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâóW 1

2,φ(G) è òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è.

Áóäåì ñ÷èòàòü óñëîâèå (2) âûïîëíåííûì. Òîãäà ïîëàãàÿ v⃗(x) ≡ c⃗
â òîæäåñòâå (1), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë h⃗(x) äîëæåí óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ 〈

h⃗, c⃗
〉
= 0, (3)

êîòîðîå, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ⃗(γ) ∈ W

1/2
2 (Γ), óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ (2), è ëþáîãî ôóíêöèîíàëà h⃗(x) ∈
(
W 1

2 (G)
)∗
, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî óñëîâèþ (3), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî
àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé âåêòîð�ôóíêöèè c⃗) ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Ëèòåðàòóðà
1. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà / Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ, Í.Í. Óðàëüöåâà. //
Ì. : Íàóêà, 1973. � 576 ñ.

2. Äóáèíñêèé Þ.À. Î ÿäðàõ ôóíêöèîíàëîâ ñëåäà è ãðàíè÷íûõ
çàäà÷àõ òåîðèè ïîëÿ íà ïëîñêîñòè / Þ.À. Äóáèíñêèé // Òðóäû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà. � 2021. � Ò. 312. �
Ñ. 158�169.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÑÏÅÊÒÐÎÌ
Â ËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ
Ñ.Ï. Çóáîâà, Å.Â. Ðàåöêàÿ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ, ÂÃËÒÓ)

spzubova@mail.ru; raetskaya@inbox.ru

Óïðàâëåíèå ñïåêòðîì â ñèñòåìå

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), t ∈ [t0, tk], (1)

x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, A : n × n, B : n ×m, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìàòðèöû K îáðàòíîé ñâÿçè, òàêîé, ÷òî

u(t) = Kx(t). (2)

Çàäàíû ïðîèçâîëüíî n çíà÷åíèé µi ∈ C, êîìïëåêñíî óïîðÿäî÷åí-
íûõ.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü K, òàêóþ, ÷òî ñïåêòð σ ìàòðèöû A + BK
cîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì µi :

σ(A+BK) = {µi}ni=1. (3)

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è îñîáåííî àêòóàëüíî ïðè ïîñòðîåíèè ñòàáè-
ëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèÿ è ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîãäà
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñòàáèëèçèðóþùåå ñîñòîÿíèå x(t) áûñòðî ñòðåìè-
ëîñü ê íóëþ ñ ðîñòîì t :

∥x(t)∥ ⩽ c · e−wt, w ⩾ 0.

Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ x(t) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ µi â ëåâîé ïî-
ëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó ãîâîðÿò î íàçíà÷åíèè
ñïåêòðà, îá óïðàâëåíèè ñïåêòðîì.

Èçâåñòíà [1]
Òåîðåìà. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1) � (3) íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïàðà (A,B) áûëà óïðàâëÿåìîé.
Îäíàêî ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû K ïîëó÷åíû ïîçæå

äðóãèìè àâòîðàìè ëèøü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ m = 1.
Ìåòîä êàñêàäíîé äåêîìïîçèöèè, ðàçðàáîòàííûé â [2]�[8] äëÿ øè-

ðîêîãî êðóãà çàäà÷, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü K äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m.
Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå

(A+BK)v = λv,

© Çóáîâà Ñ.Ï., Ðàåöêàÿ Å.Â., 2023
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ñ íåèçâåñòíûìè K è v ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ, â îäíîì èç
íèõ èçâåñòíî òîëüêî K, â äðóãîì òîëüêî v. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿþòñÿ
v = v(λ), ïîäñòàâëÿþòñÿ ñþäà λ = µi, i = 1, 2, ..., n, çàòåì ñòðîèòñÿ
K.

Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ K äëÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì
ñïóòíèêà ïî ýêâàòîðèàëüíîé îðáèòå âîêðóã Çåìëè.
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8. Zubova Ñ.Ï.Ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî
âûõîäà â ñèñòåìå íàáëþäåíèÿ / Ñ.Ï. Çóáîâà, Å.Â. Ðàåöêàÿ // Âåñò-
íèê Òàìáîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. :Åñòåñòâåííûå è òåõíè÷åñêèå
íàóêè. Òàìáîâ. � 2015. � Ò. 20, � 5. � Ñ. 1400�1404.
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Î ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
ÄÈÐÀÊÀ ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ
Ñ ÄÎÌÅÍÍÛÌÈ ÑÒÅÍÊÀÌÈ1

À.Â. Èâàíîâ (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ ÐÀÍ)
regul1@mail.ru

Òåîðåìà Àòüè�Çèíãåðà�Ïàòîäè îá èíäåêñå ñâÿçûâàåò èíäåêñ
îïåðàòîðà Äèðàêà íà ìíîãîîáðàçèè ñ ãðàíèöåé ñ èíòåãðàëîì îò
ïëîòíîñòè Ïîíòðÿãèíà ïî âíóòðåííåé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ è ñ η�
èíâàðèàíòîì âñïîìîãàòåëüíîãî îïåðàòîðà Äèðàêà íà ãðàíèöå. Ýòî
ñîîòíîøåíèå âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé àêñè-
àëüíîé àíîìàëèåé Àäëåðà�Áåëëà�Äæåêèâà. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî η�èíâàðèàíò îïðåäåëÿåò àíîìàëèþ ÷åòíîñòè.

Îòíîñèòåëüíî íåäàâíåé è äîâîëüíî ïëîäîòâîðíîé èäååé ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû îá èíäåêñå íà êîíôèãóðàöèþ òèïà äîìåí-
íîé ñòåíêè, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëî-
æåíèÿõ, íàïðèìåð, â ôåððîìàãíåòèêå. Ñîãëàñíî ïîäõîäó èç ðàáîòû
[1] äîìåííûå ñòåíêè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïîäìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì
ïðîèñõîäèò ñêà÷îê êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà Äèðàêà.

Äàííûé äîêëàä ïîñâÿùåí ðåçóëüòàòàì èç ðàáîò [2,3], â êîòîðûõ
äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû íà ñëó÷àé, êîãäà êîìïîíåíòû ðè-
ìàíîâîé ñâÿçíîñòè è ñâÿçíîñòè ßíãà�Ìèëëñà èñïûòûâàþò ñêà÷îê íà
ïîäìíîãîîáðàçèè êîðàçìåðíîñòè 1.

Ëèòåðàòóðà
1. Vassilevich D.V. Index Theorems and Domain Walls /

D.V. Vassilevich // JHEP. � 2018. � V. 1807. � 108 p.
2. Ivanov A.V. Atiyah�Patodi�Singer Index Theorem for Domain

Walls / A.V. Ivanov., D.V. Vassilevich // 2020 J. Phys. A: Math.
Theor. � 2020. � V. 53. � 305201

3. Ivanov A.V. Index Theorem for Domain Walls / A.V. Ivanov //
2021 J. Phys. A: Math. Theor. � 2021. � V. 54. � 095203

1 Ðàáîòà àâòîðà ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
ÐÔ, ãðàíò 075�15�2022�289, è Ôîíäîì ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòå-
ìàòèêè ¾ÁÀÇÈÑ¿, ãðàíò ¾Ìîëîäàÿ Ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿.
© Èâàíîâ À.Â., 2023
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ÃËÀÄÊÎÑÒÜ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÏÅÐÂÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ

ÊÎÝÔÔÈÖÅÍÒÀÌÈ1

Í.Î. Èâàíîâ (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
noivanov1@gmail.ru

Íà èíòåðâàëå Q = (0, d), d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1 ðàññìàòðè-
âàåòñÿ çàäà÷à

− (RQv
′)
′
= f(x), x ∈ Q, (1)

v(0) = v(d) = 0, (2)

f ∈ L2(Q) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ è
RQ = PQRIQ : L2(Q) → L2(Q), ãäå IQ : L2(Q) → L2(R) �
îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ íóëåì ôóíêöèè èç L2(Q) â R \ (Q),
PQ : L2(R)→ L2(Q) � îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèè èç L2(R) íà Q, à
ðàçíîñòíûé îïåðàòîð R : L2(R)→ L2(R) îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå

(Rv)(x) =

N∑
l=−N

bl(x)v(x+ l), (3)

ãäå bl(x) ∈ C∞(R) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rα = Rα(x), x ∈ Qα1, ìàòðèöó ïîðÿäêà

N(α)×N(α), ñ ýëåìåíòàìè

rαij(x) = bj−i(x+ i− 1), x ∈ R, (4)

ãäå i, j = 1, . . . , N(α), è α � íîìåð êëàññà ïîäûíòåðâàëîâ, ïîëó÷àå-
ìûõ âûáðàñûâàíèåì îðáèò êîíöîâ èíòåðâàëà Q, ïîðîæäàåìûõ ãðóï-
ïîé öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ; α = 1 ïðè θ = 1 è α = 1, 2 ïðè 0 < θ < 1;
N(1) = N + 1, N(2) = N .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

Re(Rα(x)Y, Y )CN(α) ⩾ c∥Y ∥2CN(α) , (5)

äëÿ âñåõ x ∈ Qα1, α = 1, 2, è Y ∈ CN(α), ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò x è
Y .

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçî-
âàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ìåãàãðàíò ñîãëàøåíèå � 075�15�2022�1115).
© Èâàíîâ Í.Î., 2023
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Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà âñåì
èíòåðâàëå Q = (0, d), à èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îðòîãîíàëü-
íîñòè ïðàâîé ÷àñòè â L2(Q) êîíå÷íîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ôóíêöèé îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Ñîáîëåâà W 2

2 (Q).
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [1], à â ñëó÷àå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ äèôôåðíöèàëüíî�ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â ðàáîòàõ [2], [3].

Ëèòåðàòóðà
1. Skubachevskii A.L. Elliptic Functional Di�erential Equations and

Applications/ A.L Skubachevskii // Basel�Boston�Berlin : Birkh�auser,
1997. � 298 ñ.

2. Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ âòîðîé êðàå-
âîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè / À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé, Í.Î. Èâàíîâ //
ÑÌÔÍ. � 2021. � Ò. 67, � 3. � Ñ. 576�595.

3. Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ âòîðîé êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè íà èíòåðâàëå íåöåëîé äëèíû /À.Ë. Ñêóáà÷åâ-
ñêèé, Í.Î. Èâàíîâ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2022. � Ò. 111, � 6. �
Ñ. 873�886.

Î ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈßÕ ÐÅØÅÍÈß
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÉ

ÌÀÒÐÈÖÅÉ1

È.Ì. Èçáÿêîâ (Ñàìàðà, Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò)
iliya-izbyakov@mail.ru

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ íîâûå ìåòîäû îá-
ðàáîòêè èíôîðìàöèè. Ïðè ýòîì äëÿ ñîçäàíèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ
âîññòàíîâëåíèÿ èíôîðìàöèè ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ âåêòîðàì, èìå-
þùèì íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íóëåâûõ êîîðäèíàò. Òàêèå ðåøåíèÿ
íàçûâàþòñÿ ðàçðåæåííûìè.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî�
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà
(ñîãëàøåíèå � 075�02�2023�878).
© Èçáÿêîâ È.Ì., 2023
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Ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïîëó÷åíèÿ ðàçðåæåííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ âåêòîðà�ñèãíàëà â RD, îñíîâàííàÿ íà ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Èçó÷àåìàÿ ìîäåëü íå ïîçâî-
ëÿåò èçìåíÿòü ðàçìåðíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ, îäíàêî ñ åå ïîìîùüþ
ìîæíî èññëåäîâàòü çàêîíîìåðíîñòè ïîëó÷åíèÿ èõ áîëåå ðàçðåæåí-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àþò ïóòåì ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè
öåëåâîé ôóíêöèè, ñî÷åòàþùåé â ñåáå âûáðàííûé ôóíêöèîíàë è îò-
êëîíåíèå îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà âûáèðàþòñÿ
êâàçèíîðìà ∥ · ∥0, íîðìà ∥ · ∥1, è åâêëèäîâà íîðìà, ïîñëåäíÿÿ èç êî-
òîðûõ íå ïîçâîëÿåò óâåëè÷èâàòü ðàçðåæåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â òî
âðåìÿ êàê äâå äðóãèå ïîçâîëÿþò áàëàíñèðîâêîé íåâÿçêè è ïàðàìåòðà
λ ïðè ôóíêöèîíàëå ïîëó÷àòü áîëåå ðàçðåæåííûå ðåøåíèÿ.

Â ðàìêàõ ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü
êîëè÷åñòâà íóëåâûõ êîîðäèíàò îò âûáðàííîãî ïàðàìåòðà λ, à òàêæå
äàí îòâåò íà âîïðîñ ïðè âûáîðå êàêîé èç äâóõ íîðì ∥·∥1 è êâàçèíîð-
ìû ∥ · ∥0. ïðè îäèíàêîâîì ïàðàìåòðå λ ìîæíî ïîëó÷àòü áîëåå ðàç-
ðåæåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû è ïîñòðîåíû ãðàôèêè
çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé êîîðäèíàò ðàçðåæåííîãî âåêòîðà îò ïàðàìåò-
ðà λ.

Ëèòåðàòóðà
1. Elad M. Sparse and Redundant Representations: From Theory to

Applications in Signal and Image Processing / M. Elad. � New York:
Springer, 2010. � 396 p.

ÎÁ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÏËÅÊÑÀÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÛÕ ÐÀÑÑËÎÅÍÈßÕ

Í.Ð. Èçâàðèíà (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
izvarinanat@gmail.com

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïëåêñû îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ñå÷åíè-
ÿõ ãèëüáåðòîâûõ ðàññëîåíèé. Òåîðèÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ (ÏÄÎ) íóëåâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèÿõ, ïðèíèìàþùèõ çíà-
÷åíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [1].
Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ îïåðà-
òîðîâ Ëþê, îïðåäåë¼ííûõ íà ìíîãîîáðàçèè X.

0 −→ L2(X,H0)
P0−→ L2(X,H1)

P1−→ . . .
Pm−1−→ L2(X,Hm) −→ 0, (1)

© Èçâàðèíà Í.Ð., 2023
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ãäå Hj � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, à Pj(x,−i ∂∂x ) � ÏÄÎ Ëþê, x ∈
X. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, òî åñòü, dj+1dj = 0.

Çàïèøåì ñèìâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êîìïëåêñà (1).

0 −→ H0
p0(x,ξ)−−−−→ H1

p1(x,ξ)−−−−→ . . .
pm−1(x,ξ)−−−−−−→ Hm −→ 0, (2)

ãäå pj(x, ξ) � ñèìâîë îïåðàòîðà Pj , (x, ξ) ∈ T ∗X.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì.
Îïðåäåëåíèå. Ïàðàìåòðèêñîì ñèìâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(2) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0←− H0
q0(x,ξ)←−−−− H1

q1(x,ξ)←−−−− . . . qm−1(x,ξ)←−−−−−− Hm ←− 0, (3)

ãäå qj � ñèìâîëû êîìïàêòíîé âàðèàöèè, è

pj−1qj−1 + qjpj − 1 = kj ,

ãäå kj � îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà −1, ïðèíèìàþùàÿ
çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ êîìïàêòíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, äåé-
ñòâóþùèõ íà Hj .

Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñ (1) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè
åãî ñèìâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) îáëàäàåò ïàðàìåòðèêñîì (3).

Òåîðåìà 1. Åñëè êîìïëåêñ (1) ýëëèïòè÷åí, òî îí ôðåäãîëüìîâ.

Ëèòåðàòóðà
1. G. Luke. Pseudodi�erential Operators on Hilbert Bundles. /

G. Luke // Journal of Di�erential Equations. � 1972. � Vol. 12. � P.
566�589.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÐÎÁÍÎÃÎ

ÏÎÐßÄÊÀ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÃÎ ÈÍÄÅÊÑÀ1

Ò.Ñ. Èíäóöêàÿ (Èðêóòñê, ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ)
indutskaya.tat@yandex.ru

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïî-
ðÿäêà

Dα (Au(t)) +Bu(t) = f(t), t ∈ [0; 1], 0 < α < 1, (1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(� 22�11�00173, https://rscf.ru/project/22�11�00173/).
© Èíäóöêàÿ Ò.Ñ., 2023
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Dα−1 (Au(t))
∣∣∣
t→+0

= u0, u0 ∈ Rn. (2)

Çäåñü A, B ïîñòîÿííûå (n × n) ìàòðèöû, ïðè÷åì detA(t) = 0, à u =
u(t), f = f(t) � èñêîìàÿ è çàäàííàÿ n�ìåðíûå âåêòîð�ôóíêöèè, à
ïðîèçâîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ [1], ò.å.

Dαf(t) =
d

dt
I 1−αf(t) =

1

Γ(1− α)
d

dt

t∫
0

(t− s)−αf(s)ds.

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1), (2) òðàäèöèîííî íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé òèïà
Êîøè [1]. Ïîä åå ðåøåíèåì áóäåì ïîíèìàòü âåêòîð�ôóíêöèþ u(t) ∈
C[0;1], êîòîðàÿ îáðàùàåò â òîæäåñòâî óðàâíåíèå (1) è óäîâëåòâîðÿåò
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2).

Äåéñòâèå îïåðàòîðîì èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ Iα

äðîáíîãî ïîðÿäêà 0 < α < 1 íà óðàâíåíèå (1) ïðåîáðàçóåò çà-
äà÷ó òèïà Êîøè (1), (2) ê èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
òèïà Àáåëÿ

Au(t) +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1Bu(s)ds = Iαf(t) +
u0t

−α

Γ(1− α)
. (3)

Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ çàäà÷à òèïà
Êîøè (1), (2) è åå èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà (3) èìåþò åäèíñòâåííîå
íåïðåðûâíîå ðåøåíèå.

Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà Êîøè (1), (2)
ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ (3). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçîâàíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðàâûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé [2]. Ïðèâå-
äåì äàííûé àëãîðèòì.

Çàäàäèì íà îòðåçêå [0; 1] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

ti = ih, i = 1, · · · , N, h =
1

N
,

è îáîçíà÷èì fi = f(ti), ui ≈ u(ti), òîãäà ïðåäëàãàåìûé ìåòîä
èìååò âèä:

Aui +
hα

Γ(α+ 1)

i∑
j=1

ωi,jBuj =
hα

Γ(α+ 1)

i∑
j=1

ωi,jfj ,
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â êîòîðîì âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû èìåþò âèä

ωi,j = ((i− j + 1)α − (i− j)α) .

Ïðîâåäåí àíàëèç ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ðàçðàáîòàííîãî
ìåòîäà è ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâå-
äåííûõ íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.
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Â òåîðèè öåëûõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîé èç âàæíåé-
øèõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñâÿçè ìåæäó ðîñòîì ôóíêöèè è
ðàñïðåäåëåíèåì íóëåé öåëîé èëè ðàñïðåäåëåíèåì ðèññîâñêîé ìåðû
ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Èñòîðèÿ âîïðîñà âîñõîäèò ê À. Ïóàí-
êàðå è èçâåñòíà êàê ïðîáëåìà Àäàìàðà [1]: ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ
òàêèõ óçêèõ ïëîòíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî
îïèñûâàòü ðîñò öåëûõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â íàñòîÿùåì
èññëåäîâàíèè ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññû ýòàëîííûõ ôóíêöèé, ââå-
äåííûõ â ñòàòüå [2]. Ââåäåííîå çäåñü ïîíÿòèå ìîäåëüíîé ôóíêöèè
ðîñòà, îõâàòûâàåò áîëüøîé êëàññ ôóíêöèé. Ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîé ôóíêöèè, ìîãóò èìåòü ïîðÿäîê ðîñòà
â êëàññè÷åñêîì åãî ïîíèìàíèè ðàâíûé áåñêîíå÷íîñòè èëè íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ôóí-
êöèÿ M íà îòêðûòîì ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å (0,+∞) íàçûâàåòñÿ
ìîäåëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà, åñëè rM ′(r) > 0 ïðè âñåõ r > 0.

1 Èññëåäîâàíèå âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷-
íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 22�21�00012, https://rscf.ru/project/22-21-00012/),
Èññëåäîâàíèå òðåòüåãî àâòîðà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî

ôîíäà (ïðîåêò � 22�21�00026, https://rscf.ru/project/22-21-00026/).
© Êàáàíêî Ì.Â., Ìàëþòèí Ê.Ã., Õàáèáóëëèí Á.Í., 2023
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Îïðåäåëåíèå 2. Ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ V íà íåêîòîðîì ëó÷å (a,+∞) ñ a ⩾ 0 íàçûâàåòñÿ óòî÷-
íåííîé ôóíêöèåé ðîñòà îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîé ôóíêöèè ðîñòà
M , åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èç ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé ïðå-

äåëîâ lim
r→+∞

M(r)V ′(r)

M ′(r)V (r)
= lim

r→+∞

(lnV (r))′

(lnM(r))′
= lim

r→+∞

(ln v(x))′

(lnm(x))′
=

lim
r→+∞

m(x)v′(x)

m′(x)v(x)
∈ [0,+∞), ãäå ôóíêöèÿ m : x 7→ M(ex) ïî îïðåäå-

ëåíèþ 1 âûïóêëàÿ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, à v : x 7→ V (ex) äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ íà

{
ln r : r ∈ (a,+∞)

}
.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ � ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � ìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðîñòà, V � ñòðî-
ãî ïîëîæèòåëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîì ëó÷å
(a,+∞) ñ a ⩾ 0. Ýêâèâàëåíòíû äâà óòâåðæäåíèÿ: 1) Ôóíêöèÿ V
� óòî÷íåííàÿ ôóíêöèÿ ðîñòà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè M . 2) Äëÿ
ôóíêöèè ρM (r) := lnV (r)/lnM(r), íàçûâàåìîé óòî÷íåííûì ïîðÿä-
êîì äëÿ V îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîé ôóíêöèè ðîñòà M , ñóùåñòâó-
þò ïðåäåëû

1) ϱ = lim
r→+∞

ρM (r) = lim
r→+∞

lnV (r)

lnM(r)
∈ [0,+∞) è

2) lim
r→+∞

M(r)

M ′(r)
lnM(r)ρ′M (r) = lim

r→+∞

lnM(r)

(lnM(r))′
ρ′M (r) = 0 .

Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà ϱ = lim
r→+∞

ρM (r) = lim
r→+∞

M(r)V ′(r)

M ′(r)V (r)
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M � ìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðîñòà, A � âîçðàñ-
òàþùàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îòíî-

ñèòåëüíî M â òîì ñìûñëå, ÷òî lim
r→∞

lnA(r)

lnM(r)
= ϱ ∈ [0,+∞). Òîãäà

ñóùåñòâóåò óòî÷íåííàÿ ôóíêöèÿ ðîñòà V : r 7−→ (M(r))ϱ+ψ(r) îò-
íîñèòåëüíî ìîäåëüíîé ôóíêöèè ðîñòà M , äëÿ êîòîðîé

1) ρM (r) = ϱ+ψ(r) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíê-
öèÿ;

2) lim
r→∞

ψ(r) = 0, lim
r→∞

A(r)

V (r)
= 1;

3) Åñëè ψ ̸≡ 0, òî ôóíêöèè ψ è ψ ln2M � ìîíîòîííûå ïðè
r ⩾ r0, M(r0) ⩾ e, èìåþùèå ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ ðîñòà, è, â
÷àñòíîñòè,

lim
r→∞

∣∣∣∣ψ(r + h)− ψ(r)
h

∣∣∣∣ ⩽ 2|ψ(r)|M ′(r)

M(r) lnM(r)
ïðè r ⩾ r0.
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È â ýòîì ñëó÷àå A(r) ⩽ V (r), à òàêæå ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè rn →∞ è tk,n, ÷òî

lim
k→∞

tk,n = rn, lim
k→∞

A(tk,n) = V (rn).
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂y

∂t
= ε1(t)A

∂y

∂z
+ ε2(t)y + b(t, z), (1)

y(t0, z) = y0(z), (2)

ãäå t ∈ T = [t0, t1] ⊂ R, t0 çàäàíî, y : T ×R→ Y � èñêîìîå îòîáðàæå-
íèå, b : T×R→ Y � ñëó÷àéíûé âåêòîðíûé ïðîöåññ, A � ïîñòîÿííûé
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Y, Y � êîíå÷íîìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < ·, · >, ε1, ε2 � ñëó÷àéíûå
ïðîöåññû, y0(z) � ñëó÷àéíûé âåêòîðíûé ïðîöåññ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññû ε1, ε2 è b çàäàíû õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ôóíêöèîíàëîì, ò.å. èçâåñòåí ψ(v1, v2, v3)=E[exp(i

∫
T

ε1(s)v1(s)ds+

+i
∫
T

ε2(s)v2(s)ds+ i
∫
T

∫
R
<b(s1, s2), v3(s1, s2)>ds2ds1)]. Çäåñü< ·, ·> îáî-

çíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Y.

© Êàáàíöîâà Ë.Þ., 2023
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Ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà ìîæíî íàõîäèòü
ìîìåíòíûå ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà [1], íàïðèìåð,

δpψ(v1, v2, v3)

δv1(t)

∣∣∣∣
v1=v2=v3=0

= iE[ε1(t)],
δ2pψ(v1, v2, v3)

δv1(t)δv2(τ)

∣∣∣∣∣
v1=v2=v3=0

= −E[ε1(t)ε2(τ)]

ãäå, íàïðèìåð, δpψ
δv1(t)

îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîä-
íóþ ïî ïåðåìåííîé v1.

Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè è âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîä-
íûìè

∂ỹ

∂t
= −iA δp

δv1(t)

∂ỹ

∂z
− i δp

δv2(t)
ỹ − i δpψ

δv3(t, z)
, (3)

ỹ(t0, z, v1, v2, v3) = E[y0(z)]ψ(v1, v2, v3), (4)

äëÿ êîòîðîé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó ðåøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E[y(t, z)] ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1)�(2) íàçûâàåòñÿ ỹ(t, z, 0, 0, 0), ãäå ỹ(t, z, v1, v2, v3) ðå-
øåíèå çàäà÷è (3)�(4) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè v1 = 0, v2 =
0, v3 = 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ε1, ε2 è b íåçàâèñèìû, òî-
ãäà

E[y(t, z)] = ψε2(−iχ(t0, t))F−1
ξ (ψε1(−ξχ(t0, t)A)) ∗ E[y0(z)]+

+

t∫
t0

ψε2(−iχ(s, t))F−1
ξ (ψε1(−ξχ(s, t)A)) ∗ E[b(s, z)]ds

ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2).
Çäåñü ψε1 , ψε2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû äëÿ ε1, ε2 ñîîò-
âåòñòâåííî, F−1

ξ � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, à ∗ � ñâåðòêà ïî
ïåðåìåííîé z.

Êðîìå òîãî, áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñìåøàííûõ ìî-
ìåíòíûõ ôóíêöèé è âòîðîé ìîìåíòíîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíî âîçìóùåííîãî âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äâóìÿ ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè
(1)�(2).
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Øèðîêèé êëàññ ôèçè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò
ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû è âîïðîñû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ çàäà÷ îáñóæäàëèñü â
[1�4]. Ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñî ñðåäîé â îòñóòñòâèå
ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëè-
íåéíûå ñèñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [4�7]. Îñ-
íîâíûå àñïåêòû íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü îïèñàíû ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [6]. Âî-
ïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè è ñâîéñòâ ðåøåíèé ýòîé ñèñòå-
ìû â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ [8�11].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêè ñòàöèîíàðíûõ
[12�14] è íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêî-
ãî ðàâíîâåñèÿ â ïëîñêî�ïàðàëëåëüíîì ñëîå â êèíåòè÷åñêîì è äèôôó-
çèîííîì [6] ïðèáëèæåíèÿõ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ [15] èçó÷àþòñÿ âîïðîñû êîððåêòíîñòè ïîñòà-
íîâîê çàäà÷ è èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé. Îáîñíîâûâàþòñÿ èòå-
ðàöèîííûå ëèíåàðèçóþùèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
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çàäà÷. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííûõ
àëãîðèòìîâ.

Ëèòåðàòóðà
1. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è îäíîñêîðîñòíîé òåî-

ðèè ïåðåíîñà ÷àñòèö / Â.Ñ. Âëàäèìèðîâ // Òðóäû ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ. �
1961. � Âûï. 61. � Ñ. 2�158.

2. Ãåðìîãåíîâà Ò.À. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà / Ò.À. Ãåðìîãåíîâà. // Ì. : Íàóêà. � 1986. � 272 c.

3. Ìàð÷óê Ã.È. ×èñëåííûå ìåòîäû â òåîðèè ïåðåíîñà íåéòðîíîâ /
Ã.È. Ìàð÷óê, Â.È. Ëåáåäåâ. // Ì. : Àòîìèçäàò. � 1981. � 456 ñ.

4. Áàññ Ë.Ï. Ìåòîäû äèñêðåòíûõ îðäèíàò â çàäà÷àõ ïåðåíî-
ñà èçëó÷åíèÿ / Ë.Ï. Áàññ, À.Ì. Âîëîùåíêî, Ò.À. Ãåðìîãåíîâà. //
Ì. : ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ. � 1986. � 231 ñ.

5. Ãîëüäèí Â.ß. Êâàçèäèôôóçèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êèíåòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ / Â.ß. Ãîëüäèí // Æóðíàë âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è
ìàòåì.ôèçèêè. � 1964. � � 4. � Ñ. 1078�1087.

6. Ìèõàëàñ Ä. Çâåçäíûå àòìîñôåðû / Ä. Ìèõàëàñ. // Ì. : Ìèð. �
1982. � 352 ñ.

7. ×åòâåðóøêèí Á.Í. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ äè-
íàìèêè èçëó÷àþùåãî ãàçà / Á.Í. ×åòâåðóøêèí. // Ì. : Íàóêà. �
1985. � 303 ñ.

8. Êàëèíèí À.Â. Îá îäíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å òåîðèè ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ / À.Â. Êàëèíèí, Ñ.Ô. Ìîðîçîâ //Æóðíàë âû÷èñë.
ìàòåìàòèêè è ìàòåì.ôèçèêè. � 1990. � Ò. 30. � C. 1071�1080.

9. Êàëèíèí À.Â. Î ðàçðåøèìîñòè "â öåëîì"íåëèíåéíîé çàäà÷è
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ / À.Â. Êàëèíèí, Ñ.Ô. Ìîðîçîâ // Äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ. � 1985. � T. 21, � 3. � C. 482�494.

10. Êàëèíèí À.Â. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé /
À.Â. Êàëèíèí, Ñ.Ô. Ìîðîçîâ // Ñèá. ìàò. æóðíàë. � 1999. � Ò. 40,
� 5. � C. 1052�1066.

11. Êàëèíèí À.Â. Î íåëèíåéíîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû èíòå-
ãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ /
À.Â. Êàëèíèí, À.À. Òþõòèíà // Æóðíàë âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìà-
òåì.ôèçèêè. � 2022. � Ò. 62, � 6. � Ñ. 95�106.

12. Êàëèíèí À.Â. Îá îäíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å òåîðèè
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïëîñêî�ïàðàëëåëüíîì ñëîå / À.Â. Êàëèíèí,
À.Þ. Êîçëîâ // Âåñòíèê ÍÍÃÓ. � 2011. � Ò. 4, � 1. � C. 140�145.

196



13. Áóñàëîâ À.À. Íåëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïåðå-
íîñà â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè / À.À. Áóñàëîâ // Ïðîáëåìû
èíôîðìàòèêè. � 2021. � � 2. � C. 6�14.

14. Kalinin A.V. An iterative method for solving a nonlinear system
of the theory of radiation transfer and statistical equilibrium in a plane-
parallel layer / A.V. Kalinin, A.A. Tyukhtina, A.A. Busalov // MMST
2022, Nizhny Novgorod, Russia, Revised Selected Papers. � Springer,
CCIS 1750. � 2022. � P. 106�120.

15. Êàíòîðîâè÷ Ë.Â. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç /
Ë.Â. Êàíòîðîâè÷, Ã.Ï. Àêèëîâ. � Ì. : Íàóêà. � 1977. � 744 ñ.

Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ
È ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÀÌÈ

Â.À. Êàëèòâèí
(Ëèïåöê, ËÃÏÓ èìåíè Ï.Ï. Ñåìåíîâà�Òÿí�Øàíñêîãî)

kalitvin@mail.ru

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

x(t, s) =
t∫
a

l(t, s, τ)x(τ, s)dτ +
d∫
c

m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+

+
t∫
a

d∫
c

n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ + f(t, s) (1)

Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â ÿâíîì âèäå äîñòàòî÷íî ñëîæíî,
ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ïðèáëèæåííûõ è
÷èñëåííûõ ñõåì ðåøåíèÿ è ñîçäàíèå ñîâðåìåííûõ ïðîãðàìì, ðåàëè-
çóþùèõ ýòè àëãîðèòìû. Îïåðàòîðû ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè äàæå â ñëó÷àå íåíóëåâûõ íåïðåðûâíûõ ÿäåð
l,m, n, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèÿì (1) òðåáóåò îñòîðîæíîñòè.

×àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä

x(t, s) =
t∫
a

c(τ, s)x(τ, s)dτ +
t∫
a

d∫
c

k(τ, s, σ)x(τ, σ)dτdσ + f(t, s). (2)

çäåñü t ∈ [a, b], s ∈ [c, d], ôóíêöèè c(τ, s), k(τ, s, σ), f(t, s) è f ′t(t, s)
íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à èíòåãðàëû ïîíèìàþò-
ñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Îäíèì èç ïîäõîäîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ
ïðèáëèæåííîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
õîä ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè äëÿ èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Áàðáàøèíà (ÈÄÓÁ)
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∂x(t,s)
∂t = c(t, s)x(t, s) +

d∫
c

k(t, s, σ)x(τ, σ)dτdσ + f ′t(t, s) (3)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(a, s) = f(a, s). (4)

Çàäà÷à Êîøè (3)/(4) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

x(t, s) =
t∫
a

d∫
c

r(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ + g(t, s) ≡ (Rx)(t, s) + g(t, s), (5)

ãäå r(t, s, τ, σ) = e

t∫
τ

c(ξ,s)dξ
k(τ, s, σ),

g(t, s) =
t∫
a

e

t∫
τ

c(ξ,s)dξ
f ′t(τ, s)dτ+f(a, s)e

t∫
a

c(ξ,s)dξ
.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (5) � ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ
íåïðåðûâíûì ÿäðîì r(t, s, τ, σ) è íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé g(t, s), èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â C(D) [2,3], ÷èñëåííîå ðåøåíèå êîòîðîãî
ìîæåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð, ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð.

Ïîõîæàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì

x(t, s) =

∫ t

a

l(t, s, τ)x(τ, s)dτ +

∫ t

a

∫ d

c

m(t, s, τ, σ)n(τ, σ, x(τ, σ))dτdσ+

+f(t, s), (6)

ãäå t ∈ [a, b], s ∈ [c, d], ôóíêöèè l,m, n, f íåïðåðûâíû, ôóíêöèÿ n óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà: |n(τ, σ, u)−n(τ, σ, v)| ⩽ n0|u−v|, à ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà C(D) íåïðå-
ðûâíûõ íà D = [a, b] × [c, d] ôóíêöèé. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (6)
ñ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì è ñ îïåðàòîðîì Ãàììåðøòåéíà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå â C(D) [3]. Óðàâíåíèå (6) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ê ýêâèâàëåíòíîìó íåëèíåéíîìó äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-
íèþ ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ìåõàíè÷å-
ñêèõ êâàäðàòóð äàíî Ã.Ì. Âàéíèêêî [4].

Â C(D) óðàâíåíèå (6) ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t, s)=

∫ t

a

∫ d

c

k(t, s, τ, σ)n(τ, σ, x(τ, σ))dτdσ+g(t, s)≡(Kx)(t, s), (8)

ãäå k(t, s, τ, σ) = m(t, s, τ, σ) −
∫ t
τ
r(t, s, τ1)m(τ1, s, τ)dτ1, r(t, s, τ) =

∞∑
p=1

l(p)(t, s, τ), l(p)(t, s, τ) =
∫ t
τ
l(1)(t, s, u)l(p−1)(u, s, τ)du, l(1)(t, s, τ) =

l(t, τ, s), à g(t, s) = f(t, s)−
∫ t
a
r(t, s, τ)f(τ, s)dτ.
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Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2)
è íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (6) ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ìîæíî ïåðåé-
òè ê ýêâèâàëåíòíûì äâóìåðíûì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèÿì è ðåøàòü
èõ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ìåõàíè÷å-
ñêèõ êâàäðàòóð. Äðóãèå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îñíîâàíû
íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð è èòåðàöèîííûõ àë-
ãîðèòìîâ ê óðàâíåíèÿì (2) è (6).

Äëÿ ðåàëèçàöèè îòäåëüíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (2) è (6) ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììû íà ÿçûêå python, ïî-
êàçûâàþùèå äîñòàòî÷íî õîðîøèå ðåçóëüòàòû.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñïåêòðå ïåðèîäè÷åñêèé çàäà-
÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå E, ñëåäóþùåãî âèäà

CDα
0 u(t) = λu(t), (1)

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî
ôîíäà â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 22�71�10008.
© Êàìåíñêèé Ì.È., Îáóõîâñêèé Â.Â., Ïåòðîñÿí Ã.Ã., 2023
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u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T ), (2)

ãäå CDα
0 � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà α ∈ (1, 2), à ÷èñëî

λ ∈ C.
Íàõîæäåíèå ñïåêòðà äëÿ ñèñòåìû îïèñûâàåìîé çàäà÷åé (1)�(2)

ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû â ñðåäå Python 3 è àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ.
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V. 9, Iss. 2. � P. 136�154.
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in Hilbert spaces / M. Kamenskii, G. Petrosyan, P. Raynaud de Fitte,
J.�C. Yao // Mathematics. � 2022. � V. 10, Is. 2. � P. 219�231.
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and impulse conditions / V. Obukhovskii, G. Petrosyan, M. Soroka
(Afanasova) // Advances in Systems Science and Applications. � 2021.
� V. 21, � 3. � P. 40�62.

10. Soroka (Afanasova) M. On controllability for a system governed
by a fractional�order semilinear functional di�erential inclusion in a
Banach space / M. Soroka (Afanasova), Y.�C. Liou, V. Obukhovskii,
G. Petrosyan // Journal of Nonlinear and Convex Analysis. � 2019. �
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ÍÀ×ÀËÜÍÎ�ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÈÕÑß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÊËÀÑÑÅ ÕÀÐÄÈ
Ò.Â. Êàïèöûíà (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ)

kapitsynatv@mpei.ru

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ), ãäå îñíîâàíèå Ω ÿâëÿ-
åòñÿ îáëàñòüþ ñ ëÿïóíîâñêîé ãðàíèöåé, ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäà-
þùååñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

(aijuxi
)xj

+

n∑
i=1

aiuxi
+ au = f

ñ êîýôôèöèåíòàìè aij(x, t), ai(x, t) ∈ C1(Q), a(x, t) ∈ C(Q) è ïðàâîé
÷àñòüþ f(x, t) ∈ Lp, loc(Q). Ïðè ýòîì âûðîæäåíèå íà áîêîâîé ãðàíèöå
ïðåäïîëàãàåòñÿ òðèêîìîâñêîãî òèïà, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

c ⩽
∑n

i,j=1
aij(x, t)νiνj ⩽ c−1, x ∈ ∂Ω,

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0, ãäå ν(x) � âåêòîð âíåøíåé ïî îòíî-
øåíèþ ê Ω åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ∂Ω â òî÷êå x.

Ââîäÿòñÿ êëàññû òèïà Õàðäè Hp ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ
êîòîðûõ óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè òåîðåì Ðèññà è Ëèòëëâóäà�Ïýëè.
Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé ñìå-
øàííîé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íàÿ è íà÷àëüíàÿ ôóíêöèè ïðè-
íàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì òèïà Lp.

© Êàïèöûíà Ò.Â., 2023
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Î ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÄÈÐÈÕËÅ ÄËß B�ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

À.À. Êàòðàõîâà, Â.Ñ. Êóïöîâ (Âîðîíåæ, ÂÃÒÓ)
avckuptsov@rambler.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèí-
ãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îïåðàòîð Áåññåëÿ è äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì
ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè Ω+ ïðîñòðàíñòâà Rn+1

+ = {x ∈
Rn+1 : x = (x1, x2, · · · , xn, y) =

(
x

′
, y
)
, x

′ ∈ Rn, y > 0, y ∈ R}, êî-
òîðàÿ îãðàíè÷åíà ãèïåðïëîñêîñòüþ Γ0 : y = 0 è ïðîèçâîëüíîé ïî-
âåðõíîñòüþ òèïà Ëÿïóíîâà Γ+. Ïóñòü Q+

T � öèëèíäð â ïðîñòðàíñòâå
Rn+1

+ ; Q+
T = Ω+× [0, T ]. Â öèëèíäðå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

∂2u

∂t2
− Pu = f (1)

u|t=0 = φ;
∂u

∂t
|t=0 = ψ;u|Γ0×[0,T ] = 0;

∂u

∂y
|Γ0×[0,T ] = 0 (2)

ãäå φ (x),ψ (x) � äàííûå ôóíêöèè, f(x, t) ôóíêöèÿ çàäàíà â öè-
ëèíäðå Q+

T : x ∈ Ω+, t ∈ [0, T ].

P (Dx′ ;By) =
∑n
i,j=1 aij

∂2

∂xi∂xj
+ bBy + c;By = ∂2

∂y2 + k
y
∂
∂y , k > 0, c ⩽ 0

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî P (Dx′ ;By) � îïåðàòîð B�ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà [1] .

Ðàíåå â ðàáîòå [2] áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîãî àíà-
ëèçà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöó îáëàñòè, íà÷àëüíûå ôóíêöèè
è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðå-
øåíèå çàäà÷è (1)�(2), ïðåäñòàâèìîå â âèäå ðÿäà Ôóðüå, ãäå ϑp(x) �
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, à λp, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è

Pυ + λυ = 0; (x ∈ Ω+), υ|Γ+ = 0,
∂υ

∂y
|Γ0 = 0 (3)

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû aij , b (i, j = 1, 2, · · ·n) è êîýôôèöèåíò ñ
îïåðàòîðà P (Dx′ ;By) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì B�ýëëèïòè÷íîñòè,

© Êàòðàõîâà À.À., Êóïöîâ Â.Ñ., 2023
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f(x) ∈ C(0,µ)(
−→
Ω+), ãäå G(x, ξ) � ãëàâíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

îïåðàòîðà φ(x) =
∫
Ω+

G(x, ξ)f(x, ξ)ηkdx.
Â ðàáîòå [3] íàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ

υ(x) ∈ H0
1,k(Ω

+) = L2,k(Ω
+) áûëà îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äè-

ðèõëå âèäà:

P (Dx′ ;By) υ = −f(x)(x ∈ Ω+), υ ∈ H0
1,k(Ω

+) (4)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ u(x) = υ(x) − φ(x) áûëà
îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è:

Pu = 0; (x ∈ Ω+); (u+ φ) ∈ H0
1,k(Ω

+) (5)

Ïî îïðåäåëåíèþ, îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4) íàçûâàåòñÿ
òàêàÿ ôóíêöèÿ υ0(x) , êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

J(υ) =

∫
Ω+

 n∑
i,j=1

aij
∂υ

∂xi

∂υ

∂xj
+ b

(
∂υ

∂y

2)
− cυ2 − fυ

 ykdx (6)

â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé H0
1,k.

Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðè-
õëå

Pυ = −f(x); (x ∈ Ω+) (7)

υ|Γ+ = 0,
∂υ

∂y
|Γ0 = 0 (8)

ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè Ω+ ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ýòîé
çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç υêë � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå à, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷åðåç υîá � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(8). Ïðåäñòà-
âèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ φ(x) ∈ H0

1,k(Ω
+), êàê ïðåäåë ïî íîðìå

ïðîñòðàíñòâà H0
1,k(Ω

+) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
φp(x) ÷åòíûõ ïî ïåðåìåííîé y, ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè ïîâåðõ-
íîñòè Γ+. Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèÿì υêë(x) è φp(x) ïåðâóþ ôîðìóëó
Ãðèíà [4] è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Pυêë = −f(x) ïîëó÷èì òîæäåñòâî âèäà:

∫
Ω+

 n∑
i,j=1

aij
∂υêë
∂xi

∂φp
∂xj

+ b
∂υêë
∂y

∂φp
∂y
− cυêëφp

 ykdx−∫
Ω+

fφpy
kdx = 0

(9)
Ôóíêöèÿ υêë(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî ïåðåìåííîé y, êâàäðàòè÷íî

èíòåãðèðóåìîé ñ âåñîì yk â îáëàñòè Ω+, ïîýòîìó â òîæäåñòâå (9)
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ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó p→∞. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òîæäåñòâî,
ñîâïàäàþùåå ñ èíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, îïðåäåëÿþùèì îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(8). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðå-
øåíèÿ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî υêë(x) = υîá(x).
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
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ÓÑËÎÂÈÅÌ Â ÍÓËÅ
À.Â. Êà÷êèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

alisa-kachkina@mail.ru

Ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì Lqy = −y′′ +
q(x)y îïåðàòîð Lq íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, à
íåïðåðûâíàÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ q íàçûâàåòñÿ ïîòåí-
öèàëîì. D(Lq) = {y ∈ L2[0,+∞) : y, y′ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà
ëþáîì [a, b] ⊂ [0,+∞) è y(0) cosα + y′(0) sinα = 0} � îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàòîðà Lq. Òàêîé îïåðàòîð õîðîøî èçó÷åí è ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííûì äëÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé q.
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Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ïîòåíöèàëû,
áûñòðî ðàñòóùèå íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü ñïåêòð îïåðàòîðà Lq áó-
äåò äèñêðåòåí è ìîæíî çàíóìåðîâàòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà

{
λn
}
n∈N

îïåðàòîðà â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ (ñì. [1]).
Ââåäåì êëàññû áûñòðî ðàñòóùèõ ôóíêöèé Q = {q ∈ C[0,+∞) ∩

C2(0,+∞) : q′′(x) ⩾ 0, x ⩾ x0 è lim
x→∞

xq′(x)

q(x)
= +∞}, Qβ,µ = {q ∈

Q : lim
x→+∞

ln q(x)

lnβ x
= µ}. Òîãäà ïðè β = 1 ðîñò ïîòåíöèàëîâ áóäåò

ïîëèíîìèàëüíûì. Ý.×. Òèò÷ìàðø â ðàáîòå [2] ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó
äëÿ q(x) = xk, k > 0.

Â ðàáîòàõ [3], [4], [5] è [6] áûëè íàéäåíû àñèìïòîòèêè äëÿ β ⩾
2, β ∈ (3/2, 2], β ∈ (4/3, 3/2], β ∈ (5/4, 4/3] è β ∈ (6/5, 5/4].

Òåîðåìà. Ïóñòü q ∈ Qβ,µ, cn = (πn)2, β ∈ (7/6, 6/5], δ = µ− 1
β .

Òîãäà äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà Lq ñïðàâåäëèâî

λn ∼ cn exp
(
−2δ

{
ln

1
β cn −

2δ

β
ln

2
β−1 cn + (2δ)2

3− β
2β2

ln
3
β−2 cn−

−(2δ)3 8− 6β + β2

3β3
ln

4
β−3 cn+(2δ)4

125− 150β + 55β2 − 6β3

24β4
ln

5
β−4 cn−

−(2δ)5 108− 180β + 105β2 − 25β3 + 2β4

10β5
ln

6
β−5 cn

}
+ o(1)

)
, n→ +∞.

Ñëåäñòâèå. Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà îáîáùàåò èçâåñòíûå ðàíåå ðå-
çóëüòàòû èç ðàáîò [3], [4], [5], [6] äëÿ β èç äðóãèõ ïðîìåæóòêîâ.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü À.È. Êîçêî çà ïîëåçíûå
ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ.
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ÌÅÒÎÄ ÏÎÒÎÊÎÂÎÉ ÏÐÎÃÎÍÊÈ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ

ÝËÅÊÒÐÎËÈÒÀ1

Ë.Í. Êàøàïîâ, Í.Ô. Êàøàïîâ, Â.Þ. ×åáàêîâà
(Êàçàíü, ÊÔÓ)

vchebakova@mail.ru

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå òîëüêî îòêðûâàþòñÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ
íîâûå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ýëåêòðîëèçíîãî îáîðóäîâàíèÿ, íî
òàêæå óñîâåðøåíñòâóþòñÿ è ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè ýëåêòðîëèçåðû
äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè â òðàäèöèîííûõ îáëàñòÿõ äëÿ èõ
ïðèìåíåíèÿ. Òàê â [1] ðàññìîòðåí ùåëî÷íîé áåçìåìáðàííûé ýëåê-
òðîëèçåð, ïîçâîëÿþùèé áåñïåðåáîéíî ïîëó÷àòü âîäîðîä ïîä âûñî-
êèì äàâëåíèåì. Â [2] ðàññìîòðåíû òðè ïîäõîäà â êîíñòðóèðîâàíèè
áåçìåìáðàííûõ ýëåêòðîëèçåðîâ äëÿ ðàçäåëåíèÿ âûäåëèâøèõñÿ ãà-
çîâ (âîäîðîäà è êèñëîðîäà). Òàê æå ýëåêòðîõèìè÷åñêèå ïðîöåññû
èñïîëüçóþòñÿ ïðè âûùåëà÷èâàíèå îáåäíåííûõ ðóê, ýëåêòðîõèìè-
÷åñêîì îêñèäèðîâàíèå ìåòàëëîâ [3,4]. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ èññëåäîâàíèÿ ðàçíûõ ìîäå-
ëåé ýëåêòðîëèçåðîâ íà ýôôåêòèâíîñòü. Ýëåêòðîëèç îòíîñèòñÿ ê ãå-

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ
(ïðîåêò � 23�29�00099).
© Êàøàïîâ Ë.Í., Êàøàïîâ Í.Ô., ×åáàêîâà Â.Þ., 2023
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òåðîãåííûì ðåàêöèÿì, ãäå îñíîâíûå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò íà ãðàíèöå
ðàçäåëà ìåæäó ìåòàëëè÷åñêèì ýëåêòðîäîì è æèäêèì ýëåêòðîëèòîì.
Âíóòðåííèå ïðîöåññû â ýëåêòðîëèòàõ ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò
êèñëîòíîñòè ñðåäû, òàê ÷èñòàÿ âîäà ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ýëåêòðîëèòîì
è äèññîöèèðóåò ñ îáðàçîâàíèåì èîíîâ ãèäðîîêñîíèÿ è èîíîâ ãèäðîê-
ñèäà, â ùåëî÷íûõ ýëåêòðîëèòàõ âîäà äèñîöèèðóåò ñ îáðàçîâàíèåì
èîíà âîäîðîäà è èîíà ãèäðîîêñèäà. Òàê êàê ïðè ýòîì êîíñòàíòà äèñ-
ñîöèàöèè âîäû ìàëà, òî çà÷àñòóþ äàííûì ïðîöåññîì ïðåíåáðåãàþò,
îïèñûâàÿ ïåðåíåñ èîíîâ óðàâíåíèåì Íåðíñòà�Ïëàíêà, âêëþ÷àþùèì
â ñåáÿ äèôôóçèîííûå è äðåéôîâûå ïîòîêè â îòñóòñòâèè èñòî÷íèêà è
ñòîêà. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ ñèëüíûå ãðàäèåíòû êîíöåíòðàöèè
èîíîâ â ïðèýëåêòðîäíîé îáëàñòè. Ïðè ðåøåíèè ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ
çàäà÷ â ñëó÷àå áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ èëè çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòîâ óðàâíåíèÿ, ïî ôîðìóëàì îáû÷íîé ïðîãîíêè è ïîñëåäóþùåå
èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-
òîêà ÷àñòî ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè, ïîýòîìó äëÿ
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ïîòîêîâîé âàðèàíò ìåòîäà ïðî-
ãîíêè. Äàííûé ñïîñîá ïðèâîäèòñÿ â ëèòåðàòóðå [5] äëÿ óðàâíåíèé
òåïëîïðîâîäíîñòè áåç êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî. Â äàííîé ðàáîòå
ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèìåíèìîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ïî-
òîêîâîé ïðîãîíêè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðè íàëè÷èå äðåéôîâîãî
ñëàãàåìîãî. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû òåñòîâûõ è ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ
ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîòîêîâîé ïðîãîíêè
äëÿ ðàññìîòðåííîãî êëàññà çàäà÷. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàñ-
ñìîòðåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ âûùåëà÷èâàíèÿ
öèíêîâîé ðóäû. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñðàâíèâàëèñü ñ äàííûìè ðàáî-
òû [6].
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ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÌÎÄÅËÈ ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÎÑÖÈËËßÒÎÐÎÂ

ÎÒ ÂÈÄÀ ÑÂßÇÈ1

À.À. Êàùåíêî (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ)
a.kashchenko@uniyar.ac.ru

Â äîêëàäå èçó÷àåòñÿ ìîäåëü êîëüöà èç N ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòî-
ðîâ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñèñòåìó N íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì:

u̇j + uj = λF (uj(t− T )) + γG(uj−1, uj , uj+1), j = 1, . . . , N (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè u0 ≡ uN , uN+1 ≡ u1. Çäåñü uj (j = 1, . . . , N)
� äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, ïàðàìåòðû λ è T ïîëîæèòåëüíûå, γ
� íåíóëåâîé ïàðàìåòð, F � ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ (ò. å. F (x) ≡ 0 âíå
íåêîòîðîãî îòðåçêà x ∈ [−p, p]), à ôóíêöèÿ G îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó
îñöèëëÿòîðàìè.

Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ âèäà ñâÿçè ìåæäó îñöèë-
ëÿòîðàìè:

1. G(uj−1, uj , uj+1) = uj+1 − uj ,

2. G(uj−1, uj , uj+1) = uj+1 + uj−1,

3. G(uj−1, uj , uj+1) = uj+1.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçè-
äåíòà ÐÔ (ïðîåêò � ÌÊ�2510.2022.1.1).
© Êàùåíêî À.À., 2023
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Äëÿ êàæäîãî âèäà ñâÿçè èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ìîäåëè
(1) íà ïîëóîñè t ∈ [0,+∞) ïðè óñëîâèè λ≫ 1.

Íàéäåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ìîäåëè (1) ïî áîëüøîìó ïàðàìåò-
ðó λ íà ïîëóîñè t ∈ [0,+∞) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç øèðîêîãî
ïîäìíîæåñòâà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà C[−T,0](RN ).

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè γ > 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðà γ (ãðàíèöû èíòåðâàëà çàâèñÿò îò ôóíêöèè G) ñ íåêîòîðîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t0(λ,G) íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ (ò. å. ñîâïàäå-
íèå ãëàâíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè) âñåõ îñöèëëÿòîðîâ. Åñëè æå γ < 0,
òî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà γ (ãðàíèöû èíòåð-
âàëà çàâèñÿò îò ôóíêöèè G) ïðè ÷åòíîì êîëè÷åñòâå N îñöèëëÿòîðîâ
ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0(λ,G) ìîæåò íàáëþäàòüñÿ äâóõêëà-
ñòåðíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ.

ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÐÈÌÀÍÀ ÍÀ ÏËÎÑÊÈÕ
ÍÅÑÏÐßÌËßÅÌÛÕ ÊÐÈÂÛÕ1

Ä.Á. Êàö (Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)
katzdavid89@gmail.com

Äîêëàä ïîñâÿùåí ãðóïïå ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíè-
åì êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà íà íåñïðÿìëÿåìûõ ïëîñêèõ êðèâûõ. Ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ êóñî÷íî�ãëàäêèõ êðèâûõ � îäíî èç îáùåèç-
âåñòíûõ äîñòèæåíèé ñîâåòñêîé ìàòåìàòèêè. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòà-
òû â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíû Ô.Ä. Ãàõîâûì, Í.È. Ìóñõåëèøâèëè è
ó÷àñòíèêàìè ñîçäàííûõ èìè íàó÷íûõ øêîë. Ïîñâÿùåííûå êðàåâîé
çàäà÷å Ðèìàíà ìîíîãðàôèè [1] è [2] íåîäíîêðàòíî ïåðåèçäàâàëèñü è
ïåðåâåäåíû íà ìíîãèå ÿçûêè; â ýòèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ òðóäàõ ïî-
äðîáíî îïèñàíà ïåðâîíà÷àëüíàÿ èñòîðèÿ äàííîãî ðàçäåëà àíàëèçà.
Ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà è åå ïðèëîæåíèé
îòðàæåíû â êíèãàõ [3�6] è ìíîãèõ äð. Íîâûå ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè
ïîÿâëÿþòñÿ åæåãîäíî. Ïðèâåäåì êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé
çàäà÷è Ðèìàíà. Ïóñòü ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Γ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C ðàçáèâàåò ýòó ïëîñêîñòü íà îáëàñòè D+ è D−, ïðè÷åì
áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ëåæèò âíóòðè âòîðîé èç íèõ. Ìû èùåì
àíàëèòè÷åñêèå â C \ Γ ôóíêöèè Φ(z), êîòîðûå èìåþò â òî÷êàõ t ∈ Γ
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Φ+(t) è Φ−(t) ïðè z ñòðåìÿùåìñÿ ê t èç îáëà-
ñòåé D+ è D− ñîîòâåòñòâåííî, è ýòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 22�71�10094, https://rscf.ru/project/22-71-10094/
© Êàö Ä.Á., 2023
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êðàåâûì óñëîâèåì

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t)

ïðè ëþáîì t ∈ Γ. Çäåñü G(t) è g(t) � çàäàííûå íà Γ ôóíêöèè. Ìå-
òîä ôàêòîðèçàöèè ïîçâîëÿåò äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà
ðåøàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó î ñêà÷êå, êîãäà G ≡ 1.

Φ+(t)− Φ−(t) = g(t)

Îäíî èç åå ðåøåíèé äàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(t) dt

t− z
, z ̸∈ Γ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïëîòíîñòü g(t) ýòîãî èíòåãðàëà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà

hν(g; Γ) := sup

{
|g(t)− g(t′)|
|t− t′|ν

: t, t′ ∈ Γ, t′ ̸= t

}
<∞

ñ ïîêàçàòåëåì ν ∈ (0, 1], òî â òî÷êàõ ãëàäêîñòè êðèâîé Γ è â åå óã-
ëîâûõ òî÷êàõ îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì èíòåãðàëîì ôóíêöèÿ Φ(z) èìååò
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Φ± ñ îáåèõ ñòîðîí, è ðàçíîñòü ýòèõ çíà÷åíèé
ðàâíà çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè g. Ýòî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-
íèé çàäà÷è î ñêà÷êå íà êóñî÷íî�ãëàäêèõ êðèâûõ. Â ñâîþ î÷åðåäü
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé Ïåíëåâå.

Âàæíî îòìåòèòü: òåîðèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà òèïà Êî-
øè, òåîðåìû îá óñòðàíåíèè îñîáåííîñòåé ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé è
êëàññè÷åñêèé ìåòîä ôàêòîðèçàöèè, ñâîäÿùèé êðàåâóþ çàäà÷ó Ðè-
ìàíà ê çàäà÷å î ñêà÷êå, ïîäðàçóìåâàþò õîòÿ áû êóñî÷íóþ ãëàäêîñòü
êðèâîé, íà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à. Âìåñòå ñ òåì, çàäà÷à
èìååò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå áåç òàêîãî ñèëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â îáîáùåíèè òåõíèêè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íà íåñïðÿìëÿåìûå êðèâûå è ïîëó÷åíèÿ àíàëîãîâ ýòèõ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ ñïðÿìëÿåìîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
Ãðèíà ∫

Γ

Pdx+Qdy =

∫∫
D+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy,

ãäå D+ � îãðàíè÷åííàÿ Γ êîíå÷íàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè, à P (x, y) è Q(x, y) � çàäàííûå â D+ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,
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èìåþùèå âíóòðè ýòîé îáëàñòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿä-
êà. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ïðîèçâîäíûå èíòåãðèðóåìû â D+.
Äîïóñòèì, ÷òî çàäàííàÿ íà Γ ôóíêöèÿ u(t) èìååò ïðîäîëæåíèå U(z)
â îáëàñòü D+, èìåþùåå â íåé èíòåãðèðóåìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åñëè êðèâàÿ Γ êóñî÷íî�ãëàäêàÿ, òî ïî ôîðìóëå
Ãðèíà ∫

Γ

udz =

∫
Γ

udx+ iudy = −
∫∫
D+

∂U

∂z
dz dz.

Åñëè u èìååò ïðîäîëæåíèå â D− ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, òî áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü íîñèòåëü ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ
êîìïàêòíûì, è òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò∫

Γ

udz =

∫∫
D−

∂U

∂z
dz dz.

Îòñþäà ∫
Γ

(U+(z)− U−(z))dz = −
∫∫
C

∂U

∂z
dz dz,

ãäå U+(z) è U−(z) � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ U â òî÷êå z ïðè ïðèáëè-
æåíèè ê íåé èç îáëàñòåé D+ è D− ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íåîáõîäèìà ñïðÿìëÿåìîñòü êðèâîé
Γ, íî ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ñìûñë, åñëè ýòà êðèâàÿ èìååò ïëîñêóþ
ìåðó íóëü, à ïðîèçâîäíàÿ ∂U

∂z èíòåãðèðóåìà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü
ïðàâóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèåì ëåâîé â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ Γ íåñïðÿì-
ëÿåìà.

Ââåäåì ãëàäêèé àíàëîã ÿäðà Êîøè. Ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ C\Γ
îáîçíà÷èì ÷åðåç ca(w, z) ôóíêöèþ êëàññà C∞

0 (C) (ïî ïåðåìåííîé w),
ñîâïàäàþùóþ ñ (2πi(w−z))−1 íà äóãå Γ è â åå îêðåñòíîñòè, è ðàâíóþ
íóëþ â îêðåñòíîñòè z. Òîãäà èíòåãðàë òèïà Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ u ïî
íåñïðÿìëÿåìîé äóãå Γ � ýòî ôóíêöèÿ

Φ(z) =

∫
Γ

ca(w, z)u(w) dw,

òî åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê ÿäðó ca(w, z) ôóíêöèîíàëà
∫
Γ

·u dw.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà èíòåãðèðóåìîñòü ýòà ôóíêöèÿ
ãîëîìîðôíà â C \ Γ è îáðàùàåòñÿ â íóëü â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
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òî÷êå. Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò

Φ(z) = U(z)− 1

2πi

∫∫
C

∂U

∂w

dw dw

w − z
,

ãäå U � ïîëíûé èíòåãðàòîð u.
Ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî èíòåãðàëà Êîøè ïî íåñïðÿì-

ëÿåìûì ïóòÿì çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì:
Òåîðåìà. Ïóñòü Γ åñòü çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, è äëÿ ëþáîãî t ∈ Γ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

nu > 1− 1

2
m(Γ; t).

Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà Γ ôóíêöèè u ∈ Hnu(Γ) ñóùåñòâóåò
ïîëíûé èíòåãðàòîð U(z) òàêîé ÷òî îáîáùåííûé èíòåãðàë òèïà Êîøè
îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíóþ â C \Γ ôóíêöèþ, èñ÷åçàþùóþ â áåñêîíå÷-
íî óäàëåííîé òî÷êå è èìåþùóþ â êàæäîé òî÷êå t ∈ Γ íåïðåðûâíûå
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Φ+(t) è Φ−(t) èç îáëàñòåé D+ è D− ñîîòâåò-
ñòâåííî, ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà u(t). Êðîìå òîãî, â îáëàñòÿõ D+ è
D− ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã�åëäåðà ñ ëþáûì ïîêàçàòå-
ëåì, ìåíüøèì

min{t ∈ Γ : 1− 2(1− nu)
m(Γ; t)

},

Çäåñü m � ïîêàçàòåëü Ìàðöèíêåâè÷à êðèâîé, ìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà êðèâîé; ïîäðîáíåå î íèõ ñì. â [7]. Êîðîòêî îíè îïðåäåëÿþòñÿ
êàê

m±(Γ; t) := sup{p : lim
r→0

I±p (t; r) <∞}.
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ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÊÎÃÅÐÅÍÒÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ
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Ñèñòåìû ôóíêöèé âèäà

gk,m(x) = exp

(
− (x− ω1k)

2

2

)
eiω2mx, k,m ∈ Z, (1)

ãäå ω1, ω2 > 0 � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû, íàøëè øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Â
êâàíòîâîé òåîðèè îíè íîñÿò íàçâàíèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, à ïðè
óñëîâèè ω1ω2 < 2π îáðàçóþò ôðåéì, íàçûâàåìûé òàêæå ôðåéìîì
Ãàáîðà [1, 2]. Îäíà èç ïåðâûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ áûëà ñâÿçàíà ñ
ïîñòðîåíèåì êâàíòîâîé ýíòðîïèè. Òðóäíîñòü ñîñòîÿëà â ïîëó÷åíèè
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà L2(R) ñ ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åííîé êîíñòàíòîé íåîïðåäåë¼ííîñòè èç ñåìåéñòâà ôóíêöèé (1)
ïðè óñëîâèè ω1ω2 = 2π, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Áàëüÿíà�Ëîó îêàçûâà-
åòñÿ íåâîçìîæíûì [2]. Ìû ïðåäëàãàåì îáîéòè óêàçàííóþ ïðîáëåìó,
èñïîëüçóÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûå îêîííûå ñèñòåìû, ïîðîæäåííûå íå
îäíîé, à íåñêîëüêèìè ôóíêöèÿìè.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé (1) ïðè ω1ω2 = 4π. Èç íåãî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íîé êîíñòàíòîé íåîïðåäåë¼ííîñòè, êîòîðàÿ, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íîé â ïðîñòðàíñòâå L2(R) [3, 4]. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç ðå-
çóëüòàòîâ ñòàòüè [3], íàáîð ôóíêöèé

uα(x) = exp

(
−(α− 1)

x2

2

)
θ3

(
−πω2

ω1

(
αx

ω2
− i

2

)
, q

)
, (2)

ñ ïàðàìåòðàìè

q = exp

(
−πω2

ω1

(
1− 2π

S
α

))
, 1 < α <

S

2π
, S = ω1ω2 > 2π.
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îðòîãîíàëåí âñåì gk,m(x), k,m ∈ Z, åñëè ω1ω2 > 2π. Çäåñü θ3(x, q) �
òðåòüÿ òåòà�ôóíêöèÿ ßêîáè [5]

θ3(x, q) =

∞∑
k=−∞

qk
2

e2ikx, |q| < 1.

Ìû ïðåäëàãàåì ðàññìîòðåòü íåïîëíóþ îêîííóþ ñèñòåìó (1) ñ ïàðà-
ìåòðàìè ω1 = 1, ω2 = 4π, äîïîëíèâ å¼ ñ ïîìîùüþ (2) ïðè α = 3/2 ñ
ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè ñäâèãà ê ñàìîé ôóíêöèè uα(x) è ê å¼ îáðàçó
Ôóðüå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíàÿ îêîííàÿ ñèñòåìà
ñëåäóþùåãî âèäà

gk,m(x) = exp

(
− (x− k)2

2

)
ei4πmx, k,m ∈ Z,

uk,m(x) = u(x− k)ei4πmx,

u(x) = exp

(
−x

2

4

)
θ3

(
3πx

2
, q

)
ei2πx, q = exp (−π2).

Å¼ ïîäñåìåéñòâà gk,m(x) è uk,m(x) âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû, äîñòàòî÷íî îð-
òîãîíàëèçîâàòü îòäåëüíî gk,m(x) è uk,m(x). Äëÿ gk,m(x) ýòî áûëî
ñäåëàíî ðàíåå [4], à îðòîãîíàëèçàöèÿ uk,m(x) ÷èñëåííî âûïîëíåíà â
ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû. Âîïðîñ î ïîëíîòå ïîñòðîåííîé äâóõêîìïî-
íåíòíîé îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: Íàéòè â îáëàñòè
QT = (0, l)× (0, T ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t) ,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0

è íåëîêàëüíûì óñëîâèÿì

α(t)u(0, t)+

l∫
0

K1(x)u(x, t)dx = 0, β(t)u(l, t)+

l∫
0

K2(x)u(x, t)dx = 0,

(1)

ãäå α, β ∈ C2[0, T ], ïðè÷åì α(0) = β(T ) = 0.

Ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â [1] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà (1) ïðè óñëîâèè, ÷òî α(t), β(t)
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â îäíîé òî÷êå [0, T ], íåïðèìåíèì â äàííîì
ñëó÷àå.

Â ðàáîòå ïîêàçààíà ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðàëüíûõ óñëîâèé (1) è
äèíàìè÷åñêèõ íåëîêàëüíûõ óñëîâèé, ÷òî ïîçâîëèëî îáîñíîâàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ìíîãîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñëó÷àé îäíîãî èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ, áûë ðàññìîòðåí â [2].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèñîëåíîèäàëüíàÿ ìî-
äåëü Ëîðåíöà áàðîêëèííîé àòìîñôåðû ñ ïàðàìåòðàìè [1]. Ïðàâàÿ
÷àñòü ñèñòåìû âîçìóùàåòñÿ áåëûì øóìîì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöè-
îíàðíàÿ ìåðà äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Â [2] áûëè ïîëó÷åíû: ñóùåñòâîâà-
íèå è åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîé ìåðû, à òàêæå îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ê ýòîé ìåðå ðàñïðåäåëåíèé âñåõ ðåøåíèé èç íåêîòîðî-
ãî êëàññà ïðè t → ∞. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
íåâÿçêîãî ïðåäåëà ñòàöèîíàðíûõ ìåð. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè íà ïðàêòèêå ÷ðåçâû÷àéíî ìàë.
Ïðèâîäèòñÿ îäíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íåâÿçêîãî ïðåäåëà ñòàöè-
îíàðíûõ ìåð è óêàçûâàþòñÿ ðÿä èíòåãðàëüíûõ ñâîéñòâ ïðåäåëüíîé
ìåðû.
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Â ìîäåëè Ðàìñåÿ�Êàññà�Êóïìàíñà (ñì. [1] � [6]), ïðèìåíÿåìîé â
òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò ñèñòåìà
äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ôóíê-
öèè K(t) � êàïèòàë â ìîìåíò âðåìåíè t è C(t) � ïîòðåáëåíèå â
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ìîìåíò âðåìåíè t:{
K̇(t) = aKα(t)− bC(t)− x3K(t),

Ċ(t) = θ−1αaKα−1(t)C(t)− x2C(t).
(1)

Â ñèñòåìó âõîäèò íàáîð êîíñòàíò (a, b, α, θ, x2, x3), õàðàêòåðèçóþùèõ
ðàññìàòðèâàåìóþ ýêîíîìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Íàìè ïîëó÷åí ðÿä ðå-
çóëüòàòîâ î ïîâåäåíèè ôóíêöèé K(t) è C(t). Ñôîðìóëèðóåì íåêîòî-
ðûå èç íèõ.

Ââåä¼ì âåëè÷èíû λ è H ïî ôîðìóëàì λ = θ−1
θ ·

f(K0)
bC0

− 1, H =

α
θ
f(K0)
x2K0

. Ïîëîæèì F (y) =
y∫
1

z−1(λzθ + z)pdz, ãäå p = 1
α − 1, R(y) =

H(1 + λ)p + pF (y)− (λyθ + y)p.
Ëåììà Ïðè óñëîâèÿõ θ > 1, H > 1, λ > 0, p ⩽ 1, ôóíêöèÿ R(y)

èìååò íà ëó÷å 1 < y < +∞ åäèíñòâåííûé êîðåíü y = y0(λ,H, p, θ),
ïðè÷¼ì

R(y) > 0 ïðè 1 ⩽ y < y0(λ,H, p, θ),

R(y) < 0 ïðè y0(λ,H, p, θ) < y < +∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü θ > 1, λ > 0, H > 1, α ∈ [ 12 , 1). Ïîëîæèì p =

1
α−1, y(t) = F

((
H
p

) (
λ+ 1

)p(
epx2t − 1

))
, Ĉ(y) = y

(
1 + pF (y)

H(λ+1)p

)− 1
p

,

ãäå ôóíêöèÿ F � îáðàòíàÿ ê F . Òîãäà âòîðàÿ êîìïîíåíòà C(t) ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè K(0) = K0, C(0) = C0

çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé C(t) = C0Ĉ(y(t)), t ∈ [0,+∞). Ôóíêöèÿ Ĉ(y)
âîçðàñòàåò íà îòðåçêå 1 ⩽ y ⩽ y0(λ,H,

1
α − 1, θ) è óáûâàåò íà ëó÷å

y0(λ,H,
1
α−1, θ) ⩽ y < +∞ (âåëè÷èíà y0 îïðåäåëåíà â ëåììå). Ôóíê-

öèÿ C(t) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå 0 ⩽ t ⩽ t0(λ,H, α, θ) è óáûâàåò íà
ëó÷å t0(λ,H, α, θ) ⩽ t < +∞, ãäå

t0(λ,H, α, θ) =
1

px2
ln

(
1 +

pF (y0(λ,H, p, θ))

H(λ+ 1)p

)
.
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ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÈÒÅÐÀÒÈÂÍÎ ÐÅÃÓËßÐÈÇÎÂÀÍÍÛÕ
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Èçó÷àþòñÿ íåëèíåéíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ âèäà F (x) = 0Y ñ
îïåðàòîðîì F : X → Y â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ X, Y . Ñóùå-
ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ x∗ ∈ X ïðåäïîëàãàþòñÿ. Êðîìå
òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îïåðàòîð F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåì ïî Ôðåøå, à åãî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èòåðàòèâíî ðåãóëÿðèçîâàííûå ìåòîäû
Ãàóññà�Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé. Ýòè ìåòîäû èìåþò
âèä

xn+1 = ξ−Θ(F ′∗(xn)F
′(xn), αn)F

′∗(xn)[F (xn)−F ′(xn)(xn− ξ)]. (1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22�71�
10070).
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Çäåñü x0, ξ ∈ X åñòü íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ
x∗, {αn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

0 < αn+1 ⩽ αn, sup
n=0,1,...

αn
αn+1

≡ r < +∞, lim
n→∞

αn = 0.

Ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà â (1) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èñ÷èñëåíèÿ ñàìîñî-
ïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ïîðîæäàþ-
ùóþ ôóíêöèþ Θ(λ, α) íàêëàäûâàåòñÿ ðÿä óñëîâèé, êîòîðûì, â ÷àñò-

íîñòè, óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè Θ(λ, α) = 1
λ

(
1−

(
α

λ+α

)m)
, m ∈ N.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ìåòîäîâ (1) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ èñòîêî-
ïðåäñòàâèìîñòè x∗ − ξ = (F ′∗(x∗)F ′(x∗))pw, p ∈

[
1
2 , p

∗], w ∈ X è ïðè
íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0,
ïàðàìåòðû αn è âåëè÷èíó ∥w∥ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥xn − x∗∥ ⩽ Cαpn, n ∈ N, C = const. (2)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè ïîêàçàòåëÿ p â óñëîâèè èñòîêîïðåä-
ñòàâèìîñòè ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà (1) ðàñò¼ò, íî òîëüêî ïîêà
ýòîò ïîêàçàòåëü íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ íàñûùåíèÿ p∗. Âåëè÷èíà p∗

ðàçëè÷íà ó ðàçíûõ ìåòîäîâ âèäà (1): íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäîâ ñ ïî-

ðîæäàþùèìè ôóíêöèÿìè Θ(λ, α) = 1
λ

(
1−

(
α

λ+α

)m)
, m ∈ N ñïðà-

âåäëèâî p∗ = m. Èçâåñòíà è îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ
(1), óñòàíàâëèâàþùàÿ íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè
ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì èç ïðîìåæóòêà (0, p) äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè îöåí-
êè (2), ñì. [1,ãë.2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñóïåðîáðàòíàÿ òåîðåìà î ñõî-
äèìîñòè ìåòîäîâ (1), óñèëèâàþùàÿ îáðàòíóþ òåîðåìó. À èìåííî,
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îöåíêà (2) ñ ïîêàçàòåëåì p, ïðåâûøàþùèì ïî-
êàçàòåëü íàñûùåíèÿ p∗, âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà x∗ = ξ.
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Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ â ñëå-
äóþùåé ïîñòàíîâêå. Àêóñòè÷åñêàÿ íåîäíîðîäíîñòü, ëîêàëèçîâàííàÿ
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ R3, çîíäèðóåòñÿ âîëíîâûìè ïîëÿìè,
ïîðîæä¼ííûìè òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â
òî÷êàõ ìíîæåñòâà Y ⊂ R3, ãäå Y ∩ D = ∅. Àêóñòè÷åñêîå ïîëå
u(x, t) = u(y)(x, t), âîçáóæäàåìîå â ìîìåíò t = 0 èñòî÷íèêîì â òî÷êå
y ∈ Y , îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

1
c2(x)u

(y)
tt (x, t) = ∆u(y)(x, t)− δ(x− y)g(t), x ∈ R3, t ⩾ 0;

u(y)(x, 0) = 0, u
(y)
t (x, 0) = 0, x ∈ R3.

Âåëè÷èíà c(x) > 0 åñòü ñêîðîñòü çâóêà â òî÷êå x ∈ R3. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ c(x) êóñî÷íî�íåïðåðûâíà è ðàâíà èçâåñòíîé êîí-
ñòàíòå c0 âíå îáëàñòè D. Íà ôóíêöèþ g òàêæå íàêëàäûâàåòñÿ ðÿä
óñëîâèé. Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæ-
äåíèè ôóíêöèè c(x) ïðè x ∈ D ïî äàííûì èçìåðåíèÿ ðàññåÿííîãî
ïîëÿ u = u(y)(z, t), y ∈ Y ïðè t > 0 â òî÷êàõ z ∈ Z, ãäå Z ⊂ R3 �
ìíîæåñòâî äåòåêòîðîâ, ïðè÷¼ì Z ∩D = ∅.

Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Ëàâðåíòüåâà ∫

D

ξ(x)dx

|x− y||x− z|
= f(y, z), (y, z) ∈ Y × Z

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ξ(x) = 1
c2(x)−

1
c20
, x ∈ D. Ìû äîêàçûâàåì åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà Z � çàìêíó-
òàÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè, íå ïåðåñåêàþùåé ìíîæåñòâî D,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ
(ïðîåêò � 22�71�10070).
© Êîêóðèí Ì.Ì., Áàêóøèíñêèé À.Á., Ãàâðèëîâà À.Â., Êëþ÷åâ Â.Â.,
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à Y � èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé íåîãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå L\D,
ãäå L � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ. Ðàíåå ýòîò ðåçóëüòàò áûë èçâåñòåí
òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðÿìàÿ L íå ïåðåñåêàåò D. Âûïîëíåíû
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè c(x), îïèñûâàþ-
ùèìè àêóñòè÷åñêóþ íåîäíîðîäíîñòü, ïðè ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ ìíî-
æåñòâà èñòî÷íèêîâ Y è ìíîæåñòâà äåòåêòîðîâ Z. Êðîìå òîãî, ðàñ-
ñìîòðåí âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Ëàâðåíòüåâà.

Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è àêó-
ñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé èñòî÷íèê êîëåáàíèé
èìååò âèä f(x)eiωt, f(x) =

∑
m
δ(x − xm), ò.å. ñîñòîèò èç òî÷å÷íûõ

δ�îáðàçíûõ èñòî÷íèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè xm è ôèêñèðîâàííîé ÷àñòî-
òîé ω. Çîíäèðóåìàÿ îáëàñòü è ìíîæåñòâî äåòåêòîðîâ â ýòîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå ïàðàëëåëüíûå ñëîè êîíå÷-
íîé òîëùèíû. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ðàçðàáîòàí-
íûé àâòîðàìè áûñòðûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, âêëþ÷àþùèé ðåøåíèå
ñïåöèàëüíûõ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1 ðîäà, ïðè÷¼ì â
ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ïîñëåäíèõ èùóòñÿ èõ íîðìàëüíûå
ðåøåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëè-
ÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ â ñõåìå ðåãèñòðàöèè äàííûõ îáðàòíîé
çàäà÷è íà òî÷íîñòü ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ýòîé òî÷íîñòè îò ïî-
ëîæåíèÿ òî÷å÷íûõ è ñîñòàâíûõ èñòî÷íèêîâ, âûçûâàþùèõ çâóêîâûå
êîëåáàíèÿ, çàâèñèìîñòü å¼ îò ïîëîæåíèÿ ñëîÿ äåòåêòîðîâ, îò ÷èñëà
ïëîñêîñòåé, â êîòîðûõ ëåæàò äåòåêòîðû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèåìëåìóþ
òî÷íîñòü ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü óæå ïðè äâóõ òà-
êèõ ñëîÿõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêòíîé îá-
ðàòíîé çàäà÷è ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäïî÷òèòåëüíåå
èñïîëüçîâàòü ìåòîä Òèõîíîâà, ÷åì èçâåñòíûé ìåòîä TSVD. Êðîìå
òîãî, ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ íåîäíîçíà÷íî-
ñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è. Ïîäõîä îðèåíòèðî-
âàí íà ñðàâíåíèè íåñêîëüêèõ íîðìàëüíûõ ðåøåíèé, âû÷èñëÿåìûõ
îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé èç çàäà÷è.
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Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è èäåíòèôèêà-
öèè ïàðàìåòðîâ ñòåíêè àðòåðèè ïî äàííûì èçìåðåíèÿ àðòåðèàëüíîãî
äàâëåíèÿ è äàííûì âèäåî ÓÇÈ àðòåðèè. Â ýòîé çàäà÷å èçâåñòíûìè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ p(t), îïèñûâàþùàÿ àðòåðèàëüíîå äàâëåíèå â äè-
íàìèêå, è ôóíêöèÿ η(t), ïîêàçûâàþùàÿ ðàäèàëüíîå ñìåùåíèå àðòå-
ðèàëüíîé ñòåíêè è ïîëó÷àåìàÿ íåéðîñåòåâîé îáðàáîòêîé âèäåî ÓÇÈ.
Äëÿ îïèñàíèÿ òîêà êðîâè ïî àðòåðèè èñïîëüçóþòñÿ ëèíåàðèçîâàí-
íûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, äîïîëíåííûå óðàâíåíèÿìè êîëåáàíèÿ
ãèáêîé îáîëî÷êè ñ ó÷¼òîì å¼ àíèçîòðîïíîé ñòðóêòóðû, ñì. [1]. Â ðàì-
êàõ ýòîé ìîäåëè âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó
êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé p(t) è η(t) â ðÿä Ôóðüå. Ýòè
ôîðìóëû âêëþ÷àþò â ñåáÿ ðÿä ïàðàìåòðîâ, èìåþùèõ äèàãíîñòè÷å-
ñêóþ öåííîñòü, â ò.÷. ìîäóëè Þíãà è Ïóàññîíà, õàðàêòåðèçóþùèå
óïðóãèå ñâîéñòâà ñòåíêè àðòåðèè. Â ÷èñëî ðåêîíñòðóèðóåìûõ ïàðà-
ìåòðîâ ìîæíî âêëþ÷èòü è õàðàêòåðèñòèêè òîêà êðîâè, òàêèå êàê
âÿçêîñòü. Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè èíòåðåñóþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðèâî-
äèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà

an(π) = a∗n, bn(π) = b∗n, 1 ⩽ n ⩽M

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ π ∈ Rm. Çäåñü a∗n, b∗n � êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà Ôóðüå èçìåðåííîé ôóíêöèè η(t), à an(π), bn(π) � òå
æå êîýôôèöèåíòû, ðàññ÷èòàííûå èç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî èç-
âåñòíîé ôóíêöèè p(t). Ââèäó íåòî÷íîñòè èçìåðåíèé ôóíêöèé p(t) è
η(t), äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé. Ïîýòîìó
ìû çàìåíÿåì å¼ íà çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

fM (π) =

M∑
n=1

(K|an(π)− a∗n|+ |bn(π)− b∗n|).

×èñëîK èãðàåò âåñîâóþ ðîëü è îïðåäåëÿåòñÿ îïûòíûì ïóò¼ì. Ââèäó
òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ fM íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, äëÿ å¼ ìèíèìèçàöèè èñ-

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ
(ïðîåêò � 22�71�1�0070).
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ïîëüçóåòñÿ ìåòîä áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ � ìåòîä Íåëäåðà-
Ìèäà.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è âíà÷àëå ñòðîÿòñÿ ìîäåëüíûå ïðèìåðû ñ çàðàíåå èçâåñòíûì ðåøå-
íèåì π. Ýòè ïðèìåðû ìû ïîëó÷àåì, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðÿìóþ
çàäà÷ó, ò.å. çàäàâàÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ π è ôóíêöèþ p(t), à çàòåì ðàñ-
ñ÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ èì ôóíêöèþ η(t). Òàêæå ìîäåëèðóþòñÿ
ïîãðåøíîñòè âî âõîäíûõ äàííûõ îáðàòíîé çàäà÷è. Ïðèâîäÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêàçûâàþùèå ýôôåêòèâíîñòü
ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.

Ëèòåðàòóðà
1. Tsangaris S. Pulsating blood �ow in an initially stressed,

anisotropic elastic tube: linear approximation of pressure waves /
S. Tsangaris, D. Drikakis // Medical & Biological Engineering &
Computing. � 1989. � V. 27. � P. 82�88.

ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÀÕ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ óñëîâíî�êîððåêòíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíà ãåëüäåðîâà îöåíêà óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè íà âûïóêëîì
êîìïàêòå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îïåðàòîð ïðÿìîé çàäà÷è è
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàäàíû ñ ïîãðåøíîñòÿìè, áëèçîñòü ïðîèç-
âîäíûõ òî÷íîãî è âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Èñ-
ñëåäóþòñÿ ñâîéñòâà âûïóêëîñòè è îäíîýêñòðåìàëüíîñòè ôóíêöèîíà-
ëà íåâÿçêè ìåòîäà êâàçèðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ åãî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà íà ìíîæåñòâå óñëîâ-
íîé êîððåêòíîñòè, íå ñëèøêîì äàëåêàÿ îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ èñõîä-
íîé îáðàòíîé çàäà÷è, ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ. Äàíû
îöåíêè äèàìåòðà óêàçàííîé îêðåñòíîñòè â òåðìèíàõ ïîãðåøíîñòåé
âõîäíûõ äàííûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà îêðåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòî-
ðîì èòåðàöèé ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ê àòòðàêòîðó [1, 2]. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ
(ïðîåêò � 20�11�20085).
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Ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ âáëèçè óãëîâûõ
îñîáûõ òî÷åê êðàÿ áàíàõîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ
êàê â ïðåäåëàõ ¾÷èñòîé¿ òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöèîíà-
ëîâ, òàê è â ðàìêàõ çàäà÷ ïðèêëàäíîé íàïðàâëåííîñòè � òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, òåîðèè áèôóðêàöèé ïåðèî-
äè÷åñêèõ âîëí è ò.ä. Â ýòèõ òåîðèÿõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-
þò íåëèíåéíûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è ñ ïîëóîãðàíè÷åíèÿìè

V (x) −→ inf, gk(x) ⩾ 0, x ∈M, k = 1, 2, . . . ,m,

â êîòîðûõ V (x), gk(x) � ãëàäêèå ôóíêöèîíàëû íà ãëàäêèõ áàíàõî-
âûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Òàêèå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê âîïðîñó î áèôóðêàöè-
ÿõ ýêñòðåìàëåé èç óãëîâîé òî÷êè êðàÿ áàíàõîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü ãëàäêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ V (x, λ) çàäàíî
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà îñíîâíîé àðãóìåíò â âèäå äâóõ íåðàâåíñòâ, çà-
äàþùèõ íåîñîáî ïåðåñåêàþùèåñÿ ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè è âûäåëÿþ-
ùèõ 2−ãðàííûé óãîë: C = {x ∈ E| gi(x) ⩾ 0, i = 1, 2} (ñëó÷àé
îãðàíè÷åíèÿ â âèäå îäíîãî íåðàâåíñòâà äàåò òàê íàçûâàåìóþ êðàå-
âóþ îñîáåííîñòü).

Òî÷êà a ∈ C íàçûâàåòñÿ óñëîâíî êðèòè÷åñêîé äëÿ V (x, λ), åñ-
ëè gradHV (a, λ) îðòîãîíàëåí ãðàíè C, ñîäåðæàùåé a. Âñå êðèòè-
÷åñêèå òî÷êè a äåëÿòñÿ íà óãëîâûå (g1(a) = g2(a) = 0), êðàåâûå
(g1(a)g2(a) = 0, |g1(a)| + |g2(a)| ̸= 0) è âíóòðåííèå (g1(x)g2(x) ̸= 0).
Ìíîæåñòâî âñåõ óãëîâûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ âåðøèííîé ãðàíüþ óãëà
èëè, áîëåå êðàòêî, âåðøèíîé óãëà.

© Êîëåñíèêîâà È.Â., 2023
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Àíàëèç ïîâåäåíèÿ V (x, λ) ìîæíî ïðîâåñòè, ïåðåéäÿ ê ôóíêöèè
W (ξ) := inf

x:g(x)=ξ
V (x) � ïî êàêîé�ëèáî ñõåìå êîíå÷íîìåðíîé ðåäóê-

öèè [1]. Çäåñü g(x) = (g1, g2, . . . , gm)⊤, {gk} � íàáîð íåçàâèñèìûõ
ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ (êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ), âêëþ÷àþùèé â ñå-
áÿ ïàðó îãðàíè÷èòåëåé {g1, g2}, çàäàþùèõ óãîë.

Ôóíêöèîíàëû gi(x) ïîä÷èíåíû, êàê ïðàâèëî, äîïîë-
íèòåëüíûì "òåõíè÷åñêèì" óñëîâèÿì: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
gradH gi(x) ∈ F ∀x ∈ E, ïðåäïîëàãàåòñÿ, â êàæäîì ñëîå g−1(ξ)
ñóùåñòâóåò (âáëèçè íóëÿ) åäèíñòâåííàÿ (ìîðñîâñêàÿ) ýêñòðåìàëü
x = φ(ξ) è ò.ä. Ïîäìíîãîîáðàçèå N , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê φ(ξ),
íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùèì. Êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóæåíèå ôóíêöèîíàëà V íà ðåäóöèðóþùåå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå V â óãëå C ñâîäèò-
ñÿ ê èññëåäîâàíèþ ôóíêöèè W â êîîðäèíàòíîì óãëå
ξ1 ⩾ 0, ξ2 ⩾ 0. Êðàòíîñòü µ̂ óãëîâîé êðèòè÷åñêîé òî÷-
êè x0 ∈ C îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü ôàêòîð�àëãåáðû
Q(W,a) = R[[ξ − α]]/Â(W,α), ãäå α � îáðàç a â ïðîñòðàíñòâå
êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ, R[[ξ −α]] � àëãåáðà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ îò ξ − α, à Â(W,α) � óãëîâîé ÿêîáèåâ èäåàë â R[[ξ − α]],
ïîðîæäåííûé ñëåäóþùèì íàáîðîì ôóíêöèé (òî÷íåå, òåéëîðîâñêè-
ìè ðàçëîæåíèÿìè ýòèõ ôóíêöèé): ξ1 ∂W∂ξ1 , ξ2

∂W
∂ξ2

, ∂W
∂ξ3

, . . . , ∂W
∂ξm

.
Êðàòíîñòü µ êðàåâîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè a, ïðèíàäëåæàùåé
êðàþ g1(a) = 0, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü ôàêòîð�àëãåáðû
Q(W,a) = R[[ξ − α]]/A(W,α), ãäå A(W,α) � êðàåâîé ÿêîáèåâ èäåàë
â R[[ξ − α]], ïîðîæäåííûé íàáîðîì ôóíêöèé: ξ1 ∂W∂ξ1 ,

∂W
∂ξ2

, . . . , ∂W
∂ξm

.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòü îñîáîé òî÷êè íà êðàå g2(a) = 0.
Êðàòíîñòü âíóòðåííåé òî÷êè a îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íîì îáðàçîì,
êàê ðàçìåðíîñòü ôàêòîð�àëãåáðû Q(W,a) = R[[ξ − α]]/A(W,α), ãäå
A(W,α) � ÿêîáèåâ èäåàë â R[[ξ −α]], ïîðîæäåííûé íàáîðîì ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ: ∂W∂ξ1 ,

∂W
∂ξ2

, . . . , ∂W
∂ξm

.

Ïóñòü M̂ ∈ E × Rq � ìíîãîîáðàçèå êàòàñòðîô:
M̂ = M0 ∪ M1 ∪ M2, ãäå Mk îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
f(x, λ) = 0, x ∈ Ck, dim Ker ∂[f ]k∂x (x, λ) > 0. Çäåñü C0 � âåð-
øèííàÿ ãðàíü óãëà, C1 � êðàé óãëà, C2 � âíóòðåííîñòü óãëà, à

[f ]k = gradH (V

∣∣∣∣
Ck

).

Êàóñòèêà Σ ôóíêöèîíàëà â óãëîâîé îñîáîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ êàòàñòðîô îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé ïðî-
åêöèè π : E × Rm → Rq: Σ = π(M̂).
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Åñëè çàðàíåå èçâåñòíà îöåíêà ñâåðõó ÷èñëîì d çíà÷åíèé èíäåê-
ñîâ Ìîðñà âñåõ áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé, òî êàæäûé ðàñêëàä
áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé (bif�ðàñêëàä) îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé
L = (ljk), â êîòîðîé ýëåìåíò l

j
k ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê íà Ck.
Â ñëó÷àå óãëîâîé îñîáåííîñòè åå âåðñàëüíàÿ ðàçâåðòêà îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ W (x, λ), äëÿ êîòîðîé ñîâîêóïíîñòü ðîñòêîâ
ôóíêöèé ∂W

∂λj
(x, 0) (íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè) äàåò ñèñòåìó

ëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ â óãëîâîì êîëüöå îñîáåííîñòè Q̂0(W ). Åñëè
ýòà ñîâîêóïíîñòü ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Q̂0(W ), òî äåôîðìàöèÿ íàçûâà-
åòñÿ ìèíèâåðñàëüíîé. Åñëè ðàññìîòðåòü â êîëüöå ðîñòêîâ ãëàäêèõ
ôóíêöèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë è ïðîôàêòîðèçîâàòü åãî ïî óãëîâîìó
ÿêîáèåâó èäåàëó, òî ïîëó÷èì óñå÷åííîå óãëîâîå ëîêàëüíîå êîëüöî
Q̂∗

0(W ). Äåôîðìàöèÿ W (x, λ), äëÿ êîòîðîé W (x, 0) = 0 è ñîâîêóï-
íîñòü ðîñòêîâ ôóíêöèé ∂W

∂λj
(x, 0) îáðàçóåò áàçèñ Q̂∗

0(W ), íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííîé ìèíèâåðñàëüíîé äåôîðìàöèåé. Êàóñòèêà òàêîé äåôîð-
ìàöèè íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé è îáîçíà÷àåòñÿ Σ (÷àùå âñåãî êàóñòèêîé
îñîáåííîñòè íàçûâàþò ãëàâíóþ êàóñòèêó).

Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè W äâóõ
ïåðåìåííûõ, åå ãëàâíàÿ ÷àñòü U èìååò ñëåäóþùèé âèä:
σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 + p σ1σ2 + γ σ2, σ1 = x21 + x22, σ2 = x21x
2
2.

Åñëè U � ðàçâåðòêà min−îñîáåííîñòè øåñòîãî ïîðÿäêà, òî
p > −4.

×åðåç L = (l0, l1, l2) îáîçíà÷èì bif�ðàñêëàäW (êîëè÷åñòâà ìèíè-
ìóìîâ, ñåäåë è ìàêñèìóìîâ).

Òåîðåìà.Åñëè L � bif�ðàñêëàä äëÿ min−îñîáåííîñòè øåñòîãî
ïîðÿäêà, òî íà êàæäîé èç ïîëóîñåé êîîîðäèíàò è íà äèàãîíàëüíûõ
ïîëóîñÿõ ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Åñëè íà îäíîé èç ýòèõ (âîñüìè) ïîëóîñåé èìååòñÿ ïàðà íåíóëåâûõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî ýòè òî÷êè ðàçíîòèïíû (ñ ðàçëè÷íûìè çíà-
÷åíèÿìè èíäåêñà Ìîðñà). Ïðè ýòîì l2 ⩽ 8. Â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîãî
ðàñêëàäà l0 ⩾ 5 è l2 ⩾ 4.

Òåîðåìà. Åñëè L � ìàêñèìàëüíûé bif−ðàñêëàä, òî âíå äèàãî-
íàëüíûõ è êîîðäèíàòíûõ îñåé íàõîäÿòñÿ ëèøü ñåäëîâûå êðèòè÷å-
ñêèå òî÷êè (8 òî÷åê).

Ïîñëå çàìåíû x21 = y1, x
2
2 = y2 ïîëó÷èì îìáèëè÷åñêóþ òî÷-

êó ìèíèìóìà â âåðøèíå óãëà y1 ⩾ 0, y2 ⩾ o. Ìàêñèìàëüíûå
bif−ðàñêëàäû îñîáåííîñòè â íóëå ôóíêöèè W èñ÷åðïûâàþòñÿ ðàñ-
êëàäàìè (9, 12, 4), (5, 12, 8).
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Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ x1 = r cos(φ), x2 = r sin(φ) ïîëó÷èì
σ1 = r2, σ2 = r4

8 (1− cos(4φ)) è, ñëåäîâàòåëüíî,

W = r6 + ε r4 + δ r2 +
r4

8
(p r2(1− cos(4φ)) + γ (1− cos(4φ))).

Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êðèâûõ
M1 è M2, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè ∂V

∂r = 0 (êðèâàÿ ðàäèàëüíî
ñòàöèíàðíûõ òî÷åê) è ∂V

∂φ = 0 (êðèâàÿ òàíãåíöèàëüíî ñòàöèíàðíûõ
òî÷åê). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîM1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì, ïîñëå ïðèâåäå-
íèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ è ñîêðàùåíèÿ íà ìíîæèòåëü r, óðàâíåíèåì

(6 +
3p

4
(1− cos(4φ)))r4 + (4ε+ 2γ (1− cos(4φ)))r2 + 2δ = 0.

Êðèâàÿ M2 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (p r2 + γ) sin(4φ) = 0. Èç ïîñëåä-
íåãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî êðèâàÿ M2 ñîñòîèò èç êîîðäèíàòíûõ è
äèàãîíàëüíûõ ïðÿìûõ ëèíèé è îêðóæíîñòè r2 = −γp .

Êàæäîìó òèïó ïåðåñå÷åíèÿM1∩M1 ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé
òèï ñòðîåíèÿ ëèíèé óðîâíÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè è ñõåìà âçàèìíûõ
ïðèìûêàíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ìîæíî îñóùåñòâèòü è â ñëó÷àå íåñèììåò-
ðè÷íûõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé.
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Ïóñòü Q � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, à åå ãðàíèöà ∂Q ∈ C∞.
Â êîíóñå

K = {(tx, t) |x ∈ Q, 0 < t < T}, 0 < T <∞, (1)

c áîêîâîé ãðàíèöåé Σ = {(tx, t) |x ∈ ∂Q, 0 < t ⩽ T}, ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à{

∂tu−∆u = f â K,
u|Σ = 0.

(2)

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îäíîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â îáëàñòÿõ, âûðîæäàþùèõñÿ ïðè t = 0,
èññëåäîâàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ñì. [1] è öèòèðîâàííóþ òàì ëè-
òåðàòóðó. Â ðàáîòàõ [2,3] äëÿ n = 2 ðàññìàòðèâàëàñü ïåðâàÿ êðà-
åâàÿ çàäà÷à â êðóãîâîì êîíóñå. Â [2] äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè è íåíóëåâîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè óñòàíîâëåíî ñó-
ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ çàäà÷è (2) â
[3] ïîëó÷åíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â íåêîòîðîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, íîðìà êîòîðîãî ñîäåðæèò u è
∂tu.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f , êîòîðàÿ ëî-
êàëüíî ïðèíàäëåæèò L∞ è ìîæåò ðàñòè îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïðè
ïðèáëèæåíèè ê âåðøèíå êîíóñà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K0 = K̄\{0} çàìêíóòûé êîíóñ áåç âåðøèíû,
Kτ = K ∩ {t ⩽ τ}, è äëÿ ïàðàìåòðà a ïîëîæèì

f̄a(t) = vraisup(x,τ)∈Kt |f(x, τ)|e−a/τ .

Òåîðåìà. Äëÿ êîíóñà (1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ > 0 òàêîå, ÷òî
åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f èçìåðèìà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|f(x, t)| ⩽Meγ/t, (x, t) ∈ K,

© Êîíåíêîâ À.Í., 2023
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òî ñóùåñòâóåò (îáîáùåííîå) ðåøåíèå u ∈ C(K0) ïåðâîé êðàåâîé
çàäà÷è (2), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

|u(x, t)| ⩽ Cteγ/tf̄γ(t), (x, t) ∈ K.

Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå íåïðåðûâíûõ â K0 ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lim
(x,t)→0
(x,t)∈K

e−γ/tu(x, t) = 0.

Ëèòåðàòóðà
1. Ramazanov M. On the Solvability of Heat Boundary Value Prob-

lems in Sobolev Spaces / Ramazanov M., Jenaliyev M., Gulmanov N. //
Opuscula Math. � 2022. � V. 42, � 8. � P. 75�91.

2. Jenaliyev M.T. On the solution to a two�dimensional heat
conduction problem in a degenerate domain / M.T. Jenaliyev,
M.I. Ramazanov, M.T. Kosmakova, Zh.M. Tuleutaeva // Eurasian
mathematical journal. � 2020. � V. 11, � 3. � P. 89�94.

3. Jenaliyev M.T. On the Solvability of Heat Boundary Value
Problems in Sobolev Spaces / M.T. Jenaliyev, M.T. Kosmakova,
Zh.M. Tuleutaeva // Lobachevskii Journal of Mathematics. � 2022. �
V. 43, � 8. � P. 2133�2144.

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎ�ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ
ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß

ÏÐÎÔÅÑÑÈÎÍÀËÜÍÎ�ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×
È.Â. Êîíîïëåâà, Í.Ñ. Çíàåíêî, Ë.Â. Ìèðîíîâà

(Óëüÿíîâñê, ÓÈÃÀ)
konopleirina@gmail.com, znaenns@mail.ru, mironova5509@gmail.com

Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíî�
ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ àâèàöèîííîé òåìàòèêè. Öåëü
òàêîé ìåòîäèêè � ôîðìèðîâàíèå ó ñòóäåíòîâ êîìïåòåíöèé, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ èõ äàëüíåéøåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Â [1] ïðèâåäåíû îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ìàðøðóòà ïîëåòà áåñ-
ïèëîòíèêà (ÁÏËÀ). Àâòîðû ïðèìåíÿþò ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè äëÿ
ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷ íà ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ìåñòà àâèàöèîííîãî ïðîèñøåñòâèÿ, åñ-
ëè ïðåäïîëàãàåìûé ðàéîí èìååò ôîðìó êðóãà, êâàäðàòà èëè ïðÿìî-
óãîëüíèêà, îïðåäåëÿþòñÿ òðàåêòîðèè îáëåòà, ïëîùàäü îáñëåäîâàí-
íîé ÁÏËÀ îáëàñòè è ïëîùàäü âñåãî ðàéîíà ïîèñêà.

© Êîíîïëåâà È.Â., Çíàåíêî Í.Ñ., Ìèðîíîâà Ë.Â., 2023
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Ïðè èçó÷åíèè àëãåáðû ñîáûòèé ðàññìàòðèâàþòñÿ òèïîâûå çàäà-
÷è:

Ïðèìåð 1. Ñàìîëåò ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ñ ïòèöàìè âî âðåìÿ âçëå-
òà (ïîñàäêè) è âî âðåìÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëåòà. Ãîðèçîíòàëüíûé
ïîëåò ñîñòàâëÿåò 80% ïðîöåíòîâ îò âñåãî âðåìåíè ïîëåòà, à âçëåò
(ïîñàäêà) � 20%. Âåðîÿòíîñòü íå ñòîëêíóòüñÿ ñ ïòèöàìè âî âðåìÿ
ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëåòà ðàâíà 0,9, à âî âðåìÿ âçëåòà (ïîñàäêè) � 0,6.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîçäóøíîå ñóäíî íå ñòîëêíåòñÿ ñ ïòèöà-
ìè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòîëêíîâåíèå ñ ïòèöàìè ïðîèçîøëî
âî âðåìÿ âçëåòà (ïîñàäêè).

Ìåòîäû, èçëîæåííûå â [2], èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà íàäåæíîñòè
òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì (n ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ôèëüòðîâ ðàç-
íûõ òèïîâ èëè òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ îáåñïå÷åíèÿ àâèàöèîííîé áåç-
îïàñíîñòè). Îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû, âåðîÿòíîñòü è âðåìÿ
åå áåçîòêàçíîé ðàáîòû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåçåðâíûõ
ýëåìåíòîâ êàæäîãî òèïà ïðè çàäàííîé íàäåæíîñòè âñåé ñèñòåìû è
îãðàíè÷åíèÿõ ïî ñòîèìîñòè. Òàêèå çàäàíèÿ ìîæíî ñîñòàâëÿòü êàê
òèïîâîé ðàñ÷åò, ñîñòîÿùèé èç ïðîäîëæàþùèõñÿ ïîäçàäà÷ ðàçíîé ñòå-
ïåíè ñëîæíîñòè è âàðüèðîâàòü èõ â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ÷àñîâ,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ òåìû.

Ðåãðåññèîííî�êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàñõîäà àâèàòîïëèâà, êà÷åñòâà àâèàöèîííîãî
ìàñëà â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ïðè÷èí àâèàïðîèñøåñòâèé:

Ïðèìåð 2. Ïî äàííûì íàáëþäåíèé çà àâèàöèîííûìè ïðîèñ-
øåñòâèÿìè â n àýðîïîðòàõ èçó÷èòü çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïðîâåäå-
íèÿ àâàðèéíî�ñïàñàòåëüíûõ ðàáîò y (ìèí) îò âðåìåíè ýâàêóàöèè
ïàññàæèðîâ èç ñàìîëåòà x1 (ìèí) è âðåìåíè ïðèåçäà àâàðèéíî�
ñïàñàòåëüíîãî ðàñ÷åòà x2 (ìèí) (èëè âðåìåíè ñîîáùåíèÿ íà ïóëüò
ñëóæáû ñïàñåíèÿ). Ïîñòðîèòü äâóõôàêòîðíóþ ëèíåéíóþ ðåãðåññè-
îííóþ ìîäåëü. Îïðåäåëèòü ñèëó âîçäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ íà ðåçóëüòàò,
òåñíîòó ñâÿçè ìåæäó ôàêòîðíûìè ïðèçíàêàìè è ðåçóëüòàòèâíûì. Ñ
ïîìîùüþ F�êðèòåðèÿ Ôèøåðà ïðè çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè îöå-
íèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ íàäåæíîñòü óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè.

Íåïðîñòî íàéòè äàííûå äëÿ ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷ ïðîôåññèîíàëü-
íîé íàïðàâëåííîñòè, ò.ê. èíôîðìàöèÿ î ðàáîòå àâèàïðåäïðèÿòèé îò-
ñóòñòâóåò â îòêðûòîì äîñòóïå. Îíè ñîáèðàþòñÿ ñòóäåíòàìè â õîäå
âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ âûçûâàþò áîëüøîé èí-
òåðåñ äàæå íà 1 è 2 êóðñàõ. Óìåíèå íàéòè, îáðàáîòàòü äàííûå, ïðî-
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àíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû, ñäåëàòü âûâîäû, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íà-
âûêè èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû.

Ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìîòèâèðóåò ñòóäåíòîâ ãëóáæå èçó-
÷àòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, èñïîëüçîâàòü èõ ïðè íàïèñàíèè êóð-
ñîâûõ ðàáîò ïî ñïåöèàëüíûì äèñöèïëèíàì è ÂÊÐ.

Ñîçäàíèå áàíêà äàííûõ ïðîôåññèîíàëüíî�îðèåíòèðîâàííûõ çà-
äà÷ è èñïîëüçîâàíèå èõ â ó÷åáíîì ïðîöåññå � îäèí èç ýôôåêòèâíûõ
ìåòîäè÷åñêèõ ïðèåìîâ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòèâíîñòü òàêîé ìåòîäèêè ïîäòâåðæäåíà ìíîãîëåò-
íèìè íàáëþäåíèÿìè.
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Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt(x, t) = uxx(x, t) + f(x, t), 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t <∞; (1)

ux(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0,
ux(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0;

(2)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (3)

ãäå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (1)�(3), êîìïëåêñíîçíà÷íûå è f(x, t) ∈
∈ L(QT ), QT = [0, 1]× [0, T ], ïðè ëþáîì T > 0.

© Êîðíåâ Â.Â., 2023
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Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïî ìåòîäó Ôóðüå ïðåäñòàâèìî
(ñì. [1]) â âèäå ðÿäà

u(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

×
 t∫

0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

 dλ,
(4)

ãäå Rλ = (L− λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′(x), y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0,

E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ = ρ2, Re ρ ⩾ 0, γn �çàìêíóòûé êîíòóð â
λ�ïëîñêîñòè âîêðóã n�ãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, r > 0
äîñòàòî÷íî âåëèêî è ôèêñèðîâàíî, n0 � òàêîé íîìåð, ÷òî ïðè n ⩾
⩾ n0 âíóòðè γn íàõîäèòñÿ ïî îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ è âñå
γn ïðè n ⩾ n0 íàõîäÿòñÿ âíå êîíòóðà |λ| = r.

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä (4) èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî ñóììè-
ðóåìîé ôóíêöèè f(x, t).

Ïóñòü φ(x) ∈ L[0, 1]. Îïðåäåëèì åå ïðîäîëæåíèå φ̃(x) ñ [0, 1] íà
âñå x ∈ R ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(φ̃(−x), φ̃(1 + x))T = (φ̃(x), φ̃(1− x))T+

+2M

x∫
0

eM(x−t)(φ̃(t), φ̃(1− t))T dt, x ⩾ 0, (5)

ãäå φ̃(x) = φ(x) ïðè x ∈ [0, 1], T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ,

M =

(
α1 β1
−α2 −β2

)
.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç f̃(x, t) îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ f(x, t), ïðîäîë-
æåííàÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ⩾ 0 ïî ïðàâèëó (5) ñ x ∈ [0, 1]
íà âñå x ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî f̃(x, t) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà â R× [0,∞).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

u0(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

f̃(η, τ) dη, 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t <∞.

Îòìåòèì, ÷òî u0(x, t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
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Òåîðåìà. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t ⩾ 0 ðÿä (4) ñõîäèòñÿ ê
u0(x, t) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [a, b] íà ëþáîì [a, b] ⊂ (0, 1).

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ äðóãèõ
êðàåâûõ óñëîâèé (2) ïðè íàäëåæàùåì îïðåäåëåíèè ôóíêöèè f̃(x, t)
ïðè óñëîâèè, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñâóþùåãî îïåðàòîðà L ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.
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Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ðàâíîìåðíûõ àñèìïòîòèê ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè â îêðåñò-
íîñòè èððåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è â îáùåì âèäå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ïóàíêàðå â
ðàáîòàõ [1], [2]. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì îáùèé âèä ýòèõ àñèìï-
òîòèê â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íîëü.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

an (x)
(
d
dx

)n
u (x) + an−1 (x)

(
d
dx

)n−1
u (x) + ...

+ai (x)
(
d
dx

)i
u (x) + ...+ a0 (x)u (x) = 0.

(1)

Çäåñü an (x) � ôóíêöèè ãîëîìîðôíûå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ.

Öåëüþ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèê ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè x → 0, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x = 0 ÿâëÿ-
åòñÿ èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé. Îáùèé âèä àñèìïòîòèê â îêðåñò-
íîñòè ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê õîðîøî èçâåñòåí.

© Êîðîâèíà Ì.Â., 2023
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Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [3] óðàâíåíèå (1) ñ èððåãóëÿðíîé îñîáåí-
íîñòüþ â íóëå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Ĥu(x) =

=
(
− 1
kx

k+1 d
dx

)n
u (x) +

∑n−1
i=0 a

0
i (x)

(
− 1
kx

k+1 d
dx

)i
u (x) = 0,

(2)

ãäå k ∈ N , a0i (x) � ôóíêöèè ãîëîìîðôíûå â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â
ðàáîòå [3] íàéäåíî ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå k.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìâîëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Ĥ íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ H (r, p) = pn +

∑n−1
i=0 a

0
i (r) p

i,

Îñíîâíûì ñèìâîëîì Îïåðàòîðà Ĥ íàçûâàåòñÿ ïîëèíîì

H0 (p) = H (0, p) = pn +

n−1∑
i=0

a0i (0) p
i.

Âîïðîñ î âèäå ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòèêè â îêðåñòíîñòè èððåãó-
ëÿðíîé îñîáîé òî÷êè ïðîùå âñåãî ðåøàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà êîðíè
îñíîâíîãî ñèìâîëà H0 (p) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Â ðàáîòàõ [4], [5] äî-
êàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

n∑
i=1

ePi(
1
x )xσi

∞∑
k=0

Aki x
k,

ãäå Pi (y) = λiy
k + αk−1

i yk−1 + ... + α1
i y, σi � êîìïëåêñíîå ÷èñ-

ëî,
∑∞
k=0A

k
i x

k � àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä. Ïðîñòîìó j�ìó êîðíþ ïî-
ëèíîìà H0 (p) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèé ÷ëåí âèäà
ePj(

1
x )xσj

∑∞
k=0A

k
jx

k, j = 1, ..., n.
Â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê çíà÷è-

òåëüíî ñëîæíåå. Â ðàáîòàõ [6], [7] ïîñòðîåíû àñèìïòîòèêè ðåøåíèé
â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî ðîñòà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå, êîãäà an (x) = 1. Çàìåòèì,
÷òî áåñêîíå÷íîñòü âîîáùå ãîâîðÿ ÿâëÿåòñÿ èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷-
êîé. Â îáùåì ñëó÷àå íà âîïðîñ î âèäå àñèìïòîòèê â îêðåñòíîñòè
ïðîèçâîëüíîé èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè îòâå÷àåò

Òåîðåìà. Ëþáàÿ àñèìïòîòèêà ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîìó
êîðíþ îñíîâíîãî ñèìâîëà óðàâíåíèÿ (2) â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ÷ëåíîâ âèäà

ui (x) ≈ exp
(
Pi

(
x
− 1

li

))
xσi

∞∑
k=0

aikx
k
li , i = 1, . . . , n,
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ãäå li ∈ N , σi � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, Pi (x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòå-
ïåíü êîòîðîãî íå ïðåâûùàåò 2li,

∑∞
k=0 a

i
kx

i � àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä.

Çàìåòèì, ÷òî êîðåíü îñíîâíîãî ñèìâîëà pi ̸= 0 ñäâèãàåòñÿ â íîëü
ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè u (x) = exp

(
pi
xk

)
ui (x).

Òåîðåìà äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ðåñóðãåíòíîãî
àíàëèçà è ìåòîäà ïîâòîðíîãî êâàíòîâàíèÿ, îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ëàïëàñà Áîðåëÿ [8].
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ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Â ÑËÓ×ÀÅ ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÑÒÈ
ÏÎ ÓÃËÎÂÎÉ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÅ1

Ì.Ò. Êîñìàêîâà, À.Í. Õàìçååâà
(Êàðàãàíäà, ÊàðÓ èì. Å.À. Áóêåòîâà)

svetlanamir578@gmail.com, aiymkhamzeyeva@gmail.com

Â ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîì ñåêòîðå ýêîíîìèêè ëþáîé ñòðàíû ïðî-
áëåìîé ÿâëÿåòñÿ çàáîëà÷èâàíèå è çàñîëåíèå ïîëèâíûõ çåìåëü â ñâÿ-
çè ñ ïîäúåìîì ãðóíòîâûõ âîä ïðè îðîøåíèè. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è
ðåãóëèðîâàíèÿ óðîâíÿ ãðóíòîâûõ âîä ïðè îðîøåíèè [1] ïðèâîäÿò ê
íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íåóñòàíîâèâøååñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâè-
æåíèå ãðóíòîâûõ âîä ñî ñëàáîèçìåíÿþùåéñÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-
ñòüþ è ñ íåïðîíèöàåìûì ãîðèçîíòàëüíûì âîäîóïîðîì îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Áóññèíåñêà, êîòîðîå ëèíåàðèçàöèåé òîæå ñâîäèòñÿ ê íà-
ãðóæåííîìó ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [2].

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äâóìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì â îáëàñòè, âûðîæäàþùåéñÿ â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè

G =
{
(x; y, t) : x2 + y2 < t2, t > 0

}
äëÿ äðîáíî�íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ

∂u(x, y, t)

∂t
= a2△u(x, y, t)+λ

{
RLD

β
0tu(x, y, t)

}∣∣∣√
x2+y2=t/2

+Φ(x, y, t),

(1)
ñ óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ

lim√
x2+y2→∞

u(x, y, t) = 0, (2)

è ñ óñëîâèåì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà

u(x, y, t)
∣∣∣√

x2+y2=t
= g(t), t > 0, (3)

1 Ýòî èññëåäîâàíèå ôèíàíñèðóåòñÿ Êîìèòåòîì íàóêè Ìèíèñòåðñòâà îáðàçî-
âàíèÿ è íàóêè Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí (Grant � AP09259780, 2021�2023).
© Êîñìàêîâà Ì.Ò., Õàìçååâà À.Í., 2023

236



ãäå g(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ,

RLD
β
0tu(x, y, t) =

1

Γ(1− β)
d

dt

∫ t

0

u(x, y, τ)

(t− τ)β
dτ (4)

� ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β, 0 < β < 1.
Çàäà÷à (1)�(3) èññëåäóåòñÿ â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè. Ïîñëå ââå-

äåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Â îáëàñòè Ω∞ = {(r, t) : r > 0, t > 0} íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂ω(r, t)

∂t
= a2

a2

r

∂

∂r

(
r
∂ω(r, t)

∂r

)
+λ
{
RLD

β
0tω(r, t)

}∣∣∣
r=t/2

+F (r, t) (5)

ñ óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ

lim
r→∞

ω(r, t) = 0, (6)

è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ω(r, t)
∣∣∣
t=0

= g(0). (7)

Çäåñü: ω(r, t) = u(r cosφ, r sinφ, t), F (r, t) = Φ(r cosφ, r sinφ, t) â
ñëó÷àå èçîòðîïíîñòè ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå.

Èñïîëüçóÿ [3], âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(7)

ω(r, t) =

∫ ∞

0

G(r, ξ, t) g(0) dξ+λ

∫ t

0

∫ ∞

0

µ(τ)G(r, ξ, t−τ) dξdτ+f(r, t),

(8)
ãäå

µ (t) =
{
RLD

β
0tω(r, t)

}∣∣∣
r=t/2

,

f(r, t) =

∫ t

0

∫ ∞

0

G (r, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξdτ, (9)

G(r, ξ, t) =
ξ

2 a2 t
exp

(
−r

2 + ξ2

4 a2 t

)
I0

(
rξ

2 a2 t

)
.

Çäåñü: I0(z) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ.
Ïîñêîëüêó ∫ ∞

0

G(r, ξ, t) dξ = 1,
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òî ïðåäñòàâëåíèå (8) ïðèìåò âèä:

ω(r, t) = g(0) + λ

∫ t

0

∫ ∞

0

µ(τ) dτ + f(r, t). (10)

Ïðèìåíèâ ê (10) îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ôîð-
ìóëå (4), ïîäñòàâèâ r = t/2 è ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèå (9), ïîëó÷èì
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

µ (t)− λ

Γ(1− β)

∫ t

0

µ (τ)

(t− τ)β
dτ = f1 (t) +

g(0)

Γ(1− β)
t−β , (11)

ãäå ôóíêöèÿ f1(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f1 (t) =
{
RLD

β
0tf(r, t)

}∣∣∣
r=t/2

. (12)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà, èìååò âèä:

µ (t) = g(0) t−β E1−β,1−β
(
λt1−β

)
+f1 (t)+λf1(t)∗t−β E1−β,1−β

(
λt1−β

)
,

ãäå Ea,b(z) � ôóíêöèÿ Ìèòòàã�Ëåôôëåðà, ⋆ � îïåðàöèÿ ñâåðòêè.
Òîãäà, ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (8), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (5)

� (7)

ω(r, t) = g(0)E1−β
(
λt1−β

)
+ λf1(t) ∗ E1−β

(
λt1−β

)
+ f (r, t) ,

çäåñü Ea,1(z) = Ea(z), è ôóíêöèè f1(t) è f (r, t) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî ôîðìóëàìè (12) è (9).

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé èçîòðîïíîñòè ïî óãëîâîé êî-
îðäèíàòå, òî ω(r, t) = u(r cosφ, r sinφ, t) = u(x, y, t) � ðåøåíèå èñ-
õîäíîé çàäà÷è (1)�(3), F (r, t) = Φ(r cosφ, r sinφ, t) = Φ(x, y, t) �
ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè (1).

Ëèòåðàòóðà
1. Êî÷èíà H.H. Âîïðîñû ðåãóëèðîâàíèÿ óðîâíÿ ãðóíòîâûõ âîä

ïðè ïîëèâàõ / Í.Í. Êî÷èíà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1973. � Ò. 213,
� 1. � Ñ. 51�54.

2. Íàõóøåâ À.Ì., Áîðèñîâ Â.Í. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íàãðóæåí-
íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ïðîãíîçó óðîâíÿ
ãðóíòîâûõ âîä / À.Ì. Íàõóøåâ, Â.Í. Áîðèñîâ // Äèôôåðåíö. óðàâ-
íåíèÿ. � 1977. � Ò. 13, � 1. � Ñ. 105�110.

3. Ïîëÿíèí À.Ä. Ñïðàâî÷íèê ïî ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè / À.Ä. Ïîëÿíèí. � Ì. : Ôèçìàòëèò, 2001. � 528 ñ.

238



ÑËÀÁÀß ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÑÈÑÒÅÌÛ
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Â Q = (−∞, T ]×Ω, ãäå T ⩾ 0, à Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 � îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω ⊂ C2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− µ△v +∇p = f(t, x), (t, x) ∈ QT ; (1)

div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT ; (2)

v |(−∞,T ]×∂Ω= 0. (3)

Çäåñü v(t, x) è p(t, x) èñêîìûå ñêîðîñòü è äàâëåíèå ðàññìàòðèâà-
åìîé ñðåäû, f(t, x) � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, µ > 0.

Ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà àïïðîêñèìàöèè ýòîé çàäà÷è áîëåå ïðîñòîé
çàäà÷åé è èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ñòåïåíè îòîáðàæåíèé âåêòîðíûõ ïî-
ëåé.

Ââåä¼ì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì áóäåò äîêàçàíà
ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

W = {v : v ∈ L2(−∞, T ;V ), v′ ∈ L1(−∞, T ;V −1)},

ãäå V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîð�
ôóíêöèé: V = {v ∈ W 1

2 (Ω) : v |Γ= 0, div v(t, x) = 0}, V −1 � ïðî-
ñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê V .

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü f ∈ L2(−∞, T ;V −1). Cëàáûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1)�(3) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈ W , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè
ëþáîé φ ∈ V è ï.â. t ∈ (−∞, T ) òîæäåñòâó

⟨v′, φ⟩ −
∫
Ω

n∑
i=1

viv
∂φ

∂xi
dx+ µ

∫
Ω

∇v : ∇φdx = ⟨f, φ⟩.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü f ∈ L2(−∞, T ;V −1). Òîãäà çàäà÷à (1)�(3) èìå-
åò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëàáîå ðåøåíèå v ∈W .

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22�11�
00103).
© Êîñòåíêî Å.È., 2023
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

du

dt
= (A0 + εA1)u+ F2(u, u) + F3(u, u, u) + εD0

1

2π

2π∫
0

u(t, x)dx (1)

ñ ïåðèîäè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèåì

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (2)

Çäåñü u = u(t, x), t ⩾ 0, x ∈ [0, 2π], A0, A1, D0 � n × n�ìàòðèöû,
F2(∗, ∗), F3(∗, ∗, ∗)� ëèíåéíûå ïî êàæäîìó àðãóìåíòó ôóíêöèè. Ñ÷è-
òàåì, ÷òî ìàòðèöà A0 èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíóþ
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå

u(t, x, ε) = ε1/2(aξ(τ, x) exp(iωt) + aξ(τ, x) exp(−iωt)) + ε(u20|ξ(τ, x)|2+

+u21ξ
2(τ, x) exp(2iωt) + u21ξ

2
(τ, x) exp(−2iωt)) + . . . , τ = εt.

Ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå (1) è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè
ε3/2, ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó

∂ξ

∂τ
= (1 + iλ0)ξ + (−1 + iσ0)ξ|ξ|2 +

γ

2π

2π∫
0

ξ(τ, x)dx, (3)

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �
22�11�00209, https://rscf.ru/project/22-11-00209/
© Êîñòåðèí Ä.Ñ., 2023
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ñ ïåðèîäè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèåì

ξ(τ, x+ 2π) ≡ ξ(τ, x), (4)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìîé.
Ðåøåíèÿ êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû îïðåäåëÿþò äèíàìèêó ðåøå-

íèé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé è íå
çàâèñÿùåé îò ε îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû. Ñïðàâåä-
ëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.Êðàåâàÿ çàäà÷à (3), (4) ïðè γ > −1 èìååò îäíîðîäíîå
ïî x è ïåðèîäè÷åñêîå ïî t ðåøåíèå âèäà

ξ(τ, x) = ±
√

1 + γ exp((λ0 + σ0(1 + γ))iτ).

Äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êóñî÷íî�ïîñòîÿííûõ ïî x
ðåøåíèé. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) â âèäå

ξ(τ, x) =

{
ρ1, 0 ⩽ x < α,

ρ2e
iφ, α ⩽ x < 2π.

(5)

Ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå (3), ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

ρ1 − ρ31 = − γ

2π
[αρ1 + (2π − α)ρ2 cosφ],

−ωρ1 + λ0ρ1 + σ0ρ
3
1 = − γ

2π
(2π − α)ρ2 sinφ,

ρ2 − ρ32 = − γ

2π
[αρ1 cosφ+ (2π − α)ρ2],

−ωρ2 + λ0ρ2 + σ0ρ
3
2 =

γ

2π
αρ1 sinφ,

×èñëåííî ïîêàçàíî íàëè÷èå ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóþò êóñî÷íî�ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ êâàçèíîðìàëüíîé
ôîðìû âèäà (5). ×èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ðåøåíèé êâà-
çèíîðìàëüíîé ôîðìû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà äâóõ ëèö ïðè íåîïðåäåëåí-
íîñòè Γ, êîòîðàÿ àññîöèèðóåòñÿ ñ êîðòåæåì

⟨{1, 2}, {Xi}i=1,2,Y, {fi(x, y)}i=1,2⟩, (1)

ãäå {1, 2} � ïîðÿäêîâûå íîìåðà èãðîêîâ, Xi ⊆ Rni � ìíîæåñòâî
÷èñòûõ ñòðàòåãèé i�ãî èãðîêà (i = 1, 2); Y ⊆ Rm � ìíîæåñòâî èí-
òåðâàëüíûõ íåîïðåäåëåííîñòåé y. Ïàðû âûáðàííûõ èãðîêàìè ñòðà-
òåãèé îáðàçóþò ñèòóàöèè x = (x1, x2), ìíîæåñòâî âñåõ ñèòóàöèé
X = X1 × X2 ⊆ Rn1+n2 . Íà ìíîæåñòâå âñåõ ïàð (x, y) ∈ X × Y îïðå-
äåëåíû ñêàëÿðíûå ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ f1(x, y) è f2(x, y).

Â èãðå Γ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà èíôîðìàöèîííîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ:

íà ïåðâîì øàãå èãðû, èãðîê 1, ÿâëÿþùèéñÿ ëèäåðîì, ïåðåäàåò èã-
ðîêó 2 èíôîðìàöèþ î ìíîæåñòâå ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé X1. Íà îñ-
íîâå ýòîé èíôîðìàöèè, èãðîê 2 ôîðìèðóåò ñâîþ ñòðàòåãèþ x2(x1, y)
êàê ôóíêöèþ x2 : X1 ×Y → X2 òàêóþ, ÷òî

f2(x1, x2(x1, y), y) = max
x2∈X2

f2(x1, x2, y) ∀ x1 ∈ X1, y ∈ Y.

Íà âòîðîì øàãå, èãðîê 2 ïåðåäàåò ïåðâîìó èãðîêó èíôîðìàöèþ
î âûáðàííîé èì ñòðàòåãèè x2(x1, y). Ïîñëå ÷åãî èãðîê 1 âûáèðàåò
ñâîþ ñòðàòåãèþ x∗1 ∈ X1 èç óñëîâèÿ

f1(x
∗
1, x2(x

∗
1, y), y) = max

x1∈X1

f1(x1, x2(x1, y), y).

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 23�21�00539, https://rscf.ru/project/23-21-00539/.
© Êóäðÿâöåâ Ê.Í., 2023
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Ïðè ýòîì, â ïðîöåññå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, èãðîêè âûíóæäåíû
ðàññ÷èòûâàòü íà âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ëþáîé íåîïðåäåëåííîñòè
y ∈ Y, î êîòîðîé îíè íå èìåþò íèêàêîé ñòîõàñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

Èñïîëüçóÿ èäåîëîãèþ, íàçâàííóþ â [1] ¾àíàëîãîì ñåäëîâîé òî÷-
êè¿, ôîðìàëèçóåì äëÿ èãðû Γ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèþ xst = (xst1 , x
st
2 ) ∈ X áóäåì íàçûâàòü

ãàðàíòèðîâàííûì ïî Ïàðåòî ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëüáåðãó â èåðàð-
õè÷åñêîé èãðå Γ, åñëè ñóùåñòâóþò íåîïðåäåëåííîñòü yp ∈ Y è
ôóíêöèÿ x2 : X1 ×Y → X2 òàêèå, ÷òî:
âî�ïåðâûõ,

f2(x1, x2(x1, yp), yp) = max
x2∈X2

f2(x1, x2, yp) ∀ x1 ∈ X1;

âî�âòîðûõ

f1(x
st
1 , x

st
2 , yp) = f1(x

st
1 , x2(x

st
1 , yp), yp) = max

x1∈X1

f1(x1, x2(x1, yp), yp);

â�òðåòüèõ, yp � ìèíèìàëüíàÿ ïî Ïàðåòî àëüòåðíàòèâà [2] â äâóõ-
êðèòåðèàëüíîé çàäà÷å

⟨Y, {fi(xst, y)}i=1,2⟩,

ïîëó÷åííîé èç (1) ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèòóàöèè x = xst.
Ïðè ýòîì, ãàðàíòèðîâàííûå ïî Ïàðåòî ðàâíîâåñíûå ïî Øòà-

êåëüáåðãó âûèãðûøè îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì

fst = (fst1 , f
st
2 ) = (f1(x

st
1 , x

st
2 , yp), f2(x

st
1 , x

st
2 , yp).

Ïðè ¾îáû÷íûõ¿ äëÿ òåîðèè èãð îãðàíè÷åíèÿõ, ïîëó÷åíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî ðàâíîâåñèÿ. Â êà÷å-
ñòâå ìîäåëüíîãî ïðèìåðà, ðàññìîòðåíà ìîäåëü öåïè ïîñòàâîê ïðè
ó÷åòå èìïîðòà, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíî ãàðàíòèðîâàííîå ïî Ïàðåòî
ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó.
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Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë λk è èõ êðàòíîñòåé nk. Ñ÷èòàåì, ÷òî |λk| < |λk+1| è
λk →∞, k →∞.

Îáîçíà÷èì E(Λ) = {zleλkz}∞,nk−1
k=1,l=0. Ýòî ñèñòåìà ôóíêöèé íàçûâà-

åòñÿ ñèñòåìîé ýêñïîíåíò (â ðÿäå èñòî÷íèêîâ � ñèñòåìîé ýêñïîíåíöè-
àëüíûõ ìîíîìîâ), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

Ââåä¼ì ðÿä ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ. Ñèìâîëîì n(r,Λ) îáîçíà÷èì ÷èñëî òî÷åê λk (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíî-
ñòåé nk), ïîïàâøèõ â îòêðûòûé êðóã B(0, r), è ïóñòü

n̄(Λ) = lim
r→+∞

n(r,Λ)

r
.

Âåëè÷èíà n̄(Λ) íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ïëîòíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [1], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âåùåñòâåííîé, åñëè
Reλk > 0 (k ⩾ 1), Imλk/Reλk → 0, k →∞.

Ïîëîæèì åùå
m(Λ) = lim

k→+∞

nk
|λk|

,

σΛ(r) = max


∑

|λk|<r,
Reλk>0

Re
nk
λk
,
∑

|λk|<r,
Reλk<0

Re
nk
λk

 .

Ïîìèìî óêàçàííûõ âûøå õàðàêòåðèñòèê, øèðîêîå ïðèìåíåíèå â
ðÿäå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ (íå)ïîëíîòîé ñèñòåìû ýêñïîíåíò èëè
ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè, íàõîäèò ñâî¼ ïðèìåíåíèå èíäåêñ êîíäåíñà-
öèè SΛ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ââåäåííûé â ðàáîòå [2]:

SΛ = lim
δ→0+

lim
m→∞

1

λm
ln

∣∣∣∣∣∣
∏

λk∈B(λm,δλm),k ̸=m

(
z − λk
3δλk

)nk

∣∣∣∣∣∣ .
© Êóæàåâ À.Ô., 2023
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Ñâîéñòâà èíäåêñà SΛ è ðÿä ïðèìåðîâ íà åãî âû÷èñëåíèå èìååòñÿ â
ðàáîòå [3].

Òåïåðü ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü ρ > 0. Ñèìâîëîì ΩΛ,ρ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
âûïóêëûõ ôóíêöèé íà îñè R òàêèõ, ÷òî ω(0) = 0, ω(t) ⩽ ρ|t|, t ⩽ 0,
lim

t→+∞
ω(t)/t = +∞, è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

+∞∫
1

ω(2σΛ(t))

t2
dt < +∞

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷-
íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

Cω := {f : sup
t∈R
|f(t)e−ω(t)| < +∞}.

ÑèìâîëîìW 0(Λ, ω) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñè-
ñòåìû E(Λ) â ïðîñòðàíñòâå Cω.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ρ > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk, nk} ÿâ-
ëÿåòñÿ ïî÷òè âåùåñòâåííîé è òàêîé, ÷òî SΛ > −∞, m(Λ) < ∞,
n̄(Λ) < ∞, ω ∈ ΩΛ,ρ. Òîãäà ñèñòåìà E(Λ) íå ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå
Cω.

Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðå-
çóëüòàòà â ðàáîòå [4].
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Ïîòðåáíîñòè ñîâðåìåííîé öèôðîâîé ýêîíîìèêè äèêòóþò íîâûå
çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ. Âàæíåéøåé èç ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
ôîðìèðîâàíèÿ êîìïåòåíöèé öèôðîâîé êóëüòóðû. Îñîáåííî àêòóàëü-
íà îíà äëÿ ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ è
òåëåêîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Â ñèñòåìå öèôðîâûõ êîìïåòåí-
öèé áàçîâûì, ñèñòåìîîáðàçóþùèì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èí-
ôîðìàöèè. Âìåñòå ñ òåì â ïðîãðàììàõ è ó÷åáíèêàõ ïî èíôîðìàòèêå
ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå èíôîðìàöèè è åå ñóùíîñòè çà÷àñòóþ ðàñ-
êðûâàåòñÿ íåêîððåêòíî. Îò÷àñòè îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóåò íàó÷íûé êîíñåíñóñ îòíîñèòåëüíî ñòðîãîãî
îïðåäåëåíèÿ èíôîðìàöèè. Â òî æå âðåìÿ ñîçäàåòñÿ ÿâíàÿ ìåòîäè÷å-
ñêàÿ ïðîáëåìà â îáó÷åíèè. Èçó÷åíèå öèôðîâûõ òåõíîëîãèé òðåáóåò
ôîðìàëüíîé ñòðîãîñòè, ëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îáîñíîâàí-
íîñòè, íî ïðè ýòîì ñàìî îáó÷åíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçìûòûõ, âíóòðåííå
ïðîòèâîðå÷èâûõ, èíòóèòèâíûõ ïîíÿòèé. Ýòà ïðîáëåìà âïîëíå îñî-
çíàåòñÿ ðàçðàáîò÷èêàìè ó÷åáíûõ ïðîãðàìì, ïðåäïðèíèìàþòñÿ íî-
âûå ïîïûòêè äàòü áîëåå ýôôåêòèâíîå ðàçúÿñíåíèå êîíöåïöèè èí-
ôîðìàöèè.

Öåëü íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â âûðàáîòêå ïîäõîäà ê
êîððåêòíîìó ïîíèìàíèþ òåðìèíà ¾èíôîðìàöèÿ¿ ïðè ïîäãîòîâêå
ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîíèìàíèå èíôîðìàöèè êàê ðåçóëüòàòà îòîáðàæå-
íèÿ, ïðè êîòîðîì âûäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà èç îäíîãî ìíîæåñòâà ïðè-
âîäèò ê âûäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîæåñòâà â äðóãîì ìíî-
æåñòâå. Êàê ñëåäóåò èç òàêîãî ïîäõîäà, êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â ïîíè-
ìàíèè èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà âûäåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà �
ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà âîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâ, óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà
äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñîäåðæàòåëüíîãî ïî-
íèìàíèÿ èíôîðìàöèè, â îòëè÷èå îò åå êîëè÷åñòâåííîãî èçìåðåíèÿ,
êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíôîðìàöèè. Âû-
äåëåíèå ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîöåññîâ îòáîðà,
äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èçâåñòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àï-
ïàðàò. Âûäåëÿåìîå ïîäìíîæåñòâî ìîæíî ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷åñêè
îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëÿ ïðèñóòñòâèÿ ýëåìåíòà âî ìíîæå-

© Êóçåíêîâ Î.À., 2023

246



ñòâå. Îí ðàâåí íóëþ, åñëè ýëåìåíò íå âõîäèò â âûäåëÿåìîå ìíîæå-
ñòâî, è ñòðîãî ïîëîæèòåëåí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå òàêî-
ãî ïîêàçàòåëÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè òîé èëè
èíîé àëüòåðíàòèâû. Âòîðûì ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì â ïðåäëàãà-
åìîì ïîäõîäå ê ïîíèìàíèþ èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ îòîáðàæå-
íèÿ. Îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé îñíîâîé äëÿ êîäèðîâàíèÿ,
ïåðåäà÷è è ñæàòèÿ èíôîðìàöèè.

Ïðåäëàãàåìîå îáúÿñíåíèå èíôîðìàöèè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ýòî ïî-
íÿòèå äîñòàòî÷íî ñòðîãèì, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðåøèòü ìåòîäè÷å-
ñêèå çàòðóäíåíèÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè öèôðîâûõ êîìïåòåíöèé. Ïî-
äîáíûé ïîäõîä ê ïîíèìàíèþ èíôîðìàöèè áûë èñïîëüçîâàí ïðè ìî-
äåðíèçàöèè ó÷åáíîé äèñöèïëèíû ¾Òåîðèÿ èíôîðìàöèè¿ (èçó÷àåìîé
íà âòîðîì êóðñå áàêàëàâðèàòà ïî íàïðàâëåíèþ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ
èíôîðìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿).
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Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà ãðàôå Γ:

Lλu ≡
d2

dΓ2

(
p(x)

d2u

dΓ2

)
= λρ(x)u,

u|∂Γ = (βu′′ − ϑu′) |∂Γ = 0,

(1)

ãäå ∂Γ � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí Γ. Ïðè ýòîì, ïîä äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì â (1) ìû ïîäðàçóìåâàåì íàáîð îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ðåáðàõ ãðàôà

(pi(x)u
′′
i )

′′ = λρi(x)ui, x ∈ γi ⊂ E(Γ), (2)

è íàáîð óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå a ∈
J(Γ)

ui(a) = u(a), βi(a)u
′′
i (a)− ϑi(a)u′iν(a) = 0, i ∈ I(a), (3)∑

i∈I(a)

(piu
′′
i )

′
ν(a) = λρ(a)u(a), a ∈ J(Γ). (4)

Çàäà÷à (1), ïîðîæäåííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2)�(4) ìîäåëèðóåò ìà-
ëûå äåôîðìàöèè ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ñ óñëîâèÿìè óïðóãî�øàðíèð-
íîãî ñîåäèíåíèÿ (ñì.[1]). Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (2)�(4) ìîæíî
òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: u(x) îáîçíà÷àåò ñìåùåíèå áàëêè
ïðè âûõîäå èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ; óñëîâèÿ (3) îïèñûâàþò êëàññè-
÷åñêèå ëîêàëüíûå óñëîâèÿ â óçëàõ ãðàôà � ïåðåìåùåíèÿ âñåõ ñòåðæ-
íåé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è èìååòñÿ óïðóãî�øàðíèðíîå
ñî÷ëåíåíèå â óçëîâîé âåðøèíå a (ñì. [2, � 5.18]). Ïîñëåäíåå óñëîâèå
� ýòî óñëîâèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Âñþäó äàëåå ìû èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ ðàáîò
[1, 3]. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè Γ ⊂ RN îáîçíà÷àåò ñâÿçíûé è êî-
íå÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô áåç ïåòåëü, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (Γ)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðà-
çîâàíèÿ ÐÔ (ñîãëàøåíèå � 075�02�2023�939)
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è ìíîæåñòâîì òî÷åê ðåáåð ãðàôà E(Γ). Ðåáðî ãðàôà � ýòî èíòåðâàë
êîíå÷íîé äëèíû, à âåðøèíà ãðàôà � ýòî êîíöåâàÿ òî÷êà îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ ðåáåð. Ðåáðà ãðàôà îáîçíà÷àþòñÿ γi, âåðøèíû îáîçíà-
÷àþòñÿ a, b è ò.ä. Äëÿ ëþáîé a ∈ V (Γ) ÷åðåç I(a) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå a, è ÷åðåç |I(a)| îáî-
çíà÷èì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà I(a). Ýëåìåíòû ìíîæåñòâ
J(Γ) = {a ∈ V (Γ) : |I(a)| ⩾ 2} è ∂Γ = {a ∈ V (Γ) : |I(a)| = 1} íàçû-
âàþòñÿ âíóòðåííèìè è ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâåííî. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Γ = E(Γ) ∪ J(Γ) è ∂Γ ̸= ∅. Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî ãðàíè÷íûå âåðøèíû íå âêëþ÷åíû â ãðàô. Ïîäãðàôîì ãðàôà Γ
íàçûâàåòñÿ ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Γ.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u : Γ→ R (èëè u : E(Γ)→ R) îïðåäåëÿåò-
ñÿ â òî÷êàõ ðåáåð E(Γ), êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ðåáðà.

Ââåäåì ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà: Cn[Γ] (èëè Cn[E(Γ)]) �
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u : Γ → R (èëè u : E(Γ) → R) ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè íà êàæäîì ðåáðå γi ⊂ E(Γ);
C(Γ) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç C[Γ] íàïðåðûâíûõ íà âñåì ãðàôå;
Cn(Γ) = C(Γ) ∩ Cn[Γ].

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïëþñ�ðåãóëÿðíîñòè (ñì.
[1]), îáåñïå÷èâàþùèå íåâûðîæäåííîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà Lλ ïðè λ = 0:
• p ∈ C2[E(Γ)], inf

x∈E(Γ)
p(x) > 0 è r ∈ C[Γ], r(x) > 0 on Γ;

• βi(a) ⩾ 0, ϑi(a) ⩾ 0 è βi(a) + ϑi(a) > 0 äëÿ âñåõ a ∈ V (Γ),
i ∈ I(a);
• äëÿ ëþáîãî ðåáðà γi = (a, b) ïîëîæèòåëüíà ïî êðàéíåé ìåðå

îäíà èç âåëè÷èí max
x∈γi
|q(x)|, ϑi(a), ϑi(b).

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lλ, êðàåâîé çàäà÷è (1), ÿâëÿåò-
ñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì [4]. Íàñ èíòåðåñóþò îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1). Îñíîâíûì
èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Øòóðìà íàêà÷èâàíèÿ
íóëåé. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò îòñëåäèòü ýâîëþöèþ íóëåé ó ñåìåéñòâà
ðåøåíèé, çàâèñÿùåãî îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà (ðåøåíèÿ Âåéëÿ)
è îòîæäåñòâèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê ìîìåíòû âõîæäåíèÿ î÷å-
ðåäíîãî íóëÿ ÷åðåç ãðàíè÷íóþ âåðøèíó ãðàôà.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Lλu(x) = 0, x ∈ Γ,
ïîðîæäåííîå óñëîâèÿìè (2)�(4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç m êîëè÷åñòâî ðå-
áåð Γ. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà γi ⊂ E(Γ) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå (2) èìååò ÷åòûðå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ yij(x, λ), 1 ⩽
j ⩽ 4. Ïðîäîëæèì êàæäóþ ôóíêöèþ yij(x, λ) íà E(Γ) òîæäåñòâåííî
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íóëåì. Ïîëó÷àåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé {ψ[i](x, λ)}4mi=1

îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) íà (Γ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {lj(·)}4mj=1 íàáîð ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, îïðå-

äåëÿþùèå ïîëíûé íàáîð óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ (2) è ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé èç (1).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a0 ∈ ∂Γ è îáîçíà÷èì ÷åðåç
γa0 ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå ðåáðî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëû {lj}4mi=1 çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî

l1(u) = u(a0), l2(u) = β(a0)u
′′(a0)− ϑ(a0)u′ν(a0).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (ðåøåíèå Âåéëÿ)

wλ(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ[1](x, λ) ψ[2](x, λ) . . . ψ[4m](x, λ)
l2(ψ

[1](·, λ)) l2(ψ
[2](·, λ)) . . . l2(ψ

[4m](·, λ))
l3(ψ

[1](·, λ)) l3(ψ
[2](·, λ)) . . . l3(ψ

[4m](·, λ))
. . . . . . . . . . . .

l4m(ψ[1](·, λ)) l4m(ψ[2](·, λ)) . . . l4m(ψ[4m](·, λ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Îáñóæäàåòñÿ ýâîëþöèÿ íóëåé ðåøåíèÿ Âåéëÿ ïðè èçìåíåíèè

ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè λ
íóëè ôóíêöèè wλ(x) âõîäÿò â ãðàô Γ ÷åðåç ãðàíè÷íóþ âåðøèíó a0.
Çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ wλ(x) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ïðàâûì êðà-
åâûì óñëîâèÿì, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ èñõîäíîé
çàäà÷è, à ôóíêöèè wλ(x) , ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì λ, � ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî, ïðè λ→ +∞ êîëè÷åñòâî íóëåé óâåëè÷èâà-
åòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê +∞. Ýòîò ïðèíöèï îòñëåæèâàíèÿ íóëåé ôóíêöèè
wλ(x) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Øòóðìà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìû Øòóð-
ìà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàñïîëîæåííûå âíóòðè Γ íóëè ôóíêöèè wλ(x)
ìîíîòîííî çàâèñÿò îò λ, ñäâèãàÿñü îò âåðøèíû a0 âíóòðü ãðàôà ïðè
óâåëè÷åíèè λ. Ïðè ýòîì íóëè wλ(x) íå ñëèïàþòñÿ è íå ðàçäâàèâàþò-
ñÿ ïðè èçìåíåíèè λ. Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íóëè ðåøåíèÿ wλ(x)
íå ìîãóò ïîêèíóòü ãðàô Γ ÷åðåç ãðàíè÷íûå âåðøèíû, îòëè÷íûå îò
a0 ∈ ∂Γ.

Ïóñòü J3+(Γ) = {a ∈ J(Γ) : |I(a)| ⩾ 3}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô
Γ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû a ∈ J3+(Γ) îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Γi(a) âåòâü Γ, ñîäåðæàùóþ ðåáðî γi, i ∈ I(a). ×åðåç Λi(a) ìû
îáîçíà÷àåì ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è

Lλu = 0, x ∈ Γi(a),

u|∂Γi(a) = (βu′′ − ϑu′)|∂Γi(a)\a = 0, βi(a)u
′′
i (a)− ϑi(a)u′iν(a) = 0.
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Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì è äëÿ ëþáîé âåð-
øèíû a ∈ J3+(Γ) ñïåêòðû Λi(a), i ∈ I(a) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

×åðåç Z(λ) îáîçíà÷àåì ÷èñëî íóëåé wλ â Γ.
Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýâèâàëåíòíû:

(i) Z(λ) <∞;

(ii) wλ íå èìååò íóëåé â J3+(Γ);

(iii) λ ̸∈
⋃

a∈J3+(Γ)

⋃
i∈I(a)

a0 ̸∈∂Γi(a)

Λi(a).

Òåîðåìà 2. Åñëè λ∗ ∈ Λ, òî ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî
Z(λ) = Z(λ∗) + 1 äëÿ âñåõ λ ∈ (λ∗, λ∗ + ε) è Z(λ) = Z(λ∗) äëÿ âñåõ
λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü λ∗, λ∗∗ ∈ Λ è λ∗ < λ∗∗. Åñëè (λk, λk+1) ∩ Λ =
∅, òî Z(λ) = Z(λk) + 1 äëÿ âñåõ λ ∈ (λk, λk+1] \ Λ0.

Ëèòåðàòóðà
1. ÏîêîðíûéÞ.Â. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ãðàôàõ / Î.Ì. Ïåíêèí, Â.Ë. Ïðÿäèåâ, À.Â. Áîðîâñêèõ, Ê.Ï. Ëà-
çàðåâ, Ñ.À. Øàáðîâ. �Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. � 272 ñ.

2. Timoshenko S.P. Vibration Problems in Engineering /
S.P. Timoshenko, D.H. Young, W. Weaver Jr. � Wiley, 1990 � 672 p.

3. Kulaev R.Ch. The qualitative theory of fourth�order di�erential
equations on a graph / R.Ch. Kulaev. // Mediterr. J. Math. �
2022. V. 19:73.

4. Êóëàåâ Ð.×. Î êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèôôåðåíöè-
àëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà íà ãðàôå / Ð.×. Êóëàåâ, À.À.
Óðòàåâà. // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. �2022. � Ò. 58, �7. � C. 882�
889.

251



ÂËÈßÍÈÅ Ó×ÅÒÀ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈß
È ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÀÊÒÎÐÎÂ

ÍÀ ÄÈÍÀÌÈÊÓ ÐÅØÅÍÈÉ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÌÎÄÅËßÕ ÌÀÊÐÎÝÊÎÍÎÌÈÊÈ1

À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. Êóëèêîâ, Ä.Ã. Ôðîëîâ
(ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà)

kulikov_d_a@mail.ru

Îäíîé èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàêðîýêî-
íîìèêè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ìîäåëü ¾ñïðîñ�ïðåäëîæåíèå¿ (ìîäåëü ðûí-
êà îäíîãî òîâàðà). Îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå [1�3]

ṗ = D(p)− S(p), (1)

ãäå p = p(t) ⩾ 0 � öåíà â ìîìåíò âðåìåíè t, D(p) � ôóíêöèÿ ñïðîñà íà
òîâàð, S(p) � ïðåäëîæåíèå. Ôóíêöèè D(p), S(p) îïðåäåëåíû è äîñòà-
òî÷íî ãëàäêî çàâèñÿò îò p, åñëè p ∈ (0,∞) (p ∈ [0,∞)). Ïðè ýòîì D(p)
� óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà p, ò.å. öåíû, S(p) � âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ p. Íàêîíåö, lim

p→+0
D(p) =∞ èëè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîñòî-

ÿííîé, lim
p→∞

D(p) = 0, lim
p→+0

S(p) = 0, lim
p→∞

S(p) = ∞ èëè äîñòàòî÷íî

áîëüøîé ïîñòîÿííîé. Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ p = p0 > 0, êîòîðîå â ìàêðîýêîíîìèêå íàçûâàþò ñîñòîÿíèåì
ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
p = p0 óðàâíåíèÿ (1) âñåãäà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è ýòî óðàâ-
íåíèå íå ìîæåò èìåòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ýêîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíà öèêëè÷íîñòü.

Ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî èñïðàâèòü, åñëè ìîäèôèöèðîâàòü ìîäåëü
(1) è ó÷åñòü ýôôåêòû çàïàçäûâàíèÿ è âëèÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ôàêòîðîâ íà ðàçâèòèå ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè. Âìåñòî óðàâíåíèÿ
(1) áóäåì èçó÷àòü óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, äîïîëíåííîå
óñëîâèÿìè íåïðîíèöàåìîñòè

pt(t, x) = D(g(t, x))− S(g(t, x)) + dεpxx(t, x), (2)

px(t, 0) = px(t, π) = 0. (3)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ ðå-
ãèîíàëüíîãî íàó÷íî�îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà (ßðÃÓ) ïðè
ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ.
(ïðîåêò �075�02�2023�948).
© Êóëèêîâ À.Í., Êóëèêîâ Ä.À., Ôðîëîâ Ä.Ã., 2023
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Êðàåâàÿ çàäà÷à (ÊÇ) (2), (3) ïðèâåäåíà â íîðìèðîâàííîì âèäå,
d > 0, ε ∈ (0, ε0), 0 < ε0 << 1. Íàêîíåö, g(t, x) = p(t− h, x), h ∈ R+.

Àíàëèç íåëèíåéíîé ÊÇ (2), (3) ïîêàçàë, ÷òî:
1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ h∗ > 0, ÷òî ïðè h > h∗ ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ p = p0 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü;
2) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è h = h∗(1+νε), ν = ±1 ó ÊÇ (2), (3)

ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ, à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå öèêëû (ïåðèîäè÷åñêèå
ïî t ðåøåíèÿ, êîòîðûå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé).

Îáîñíîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ
òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è â òîì ÷èñëå ìåòî-
äà èíòåãðàëüíûõ (èíâàðèàíòíûõ) ìíîãîîáðàçèé. Íà ýòîì ïóòè àíà-
ëèç ñòðóêòóðû îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p(t, x) = p0 áûë
ñâåäåí ê èçó÷åíèþ ÊÇ äëÿ èçâåñòíîãî â íåëèíåéíîé ôèçèêå óðàâíå-
íèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó.

Â íàøåì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùèé âàðèàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ

zs = (α+ iβ)z + (l1 + il2)z|z|2 + (b1 + ib2)zxx,

α =
2aπν

4 + π2
, β =

4aν

4 + π2
, b1 =

4d

4 + π2
, b2 = − 2πd

4 + π2
,

l1 =
2

5a(4 + π2)

(
2a22(4− 11π)− 15πaa3

)
,

l2 = − 4

5a(4 + π2)

(
15aa3 + 2a22(11 + π)

)
,

ãäå a = −F ′(p0), a2 = F ′′(p0)/2, a3 = F ′′′(p0)/6, F (p) = D(p)− S(p).
Ëèòåðàòóðà
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ØÀÃÎÌ Â ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅ1

Ã.À. Êóðèíà, Í.Ò. Õîàé
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ, Ìîñêâà, ÔÈÖ ¾Èíôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå¿ ÐÀÍ;

Õàíîé, Óíèâåðñèòåò íàóêè, ÂÍÓ)
kurina@math.vsu.ru, nguyenthihoai@hus.edu.vn

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ ìàëûì øàãîì

x(t+ ε2, ε) = B(t)x(t, ε) + εf(x(t, ε), t, ε), (1)

x = x(t, ε) ∈ X, dimX = m, t = 0, ε2, 2ε2, ...(t ⩽ T ),

x(0, ε) = x0. (2)

Çäåñü è äàëåå ε ⩾ 0 îçíà÷àåò ìàëûé ïàðàìåòð, m×m�ìàòðèöà B(t)
è m�ìåðíàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ f(x, t, ε) ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè ïî ñâîèì àðãóìåíòàì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, T ] ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ λ1(t), λ2(t), ..., λm(t) ìàòðèöû B(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
λj(t) ≡ 1 äëÿ j = 1, ..., k, k < m, k ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ëèíåéíî íåçàâèñèìû è
|λj(t)| < 1 äëÿ j = k + 1, ...,m.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â [1] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ïî-
ãðàíè÷íûå ôóíêöèè äâóõ òèïîâ, ïðè ýòîì áûë ïðåäñòàâëåí ÿâíûé
âèä çàäà÷ òîëüêî äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1), (2) ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Ýòîò íîâûé
ïîäõîä ïîëåçåí äëÿ ïîíèìàíèÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè.
Îí ïîçâîëÿåò, â îòëè÷èå îò [1], ïîëó÷èòü çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ
÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè ëþáîãî ïîðÿäêà â ÿâíîì âèäå, ÷òî î÷åíü óäîáíî
äëÿ èññëåäîâàòåëåé, ïðèìåíÿþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ ðå-
øåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Áîëåå òîãî, áëàãîäàðÿ ÿâíûì ôîðìóëàì,
ìîæíî íàïèñàòü êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà.

1 Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà ïîääåðæàíà ÐÍÔ (ïðîåêò � 21�11�00202).
© Êóðèíà Ã.À., Õîàé Í.Ò., 2023
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) èùåòñÿ â âèäå

x(t, ε) = x(t, ε) +

2∑
i=1

Πix(τi, ε), (3)

ãäå x(t, ε) =
∑∞
j=0 ε

jxj(t), Πix(τi, ε) =
∑∞
j=0 ε

jΠijx(τi), τi = t/εi,
i = 1, 2 è Πijx(τi)→ 0 ïðè τi → +∞.

Îáû÷íûì â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé îáðàçîì, ïîäñòàâ-
ëÿÿ ðàçëîæåíèå (3) â (1) è ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ
ïî íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ñòåïåíÿì ε, ïîñëå ïðèðàâíèâàíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, îòäåëüíî çàâèñÿùèõ îò t è
τi, i = 1, 2, íàõîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
(3). Àíàëîãè÷íî ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) â (2) è ïðèðàâíèâàíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà äëÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (3).

Ïîëîæèì A(t) = B(t) − I è ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî X â îðòîãî-
íàëüíûå ñóììû

X = kerA(t)⊕ imA(t)′ = kerA(t)′ ⊕ imA(t).

Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Îðòîãîíàëüíûå ïðîåê-
òîðû ïðîñòðàíñòâà X íà ïîäïðîñòðàíñòâà kerA(t) è kerA(t)′ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç P (t) è Q(t) ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ ïðîåêòîðû P (t) è Q(t), ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïðè ïîìîùè îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ P (t) íà
kerA(t) è Q(t) íà kerA(t)′ ìîæíî íàéòè â ÿâíîé ôîðìå âûðàæå-
íèÿ çàäà÷ äëÿ îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),
(2) âèäà (3) ëþáîãî ïîðÿäêà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷ëå-
íîâ j�ãî ïîðÿäêà ñëåäóþùàÿ: (I − P (t))xj(t), (I − P (0))Π1jx(τ1),
(I − P (0))Π2jx(τ2), P (0)Π2jx(τ2), P (t)xj(t), è P (0)Π1jx(τ1), j ⩾ 0.

Õîòÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à (1), (2) äèñêðåòíàÿ, òîëüêî ÷ëåíû àñèìï-
òîòèêè Π2x íàõîäÿòñÿ èç äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Áóòóçîâ Â.Ô. Îá îäíîé çàäà÷å òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùå-

íèé / Â.Ô. Áóòóçîâ, Í.Í. Íåôåäîâ // Äèôôåðåíö. Óðàâí. �1976. �
Ò. 12, � 10. �Ñ. 1736�1747.
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ÆÅÑÒÊÈÌ ÂÊËÞ×ÅÍÈÅÌ Ñ ÎÑÒÐÎÉ ÊÐÎÌÊÎÉ1

Í.Ï. Ëàçàðåâ, Å.Ñ. Åôèìîâà (ßêóòñê, ÑÂÔÓ)
nyurgun@ngs.ru

Ðàññìîòðåíà íåêëàññè÷åñêàÿ òðåõìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâàþùàÿ âîçìîæíûé ìåõàíè÷åñêèé êîíòàêò ñîñòàâ-
íîãî òåëà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì [1]. Íåëèíåéíîñòü ìîäåëè îáóñëîâ-
ëåíà óñëîâèÿìè íåïðîíèêàíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñîñòàâíîå òåëî â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè êàñàåòñÿ íåïîäâèæíîãî ïðåïÿò-
ñòâèÿ êëèíîâèäíîé ôîðìû â åäèíñòâåííîé òî÷êå êîíòàêòà. Òåëî ñî-
ñòîèò èç óïðóãîé ìàòðèöû è æ¼ñòêîãî âêëþ÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïå-
ðåìåùåíèÿ íà ìíîæåñòâå, ñîîòâåòñòâóþùåì æ¼ñòêîìó âêëþ÷åíèþ,
èìåþò çàäàííóþ ñòðóêòóðó, îïèñûâàþùóþ âîçìîæíûå ïàðàëëåëü-
íûå ïåðåíîñû è ïîâîðîòû âêëþ÷åíèÿ. Æ¼ñòêîå âêëþ÷åíèå ðàñïîëî-
æåíî íà âíåøíåé ãðàíèöå è èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó êîíóñà.
Íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîå ñåìåéñòâî
âàðèàöèîííûõ çàäà÷, çàâèñÿùèõ îò ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé âíåøíèõ íà-
ãðóçîê. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé ìîãóò áûòü
íåâûïóêëûìè. Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ
äîïóñòèìûå âíåøíèå íàãðóçêè, ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ, ãäå óïðàâëåíèåì ñëóæàò ôóíêöèè âíåøíèõ íàãðó-
çîê. Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîãî ñëàáî
ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëåííîãî íà ïðîñòðàí-
ñòâå Ñîáîëåâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà-
÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
äîêàçàíà ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå èñêîìûõ ðåøåíèé.

Ëèòåðàòóðà
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ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
Ëè÷àê Å. Ì. (Ìîñêâà, Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

lichakegor@yandex.ru

Îäíîôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç ñëóæèò äëÿ ïðîâåðêè
ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ðàçíîñòè ãåíåðàëüíûõ ñðåäíèõ ïðîèç-
âîëüíîãî êîëè÷åñòâà âûáîðîê èç íîðìàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé. Â êíèãå
[1] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ¾âû÷èñëåíèå ìîùíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî êðè-
òåðèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì òåõíè÷åñêèì ïðè¼ìîì, ïðåäëîæåííûì ñòà-
òèñòè÷åñêîé òåîðèåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íóæíîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé¿.
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â âûâîäå ÿâíîé ôîðìóëû ìîùíî-
ñòè êðèòåðèÿ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ êðèòåðèÿ íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
Òåîðåìà. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ìîùíîñòè F�êðèòåðèÿ

îäíîôàêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà çàäàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé
ôîðìóëû

W = 1− F (fα(k − 1, n− k)) , (1)

ãäå n � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â îáúåäèíåííîé âûáîðêå, k � êîëè÷å-
ñòâî âûáîðîê, α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè, fα(k−1, n−k) � ïðîöåíòíàÿ
òî÷êà ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ k − 1 è n− k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à
F � ôóíêöèÿ íåöåíòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ òåìè æå
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïàðàìåòðîì íåöåíòðàëüíîñòè

λ =

∑k
j=1(µj − µw)2nj

σ2
. (2)

Â ôîðìóëå (2) µw = 1
n

∑k
j=1 njµj îáîçíà÷àåò íåñìåùåííóþ îöåí-

êó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îáúåäèíåííîé âûáîðêè, σ � îáùóþ
äëÿ êàæäîãî ðÿäà íàáëþäåíèé äèñïåðñèþ è

∑k
j=1 nj = n.

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (1) èñïîëüçóåò òåîðåìó Ôèøåðà äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ çàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé è îñíîâàíî íà ñâîéñòâå, îïèñàííîì ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà. Ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âíóòðè ãðóïï íàáëþ-
äåíèé SSE/σ2 ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè àëüòåðíàòèâíîé ãèïî-
òåçû èìååò χ2� ðàñïðåäåëåíèå ñ n− k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à ñóììà

© Ëè÷àê Å. Ì., 2023
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êâàäðàòîâ ìåæäó ãðóïïàìè íàáëþäåíèé SSTR/σ2 � íåöåíòðàëü-
íîå χ2�ðàñïðåäåëåíèå ñ k − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïàðàìåòðîì
íåöåíòðàëüíîñòè (2).

Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé îäíîôàêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíà-
ëèçà ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-
ñòðóìåíòàðèÿ Jupyter Notebook. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðåä-
ëîæåííîãî ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ, êðîìå ñòàíäàðòíîãî âûâîäà òàáëè-
öû ANOVA, ÿâëÿåòñÿ èìïëåìåíòàöèÿ ôîðìóëû ìîùíîñòè êðèòåðèÿ
(1). Ôîðìóëà (1) ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèìåðàìè, êîòîðûå ðàññìîòðåíû â
[1], [2], [3]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ êðèòåðèÿ ïðåäëîæåí ãðàôè-
÷åñêèé èíòåðôåéñ, ïîçâîëÿþùèé íàãëÿäíî èëëþñòðèðîâàòü òàêèå
ñâîéñòâà êðèòåðèÿ, êàê åãî íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Ëèòåðàòóðà
1. Êåíäàëë Ì.. Ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû è ñâÿçè / Êåíäàëë Ì.,
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1980. � 512 ñ.
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Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèé
(Ìîñêâà, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ)
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Íà äîêëàäå ÿ ðàññêàæó î íîâîì óäîáíîì ìåòîäå îïèñàíèÿ äâó-
ìåðíûõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ è èõ ïîëÿðàõ. Ýòîò ìå-
òîä îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè cos è sin è
ïðèìåíèì â øèðîêîìó êðóãó çàäà÷. ß ïîêàæó, êàêèì îáðàçîì ýòîò
ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, ÷òîáû ïî ìíîæåñòâó Ω îïðåäåëèòü
äâå ïàðû ôóíêöèé cosΩ, sinΩ è cos◦Ω, sin

◦
Ω, êîòîðûå íàñëåäóþò ìíî-

æåñòâî ñâîéñòâ êëàññè÷åñêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñëó÷àå
åäèíè÷íîãî êðóòà.

Ýòîò ïîäõîä îêàçàëñÿ î÷åíü ïîëåçíûì â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ
è íåêëàññè÷åñêèõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâàõ ñâÿçàííûõ ñ
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êàêèì�ëèáî ïëîñêèì âûïóêëûì äâóìåðíûì ìíîæåñòâîì. Íàïðè-
ìåð, ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë íàéòè èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî íà
Ôèíñëåðîâîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
ãåîäåçè÷åñêèõ â ñåðèè ñóá�Ôèíñëåðîâûõ çàäà÷ íà áîëåå ÷åì 10 ãðóï-
ïàõ Ëè è ðåøèòü íåêîòîðûå äðóãèå äðóãèå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è ñ
äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ È ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÅ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÄÍÎÃÎ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÍÀ ÎÒÐÅÇÊÅ

È.Ñ. Ëîìîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
lomov@cs.msu.ru

Èññëåäîâàíà ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ñèíãóëÿðíûì êîýôôèöèåíòîì íà îòðåçêå
ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå îòðåçêà. Ïîëó÷åíû
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé êàê ïðÿìîãî, òàê è ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðîâ. Óñòàíîâëå-
íû ïîëíîòà è áåçóñëîâíàÿ áàçèñíîñòü ñèñòåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
ýòèõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé
íà îòðåçêå. Ïðèìåíåí ìåòîä Èëüèíà è óñëîâèÿ Èëüèíà äëÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ.

Ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2, 1),

y(0) = y(1) = 0, y[1/2] = 0, y′[1/2] = y′(0),

íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé y(x), àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñ ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé íà êàæäîì êîìïàêòå èç èíòåðâàëîâ (0, 1/2) è
(1/2, 1), è ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó L2(G), G = (0, 1), � ôóíêöèé,
èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà ìíîæåñòâå G.

Çäåñü y[1/2] = y(1/2 + 0) − y(1/2 − 0) � ñêà÷îê ôóíêöèè y(x) â
òî÷êå x = 1/2, q(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ èç âåñîâîãî êëàñ-

ñà L1
1−ε(G) =

{
f(x) :

1∫
0

x1−ε|f(x)| dx < ∞
}
äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà

ε ∈ (0, 1].
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Ðåøåíî îäíîìåðíîå äâóõñêîðîñòíîå ìîäåëüíîå âîëíîâîå óðàâíå-
íèå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Ġ = R×]0,+∞[, R =]−∞,+∞[,

utt(x, t) + (a1 − a2)utx(x, t)− a1a2uxx(x, t)−

−a−1
2 (a2)tut(x, t)− a1(a2)xux(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ, (1)

ãäå f, a1, a2 � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x è t.
×èñëî íèæíèõ èíäåêñîâ ôóíêöèé � ïîðÿäêè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî k ðàç îãðàíè÷åííî è íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâå Ω ⊂ R2 è C0(Ω) = C(Ω).

Óðàâíåíèþ (1) ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

dx = (−1)ia3−i(x, t)dt, i = 1, 2, (2)

êîòîðûå èìåþò íåÿâíûå îáùèå èíòåãðàëû gi(x, t) = Ci, Ci ∈ R, i =
1, 2. Åñëè â óðàâíåíèè (1) êîýôôèöèåíòû a3−i ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû,
ò. å. a3−ix, t) ⩾ a

(0)
3−i > 0, (x, t) ∈ G, òî â ñèëó (2) ïåðåìåííàÿ t íà õà-

ðàêòåðèñòèêàõ g1(x, t) = C1, C1 ∈ R, ñòðîãî óáûâàåò, íà õàðàêòåðè-
ñòèêàõ g2(x, t) = C2, C2 ∈ R, ñòðîãî âîçðàñòàåò âìåñòå ñ ðîñòîì ïåðå-
ìåííîé x. Ïîýòîìó íåÿâíûå ôóíêöèè yi = gi(x, t) = Ci, x ∈ R, t ⩾ 0,
îáëàäàþò ñòðîãî ìîíîòîííûìè íåÿâíûìè îáðàòíûìè ôóíêöèÿìè
x = hi{yi, t}, t ⩾ 0, è t = h(i)[x, yi], x ∈ R, i = 1, 2. Ïî îïðåäåëåíèþ
îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè G îíè óäîâëåòâî-
ðÿþò ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì îáðàùåíèÿ èç [1]:

gi(hi{yi, t}, t) = yi, t ⩾ 0; hi{gi(x, t), t} = x, x ∈ R, i = 1, 2, (3)
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gi(x, h
(i)[x, yi]) = yi, x ∈ R;h(i)[x, gi(x, t)] = t, t ⩾ 0, i = 1, 2, (4)

hi{yi, h(i)[x, yi]} = x, x ∈ R; h(i)[hi{yi, t}, yi] = t, t ⩾ 0, i = 1, 2. (5)

Åñëè êîýôôèöèåíòû a3−i(x, t) ⩾ a
(0)
3−i > 0, (x, t) ∈ G, a3−i ∈ C2(G),

òî íåÿâíûå ôóíêöèè gi, hi, h(i) äâàæäû íåïðåðûâíî è îãðàíè÷åííî
äèôôåðåíöèðóåìû ïî x, t, yi, i = 1, 2, íà ïîëóïëîñêîñòè G [1].

Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1) íà-
çûâàþòñÿ ôóíêöèè u ∈ C2(G), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1) â
êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå (x, t) ∈ Ġ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè G.

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè f ∈ C(G).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü a3−i(x, t) ⩾ a

(0)
3−i > 0, (x, t) ∈ G =]−∞,+∞[×

×[0,+∞[, a3−i ∈ C2(G), i = 1, 2. Òîãäà îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíå-
íèÿ (1) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè G ñ êðèòåðèåì ãëàäêîñòè

f ∈ C(G),
∫ t

0

f(h i{gi(x, t), τ}, τ) dτ ∈ C1(G), i = 1, 2, (6)

êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé u ∈ C2(G) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

u(x, t) = f̃1(g1(x, t)) + f̃2(g2(x, t)) + F (x, t), (x, t) ∈ G, (7)

F (x, t) =

∫ t

0

dτ

∫ h1{g1(x, t), τ}

h2{g2(x, t), τ}

f(δ, τ)

a1(δ, τ) + a2(δ, τ)
×

× exp


∫ g1(x, t)

g1(δ, τ)

a22 (a1/a2)δ̃ − a2 (a1/a2)τ̃[
a1(δ̃, τ̃) + a2(δ̃, τ̃)

]2 (
g1(δ̃, τ̃)

)
δ̃

ds

 dδ, (8)

ãäå ëþáûå ôóíêöèè f̃1 ∈ C2(R), f̃2 ∈ C2(R) îò ξ è η èìåþò âèä
f̃1(ξ) = f1(ξ) + f2(g2(0, 0)), f̃2(η) = f2(η)− f2(g2(0, 0)).

Íà îñíîâå (3)�(5) ¾ìåòîäîì íåÿâíûõ õàðàêòåðèñòèê¿ èç [1] íàõî-
äèì è ïîäñòàíîâêîé â (1) è åãî êàíîíè÷åñêèé âèä ïðîâåðÿåì (8).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëü-
êî îò x èëè t è íåïðåðûâíà ïî t èëè x, òî òåîðåìà 1 âåðíà áåç
èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè íà f èç (6).

Ñëåäñòâèå 2. Â (6) ïðèíàäëåæíîñòü èíòåãðàëîâ ìíîæåñòâó
C1(G) ýêâèâàëåíòíà èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó C(1,0)(G) èëè
C(0,1)(G), ãäå C(1,0)(G) èëè C(0,1)(G) � ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ïî x èëè t, íåïðåðûâíûõ ïî t èëè x ôóíêöèé íà G.

Çàìå÷àíèå. Îáùèé èíòåãðàë (7), (8) îäíîñêîðîñòíîãî ìîäåëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ (1) ïðè a1(x, t) = a2(x, t) = a(x, t) èìååòñÿ â [1].
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Â ðàáîòå íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïðåäñòàâëå-
íèé î ñèñòåìå ðåãóëÿöèè óãëåâîäíîãî îáìåíà âûïîëíåíî ïîñòðîåíèå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èçìåíåíèÿ óðîâíÿ ãëèêåìèè è óïðàâëåíèÿ
åå ýêçîãåííûìè èñòî÷íèêàìè ó áîëüíûõ ñàõàðíûì äèàáåòîì ïåðâî-
ãî òèïà ñ öåëüþ ñòàáèëèçàöèè óðîâíÿ ãëþêîçû â êðîâè â ïðåäåëàõ
ïîêàçàòåëåé íîðìû.

Äëÿ èçó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ãîìåîñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû óãëå-
âîäíîãî îáìåíà â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé � ãëþêîçû G = G(t); åñòåñòâåííîãî
I = I(t) è èñêóñòâåííîââåäåííîãî K = K(t) èíñóëèíà íà âðåìåííîì
îòðåçêå [t0, T ] â åäèíñòâåííîì êðîâåíîñíîì êîìïàðòìåíòå, ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ íåãëàäêîé ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, çàïèñàííûõ â íîðìàëüíîé ôîðìå
Êîøè:

dI

dt
= α(G−G0)θ(G−G0)− βGI

dG

dt
= γ(G0 −G)θ(G0 −G)− σGI − σ1GK(t− τ)−

− µ(G−Gcr)θ(G−Gcr) + S(t)

dK

dt
= (1− α)uθ(G−G0)− β1GK (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

t ∈ [−τ, t0] I(t0) = I0, G(t0) = G0, K(t0) = K0 (2)
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è ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè

I(t) ⩾ 0, G(t) ⩾ 0, K(t) ⩾ 0 t ∈ [t0, T ]. (3)

Ôóíêöèÿ u = u(t) îïèñûâàåò ïîñòóïëåíèå èñêóññòâåííîãî èíñó-
ëèíà èçâíå è óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ, ó÷èòûâàþùåìó ôèçèîëî-
ãè÷åñêè äîïóñòèìóþ äîçó ââîäèìîãî èíñóëèíà

0 ⩽ u(t) ⩽ B t ∈ [t0, T ]. (4)

Â ìîäåëå (1) ïàðàìåòð 1−α � ñêîðîñòü ââåäåíèÿ èñêóññòâåííîãî
èíñóëèíà, ãäå α â äàííîì ñëó÷àå � âåñîâîé êîýôôèöèåíò, îïðå-
äåëÿþùèé ñòåïåíü âëèÿíèÿ åñòåñòâåííîãî è èñêóññòâåííîãî èíñóëè-
íà; τ � âðåìåííàÿ çàäåðæêà íà÷àëà äåéñòâèÿ èíñóëèíà ñ ìîìåíòà
ââåäåíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ òèï ââîäèìîãî èíñóëèíà; θ(x) � ôóíêöèÿ
Õåâèñàéäà, îïðåäåëÿþùàÿ íåãëàäêîñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé; S(t) � ýêçîãåííûé èñòî÷íèê ïîñòóïëåíèÿ ãëþêîçû çà
ñ÷åò ïðèåìà ïèùè.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) è îãðàíè÷å-
íèÿìè (3), (4) íàçîâåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ âëèÿíèÿ èíñóëèíî-
òåðàïèè íà äèíàìèêó ãëèêåìè÷åñêîãî ïðîôèëÿ ó áîëüíûõ ñàõàðíûì
äèàáåòîì ïåðâîãî òèïà. Ãëèêåìè÷åñêèé ïðîôèëü îïðåäåëÿåòñÿ äèíà-
ìèêîé êîíöåíòðàöèè ãëþêîçû G = G(t) â êðîâè ÷åëîâåêà. Â ñâÿçè ñ
ýòèì â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû âûáåðåì â êà÷åñòâå öåëè óïðàâëåíèÿ
îáåñïå÷åíèå áëèçîñòè äàííîé õàðàêòåðèñòèêè ê îïîðíîìó ðåøåíèþ,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïîääåðæàíèþ íîðìàëüíîãî óðîâíÿ ãëþêîçû
G0.

I =

T∫
t0

(G−G0)
2dt→ min . (5)

Ïðîâåäåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óãëåâîäíîãî îáìåíà
ïðè ñàõàðíîì äèàáåòå, îñíîâàííîå íà íåîáõîäèìîì óñëîâèè ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ (1)�(5) ñ íåãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ è çàïàçäûâàþùèì àðãóìåí-
òîì, ïîçâîëèëî ïîäîáðàòü ñõåìû ââåäåíèÿ èíñóëèíà ñ öåëüþ óëó÷øå-
íèÿ êîìïåíñàöèè çàáîëåâàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ðàçëè÷íûõ
ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé èíñóëèí�ãëþêîçà, ïîêàçàë ýôôåê-
òèâíîñòü âñåõ ïîëó÷åííûõ ñõåì ââåäåíèÿ èñêóññòâåííîãî èíñóëèíà
íà ñòàáèëèçàöèþ óãëåâîäíîãî îáìåíà, à ñëåäîâàòåëüíî íà èõ ïðèìå-
íèìîñòü ê ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñàõàðíûì äèàáåòîì ïåðâîãî òèïà.
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Ïóñòü−γ < 0 è γ = 2µ+1. Îäíî èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé
ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ B−γu+ λ2u = 0 èìååò âèä

Jµ(λx) = Γ(1 + µ)2µ(λx)µ Jµ(λx) =

∞∑
m=0

(−1)m Γ(1 + µ)

m! Γ(m+ 1 + µ)

(λx)2(m+µ)

22m
.

Ïîñêîëüêó Jµ(λx) = O(x2µ), x→ 0, òî ïðèñóòñòâèå êîíñòàíòû
Γ(1+µ)2µ íå îáÿçàòåëüíî è ñâÿçàíî òîëüêî ñ óäîáñòâîì îïðåäåëåíèÿ
T�ïñåâäîñäâèãà:

Tyf(x)=
Γ
(
γ+3
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γ+2
2

) π∫
0

(x y)γ+1f
(
x

α→ y
)

(x
α→ y )γ+1

sinγ+1 αdα.

ãäå (x
α→ y )=

√
x2+y2−2xy cosα. Â [1] ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

ñëîæåíèÿ TyxJµ(λx) = Jµ(λx)Jµ(λy).
Ôóíêöèè Jµ îáðàçóþò ñèñòåìó îðòîãîíàëüíûõ ñ âåñîì x−γ ôóíê-

öèé {Jµ(λnx)}∞n=1 , ò.å.
1∫
0

Jµ(λmx) Jµ(λkx) x−γdx = 0, m ̸= k.
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Òåîðåìà 1. Åñëè äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ÷åòíàÿ
ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëåíà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì
Ôóðüå�Áåññåëÿ, òî B−γ,xTyf(x) = B−γ,yTyf(x).

Îïåðàòîð
∗
Tyx f(x) = x−2µTyxf(x). áóäåì íàçûâàòü

∗
T�ñäâèãîì.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû T�ïñåâäîñäâèãà è
∗
T�ñäâèãà êîììóòèðó-

þò ñ ñèíãóëÿðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ B−γ .

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò B−γ,x
∗
Ty f(x) = B−γ,y

∗
Ty f(x).

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó ñ îïåðà-
òîðàìè Áåññåëÿ ñ ïàðàìåòðàìè −γ < 0 èìååò âèä

B−γ,tu(x, t) = B−γ,xu(x, t). u(x, 0) = f(x) , ut(x, 0) = 0. (1)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x) � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ÷åòíàÿ ïî Êèïðèÿíîâó ôóíêöèÿ. Òîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (1) îïðåäåëåíî ñëåäóþùåé ôîðìóëîé Ïóàññîíà

u(x, t) =
∗
Tt f(x) =

Γ (µ+ 1)x2µ

Γ
(
1
2

)
Γ
(
µ+ 1

2

) π∫
0

f
(
t
α→ x

)
(
t
α→ x

)2µ sin2µ αdα. (2)

Ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (2), åäèíñòâåííî.
Ôîðìàëüíî ðåøåíèå (2) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Ïóàññîíà ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ ÝÏÄ�óðàâíåíèÿ â [2] íà îñíîâå îïåðàòîðà îáîáùåí-
íîãî ñäâèãà Ïóàññîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1 è òåîðåìû ñëîæå-

íèÿ, ãäå íàäî âîñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèåì
∗
Tt= t−2µ Tt. Áåç òðóäà

ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2):

u(x, 0) =
∗
Tt f(x)

∣∣∣∣
t=0

= f(x).

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ÝÏÄ�óðàâíåíèÿ â âèäå ôîðìóëû Ïóàñ-
ñîíà (3) î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ïðåäïîëàãàåìûõ ðåøåíèé (3)
äîëæíà óäîâëåòâîðÿò çàäà÷å Êîøè (2) ñ f(x) = 0. Íî òîãäà èç (3)
âûòåêàåò, ÷òî ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, t)=Ttf(x), ãäå f=f(x) � ïðîèçâîëü-
íàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ÷åòíàÿ (ïî Êèïðèÿíî-
âó) ôóíêöèÿ òîæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), íî îíà íå ìîæåò
óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2) ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f , ò.ê. v(x, 0) ≡ 0
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Îïèñàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ìîæíî íàéòè â [1], [2] è [3].
Â ðàáîòå È.À. Êèïðèÿíîâà è Ë.Í. Ëÿõîâà [4] áûëî ââåäåíî ¾ñïå-
öèàëüíîå¿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, êîòîðîå â äàëüíåéøåì ïîëó÷èëî
íàçâàíèå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà (Kγ �ïðåîáðàçîâàíèå).
Â äàííîé ðàáîòå äàäèì îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, äâîéñòâåííîãî
(ñîïðÿæåííîãî) ê Kγ�ïðåîáðàçîâàíèþ.

Ïóñòü R+
2 åâêëèäîâî ïîëóïðîñòðàíñòâî òî÷åê x = (x1, x2), x1>0.

×åðåç δ(P ) îáîçíà÷èì îáîáùåííóþ δ�ôóíêöèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ
íà (n − 1)�ìåðíîé ïîâåðõíîñòè P (x) = 0 â R2. Ïðåîáðàçîâàíèåì
Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà ôóíêöèè f , ñëåäóÿ [5], áóäåì íàçûâàòü ñëåäó-
þùåå âûðàæåíèå

Kγ [f ](ξ; p) =

∫
R+

2

f(x)Πγx1
δ(p− ⟨x, ξ⟩)xγ1 dx1 dx2 , (1)

ãäå ñèìâîë Πγx1
îáîçíà÷àåò äåéñòâèå îïåðàòîðà Ïóàññîíà ïî x1.

Ïî êîîðäèíàòå x1 àðãóìåíòà ôóíêöèè f=f(x), x∈R+
2 ïîñòðîèì

ôóíêöèþ îò âðàùåíèÿ f̃(z)=f̃(z1, z2, x2)=f
(√

z21+z
2
2 , x2

)
ïðîñòðàí-

ñòâà R+
2 íà óãîë π. Â ïîëó÷åííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òî÷åê

z=(z1, z2, x2)∈R+
3 ðàññìîòðèì ïîëóïëîñêîñòü {⟨z, ξ̃⟩=p}+, z2>0, ãäå

ξ̃=(ξ1, 0, ξ2)� åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, à |p|� ðàññòîÿíèå îò ïëîñ-
êîñòè äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðåîáðàçîâàíèå Kγ
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(1) ïðèìåò âèä

Kγ [f ](ξ̃, p) =
Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
γ
2

)
Γ
(
1
2

) ∫
{⟨z, ξ̃⟩=p}+

f̃(z) zγ−1
2 dΓ , (2)

ãäå dΓ � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ïëîñêîñòè.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâîì (2) ïðåîáðàçîâàíèå Kγ [f ] ñâåäå-

íî ê ñïåöèàëüíîìó âåñîâîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàäîíà â R+
3 , ïîðîæ-

äåííîìó èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàò-
íîé îñè Oz2.

Ôîðìóëó (2), ñëåäóÿ [3], çàïèøåì â âèäå èíòåãðàëà ïî îäíîé èç
ïëîñêîñòåé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ñôåðîé â R3, îïðåäåëÿþ-
ùóþ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó ξ̃:

Kγ [f ](ξ̃, p) =
Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
γ
2

)
Γ
(
1
2

) ∫
ξ̃⊥

f̃(ξ̃ p+ y) zγ−1
2 dy , (3)

ãäå dy � ýëåìåíò óêàçàííîé ïëîñêîñòè.
Òåîðåìà.Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x), x ∈ R2 ïðèíàäëåæàò ïîä-

ïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà Ë. Øâàðöà, ñîñòîÿùåìó èç ôóíêöèé,
÷åòíûõ ïî ïåðåìåííîé x1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî∫

R+
1

Kγ [f ](ξ̃, p) g(p) dp =

∫
R+

2

f(x)K#
γ [g](x, ξ)xγ1 dx , (4)

ãäå äâîéñòâåííûé îïåðàòîð K#
γ èìååò âèä

K#
γ [g](x, ξ) = Πγx1

g(⟨x, ξ⟩) .

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
S1(2)

∫
R+

1

Kγ [f ](ξ̃, p) g(p) dp =

∫
R+

2

f(x)

∫
S1(2)

K#
γ g(ξ, p)dS xγ1dx .

Ëèòåðàòóðà
1. Éîí Ô. Ïëîñêèå âîëíû è ñôåðè÷åñêèå ñðåäíèå â ïðèìåíåíèè

ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè / Ô.
Éîí. � Ì.: ÈË, 1958. � 156 ñ.
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ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÜ T�ÑÄÂÈÃÀ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
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Á.Ì. Ëåâèòàí â ðÿäå ðàáîò ñåðåäèíû 20�ãî âåêà ââåë ïîíÿòèå
¾îïåðàòîðà îáîáùåííîãî ñäâèãà¿, ñîãëàñíî êîòîðîìó òàêîé îïåðàòîð
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü 4�ì óñëîâèÿì (ñì. êíèãó [1], ñ. 17�18). Ñäâèã,
ïîðîæäåííûé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ñëåäóþùåãî âèäà

T τφ(t) =
Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γ
2

) π∫
0

φ
(√

t2+τ2−2tτ cosα
)

sinγ−1 α dα , γ>0

îòêðûò â ðàáîòàõ À. Âåéíøòåéíà è Æ. Äåëüñàðòà è íàçâàííûé
èìè îáîáùåííûé ñäâèã, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Á.Ì. Ëåâèòàíà ïðè
γ > 0. Îí îêàçàëñÿ âåñüìà âîñòðåáîâàí â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîðû Áåññåëÿ
ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè (íàïðèìåð, ñì. êíèãó [2]).

Â ðàáîòå [3] äëÿ ðàáîòû ñ ñèíãóëÿðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
îïåðàòîðàìè, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîðû Áåññåëÿ îòðèöàòåëüíîãî ïî-
ðÿäêà èñïîëüçîâàí ïñåâäîñäâèã

Tyxf(x)=
Γ
(
γi+3
2

)
(xy)γ+1

Γ
(
1
2

)
Γ
(
γi+2
2

) π∫
0

f
(
xi

αi→ yi

)
(xi

αi→ yi )γ+1
sinγ+1 αi dαi, (1)

x
αi→ y =

√
x2 + y2 − 2xy cosα,
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êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò êëàññó îáîáùåííûõ ñäâèãîâ Á.Ì. Ëåâèòà-
íà, íî îáëàäàåò âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ñâîéñòâîì � îí êîììóòè-
ðóåò ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì.

Îïåðàòîð (1) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2o è 4o èç ýòîé êíèãè ,
ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ (êàê è â [3]) T�ïñåâäîñäâèãîì. Íî ýòîò îïåðàòîð
ñèììåòðè÷åí: Tyx = Txy , ÷òî âàæíî ïðè èññëåäîâàíèè ñâåðòîê Â.À.
Êàêè÷åâà íà îñíîâå T�ïñåâäîñäâèãà (ñì. [4], [5]).

Îñíîâíûì ñâîéñòâîì T�ïñåâäîñäâèãà, èñïîëüçóåìûì â ýòîé ðàáî-
òå, ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî B−γiTyixi

f(x) = Tyixi
B−γif(x).

Áîëåå âîñòðåáîâàííûì â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé îêàçàëñÿ îïåðàòîð

∗
Ty= xγ+1 Ty

(
ãäå xγ+1 =

n∏
i=1

xγi+1
i , γi + 1 > 1

)
,

îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

∗
T yi
xi
f(x)=

Γ
(
γi+3
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γi+2
2

) π∫
0

yγi+1
i f

(
xi

αi→ yi

)
(xi

αi→ yi )γ+1
sinγ+1 αi dαi. (2)

Îïåðàòîð
∗
T íå ñèììåòðè÷åí, íî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2o, ãäå

ðîëü ¾åäèíè÷íîãî¿ ýëåìåíòà èãðàåò òî÷êà xi = 0, ò.å. èìåííî äëÿ

ýòîé òî÷êè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
∗
Ty f(0) = f(y). Äîêàçàòåëüñòâî

äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (2).

Óñëîâèå Á.Ì. Ëåâèòàíà 4o, â îïðåäåëåíèè îïåðàòîðà
∗
T â íàøåé

ðàáîòå çàìåíåíî áîëåå ïðîñòûì â äîêàçàòåëüñòâå óñëîâèåì îãðàíè-
÷åííîñòè èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè: åñëè f(xi, x

i) ∈ C(xi ∈ [0,∞) è

åñëè maxxi∈[0,∞) f(x) =M, òî maxx∈[0,∞)

∗
Ty f(x) =M.

Îòìåòèì, ÷òî â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ Á.Ì. Ëåâèòàíà 4o�ì óñëîâè-
åì áûëî èìåííî óñëîâèå ¾îãðàíè÷åííîñòè â ëåáåãîâûõ êëàññàõ ôóíê-
öèé¿ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [8]).

Ëèòåðàòóðà
1. Ëåâèòàí Á.Ì. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî ñäâèãà /

Á.Ì. Ëåâèòàí. � Ì. : Íàóêà, 1973.

Ïðèâåäåì ýòè äâà óñëîâèÿ. Óñëîâèå 20: f ∈ C è ñóùåñòâóåò ¾åäèíè÷-
íûé ýëåìåíò s0¿ òàêîé, ÷òî T s0f(t) = f(t). Óñëîâèå 4o: ôóíêöèÿ f∈C, òîãäà
F (s, t)=T sf(t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè òî÷åê (s, t).

Äëÿ îáîáùåííûõ ñäâèãîâ, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé Ïóàññîíà [6], ýòî ñâîé-
ñòâî äîêàçàíî â êíèãå [2] (ôîðìóëà (1.8.5)) è â îáùåì ñëó÷àå â ðàáîòå [7].
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ÎÁ ÀÍÀËÎÃÅ ÇÀÄÀ×È ÒÐÈÊÎÌÈ
ÄËß ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÅÃÎÑß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÏÀÐÀÁÎËÎ�ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ç.Ñ. Ìàäðàõèìîâà, Ä.Ý. Èñõàêîâà (Òàøêåíò, ÍÓÓç)
zilolaxonmadrahimova@gmail.com; dilyaisxakova98@gmail.com

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òèïà çàäà÷è Òðèêîìè
äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëî�ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ âûðîæäåíèåì òèïà
è ïîðÿäêà âíóòðè îáëàñòè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

0 =

{
xuxx + α1ux − uy, x > 0, y > 0,
−xuxx + (−x)n uyy + α2ux, x < 0, y > 0,

(1)

ãäå

0 < α1 < 1, n > 1,
1− n
2

< α2 < 1. (2)

© Ìàäðàõèìîâà Ç.Ñ., Èñõàêîâà Ä.Ý., 2023
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Ïóñòü D � îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ ïðè x < 0, y > 0 íîðìàëüíîé
êðèâîé σ :

(
y − 1

2

)2
+ 4

(n+1)2
(−x)n+1

= 1
4 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ O (0, 0)

è A (0, 1), à ïðè x > 0, y > 0 ïðÿìûìè y = 0, x = 1, y = 1.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: D1 = D ∩ (x > 0, y > 0),
D2 = D ∩ (x < 0, y > 0),
I = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1}.
Â îáëàñòè D äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à T1α. Íàéòè ôóíêöèþ u (x, y), îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:
1)u (x, y) ∈ C

(
D̄
)
;

2) u (x, y) ∈ C2,1
x,y (D1) ∩ C2,2

x,y (D2) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1)
â îáëàñòÿõ Dj(j = 1, 2);

3) (−x)α1 ux ∈ C (D1 ∪ I),(−x)α2 ux ∈ C (D2 ∪ I) è íà èíòåðâàëå I
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñêëåèâàíèÿ

lim
x→+0

(−x)α1 ux (x, y) = lim
x→−0

(−x)α2 ux (x, y) ;

4) u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

u(x, y)|y=0 = φ1(x), 0 ⩽ x ⩽ 1, u(x, y)|x=1 = φ2(y), 0 ⩽ y ⩽ 1,

u(x, y)|σ = ψ(x, y), (x, y) ∈ σ̄,

ãäå φ1(x),φ2(y),ψ(x, y) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì
φ1(1) = φ2(0),φ1(0) = ψ(0, 0)

φ1(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), (3)

φ2(y) ∈ C
(
Ī
)
∩ C1(I), (4)

ψ (x, y) ∈ (−x)ε+1
ψ̃(x, y), ψ̃ (x, y) ∈ C (σ̄) , ε > 0. (5)

Òåîðåìà. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2)�(5), òî â îáëàñòè D ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è T1α.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è T1α äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà [1], à ñóùåñòâîâàíèå � ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Ñìèðíîâ Ì.Ì. Óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà / Ì.Ì. Ñìèðíîâ //

Ì. : Âûñøàÿ øêîëà. � 1985. � 304 ñ.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ
ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÏÀÐÀÁÎËÎ�ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ
ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÅÃÎÑß ÂÍÓÒÐÈ ÎÁËÀÑÒÈ

Ç.Ñ. Ìàäðàõèìîâà, Í.Õ. Òóðñóíîâà (Òàøêåíò, ÍÓÓç)
zilolaxonmadrahimova@gmail.com; na�satursunova41@gmail.com

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îäíà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíå-
íèÿ ñìåøàííîãî òèïà, â ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü èìååò
âûðîæäåíèå.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

0 =

{
uxx − uy, x > 0, y > 0,
xuxx + (−x)n uyy + αux, x < 0, y > 0,

(1)

ãäå

n > 1,
1− n
2

< α < 1. (2)

Ïóñòü D1 � îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ îòðåçêàìè AB, BB0, B0A0,
A0A ïðÿìûõ y = 0, x = 1, y = 1, x = 0, ñîîòâåòñòâåííî, à D2 �
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêîì AA0 íà
îñè Oy è äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1)

AC : y − 2

n+ 1
(−x)

n+1
2 = 0, A0C : y +

2

n+ 1
(−x)

n+1
2 = 1

ïðè x < 0, y > 0, âûõîäÿùèìè èç òî÷åê A, A0 è ïåðåñåêàþùèìèñÿ â

òî÷êå C
(
−
(
n+1
4

) 2
n+1 , 1

2

)
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

I = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1} , D = D1 ∪D2 ∪ I.

Â îáëàñòè D äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à T1α. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u (x, y), îáëàäàþùóþ ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1)u (x, y) ∈ C
(
D̄
)
;

2) u (x, y) ∈ C2,1
x,y (D1) ∩ C2,2

x,y (D2) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1)
â îáëàñòÿõ Dj(j = 1, 2);
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3) ux ∈ C (D1 ∪ I), (−x)α ux ∈ C (D2 ∪ I) è íà èíòåðâàëå I âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå ñêëåèâàíèÿ

lim
x→+0

ux (x, y) = lim
x→−0

(−x)α ux (x, y)

4) u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

u(x, y)|AB = φ1(x), 0 ⩽ x ⩽ 1; u(x, y)|BB0
= φ2(y), 0 ⩽ y ⩽ 1;

a(y)D1−β
oy u [θ0 (y)] = b (y)D1−β

y1 u [θ1 (y)] + c (y) , (0, y) ∈ I,

çäåñü 2β = n−1+2α
n−1 , ïðè÷åì 0 < β < 1

2 ,

θ0(y) =

(
−
(
n+ 1

4
y

) 2
n+1

,
y

2

)
,

θ1(y) =

(
−
(
n+ 1

4
(1− y)

) 2
n+1

,
y + 1

2

)
, (0, y) ∈ I,

� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèõ èç
òî÷êè (0, y), ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è A0C, φ1(x), φ2(y),a(y),b(y),
c (y) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì φ1(1) = φ2(0),

φ1(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), (3)

φ2(y) ∈ C
(
Ī
)
∩ C1(I), (4)

a(y), b(y), c (y) ∈ C
(
Ī
)
∩ C2 (I) . (5)

à Dl
ax [·] � èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð äðîáíîãî ïîðÿäêà

[1].
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Åñëè âûïîëíåíû (2), (3)�(5), òî â îáëàñòè D ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è T1α.

Ëèòåðàòóðà
1. Ñìèðíîâ Ì.Ì. Óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà / Ì.Ì. Ñìèðíîâ //

Ì. : Âûñøàÿ øêîëà. � 1985. � 304 ñ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÏÅÍËÅÂÅ1

Ê.Ã. Ìàëþòèí, Ì.Â. Êàáàíêî (Êóðñê, ÊÃÓ)
malyutinkg@gmail.com, kabankom@gmail.com

Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, ÷åðåç C(a, r) îáîçíà÷èì îò-
êðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a êîíå÷íîãî ðàäèóñà r. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå Ï. Ïåíëåâå [1]

w′′ = 6w2 + z , (1)

ãäå w � ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Â ðàáîòå [2] èññëå-
äóþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå íà îòðèöà-
òåëüíîé âåùåñòâåííîé îñè. Â íàøåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî
óòâåðæäåíèé, êàñàòåëüíî êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé.

Ëåììà 1. Ïóñòü w � ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ïåð-
âîíà÷àëüíî îïðåäåë¼ííîå â îáëàñòè G êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, è
ïóñòü òî÷êà z0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ w
íå ïðîäîëæàåòñÿ äî ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè C,
òî ñóùåñòâóåò êðóã C(z0, R) ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 êîíå÷íîãî ðàäè-
óñà R, â êîòîðûé ôóíêöèÿ w ïðîäîëæàåòñÿ êàê ìåðîìîðôíàÿ. Íà
îêðóæíîñòè L = {z : |z − z0| = R} åñòü îñîáàÿ òî÷êà ζ0 ôóíêöèè
w, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì.

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ w, òî÷êà z0, êðóã C(z0, R) è òî÷êà ζ0
òàêèå êàê â Ëåììå 1. Òîãäà

lim
z→ζ0

z∈C(z0,R)

(|w(z)|+ |w′(z)|) =∞ .

Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ w, òî÷êà z0, êðóã C(z0, R) è òî÷êà ζ0
òàêèå êàê â Ëåììå 1 è ïóñòü γ � èíòåðâàë (îòêðûòûé îòðåçîê),
ëåæàùèé â êðóãå C(z0, R), îäíèì èç êîíöîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êà ζ0. Òîãäà

lim
z→ζ0
z∈γ

|w(z)| =∞ .

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü S(ζ0, α) � îòêðûòûé óãîë ñ âåðøèíîé

â òî÷êå ζ0, áèññåêòðèñîé (z0, ζ0), ðàñòâîðà 2α, α ∈
(
0,
π

2

)
(ñì. Ðèñ.1)

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò �22�21�00012, https://rscf.ru/project/22-21-00012/).
© Ìàëþòèí Ê.Ã., Êàáàíêî Ì.Â., 2023
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z0

ζ0
α
α

R

Ðèñ. 1. S(ζ0, α).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî α ∈
(
0,
π

2

)
lim
z→ζ0

z∈S(ζ0,α)∩C(z0,R)

w(z) =∞ .

Ëèòåðàòóðà
1. Painlev�e P. M�emoire sur les �equations di��erentielles dont l′int�egrale

g�en�erale est uniforme / P. Painlev�e // Bull. Soc. Math. France. � 1900. �
V. 28. � P. 201�261.

2.Long W.�G. Real Solutions of the First Painlev�e Equation with
Large Initial Data. / W.�G. Long, Y.�T. Li, S.�Y. Liu, Y.�Q. Zhao //
Studies in Applied Mathematics. � 2017. � V. 139. � P. 505�532.
https://doi.org/10.1111/sapm.12171

Î ÇÀÄÀ×Å ÐÈÊÜÅ
ÄËß ÏÎËÈÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

À.Í. Ìàðêîâñêèé (Êðàñíîäàð, ÊóáÃÓ)
mrkvsk@yandex.ru

1. Ïóñòü Q ⊂ Rn îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ãðàíèöåé S = ∂Q (íàïðèìåð, ñ ëÿïóíîâñêîé S ∈ C1+α). Îáîçíà÷èì

em(Q) =
{
Em,n(x− y) | x ∈ Q, y ∈ Rn\Q

}
, m ⩾ 1

© Ìàðêîâñêèé À.Í., 2023
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ìíîæåñòâî ñäâèãîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ m�ãàðìîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ â n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn [1, ñòð. 520] è Gm(Q) çàìû-
êàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè span {em(Q)} â íîðìå L2(Q). Ïîëó÷åííîå
Gm(Q) áóäåì íàçûâàòü ïîëèãàðìîíè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

2. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå L2(Q) = G1(Q) ⊕ N1(Q). Îáîçíà÷èì
∆ : L2(Q) → N1(Q) ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà, à ∆−1 : N1(Q)→ L2(Q) ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíûé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ Gm(Q), (m ⩾ 1) òî ñóùåñòâóþò ãàðìîíè-
÷åñêèå èç G1(Q) ôóíêöèè g0, g1, ..., gm−1, òàêèå ÷òî

f = g0 +∆−1g1 + ...+∆−(m−1)gm−1, (1)

è òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.
Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åí ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçëîæåíèÿ (1) äëÿ ïîëè-

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå. Ïðåäñòàâëåíèå (1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîëèàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â
îáëàñòè Q â îòëè÷èå îò ðàçëîæåíèÿ Àëüìàíñè [1, 3] êîòîðîå, êàê èç-
âåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Áîëåå òîãî, â îòëè÷èè
îò ðàçëîæåíèÿ Àëüìàíñè, ðàçëîæåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì.

3. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > 1 è ðàññìîòðèì çàäà÷ó
Ðèêüå â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå (êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó ñì., íà-
ïðèìåð, â [3, ñòð. 30]) òðåáóåòñÿ: íàéòè ïîëèãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ
u ∈ Gm(Q), òàêóþ, ÷òî ∆ku ∈ L2(Q) äëÿ k = 1, ...,m− 1 è

∆ku(x)
∣∣
S
= fk(x), k = 0, 1, ...,m− 1. (3)

ãäå fk ∈ L2(S).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u = g0 +∆−1g1 + ...+∆−(m−1)gm−1. (4)

Ïðèìåíèì îïåðàòîð ∆m−1 ê âûðàæåíèþ (4), ïîëó÷èì
∆m−1u = gm−1; èñïîëüçóÿ (3) ïðè k = m − 1 èìååì ãðàíè÷íîå
óñëîâèå:

gm−1(x)|S = fm−1(x), (5)

è òàêèì îáðàçîì gm−1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (5). Àíàëîãè÷-
íî, èìååì ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèé gk:

gk(x)|S = fk(x)−
m−k−1∑
i=1

∆−igk+i(x)
∣∣
S
, k < m− 1. (6)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè gk îáðàçóþùèå ðåøåíèå
(4) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè k = m − 1, ..., 0, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò-
ñÿ ðåøåíèåì ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì
Äèðèõëå (6).

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1, äëÿ çàäà÷è Ðèêüå, âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü íå òîëüêî êëàññè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ ñ íåïðåðûâíûìè íà S ñëåäàìè èòåðèðîâàííûõ ëàïëàñèàíîâ
∆ku, k = 1, ...,m − 1, íî è îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç Gm(Q). Îáîá-
ùåííàÿ ïîñòàíîâêà äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàëàñü,
íàïðèìåð, â [4, ñòð. 290, ï. 27á].

Ìîæíî ïîêàçàòü, ñïðàâåäëèâîñòü àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ
çàäà÷è Ðèêüå�Íåéìàíà; ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîòîðîé â
êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå äîêàçàííû â ðàáîòå [5].
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1. Îáîçíà÷èì Q îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü ñ êóñî÷íî
ãëàäêîé ãðàíèöåé S = ∂Q êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé S1 è S2,
òàê ÷òî S = S1 ∪ S2 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

∆2u(x) = 0, x ∈ Q, (1)
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u(x)|S1∪S2
= 0,

∂

∂n
u(x)

∣∣∣∣
S2

= φ(x), (2)

íà ãðàíèöå S1 òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ

f(x) =
∂

∂n
u(x)

∣∣∣∣
S1

(3)

òàêóþ ÷òî

∥∆u(x)∥L2(Q) =

[∫∫
Q

|∆u(x)|2
]1/2

→ inf, (4)

ãäå in�mum áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì èç L2(Q) óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì (1) è (2). Çàäà÷ó (1)�(4) áóäåì íàçûâàòü áèàðìîíè÷åñêîé
âàðàöèîííîé çàäà÷åé, äàííàÿ çàäà÷ ðàññìàòðèâàëàñü â êîðîòíîé ðà-
áîòå [1].

2. Ðàññìîòðèì ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî
◦
H2 (Q) ôóíêöèé v(x) ñ

îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè èç L2(Q) äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà S, ñ íîðìîé ∥v∥ ◦

H2(Q)
= ∥∆v∥L2(Q).

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî â
◦
H2 (Q)

B(φ) =

{
v(x) : ∆2v(x) = 0,

∂

∂n
u(x)

∣∣∣∣
S2

= φ(x)

}
,

è íà íåì ñîîòâåòñòâóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à V (φ). Íàéòè

µ(φ) = inf
v∈B(φ)

∥v∥ ◦
H2(Q)

è ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèþ v0, òàêóþ ÷òî µ(φ) = ∥v0∥ ◦
H2(Q)

.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè φ èç L2(S2) ðåøåíèå âàðèàöè-

îííîé çàäà÷è V (φ) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè v0 ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è V (φ),

òî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è (1)�(4) åñòü
f(x) = ∂

∂nv0(x)
∣∣
S1
.

3. Òàêæå â ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ âàðèà-
öèîííîé áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è (1)�(4), òî åñòü àëãîðèòì îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè v0 è ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè f ìåòîäîì áàçèñ-
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íûõ ïîòåíöèàëîâ (ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé) [1�3]. Àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ ñòàíäàðòíîé áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è ðàññìîòðåí â [4]. Ïîëíî-
òà ñäâèãîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé â áèãàðìîíè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå äîêàçàíà â [5].
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Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå è ðàç-
ðàáîòêà òåõíîëîãèé èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà äëÿ ðåøåíèÿ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷. Èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ è ýâðèñòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü ïîëåçíûå çàêîíîìåðíîñòè â äàííûõ
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ îïèñàòåëüíûõ è ïðîãíîçíûõ ìîäåëåé ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ. Îäíèìè èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ïðèêëàäíûõ èññëåäîâà-
íèé êàôåäðû Èíòåëëåêòóàëüíûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ôà-
êóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà èí-
òåëëåêòóàëüíûõ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ îáåñïå÷åíèÿ êîìïüþòåðíîé áåç-
îïàñíîñòè, à òàêæå ñîçäàíèå ¾öèôðîâûõ äâîéíèêîâ¿ òåõíîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ.
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Â îáëàñòè èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè ðåøàåòñÿ çàäà÷à àíàëè-
çà è ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé è ïðîöåññîâ êîìïüþ-
òåðíûõ ñèñòåì äëÿ ðàííåãî îáíàðóæåíèÿ âíóòðåííèõ âòîðæåíèé è
ïðåäîòâðàùåíèÿ óòå÷åê êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèè. Âõîäíûìè
äàííûìè ÿâëÿþòñÿ êîíòåêñòíûå (ïîòîêè ñîáûòèé â ñèñòåìíûõ è ïðè-
êëàäíûõ æóðíàëàõ) è êîíòåíòíûå (ïîòîêè ýëåêòðîííûõ äîêóìåíòîâ)
äàííûå îá àêòèâíîñòè ïîëüçîâàòåëåé è ïðîöåññîâ. Ñóòü ïîäõîäà çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ðàñïî-
çíàâàíèÿ òèïè÷íîãî ïîâåäåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé è ïðîöåññîâ ñ öåëüþ
ðàñïîçíàâàíèÿ îòêëîíåíèé îò ñöåíàðèåâ íîðìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ êàê
ïîòåíöèàëüíî îïàñíîé àêòèâíîñòè. Îäíîé èç âàæíûõ òåõíè÷åñêèõ
çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíèÿ ïî-
òîêîâ ðàçíîðîäíûõ ñëîæíî�ñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî
áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå ïîäõîäû íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî ëàòåíòíî�
ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé è ñîâðåìåííûõ íåé-
ðîñåòåâûõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèå åäèíîîáðàçíî îòîáðàæàòü ñëîæíî�
ñòðóêòóðèðîâàííûå è òåêñòîâûå äàííûå â ïðîñòðàíñòâî ñêðûòûõ òå-
ìàòèê è ïðåäñòàâëÿòü ïîòîêè òàêèõ äàííûõ êàê ìíîãîìåðíûå âðå-
ìåííûå ðÿäû âåñîâ ñêðûòûõ òåìàòèê [1, 2]. Äàëåå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
âûÿâëåíèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ òèïîâûõ ñöåíàðèåâ ïîâåäåíèÿ ïîëüçîâà-
òåëåé è ïðîöåññîâ ïðèìåíÿþòñÿ êàê òðàäèöèîííûå ìåòîäû íà îñíîâå
êëàññè÷åñêèõ ARIMA ïîäõîäîâ, ìåòîäîâ îïîðíûõ âåêòîðîâ, áëèæàé-
øèõ ñîñåäåé òàê è ñîáñòâåííûå óíèêàëüíûå ìåòîäû íà îñíîâå íåé-
ðîñåòåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ è êîìáèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçó-
þùèõ íå÷åòêèå ìíîæåñòâà è ÿäåðíûå ôóíêöèè.

Òàêæå â ðàìêàõ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ó÷àñòíèêàìè êîëëåêòèâà
ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ïîâåäåí÷åñêîé áèîìåòðèè äëÿ èíòåëëåê-
òóàëüíîé àóòåíòèôèêàöèè è íåïðåðûâíîé èäåíòèôèêàöèè ïîëüçî-
âàòåëåé êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì è ìîáèëüíûõ óñòðîéñòâ. Âõîäíûìè
äàííûìè äëÿ òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ òàêæå âûñîêî÷àñòîòíûå ïî-
òîêè ñîáûòèé, ñîäåðæàùèå õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ ñ
óñòðîéñòâàìè ââîäà�âûâîäà: äèíàìèêà êëàâèàòóðíîãî ââîäà (âðåìÿ
íàæàòèé è óäåðæàíèÿ êëàâèø êëàâèàòóðû), äèíàìèêà ðàáîòû ñ êîì-
ïüþòåðíîé ìûøüþ ëèáî òà÷ñêðèíîì (êîîðäèíàòû êóðñîðà è ñîáû-
òèÿ íàæàòèÿ êëàâèø âî âðåìåíè), äàííûå ñ ñåíñîðîâ ìîáèëüíûõ
óñòðîéñòâ (íàïðèìåð, àêñåëåðîìåòðà) è ò.ä. Çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè ïðåîáðàçîâàíèå ôðàãìåíòîâ ïîòîêîâ ñî-
áûòèé â âåêòîðû ïðèçíàêîâ (ñòàòèñòèêè íàæàòèé êëàâèø êëàâèàòó-
ðû, õàðàêòåðèñòèêè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êóðñîðà, êîýôôèöèåíòû
âåéâëåò�ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äàííûõ äàò÷èêîâ è ò.ä.) è ðàçðàáîòêà
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îäíîêëàññîâûõ (â ñëó÷àå åñëè ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòåëåé ¾îòêðûòî¿,
ò.å. ïîòåíöèàëüíî êîìïüþòåðîì èëè óñòðîéñòâîì ìîæåò âîñïîëüçî-
âàòüñÿ êòî óãîäíî) è ìíîãîêëàññîâûõ (åñëè ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòå-
ëåé ôèçè÷åñêè îãðàíè÷åíî, íàïðèìåð, ñîòðóäíèêàìè îðãàíèçàöèè,
èìåþùèìè äîñòóï ê îáîðóäîâàíèþ) ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.
Ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû áûëè ïðåäëîæåíû ñîáñòâåííûå ýôôåêòèâ-
íûå ïîäõîäû ôîðìèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå ñîá-
ñòâåííûå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ íà îñíîâå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, ÿäåð-
íûõ ôóíêöèé, îïîðíûõ âåêòîðîâ è íåéðîñåòåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
äâóõôàêòîðíîé è áåñïàðîëüíîé àóòåíòèôèêàöèè, à òàêæå íåïðåðûâ-
íîé ôîíîâîé èäåíòèôèêàöèè ïîëüçîâàòåëåé ïî äàííûì èõ ðàáîòû
ñ óñòðîéñòâàìè ââîäà�âûâîäà êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì è ìîáèëüíûõ
óñòðîéñòâ [2, 3].

Ñëåäóþùåé çàäà÷åé, ðåøàåìîé êîëëåêòèâîì â ðàìêàõ íàïðàâëå-
íèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå è ðàçðà-
áîòêà ìåòîäîâ ïîèñêà è ìîíèòîðèíãà èñòî÷íèêîâ êðèìèíàëüíîé èëè
ýêñòðåìèñòñêîé èíôîðìàöèè â ñåòè Èíòåðíåò. Áûëè ðåàëèçîâàíû è
ýêñïåðèìåíòàëüíî àïðîáèðîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû ìàøèí-
íîãî îáó÷åíèÿ [4], êëþ÷åâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ:
ñòàòèñòè÷åñêèå ÿçûêîâî�íåçàâèñèìûå ìåòîäû èçâëå÷åíèÿ êëþ÷åâûõ
ñëîâ è àííîòàöèé èç äîêóìåíòà�îáðàçöà (ïðèìåðà êðèìèíàëüíîé èëè
ýêñòðåìèñòêîé èíôîðìàöèè); ôîðìèðîâàíèå ñ èõ ïîìîùüþ ïîèñêî-
âûõ çàïðîñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ïîèñêîâûõ èíòåðôåé-
ñîâ â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ èëè ïîèñêîâûõ ñèñòåìàõ; �îáîãàùåíèå� íàé-
äåííûõ äîêóìåíòîâ è ñîîáùåíèé çà ñ÷åò ðàñêðûòèÿ è àííîòèðîâà-
íèÿ èíôîðìàöèè èç èõ ññûëîê è õýøòåãîâ; ðàíæèðîâàíèå è ôèëü-
òðàöèÿ íàéäåííûõ äîêóìåíòîâ íà îñíîâå ñåìàíòè÷åñêîé áëèçîñòè ê
äîêóìåíòó�îáðàçöó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîáñòâåííûõ àëãîðèòìîâ è ìå-
òîäîâ íà îñíîâå ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé.

Ïîä ¾öèôðîâûìè äâîéíèêàìè¿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîíè-
ìàåòñÿ êîìïëåêñ ìîäåëåé èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ïîçâîëÿþùèõ:
îïðåäåëÿòü êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ïà-
ðàìåòðàìè ïðîöåññà; ïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèÿ êîíòðîëèðóåìûõ è
íàáëþäàåìûõ ïàðàìåòðîâ â äèíàìèêå â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûäóùèõ
ñîñòîÿíèé ïðîöåññà è óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé; âûÿâëÿòü ñêðûòûå
çàâèñèìîñòè, ñîñòîÿíèÿ è ôàêòîðû, âëèÿþùèõ íà òåõíîëîãè÷åñêèé
ïðîöåññ; ðåàëèçîâûâàòü âûáîð îïòèìàëüíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-
ñòâèé â çàâèñèìîñòè îò öåëåé è îãðàíè÷åíèé. Âõîäíîé èíôîðìàöèåé
äëÿ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûå âðåìåííûå ðÿäû ïîêàçà-
íèé äàò÷èêîâ ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìû, îñóùåñòâëÿþùåé òåõíîëî-
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ãè÷åñêèé ïðîöåññ. Òàêæå âàæíûì ýëåìåíòîâ öèôðîâèçàöèè òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ¾âèðòóàëüíûõ äàò÷èêîâ¿.
Ñóòü ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðÿä êëþ÷åâûõ õàðàêòåðè-
ñòèê òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îñîáåííî ñâÿçàííûõ ñ êà÷åñòâîì,
ìîæåò áûòü èçìåðåí ðåäêî è ðåñóðñîçàòðàòíî, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ëàáîðàòîðíûõ èññëåäîâàíèé, à äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ïðîöåññîì êðàéíå æåëàòåëüíî çíàòü çíà÷åíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê
íåïðåðûâíî âî âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàøèííî-
ãî îáó÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïðîãíîçèðîâàòü äàííûå ¾âèðòóàëüíûõ¿
äàò÷èêîâ (ëàáîðàòîðíûõ èññëåäîâàíèé) êàê ôóíêöèè îò ïîêàçàíèé
äðóãèõ ñåíñîðîâ, ïîñòóïàþùèõ íåïðåðûâíî. Êîëëåêòèâîì êàôåäðû
áûëè ðàçðàáîòàíû è âíåäðåíû èíòåëëåêòóàëüíûå òåõíîëîãèè, ïîç-
âîëèâøèå ñîçäàòü àäåêâàòíûé ¾öèôðîâîé äâîéíèê¿ ïðîöåññà êðå-
êèíãà íåôòè [5]. Êëþ÷åâûìè êîìïîíåíòàìè ðàçðàáîòàííûõ òåõíîëî-
ãèé ÿâëÿþòñÿ: êîìïëåêñíûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, âèçó-
àëèçàöèè è ïðåäîáðàáîòêè äàííûõ, âêëþ÷àÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûáîðà
ïåðèîäîâ ñòàáèëüíîé ðàáîòû óñòàíîâêè, âûÿâëåíèÿ àðòåôàêòîâ, âû-
áðîñîâ è ñáîåâ ðàáîòû äàò÷èêîâ; èçâëå÷åíèå ïðèçíàêîâ ïóòåì ïðè-
ìåíåíèÿ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, à òàêæå
ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ íà îñíîâå ãðàäèåíòíîãî áóñòèíãà; ïî-
ñòðîåíèå äèôôåðåíöèðóåìûõ àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé íà îñíîâå
òðàäèöèîííûõ íåéðîñòåé ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ñîâðåìåííûõ
ðåêóððåíòíûõ íåéðîñòåé äëÿ ïðîãíîçà çíà÷åíèé ¾âèðòóàëüíûõ äàò-
÷èêîâ¿ è êîíòðîëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî
ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ; ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèðóåìûõ íåéðîñå-
òåâûõ àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé, öåëåâîé
ôóíêöèè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì è
êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ïðèñòðåëêè (shooting method).
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàèñêîðåéøåãî ïåðåìåùåíèÿ ìîäåëè ìî-
áèëüíîãî ðîáîòà (ìàøèíû) íà ïëîñêîñòè, êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ
âïåðåä è ïîâîðà÷èâàòü ñ çàäàííûì ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì ïîâî-
ðîòà. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ ïîëîæåíèåì öåíòðàëüíîé òî÷êè
îñè êîëåñíîé ïàðû è óãëîì îðèåíòàöèè îñè íà ïëîñêîñòè. Óïðàâëÿÿ
ëèíåéíîé è óãëîâîé ñêîðîñòüþ, òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç çà-
äàííîãî íà÷àëüíîãî â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà
ãðóïïå Ëè SE2 ∋ (x, y, θ) ñîáñòâåííûõ åâêëèäîâûõ äâèæåíèé ïëîñ-
êîñòè, ãäå (x, y) ∈ R2 çàäàåò öåíòðàëüíóþ òî÷êó, à óãîë θ ∈ S1 �
îðèåíòàöèþ ìàøèíû íà ïëîñêîñòè. Óïðàâëåíèÿ (u1, u2) ∈ U ñóòü
ëèíåéíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè ìàøèíû. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äîïó-
ñòèìûõ óïðàâëåíèé U åñòü êðóãîâîé ñåêòîð.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óãëà α ∈ (0, π2 ] ðàñòâîðà ñåêòîðà U ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà:

ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u2,

(x, y, θ) = q ∈ SE2,

u21 + u22 ⩽ 1,

|u2| ⩽ u1 tgα.

(1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ
(ïðîåêò � 22�11�00140).
© Ìàøòàêîâ À.Ï., Ñà÷êîâ Þ.Ë., 2023
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Äëÿ çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé q0, q1 ∈ SE2 òðåáóåòñÿ íàéòè
óïðàâëåíèÿ u1(t), u2(t) ∈ L∞([0, T ],R), òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òðàåêòîðèÿ γ : [0, T ] → SE2 ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ q0 â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå q1 çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ:

γ(0) = q0, γ(T ) = q1, T → min . (2)

Â ðàáîòå îáîáùàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé óïðàâëåíèÿ â ïîëóêðóãå [1]
íà ñåêòîð ñ óãëîì ðàñòâîðà íå áîëüøå 180 ãðàäóñîâ. Çàäà÷à èìååò
ïðèëîæåíèå â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé [2], òðàåêòîðèè ñèñòåìû èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà âûäåëÿþùèõñÿ êðèâûõ.

Òåîðåìà 1. Â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ (1), (2) âñåãäà ñóùåñòâó-
åò îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ ñèñòåìó èç ïðîèçâîëü-
íî çàäàííîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè q0 â ïðîèçâîëüíî çàäàííóþ êî-
íå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ q1.

Ê çàäà÷å ïðèìåíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïîëó÷åíî
îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Ïî-
êàçàíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ òðàåêòîðèé ñóùåñòâóþò ìîìåíòû âðåìå-
íè, êîãäà äèíàìèêà ñèñòåìû ïåðåêëþ÷àåòñÿ ìåæäó äâóìÿ âîçìîæíû-
ìè âèäàìè: äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè è äâèæåíèå âäîëü ñóáðèìàíî-
âîé ãåîäåçè÷åñêîé [3]. Íàéäåí ÿâíûé âèä ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé
è ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé. ×àñòè÷íî
èññëåäîâàí âîïðîñ îïòèìàëüíîñòè ýêñòðåìàëåé.
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ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ ßÇÛÊÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÀÁÐÀÌÑÀ�ÑÒÐÎÃÀÒÒÈ ÍÀ ÑËÓ×ÀÉ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ßÇÛÊÎÂ
À.Â. Ìåäâåäåâ, Î.À. Êóçåíêîâ (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ)

a.medvedev.unn@gmail.com, kuzenkov_o@mail.ru

Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ
äëÿ èçó÷åíèÿ ÿçûêîâîé äèíàìèêè, èññëåäîâàíèÿì êîòîðîé ïîñâÿùå-
íî ìíîãî ðàáîò [1�7]. Èññëåäîâàíèå ÿçûêîâîé äèíàìèêè è ïðîãíîçè-
ðîâàíèå å¼ ðåçóëüòàòîâ ñòàíîâÿòñÿ âñ¼ áîëåå àêòóàëüíûìè â ñâÿçè
ñ ðàçâèòèåì öèôðîâûõ è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ãëî-
áàëüíîé ñåòè Internet [8]. Öåíòðàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå
òåíäåíöèè, êîãäà îäèí ÿçûê âûòåñíÿåò îñòàëüíûå, ò.å. ñòàíîâèòñÿ
äîìèíèðóþùèì, è òåì ñàìûì îêàçûâàåò âëèÿíèå íà âñå ñôåðû ñî-
öèàëüíîé æèçíè.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè è èññëåäîâà-
íèè îáîáù¼ííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Àáðàìñà�Ñòðîãàòòè (AS)
äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè íåñêîëüêèõ ñîñóùåñòâóþùèõ ÿçûêîâ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü èìååò âèä:

ẋi =

( N∑
j ̸=i

xj

)
csix

α
i − xic

( N∑
j ̸=i

sjx
α
j

)
, (1)

N∑
i=1

xi = 1,

N∑
i=1

si = 1, α > 1. (1)

Ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè xi, i = 1, N , ÿâëÿþòñÿ äîëè íîñèòåëåé
ðàçíûõ ÿçûêîâ â ñîîáùåñòâå. Ïàðàìåòð si èìååò ñìûñë ïðåñòèæíî-
ñòè i�ãî ÿçûêà, ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà α èìååò ñìûñë âîëàòèëüíîñòè â
ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçàìè Àáðàìñà�Ñòðîãàòòè [9]. Çäåñü c� íåêîòî-
ðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ (1) ÿâëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ [10]. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäè-
ëîñü íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòàííîãî äëÿ ñè-
ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå [10�
14], êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåäà÷è
ãåíåòè÷åñêè íåçàêðåïë¼ííîé èíôîðìàöèè. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼í-
íîãî èññëåäîâàíèÿ áûëà ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè
ÿçûêà [15, 16] â âèäå:

Ji = csix
α−1
i (0).
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Äîìèíèðóþùèì ÿâëÿåòñÿ òîò ÿçûê, äëÿ êîòîðîãî ôóêöèÿ êîíêóðåí-
òîñïîñîáíîñòè èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà
êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü âëèÿåò íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîñèòåëåé
ïî ÿçûêàì.

Â ðàáîòå áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà äåñÿòèëåòíÿÿ ñòàòèñòèêà èñ-
ïîëüçîâàíèÿ âîñüìè ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ÿçûêîâ â ñåòè Internet:
àíãëèéñêèé, ðóññêèé, íåìåöêèé, èñïàíñêèé, êèòàéñêèé, ÿïîíñêèé,
ôðàíöóçñêèé è òóðåöêèé [8]. Íà îñíîâå ýòîãî áûëè èäåíòèôèöèðî-
âàííû ïàðàìåòðû ìîäåëè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ àíãëèéñêèé ÿçûê áóäåò âûòåñ-
íÿòü èç ãëîáàëüíîé ñåòè Internet îñòàëüíûå ÿçûêè ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè.
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Ó×ÅÒ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ Â ÌÅÒÎÄÅ ÐÈÒÖÀ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÐ�ÄÈÍÃÅÐÀ
Â ÊÐÈÑÒÀËËÀÕ Ñ ÁÀÇÈÑÎÌ1

Ìåëüíèêîâ Í.Á., Ðåçåð Á.È.
(Ìîñêâà, ÌÃÓ; Åêàòåðèíáóðã, ÈÔÌ ÓðÎ ÐÀÍ)

melnikov@cs.msu.ru, reser@imp.uran.ru

Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â êðèñòàëëàõ ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà

∆ψ + (ε− V )ψ = 0 , (1)

ãäå ε = εn(k) è ψ = ψnk(r) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîáñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ (n � èíäåêñ ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû, k � âîëíîâîé âåê-
òîð), à V � êðèñòàëëè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷íîñòü
ïîòåíöèàëà è òåîðåìó Áëîõà, ìîæíî îãðàíè÷èòü çàäà÷ó íà ÿ÷åéêó
Âèãíåðà�Çåéòöà ΩWS, íàëîæèâ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

ψnk(rσ) = eikRrψnk(r) ,
∂ψnk(rσ)

∂n
= −eikRr

∂ψnk(r)

∂n
, (2)

ãäå r è rσ � ñîïðÿæ¼ííûå òî÷êè íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè Âèãíåðà�Çåéòöà,
Rr � âåêòîð ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê
ãðàíèöå ÿ÷åéêè.

Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (1) è (2) ñâîäèòñÿ ê âàðèàöèîí-
íîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

J [ψ] =

∫
ΩWS

ψ∗(H− ε)ψ dr , H = −∆+ V , (3)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè∫
ΩWS

|ψ|2 dr = 1 (4)

â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2).
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ¼ííî-

ãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3) è (4) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ðèò-
öà. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ψ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè
è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (òåìà ¾Ýëåêòðîí¿, íîìåð ãîñðå-
ãèñòðàöèè 122021000039�4).
© Ìåëüíèêîâ Í.Á., Ðåçåð Á.È., 2023

288



ψ(N) =
∑
µ
cµχµ íåêîòîðûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé χµ. Êîýôôèöè-

åíòû â ýòîì ðàçëîæåíèè cν íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé∑
ν

(Hµν − εSµν)cν = 0 (µ, ν = 1, . . . , N), (5)

ãäå

Hµν =

∫
ΩWS

χ∗
µHχν dr , Sµν =

∫
ΩWS

χ∗
µχν dr . (6)

Ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû ε íàõîäÿòñÿ èç îáîáù¼ííîé çàäà÷è íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

det(H − εS) = 0. (7)

Ìåòîä Ðèòöà (5)�(7), èñïîëüçóþùèé â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé χµ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè àòîìíûõ îðáèòàëåé, íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì ñèëüíîé ñâÿçè (ñì., íàïð., [1, 2]). Ïàðàìåòðû ìåòîäà ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ðàñ÷¼òîâ â òî÷êàõ âûñîêîé ñèììåòðèè
â çîíå Áðèëëþýíà.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí îáùèé òåîðåòèêî�ãðóïïîâîé ïîäõîä, êî-
òîðûé äà¼ò ìàòðè÷íûå êîìïîíåíòû ãàìèëüòîíèàíà â ìåòîäå ñèëüíîé
ñâÿçè, èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñèììåòðèþ çàäà÷è, ñèììåòðèþ
îáðàùåíèÿ âðåìåíè è ýðìèòîâîñòü ãàìèëüòîíèàíà. Äëÿ êðèñòàëëîâ
c äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ òåîðèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà â ðàáîòå [3] (ñì. òàêæå [1, 2] è
ññûëêè òàì). Â íàøåé ðàáîòå [4] ïîñòðîåíî îáîáùåíèå äëÿ êðèñòàë-
ëîâ ñ íåñêîëüêèìè àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå.
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ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÃÈÁÐÈÄÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ1
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mulyko�@gmail.com

Íåïðåðûâíî�äèñêðåòíîé (ãèáðèäíîé) ñèñòåìîé ôóíêöèîíàëüíî�
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñî-
äåðæàùàÿ êàê íåïðåðûâíûå, òàê è äèñêðåòíûå êîìïîíåíòû.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ãèáðèäíûõ ñèñòåì � àêòóàëüíîå íà-
ïðàâëåíèå ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè [1], [2].

Ðàññ÷èòûâàòü íà ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ ïðèçíà-
êîâ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî äëÿ ñðàâíèòåëüíî óçêîãî êëàññà ëèíåéíûõ
àâòîíîìíûõ ãèáðèäíûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Åñëè ïîäñèñòåìà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì èìååò ôîðìó ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî çàäà÷à óñòîé÷èâî-
ñòè ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé [3].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó{
ẋ(t) +Ax(t) = Bx

(
[t]
)
+ Cy

(
[t]
)
,

y
(
[t] + 1

)
+Dy

(
[t]
)
= Ex

(
[t]
)
,

t ⩾ 0 (1)

ãäå A ∈ Rk×k, B ∈ Rk×k, C ∈ Rk×m, D ∈ Rm×m, E ∈ Rm×k,
ñèìâîëîì [.] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, k,m ∈ {0, 1, 2, . . . }.

Ñèñòåìà (1) ðàññìîòðåíà íà ñåòêå øàãîì 1. Ìàñøòàáèðîâàíèåì
îñè âðåìåíè ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñåòêà èìåëà ïðîèçâîëüíûé
ïîëîæèòåëüíûé øàã h > 0.

Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ limt→∞

∥∥x(t)∥∥ = limn→∞
∥∥y(n)∥∥ = 0 .

Ðàññìîòðèì áëî÷íóþ ìàòðèöó

M =

[
−e−A − SB −SC
−E D

]
, ãäå S =

∫ 1

0

e−Asds.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû M ëåæàò
âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 22�21�00517
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

q̈(t) + ω2q(t) = bq
(
[t]− 1

)
, t ⩾ 0. (2)

ãäå b, ω ∈ R.
Èìååì

M =

− cosω − sinω
ω − 1−cosω

ω2 b
ω sinω − cosω 0
−1 0 0

 ,
Óðàâíåíèå (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â òîì è òîëüêî òîì ñëó-

÷àå, åñëè b ̸= 0 è cosω ̸∈ {−1, 1/2, 1} è

0 < b < ω2 1 + cosω

1− cosω
, åñëè cosω < 0,

0 < b < ω2 1− 2 cosω

1− cosω
, åñëè cosω ∈

[
0,

1

2

)
,

ω2 1− 2 cosω

1− cosω
< b < 0, åñëè cosω ∈

(
1

2
, 1

)
.

Åñëè íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü ãèáðèäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, òî èññëåäîâàíèå
óñòîé÷èâîñòè â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ ñïåê-
òðà îïåðàòîðà Ãðèíà âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è [4].
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ÇÀÄÀ×À ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÄËß ÎÄÍÎÉ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÈÃÐÛ ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÃÎ

ÒÈÏÀ Â ÁÀÍÀÕÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
Å.Ì. Ìóõñèíîâ (ã.Õóäæàíä, ÒÃÓÏÁÏ, ÐÒ)

yodgor.mukhsinov@gmail.com

Â ñåïàðàáåëüíîì è ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ [1] äëÿ ëèíåéíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé{

ẋ (t) = kẋ (t− 1) + y (t) + v (t)
ẏ (t) = −u (t) , (1)

ãäå ∥u∥ ⩽ α, ∥v∥ ⩽ β, k ⩾ 0, x (t) , y (t) ∈ X, M ={(
x
y

)
: ∥x∥ ⩽ l

}
. Åñëè z =

(
x
y

)
, C =

(
k 0
0 0

)
, A =(

0 I
0 0

)
, u =

(
0
u

)
, v =

(
v
0

)
, òî èãðà (1) çàïèñûâàåòñÿ

â âèäå ż (t) = Cż (t− 1) +Az (t)− u+ v .

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå Φ (t) , äëÿ êîòîðîãî Φ̇ (t) =
CΦ̇ (t− 1) + AΦ (t) , Φ (0) = I è Φ (s) = 0 ïðè s < 0 èìååò
âèä:

Φ (t) =

(
I t+

∑n−1
i=1 (n− i) ki + (t− n)

∑n
i=1 k

i

0 I

)
,

n ⩽ t ⩽ n+ 1, n = 0, 1, . . . .

Ïóñòü∥∥∥∥∥(1− k)x0 +
[
T +

n−1∑
i=1

(n− i) ki + (T − n)
n∑
i=1

ki

]
y0

∥∥∥∥∥ ⩽ R (T ) , (2)

ãäå

R (T ) = α

(
1

2
+

n∑
i=1

ki

)
T 2 +

[
α

(
n−1∑
i=1

(n− i) ki − n
n∑
i=1

ki

)
− β

]
T + l.

© Ìóõñèíîâ Å.Ì., 2023
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Òåîðåìà.
1. Åñëè

d =

[
α

(
n−1∑
i=1

(n− i) ki − n
n∑
i=1

ki

)
− β

]2
− 4

(
1

2
+

n∑
i=1

ki

)
αl ⩽ 0,

òî èç ëþáîé òî÷êè z0 =

(
x0
y0

)
âîçìîæíî çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâà-

íèÿ çà îïòèìàëüíîå âðåìÿ

T0 = min {T ⩾ 0 : äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2)} .

2. Åñëè d > 0, òî èç ëþáîé òî÷êè z0 ∈ P, ãäå

P =
⋃

c∈[0, l)

Pc,

Pc =

{(
x0
y0

)
: y0 =

cp− (1− k)x0
Tc +

∑n−1
i=1 (n− i) ki + (Tc − n)

∑n
i=1 k

i

}
ãäå ∥x0∥ ⩾ l, ∥p∥ = 1,

Tc

(
1 + 2

(
n∑
i=1

ki

))
α = α

(
n

n∑
i=1

ki −
n−1∑
i=1

(n− i) ki
)

+ β−

−

√√√√d+

(
2 + 4

n∑
i=1

ki

)
αc,

âîçìîæíî çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ çà îïòèìàëüíîå âðåìÿ Tc.
ÊîãäàX = Rn è k = 0 ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé êîíå÷íîìåðíûé

ðåçóëüòàò Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [2], ãäå èãðà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé{
ẋ (t) = y (t) + v (t)
ẏ (t) = −u (t) .

Åñëè d = β2 − 2αl ⩽ 0, òî èç ëþáîé òî÷êè z0 =

(
x0
y0

)
âîçìîæ-

íî çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ. Êîãäà d > 0 è c = 0 ìíîæåñòâî P0

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì, êîòîðîå óêàçàíî â ðàáîòå Í. Ñàòèìîâà [3].
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ÊÂÀÇÈÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ 1

À.Í. Íàèìîâ, Ì.Â. Áûñòðåöêèé (Âîëîãäà, ÂîÃÓ)
naimovan@vogu35.ru, pmbmv@bk.ru

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) = P (x(t)) + f(t, x(t)), x(t) ∈ Rn, t ∈ (0, ω), (1)

x(0) = x(ω). (2)

Çäåñü n ⩾ 2, ω > 0, P = (P1, . . . , Pn) : Rn 7→ Rn � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ êâàçèîäíîðîäíîñòè

Pi(λ
α1y1, . . . , λ

αnyn) ≡ λαi+νPi(y1, . . . , yn) ∀λ > 0, i = 1, n,

ãäå ÷èñëà αi > 0, i = 1, n è ν > 0 ôèêñèðîâàíû. Îòîáðàæåíèå
f = (f1, . . . , fn) : R1+n 7→ Rn íåïðåðûâíî, ω � ïåðèîäè÷íî ïî t è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
ρ→+∞

ρ−(αi+ν) max
0 ⩽ t ⩽ ω,

|y| ⩽ 1

|fi(t, ρα1y1, . . . , ρ
αnyn)| = 0, i = 1, n.

Ìíîæåñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé f îáîçíà÷èì ÷åðåçRn,ω(α, ν), ãäå α =
(α1, . . . , αn). Îòîáðàæåíèå P íàçûâàåì ãëàâíîé íåëèíåéíîé ÷àñòüþ,
à f íàçûâàåì âîçìóùåíèåì.

Ðåøåíèåì ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåì âåêòîð�
ôóíêöèþ x ∈ C1([0, ω]; Rn), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíå-
íèé (1) è óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè (2). Òàêîå ðåøåíèå ω � ïåðèîäè÷íî
è ãëàäêî ïðîäîëæèìî íà R1 = (−∞,+∞).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî
ôîíäà (ïðîåêò � 23�21�00032).
© Íàèìîâ À.Í., Áûñòðåöêèé Ì.Â., 2023
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Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (2) èññëåäóåì â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå:
êàêèì óñëîâèÿì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îòîáðàæåíèå P , ÷òîáû ïðè
ëþáîì f ∈ Rn,ω(α, ν) ñóùåñòâîâàëî õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå çàäà÷è
(1), (2).

Â ðàáîòàõ [1, 2] çàäà÷à (1), (2) èññëåäîâàíà â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî
îäíîðîäíîãî îòîáðàæåíèÿ P , ò.å. αi = 1, i = 1, n, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû
àïðèîðíîé îöåíêè è ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Ðàññìîòðåíèå êâàçèîäíîðîäíîãî îòîáðàæåíèÿ P ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü
è îáîáùèòü ðåçóëüòàòû óêàçàííûõ ðàáîò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè
äëÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîãî îòîáðàæåíèÿ P íè ïðè âñåõ âîçìó-
ùåíèÿõ f èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2),
òî êëàññ âîçìóùåíèé ìîæíî ñóæàòü òàê, ÷òî ãëàâíàÿ íåëèíåéíàÿ
÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) îêàæåòñÿ êâàçèäíîðîäíûì îòîáðàæå-
íèåì. Êðîìå òîãî, ê ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà (1) ñ êâàçèîäíîðîäíîé
íåëèíåéíîñòüþ P ïðèâîäÿòñÿ ìíîãèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè âûñîêèõ ïî-
ðÿäêîâ. Ðàññìîòðåíèå òàêèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè èññëå-
äîâàíèè íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïðèìåíåíèåì ñõåìû Ôàýäî�Ãàëåðêèíà
[3].

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþøàÿ òåîðåìà, îáîáùàþùàÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû
[2].

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî íåïðåðûâíîãî è êâàçèîäíîðîäíî-
ãî (ñ ïîêàçàòåëÿìè α è ν) îòîáðàæåíèÿ P : Rn 7→ Rn ñèñòåìà
óðàâíåíèé

z′(t) = P (z(t)), z(t) ∈ Rn, t ∈ (−∞,+∞),

íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé. Òîãäà äëÿ ðàçðåøèìî-
ñòè çàäà÷è (1), (2) ïðè ëþáîì f ∈ Rn,ω(α, ν) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû íå îáðàùàëîñü â íîëü âðàùåíèå γ(P ) âåêòîðíîãî ïîëÿ
P : Rn 7→ Rn íà åäèíè÷íîé ñôåðå |y| = 1.
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ, ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ
È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ ËßÏÓÍÎÂÓ ÐÅØÅÍÈÉ

ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÑÈÑÒÅÌ
ÒÈÕÎÍÎÂÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ1

Í.Í. Íåôåäîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)
nefedov@phys.msu.ru

Ðàññìîòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à âèäà:

ε2(
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
)− g(u, v, x, t, ε) = 0,

∂2v

∂x2
− ∂v

∂t
− f(u, v, x, t, ε) = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ R,

∂u

∂x
(0, t, ε) = u0(t),

∂u

∂x
(1, t, ε) = u1(t), t ∈ R,

v(0, t, ε) = v0(t), v(1, t, ε) = v1(t), t ∈ R,
u(x, t, ε) = u(x, t+ T ), v(x, t, ε) = v(x, t+ T, ε),

ãäå ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Òàêèå ñèñòåìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûñòðûõ áèìîëåêóëÿðíûõ ðåàêöèé â
ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç èñòî÷íèêîâ (ðåàêöèÿ, íåëèíåéíûé èñòî÷íèê,
âçàèìîäåéñòâèå) èíòåíñèâíûé (ïîðÿäêà 1/ε2), à âòîðîé ïîðÿäêà åäè-
íèöû. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è âûïîëíå-
íèÿ óñëîâèÿ

Óñëîâèå 1. Ôóíêöèè g(u, v, x, t, ε), f(u, v, x, t, ε), u0(t), u1(t),
v0(t), v1(t) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè â ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäå-
ëåíèÿ.

Äëÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû (äèôôåðåíöèàëüíî�àëãåáðàè÷åñêàé)

g(u, v, x, t, 0) = 0,

∂2v

∂x2
− ∂v

∂t
− f(u, v, x, t, 0) = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ R

ïîòðåáóåì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 23�11�
00069).
© Íåôåäîâ Í.Í. , 2023
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Óñëîâèå 2. Ïóñòü âûðîæäåííîå óðàâíåíèå g(u, v, x, t, 0) = 0 èìå-
åò ðåøåíèå u = φ(v, x, t) òàêîå, ÷òî gu(φ(v, x, t), v, x, t, 0) > 0, à çàäà÷à

∂2v

∂x2
− ∂v

∂t
− f(u, v, x, t, ε) = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ R,

v(0, t, ε) = v0(t), v(1, t, ε) = v1(t), t ∈ R,
v(x, t, ε) = v(x, t+ T )

èìååò ðåøåíèå v = v̄(x, t). Îïðåäåëèì ū(x, t) = φ(v̄(x, t), x, t).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ḡu(x, t) = gu(ū(x, t), ū(x, t), x, t, 0). Àíàëî-

ãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ äðóãèõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèé g è f , âû÷èñëåííûõ â òî÷êå (ū(x, t), v̄(x, t), x, t, 0). Îáîçíà-
÷èì òàêæå φ̄v(x, t) = φv(v̄(x, t), x, t).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ k(x, t) ≡ f̄v(x, t)− φ̄v(x, t)ḡu(x, t) . Ïîòðåáó-
åì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

Óñëîâèå 3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

k1(x) > −π2, x ∈ [0, 1], ãäå k1(x) = min
t∈[0,T ]

k(x, t),

èëè
T∫

0

k2(t)dt > 0, ãäå k2(t) = min
x∈[0,1]

k(x, t).

Óñëîâèå 3 îáåñïå÷èò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, à òàê-
æå ïîñòðîåíèå âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé çàäà÷è ïóòåì ìîäèôèêà-
öèè ïîñòðîåííîé àñèìïòîòèêè.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-
íèè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî�êðàåâîé çà-
äà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî ãëàâíûì ÷ëåíîì â
ïðèáëèæåíèè ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå âûðîæäåííîé ñèñòå-
ìû, îïðåäåëåííîé â Óñëîâèè 2. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð
ôóíêöèÿ (g, f) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êâàçè�ìîíîòîííîñòè:

Óñëîâèå 4. Âåêòîð�ôóíêöèÿ (g, f) ÿâëÿåòñÿ êâàçè�ìîíîòîííî
íåâîçðàñòàþùåé ïî (u, v) ïðè x ∈ (0, 1), t ∈ R è ε äîñòàòî÷íî ìàëûõ.

Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ Un(x, ε), Vn(x, ε). Äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ Óñëîâèå 1�Óñëîâèå 4. Òîãäà
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, ε), v(x, ε) çàäà-
÷è ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèè Un(x, ε),
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Vn(x, ε) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì
ñ òî÷íîñòüþ εn+1. Ýòî ðåøåíèå ëîêàëüíî åäèíñòâåííî êàê ðåøå-
íèå ïåðèîäè÷åñêîé ïàðàáîëè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è è àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó êàê ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è â íåêîòîðîé ε�îêðåñòíîñòè ðå-
øåíèÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû, îïðåäåëåííîé â Óñëîâèè 2.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ1
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Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ∈ RN , N = 2, 3, ïîëó÷àåòñÿ
óäàëåíèåì èç îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω0 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îáëàñòåé Ωi, i = 1, ...,K, ãäå îáëàñòè Ωi ⊂ Ω0. Òàêèì îáðàçîì
Ω = Ω0 \ (∪Ki=1Ωi). Ïðè ýòîì ãëàäêàÿ ãðàíèöà Γ = ∪Ki=0Γi îáëàñòè Ω
òàêîâà, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ0 îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü Ω èçâíå, à îñòàëü-
íûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Γi, i = 1, ...,K, åå ãðàíèöû (Γi = ∂Ωi)
çàêëþ÷åíû âíóòðè ýòîé ïîâåðõíîñòè. Â QT = [0, T ]×Ω ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à (çàäà÷à A) î äâèæåíèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè îëäðîé-
äîâñêîãî òèïà:

∂u/∂t+

N∑
i=1

ui∂u/∂xi − µ0∆u+ grad p−

µ1Div

∫ t

τu(t,x)

exp((s− t)λ) E(u)(s, z(s; t, x)) ds = f,

div u(t, x)=0, (t, x)∈QT ;
∫
Ω

p(t, x) dx = 0; t ∈ [0, T ];

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, u(t, x)|∂Ω = φ(x), t ∈ [0, T ].

Çäåñü u(t, x)=(u1(t, x), . . . , uN (t, x)) è p(t, x) èñêîìûå ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ è äàâëåíèå æèäêîñòè, ìàòðèöà E(u)={Eij(u)}Ni,j=1, Eij(u) =

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî
Ôîíäà (ãðàíò � 22�11�00103)
© Îðëîâ Â.Ï., 2023
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1
2 (∂ui/∂xj +∂uj/∂xi) � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. Äèâåðãåíöèÿ
Div E(u) ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè � äè-
âåðãåíöèÿìè ñòðîê, êîíñòàíòû µ0 > 0, µ1 ⩾ 0, λ ⩾ 0, u0 è φ çàäàí-
íûå íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u. Âåêòîð�ôóíêöèÿ
z(τ ; t, x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåãóëÿðíûé ëàãðàíæåâ ïîòîê (ÐËÏ), ïî-
ðîæäåííûé çàäà÷åé Êîøè (èëè, ÷òî òî æå, ôóíêöèåé u)

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

u(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω.

Ôóíêöèÿ z(τ ; t, x) îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
æèäêîñòè, êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ Ω.

Ôóíêöèÿ τu(t, x) = inf{τ : z(s; t, x) ∈ Ω, s ∈ (τ, t]} îçíà÷àåò ìî-
ìåíò âõîæäåíèÿ â Ω ÷àñòèöû æèäêîñòè, êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t íàõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ Ω.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ φ(x) óäîâëåòâîðÿåò
íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ∫

∂Ω

φ(x) · n(x) dx =

K∑
i=0

∫
Γi

φ(x) · n(x) dx

(n(x) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω), è ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íà ∂Ω íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé íà Ω0 ñîëåíîèäàëüíîé ôóíêöèè a(x). Ïðåä-
ñòàâèì ôóíêöèþ u â âèäå u = v + a.

Ïóñòü W1 = {v : v ∈ L2(0, T ;V ), v′ ∈ L1(0, T ;V
−1) (îïðå-

äåëåíèå ïðîñòðàíñòâ H è V íà Ω ñì. â [1]). Ïóñòü b(u, v, w) =∑N
i,j=1

∫
Ω
ui∂vj/∂xiwj dx, ãäå u, v, w ∈ V .

Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;V
−1), v0 ∈ H. Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è A

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈W1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ v(0) = u0−a
è òîæäåñòâó

d(v, φ)/dt−
N∑
i=1

(viv, ∂φ/∂xi) + µ0(E(v), E(φ))+

µ1(

∫ t

τv+a(t,x)

exp((s− t)λ)E(v + a)(τ, z(s; t, x)) dτ , E(φ)) =

⟨f, φ⟩ − b(v, a, φ)− b(a, v, φ)− b(a, a, φ)− µ0(E(a), E(φ))

ïðè ëþáîé φ ∈ V è ï.â. t ∈ [0, T ].
Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ φ óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è A.
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Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñîâìåñòíî ñ Â.Ã. Çâÿãèíûì.
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ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÃÎ ÏÓ×ÊÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
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Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] êâàäðàòè÷íûé ïó÷îê L(λ)
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà:

l(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + λ2p2y, y(0) = y′(1) = 0 (p1, p2 ∈ R). (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω1, ω2 êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ω2+p1ω+p2 = 0 ïó÷êà (1) è ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ω1 < 0 < ω2.

Èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû â ðÿä
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïó÷êà (1). Ðÿä äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû
ìîæåò è ðàñõîäèòñÿ.

Äàëåå èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç [1], íå îãîâàðèâàÿ ýòî-
ãî îñîáî. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ.ç.) ïó÷êà (1) ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

λk =
1

ω2 − ω1
ln
|ω1|
ω2

+
(2k + 1)πi

ω2 − ω1
, k ∈ Z. (3)

Ëèíåàðèçóåì çàäà÷ó (1) òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â [2].
Ïóñòü z1 = y, z2 = λz1, òîãäà ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó LZ = λZ
óæå äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L, â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð�ôóíêöèé
Z = (z1, z2)

T :

AZ :=

(
0 1

− 1
p2

d2

dx2 −p1p2
d
dx

)
Z,

© Ïàñòóõîâ Ì.Ñ., Ðûõëîâ Â.Ñ., 2023
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DL = {Z =

(
z1
z2

)
: z′′1 , z

′
2 ∈ L1[0, 1], z1(0) = z′1(1) = 0}.

Íàéäåì ðåçîëüâåíòó Rλ = (R − λE)−1. Äëÿ ýòîãî ðåøèì çàäà-
÷ó LZ − λZ = F , ãäå F = (f1, f2)

T . Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà Z = RλF
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

z′′1 + λp1z
′
1 + λ2p2z1 = fλ, z(0) = z′(1) = 0, (4)

ãäå fλ := −p2f2 − p1f ′1 − λp2f2.
Äëÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (4) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

G(x, ξ, λ) =
1

λ(ω2 − ω1)∆(λ)

(
ω2e

λ(ω1x+ω2(1−ξ))−

−ω1e
λω1(x+1−ξ) + ω1e

λ(ω2x+ω1(1−ξ)) − ω1e
λ(ω1+ω2(x−ξ))

)
−

− 1

λ(ω2 − ω1)
eλω1(x−ξ)χ(x− ξ)− 1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−ξ)χ(ξ − x) (5)

ãäå ∆(λ) = ω2e
λω2 − ω1e

λω1 , à χ(x) åñòü ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Îáîçíà÷èì

In(x) = −
1

2πi

∫
Γn

∫ 1

0

G(x, ξ, λ)fλ(ξ)dξdλ,

ãäå Γn (n ∈ N) åñòü êóñî÷íî�êðóãîâûå êîíòóðû, îòñòîÿùèå îò ñ.ç. λk
íà ôèêñèðîâàííîå äîñàòî÷íî ìàëîå δ > 0, ìåæäó ñîñåäíèìè êîíòóðà-
ìè ëåæèò ðîâíî îäíî ñ.ç. è èìåþò ìåñòî îöåíêè C1n < äë. Γn < C2n
(0 < C1 < C2 < +∞). Â ñèëó (3) òàêèå êîíòóðû ñóùåñòâóþò.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (5) àíàëîãè÷íî [2] ìåòîäîì êîíòóð-
íîãî èíòåãðàëà Êîøè�Ðèìàíà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè f1 ∈ W 1
p [0, 1] , f2 ∈ Lp[0, 1], f1(0) = f ′1(1) = 0

(p > 1), òî In(x) = f1(x) + on(1), ãäå on(1) →
n→∞

0, ðàâíîìåðíî ïî

x ∈ [0, 1].

Êàê è â [3], òåîðåìà 1 èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé íà÷àëüíî�ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
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Â ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ ÂÁËÈÇÈ ÍÈÆÍÈÕ
ÃÐÀÍÈÖ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÒÅÐÎÂ1
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Ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí àòîìà âîäîðîäà â
îäíîðîäíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

H = H0 + εM3 + εe1x1 + ε2W, (1)

ãäå

H0 = −∆− |x|−1, M3 = ix2
∂

∂x1
− ix1

∂

∂x2
, W =

x21 + x22
4

.

Çäåñü ÷åðåç x = (x1, x2, x3) îáîçíà÷åíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3,
∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè x3,
à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå � âäîëü îñè x1. ×èñëî e1 > 0 � íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Íàëè÷èå
â ãàìèëüòîíèàíå îäíîâðåìåííî ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé,
îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ðåçîíàíñíûõ
ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ îêîëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåâîçìóùåí-
íîãî àòîìà âîäîðîäà [1].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âáëèçè íèæ-
íèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ. Äîêàçàíî [2], ÷òî âáëèçè íèæ-
íèõ ãðàíèö èìååòñÿ ñåðèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (1) ñ

1 Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìè-
íîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF�2023�0012).
© Ïåðåñêîêîâ À.Â., 2023
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àñèìïòîòèêîé

Ek = − 1

4n2
+ εm

√
9n2e21 + 1 +

ε2n4e21
2

(−17n2 + 3m2)+

+
ε2n2

2
(−10n2e21+

7

3
n2+m2+(n2−m2)bk)+O(ε2n3)+O(ε3n10), (2)

ïðè ε → +0, ãäå k = 0, 1, 2, . . . , ÷èñëà n ∈ N, m ∈ Z óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì 1 ≪ n ≪ ε−1/6, 1 ≪ |m| < n. ×òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëà
b = bk, k = 0, 1, 2, . . . , â (2), ðàññìîòðèì íîâîå ìîäåëüíîå óðàâíåíèå

z2
d2Y0

dz2
− β(z + 1

z
+ b)Y0 = 0, z ∈ C. (3)

Çäåñü êîíñòàíòà β > 0 èìååò âèä

β =
a− 1

36ae21
,

à

a =
n2

|m|2
> 1.

×èñëà b = bk îïðåäåëÿþòñÿ êàê óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà b, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (3) èìååò ðåøåíèÿ ñ
àñèìïòîòèêàìè

Y0(z) = z1/4e−2
√
β
√
z

(
1 +O

(
1√
z

))
, |z| → ∞,

Y0(z) = λz3/4e−2
√
β/

√
z
(
1 +O

(√
z
))

, |z| → 0.

Çäåñü λ = λk � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Ôîðìóëà (2) îïèñûâàåò ðàñùåïëåíèå ñïåêòðà (ò.å. ýôôåêò Çååìà-

íà � Øòàðêà) äëÿ àòîìà âîäîðîäà â îðòîãîíàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêîì
è ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí (1) ñîäåðæèò ïàðàìåòð
e1, âîçíèêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé Ãîéíà, ê êî-
òîðûì ñâîäèòñÿ óñðåäíåííàÿ çàäà÷à â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè
àëãåáðû Fquant Êàðàñåâà � Íîâèêîâîé ñ êâàäðàòè÷íûìè êîììóòà-
öèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè [1], [2]. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ãîéíà ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî ìåòîäà ÂÊÁ è ìåòîäà ñî-
ãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Êàðàñåâ Ì.Â. Àëãåáðà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîììóòàöèîííûìè

ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ýôôåêòà Çååìàíà � Øòàðêà â àòîìå âîäîðîäà /

303



Ì.Â. Êàðàñåâ, Å.Ì. Íîâèêîâà // Òåîð. ìàò. ôèç. � 2005. � Ò. 142, �
� 3. � Ñ. 530�555.

2. Pereskokov A.V. Semiclassical asymptotics of the spectrum of the
hydrogen atom in an electromagnetic �eld near the lower boundaries of
spectral clusters / A.V. Pereskokov // J. Math. Sci. � 2021. � V. 259, �
� 2. � P. 244�263.

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÈÐÎÂÀÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß ÑÈËÜÍÛÕ ØÊÂÀËÎÂ

È ÑÌÅÐ×ÅÉ, À ÒÀÊÆÅ ÑÈËÜÍÛÕ È ÎÏÀÑÍÛÕ
ÎÑÀÄÊÎÂ ÍÀ ÒÅÐÐÈÒÎÐÈÈ ÐÎÑÑÈÈ Â ÒÅ×ÅÍÈÅ

ÀÍÎÌÀËÜÍÎ ÒÅÏËÛÕ ËÅÒÍÈÕ ÑÅÇÎÍÎÂ
2020�2022ÃÃ È ÅÃÎ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ý.Â. Ïåðåõîäöåâà (Ìîñêâà, ÐÒÓ ÌÈÐÝÀ)
elvperekhod@mail.ru

Ëåòíèå ñåçîíû 2020�2022ãã, êàê èçâåñòíî, íà åâðîïåéñêîé ÷àñòè
Ðîññèè áûëè â ñðåäíåì àíîìàëüíî òåïëûìè. Ïîëîæèòåëüíûå àíîìà-
ëèè ñðåäíåé ñóòî÷íîé òåìïåðàòóðû ñîñòàâëÿëè èíîãäà 5�7 ãðàäóñîâ
è áîëåå, ÷òî ñâÿçàíî ñ îáùèì ïîòåïëåíèåì êëèìàòà. Ïðè ýòîì àíòè-
öèêëîíû, îáåñïå÷èâàþùèå î÷åíü òåïëóþ ïîãîäó ñìåíÿëèñü íàäâèãà-
þùèìèñÿ èç Åâðîïû þæíûìè öèêëîíàìè, ïðèíîñÿùèìè äîñòàòî÷-
íî òåïëûé âëàæíûé âîçäóõ. Ïîðîé îíè ïðèíîñèëè î÷åíü ñèëüíûå
îñàäêè, êîòîðûõ òàêæå áûëî äîñòàòî÷íî ìíîãî, êàê è â öåíòðàëü-
íîé Åâðîïå. Ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà â ðîññèéñêîì ðåãèîíå ïîíèæà-
ëàñü âåñüìà íåçíà÷èòåëüíî, â ñðåäíåì ñîõðàíÿëàñü åå ïîëîæèòåëüíàÿ
àíîìàëèÿ. Ýòè ôàêòîðû íàðÿäó ñ èçìåíåíèåì è íåêîòîðûõ äðóãèõ
ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû, ïðåäëîæåííûõ Ïåðåõîäöåâîé Ý.Â. äëÿ ïðî-
ãíîçà ñèëüíûõ øêâàëîâ è ñìåð÷åé, è âêëþ÷åííûõ â ãèäðîäèíàìèêî�
ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîãíîçà, ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî îáëàñòü âîç-
ìîæíîãî âîçíèêíîâåíèÿ î÷åíü ñèëüíûõ øêâàëîâ ñî ñêîðîñòüþ 25ì/ñ
(90êì/÷) è äàæå ñìåð÷åé ïðîòÿíóëàñü íà ñåâåð äî 65�îãî ãðàäóñà ñå-
âåðíîé øèðîòû. Ðàíåå òàêèå ÿâëåíèÿ íàáëþäàëèñü òàì êðàéíå ðåä-
êî (â 2020�2021ãã ãîäó áûëè îòìå÷åíû). Áîëüøèíñòâî ýòèõ ÿâëåíèé,
íåñìîòðÿ íà íåîáû÷íóþ ãåîãðàôèþ èõ âîçíèêíîâåíèÿ, áûëè óñïåøíî
ïðåäóïðåæäåíû ñ çàáëàãîâðåìåííîñòüþ 12, 24 è äàæå 36÷ â îïåðàòèâ-
íîì ðåæèìå íà îñíîâå íàøåé ãèäðîäèíàìèêî�ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè
ïðîãíîçà è òåõíîëîãèè ïðåäñòàâëåíèÿ öâåòíûõ êàðò àâòîìàòèçèðî-
âàííîãî ïðîãíîçà ñèëüíûõ è îïàñíûõ ÿâëåíèé ìàêñèìàëüíîãî ëåò-
íåãî âåòðà è ñèëüíûõ è îïàñíûõ äíåâíûõ è íî÷íûõ îñàäêîâ. Êàðòû

© Ïåðåõîäöåâà Ý.Â., 2023
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íà îñíîâå ìîäåëè ãèäðîäíàìèêî�ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðîãíîçà ðàçðèñî-
âûâàþòñÿ ñ âûäåëåíèåì öâåòíûõ îáëàñòåé ïðîãíîçà ÿâëåíèé ñèëüíî-
ãî âåòðà è ñèëüíûõ îñàäêîâ ðàçíîé èíòåíñèâíîñòè â ãðàôè÷åñêîì
ïàêåòå ¾Èçîãðàô¿ (àâòîð�Àëôåðîâ Þ.Â.) â îïåðàòèâíîé ñèñòåìå
ÀÑÎÎÈ Ãèäðîìåòöåíòðà Ðîññèè. Êàðòû ïðîãíîçà ñ çàáëàãîâðåìåí-
íîñòüþ 12, 24, 36 è 48÷ âûêëàäûâàþòñÿ äâà ðàçà â ñóòêè íà ñàéò
Ãëàâíîãî Âû÷èñëèòåüíîãî Öåíòðà Ãîñêîìèäðîìåòà, îòêóäà èõ ìîãóò
áðàòü ñèíîïòèêè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îïåðàòèâíîé ïðàêòèêå, ò.ê ìå-
òîäû áûëè ðåêîìåíäîâàíû êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
îïåðàòèâíûõ èñïûòàíèé. Êðîìå òîãî, ñèíîïòèêàì íåêîòîðûõ ðåãèî-
íàëüíûõ Óïðàâëåíèé ïî ãèäðîìåòñëóæáå Åâðîïåéñêîé òåððèòîðèè
Ðîññèè ïðîãíîñòè÷åñêèå êàðòû îïàñíûõ ÿâëåíèé åæåäíåâíî ïåðå-
ñûëàþòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå. Â 2021 ãîäó áûëè ïðåäóïðåæäåíû
ñèëüíûå øêâàëû ñêîðîñòüþ 25ì/ñ è âûøå äàæå íà ñåâåðå ðåñïóáëè-
êè Êîìè, íà ñåâåðå Êèðîâñêîé è Àðõàíãåëüñêîé îáëàñòåé íà óðîâíå
63�65 ãðàäóñà ñåâåðíîé øèðîòû, íà ñåâåðå Óðàëà, ãäå ðàíåå òàêèå
ñèëüíûå øêâàëû è òåì áîëåå ñìåð÷è íå íàáëþäàëèñü. Â áîëåå þæ-
íûõ ðàéîíàõ îíè òîæå, êîíå÷íî, íàáëþäàëèñü. Äàæå ïîä Ìîñêâîé â
Øåðåìåòüåâî íàáëþäàëèñü ïîðûâû âåòðà ñêîðîñòüþ 26ì/ñ è 28ì/ñ,
êîòîðûå áûëè óñïåøíî ïðåäóïðåæäåíû îïåðàòèâíûì ïðîãíîçîì. Íå
îáîøëè ñòîðîíîé ýòè îïàñíûå ÿâëåíèÿ òåððèòîðèþ Ïîâîëæüÿ è Ñå-
âåðíîãî Êàâêàçà, ãäå èõ ïîâòîðÿåìîñòü íåñêîëüêî âûøå. Âñåãî òàêèõ
ÿâëåíèé ïî äîíåñåíèÿì ñî ñòàíöèé áûëî íàñ÷èòàíî â 2021 ãîäó îêîëî
54, íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèå ãîäû (ñìåð÷è íàä ×åðíûì
ìîðåì íå ó÷èòûâàëèñü). Â 2022 ãîäó òàêèõ ÿâëåíèé áûëî ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøå. Íåîæèäàííûì áûëî âîçíèêíîâåíèå äîñòàòî÷íî ñèëüíîãî
ñìåð÷à â ñåíòÿáðå 2022 ãîäà â Ëüãîâñêîì ðàéîíå Êóðñêîé îáëàñòè.
Ãèäðîäíàìèêî�ñòàòèñòè÷åñêèé ïðîãíîç íà ýòîò äåíü 9.09.2022ã äàâàë
âîçíèêíîâåíèå îïàñíîãî âåòðà ñêîðîñòüþ 25ì/ñ è áîëåå. Íè ñèíîïòè-
êè, íè îäíà ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîãî ïðîãíîçà íå äàâàëà.
Ðàçðóøåíèÿ îêàçàëèñü î÷åíü çíà÷èòåëüíûìè, ñêîðîñòü âåòðà ïî øêà-
ëå Áîòôîðòà ñîñòàâèëà 26�28ì/ñ. Ïðè ýòîì íè îäíà èç áëèçëåæàùèõ
ìåòåîñòàíöèé íå îòìåòèëà ñêîðîñòè âåòðà âûøå 14ì/ñ. Ëåòîì 2022
ãîäà ãîðàçäî áîëüøå áûëî îòìå÷åíî ñèëüíûõ, î÷åíü ñèëüíûõ è äàæå
îïàñíûõ îñàäêîâ, â ÷àñòíîñòè, ëèâíåâûõ îñàäêîâ. Â èþíå äàæå íà
åâðîïåéñêîé ÷àñòè áûëè îòìå÷åíû î÷åíü ñèëüíûå îñàäêè. Â Ñàðà-
òîâñêîé îáëàñòè â ã. Åðøîâå 6.06.2023ã áûëè îòìå÷åíû îñàäêè êî-
ëè÷åñòâîì 44�46ìì, 7.08.22 â ã.×åðêàññû Ñàìàðñêîé îáëàñòè�42ìì,
22.06.2023ã � â Âîðîíåæñêîé îáëàñòè � 44ìì, à â ïîñ. Êàìåííàÿ
ñòåïü çà 10÷ âûïàëî 70ìì îñàäêîâ, à 24.06.2023ã. � 33ìì â òîé æå
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Âîðîíåæñêîé îáëàñòè. Òàêîå êîëè÷åñòâî îñàäêîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêèå
ìîäåëè íå ïðîãíîçèðóþò, ñèíîïòèêè òàêæå â ïðîãíîçå äàâàëè ëèâíå-
âûå îñàäêè è ïðîñòî ñèëüíûé äîæäü. Ýòè è ìíîãèå äðóãèå ïðèìåðû
ïðîãíîçîâ î÷åíü ñèëüíûõ øêâàëîâ è î÷åíü ñèëüíûõ îñàäêîâ â òå÷å-
íèå ëåòíèõ ñåçîíîâ 2020�2022ã áóäóò ïðèâåäåíû â äîêëàäå. Îïåðà-
òèâíûé ïðîãíîç ýòèõ ÿâëåíèé îñíîâûâàëñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè
ðàñïîçíàâàíèÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé ñ òàêèìè ÿâëåíèÿìè. Â
ñàìîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïîçíàâàíèÿ è ïðîãíîçà èñïîëüçîâà-
ëèñü îòîáðàííûå ðàíåå ïî àâòîðñêîìó àëãîðèòìó íàèáîëåå èíôîð-
ìàòèâíûå è ñëàáî�çàâèñèìûå ïàðàìåòðû àòìîñôåðû îòäåëüíî äëÿ
ñèëüíûõ øêâàëîâ è îòäåëüíî äëÿ ñèëüíûõ îñàäêîâ. Ñ öåëüþ ïîëíîé
àâòîìàòèçàöèè ïðîãíîçà èñïîëüçîâàëèñü âûõîäíûå ïðîãíîñòè÷åñêèå
ïîëÿ îïåðàòèâíîé ðåãèîíàëüíîé ìîäåëè Ãèäðîìåòöåíòðà Ðîññèè. êî-
òîðûå áåçóñëîâíî ñîäåðæàò ñèñòåìàòè÷åñêèå è ñëó÷àéíûå îøèáêè,
÷òî âåäåò â íåêîòîðîé ñòåïåíè ê ïîíèæåíèþ ðåçóëüòàòîâ óñïåøíîñòè
ïðîãíîçîâ. Òåïåðü â ðàìêàõ íîâîé òåõíîëîãè÷åñêîé ëèíèè ïðîãíîçà
òàêèå êàðòû âûêëàäûâàþòñÿ íà ñàéò è äëÿ òåððèòîðèè Ñèáèðè, è
äëÿ òåððèòîðèè Äàëüíåãî Âîñòîêà, Ïðîãíîçû, îñîáåííî î÷åíü ñèëü-
íûõ îñàäêîâ, òàêæå äîñòàòî÷íî óñïåøíûå. Ïî îôèöèàëüíîé îöåíêå
ëàáîðàòîðèè èñïûòàíèé óñïåøíîñòü ïðîãíîçà î÷åíü ñèëüíûõ øêâà-
ëîâ è ñìåð÷åé ñî ñêîðîñòüþ âåòðà V>=25ì/ñ íà ÅÒÐ ïî êðèòåðèþ
óñïåøíîñòè Ïèðñè�Îáóõîâà îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî âûñîêîé, ïðåâû-
øàþùåé îöåíêè óñïåøíîñòè ïðîãíîçà ýòèõ ÿâëåíèé ïî âñåì ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèì ìîäåëÿì, âêëþ÷àÿ è ìåçîìàñøòàáíóþ ìîäåëü Ãèäðî-
ìåòöåíòðà. Ïî äàííûì 2021 ãîäà ïðåäóïðåæäåííîñòü àëüòåðíàòèâ-
íîãî ïðîãíîçà ÿâëåíèé ñî ñêîðîñòüþ 25ì/ñ ñîñòàâèëà 63Ñèíîïòèêè
èñïîëüçóþò íàøè öâåòíûå êàðòû ïðîãíîçà â îïåðàòèâíîé ïðàêòè-
êå è ïðîñÿò óâåëè÷èòü ìàêñèìàëüíóþ çàáëàãîâðåìåííîñòü ïðîãíîçà
ñ äâóõ ñóòîê äî òðåõ ñóòîê (72÷) ñ öåëüþ çàáëàãîâðåìåííîãî ïðå-
äóïðåæäåíèÿ íàñåëåíèÿ î âîçìîæíîì îïàñíîì ÿâëåíèè. Òàêàÿ âîç-
ìîæíîñòü òåïåðü èìååòñÿ â ñâÿçè ñ ðàáîòîé â îïåðàòèâíîì ðåæèìå
óñîâåðøåíñòâîâàííîé ïîëóëàãðàíæåâîé ãëîáàëüíîé ìîäåëè ñðåäíå-
ñðî÷íîãî ïðîãíîçà (àâòîð�Òîëñòûõ Ì.À.), ïðîãíîñòè÷åñêèå ïîëÿ êî-
òîðîé ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ
â íàøåé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè.
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ÃÐÓÏÏÎÂÎÅ ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Â ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÈÃÐÀÕ1

Í.Í. Ïåòðîâ (Èæåâñê, ÓäÃÓ)
kma3@list.ru

Â ïðîñòðàíñòâå Rk(k ⩾ 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
èãðà Γ(n,m) n+m ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, . . . , Pn èm óáåãàþùèõ
E1, . . . , Em, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé âèäà

żij = A(t)zij + ui − vj , ui, vj ∈ V, zij(t0) = z0ij ,

ãäå zij , ui, vj ∈ Rk, V � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò Rk, A(t) � íåïðå-
ðûâíàÿ íà [t0,∞) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà k. Çäåñü è äàëåå
i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J = {1, . . . ,m}. Ñ÷èòàåì, ÷òî z0ij /∈ Mij ,
ãäå Mij � çàäàííûå âûïóêëûå êîìïàêòû.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-
öà ñèñòåìû ω̇(t) = A(t)ω(t), ω(t0) = E, IntX, coX � ñîîòâåòñòâåííî
âíóòðåííîñòü, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà X,

λ(hij , v) = sup{λ ⩾ 0 : −λ(hij −Mij) ∩ (V − v) ̸= ∅},
ΩK(l) = {(i1, . . . , il) : ip ∈ K, p = 1, . . . , l è ïîïàðíî ðàçëè÷íû},

ãäå K � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 1. Â èãðå Γ(n,m) ïðîèñõîäèò r�êðàòíàÿ ïîèìêà

óáåãàþùåãî Eβ , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ìîìåíò T > t0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ vβ(t), t ∈ [t0,∞) óáåãàþùåãî Eβ
íàéäóòñÿ äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ui(t, z0ij , vj(t), t ∈ [t0,∞)) ïðåñëåäî-
âàòåëåé Pi ìíîæåñòâî Λ ∈ ΩI(r), ìîìåíòû âðåìåíè τl ∈ [t0, T ], l ∈ Λ,
÷òî zlβ(τl) ∈Mlβ +Dε(0) äëÿ âñåõ l ∈ Λ, ãäå Dε(0) = {z : ∥z∥ < ε}.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Φ ÿâëÿåòñÿ ðå-
êóððåíòíîé ïî Çóáîâó ôóíêöèåé [1], à åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíà íà [t0,∞).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1 è

min
v∈V

max
Λ∈ΩI(r)

min
α∈Λ

λ(z0α1, v) > 0.

Òîãäà â èãðå Γ(n, 1) ïðîèñõîäèò r�êðàòíàÿ ïîèìêà.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 075�01483�23�00,
ïðîåêò FEWS�2020�0010.
© Ïåòðîâ Í.Í., 2023
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, V � ñòðîãî
âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è äëÿ êàæäîãî s ∈ {0, . . . , q−
1} âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N ⊂ I,
|N | = n− sr íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî M ⊂ J , |M | = q − s, ÷òî

0 ∈
⋂

Λ∈ΩN (n−r+1)

Intco{z0αβ −Mαβ , α ∈ Λ} äëÿ âñåõ β ∈M. (1)

Òîãäà â èãðå Γ(n,m) ïðîèñõîäèò r�êðàòíàÿ ïîèìêà íå ìåíåå q óáå-
ãàþùèõ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A(t) = 0 äëÿ âñåõ t ⩾ t0, V � ñòðîãî
âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è âûïîëíåíî óñëîâèå (1).

Òîãäà â èãðå Γ(n,m) ïðîèñõîäèò r�êðàòíàÿ ïîèìêà íå ìåíåå q
óáåãàþùèõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Â èãðå Γ(n, 2) ïðîèñõîäèò ïîèìêà, åñëè ñóùå-
ñòâóþò ìîìåíò T0 = T (z0), êâàçèñòðàòåãèè U1, . . . ,Un ïðåñëåäî-
âàòåëåé P1, . . . , Pn, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè v(·),
v(t) ∈ V , t ∈ [0, T0] íàéäóòñÿ íîìåðà l,m ∈ I, (m ̸= l), j ∈ {1, 2},
ìîìåíòû τ1, τ2 ∈ [0, T0] òàêèå, ÷òî zlj(τ1) = 0, zmj(τ2) = 0;

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, m = 2, Mij =
{0} äëÿ âñåõ i, j, óáåãàþùèå èñïîëüçóþò îäíî è òîæå óïðàâëåíèå è
ñóùåñòâóåò I0 ⊂ I, |I0| = n− 2 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî l ∈ I0

0 ∈ Intco{z0ij , j ∈ {1, 2}, i ∈ I0 \ {l}}. (2)

Òîãäà â èãðå Γ(n, 2) ïðîèñõîäèò ïîèìêà.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A(t) = 0 äëÿ âñåõ t ⩾ t0, m = 2, V � ñòðîãî

âûïóêëûé êîìïàêò ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, óáåãàþùèå èñïîëüçóþò îäíî
è òîæå óïðàâëåíèå è âûïîëíåíî óñëîâèå (2).

Òîãäà â èãðå Γ(n, 2) ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

Ëèòåðàòóðà
1. Çóáîâ Â. È. Ê òåîðèè ðåêóððåíòíûõ ôóíêöèÿ / Â.È. Çóáîâ //

Ñèáèðñêèé ìàò. æóðíàë. � 1962. � Ò. 3, � 4. � Ñ. 532�560.
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ÎÑÊÎËÎ×ÍÎ ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÅ È ÓÇÊÈÅ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ1

Ì.À. Ïëèåâ (Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ ÐÀÍ)
plimarat@yandex.ru

Ëèíåéíûå óçêèå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ Êåòå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé õîðîøî ðàçðàáîòàííóþ îáëàñòü ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà [1].
Ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü òåîðèè óçêèõ îïåðàòîðîâ óäàëîñü ïðîäîëæèòü
äëÿ íåëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ
ðåøåòêàõ [2]. Òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Êåòå�Áîõíåðà ñèëüíî èçìåðèìûõ
âåêòîð�ôóíêöèé èçëîæåíà â [3]. Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ îá îð-
òîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïåðàòîðàõ â ïðîñòðàíñòâàõ Êåòå�Áîõíåðà
ìîæíî íàéòè â [4].

Ïóñòü E(X) � ïðîñòðàíñòâî Êåòå�Áîõíåðà è Y � âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå T : E(X)→ Y íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíî àä-
äèòèâíûì îïåðàòîðîì, åñëè

T (f + g) = Tf + Tg äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ f, g ∈ E(X).

Ìíîæåñòâî âñåõ îñêîëêîâ ýëåìåíòà f ∈ E(X) îáîçíà÷àåòñÿ Ff .
Ïóñòü Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Îðòîãîíàëüíî àääè-

òèâíûé îïåðàòîð T : E(X) → Y íàçûâàåòñÿ îñêîëî÷íî êîìïàêò-
íûì, åñëè ìíîæåñòâî T (Ff ) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â Y äëÿ ëþáîãî
f ∈ E(X).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â
ðàáîòå [4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (A,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé áåç-
àòîìíîé ìåðîé, E(X) � ïðîñòðàíñòâî Êåòå�Áîõíåðà è Y áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà êàæäûé ëàòåðàëüíî�ïî�íîðìå íåïðåðûâíûé
C�êîìïàêòíûé îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : E(X) → Y
ÿâëÿåòñÿ óçêèì.

Ëèòåðàòóðà
1. M. Popov, B. Randrianantoanina. Narrow operators on function

spaces and vector lattices/ M. Popov, B. Randrianantoanina. //
De Gruyter. � 2013. � 356 p.

2. M. Pliev. Narrow orthogonally additive operators / M. Pliev,
M. Popov // Positivity. � 2014. � � 4. � Pp. 641�667.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 10�01�00000).
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3. P. K. Lin. K�othe�Bochner function spaces / P. K. Lin. �
Birkh�auser. : 2004. � 352 p.

4. M.A. Pliev. Narrow orthogonally additive operators / M.A. Pliev,
F. Polat, M.R. Weber // Results Math. � 2019. � � 4. � 19 p.

ËÎÊÀËÜÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÊÀÍÀ�ÕÈËËÀÐÄÀ

Ñ.Ï. Ïëûøåâñêàÿ (Ñèìôåðîïîëü, ÊÔÓ)
splyshevskaya@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé
(ðàñøèðåíèåì) øèðîêî èçâåñòíîé ìîäåëè Êàíà�Õèëëàðäà,

ut = (−αuxx − u+ bu2 + u3)xx,

ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, uxxx(0, t) = 0, uxxx(1, t) = 0 (1)

. Òàêîãî âèäà êðàåâûå çàäà÷è èçó÷àëèñü â [1].
Äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåíèé èç ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ u0(t, x) ≡ c â (1) ïðîèçâåä¼ì çàìåíó u = c + υ è ïåðåéäåì ê
êðàåâîé çàäà÷å

υt = (−αυxx − βυ + γυ2 + υ3)xx,

υx(0, t) = 0, υx(1, t) = 0, υxxx(0, t) = 0, υxxx(1, t) = 0,

β = 1− 2bc− 3c2, γ = b+ 3c, M(υ) =

1∫
0

υ(x)dx = 0. (2)

Ïðè óñëîâèè
3c20 + 2bc0 − 1 + π2α = 0 (3)

äëÿ íåêîòîðîãî c0 â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè êðàåâîé çàäà÷è (2) âîç-
íèêàåò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ëîêàëüíîé äèíàìèêå êðàåâîé çàäà÷è
(2) ïðè óñëîâèè c = c0 + εc1, ãäå c0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (3),
c1 ̸= 0 � êàê�òî ôèêñèðîâàíî, à ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðà-
ìåòð, 0 < ε≪ 1.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñòàíäàðòíûé äëÿ ìåòîäà íîðìàëüíûõ
ôîðì ðÿä:

υ(t, x, ε) = ε1/2ξ(τ) cos(πx)+ευ2(τ, x)+ε
3/2υ3(τ, x)+. . . , τ = εt. (4)

© Ïëûøåâñêàÿ Ñ.Ï., 2023
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Ïîäñòàâèì (4) â (2) è áóäåì ñîáèðàòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Íà òðåòüåì øàãå, ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè
ε3/2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ υ3(τ, x). Èç óñëîâèÿ åãî ðàçðåøèìîñòè
â óêàçàííîì êëàññå ôóíêöèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ξ̇ = δξ + σξ3, (5)

ãäå

δ = 2π2(b+ 3c20)c1, σ = −3

4
π2 − γ2(6α)−1.

Òåîðåìà. Ïðè óñëîâèÿõ δ ̸= 0, σ ̸= 0 è ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε ïîâåäåíèå ðåøåíèé (2) èç íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé
è íåçàâèñÿùåé îò ε îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (5):

10. Ïðè δ > 0, σ > 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè íå ñóùåñòâóåò àò-
òðàêòîðà;

20. Ïðè δ > 0, σ < 0 íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî è ñóùåñòâóåò
äâà óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ υ±(x, ε);

30. Ïðè δ < 0, σ > 0 íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî, à υ±(x, ε) �
íåóñòîé÷èâû;

40. Ïðè δ < 0, σ < 0 âñå ðåøåíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñò-
íîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→∞.

Ëèòåðàòóðà
1. Êàùåíêî Ñ.À. Áèôóðêàöèè â óðàâíåíèè Êóðàìîòî � Ñèâàøèí-

ñêîãî / C.A. Êàùåíêî // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà. �
2017. � Òîì. 192, �. 1. � Ñ. 23�40.

ÎÖÅÍÊÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ Â ÌÎÄÅËÈ
ÀÂÒÎÌÎÁÈËÜÍÎÃÎ ÒÐÀÔÈÊÀ1

Ì.À. Ïîãðåáíÿê (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ)
pogrebnyakmaksim@mail.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà îöåíêå ïàðàìåòðîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ñëåäîâàíèÿ çà ëèäåðîì, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äâèæåíèå àâòîìîáèëåé.
Îíà ÿâëÿåòñÿ óëó÷øåííîé âåðñèåé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé â [1], è
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ẍ1(t) =R1 [a1 (vmax,1 − ẋ1(t))] + (1−R1) [H1ẋ1(t)] ,

ẍn(t) =Rn [an (Pn − ẋn(t))] + (1−Rn) [Hnẋn(t)] ,

xn(t) = λn, ẋn(t) = vn, ïðè t ∈ [−τ, 0],
(1)

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 21�71�30011.
© Ïîãðåáíÿê Ì.À., 2023
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ãäå τ � âðåìÿ ðåàêöèè âîäèòåëÿ; ∆xn(t, τ) = xn−1(t − τ) − xn(t) �
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè àâòîìîáèëÿìè (x0(t− τ) = L, ãäå L �
ëþáîå ðàññòîÿíèå); an > 0 � êîýôôèöèåíò ÷óâñòâèòåëüíîñòè; Pn �
ëîãèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âèäà: Pn = (vmax,n−Vn)/(1+exp[kn(−∆xn+
Sn)]) + Vn; vmax,n > 0 � ìàêñèìàëüíàÿ æåëàåìàÿ ñêîðîñòü; Vn �
ôóíêöèÿ âèäà: Vn = min (ẋn−1(t− τ), vmax,n) ïðè n > 1, V1 = 0;
kn > 0 � ñêîðîñòü ëîãèñòè÷åñêîãî ðîñòà; Sn � ïàðàìåòð ëîãèñòè÷å-
ñêîé êðèâîé âèäà: Sn = (τ + tb)ẋn(t) + ẋ2n(t)/2µg + 2 exp[1/

√
kn] + ln;

Hn � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà âèäà:

Hn =


qn
Vn − ẋn(t)
∆xn − ln

, åñëè qn
Vn − ẋn(t)
∆xn − ln

> −µg,

− µg, åñëè qn
Vn − ẋn(t)
∆xn − ln

⩽ −µg,

êîòîðàÿ îïèñûâàåò òîðìîæåíèå àâòîìîáèëÿ, êîýôôèöèåíò qn > 0
ïðè ýòîì ïîêàçûâàåò èíòåíñèâíîñòü òîðìîæåíèÿ; ln � ñóììà áåç-
îïàñíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè àâòîìîáèëÿìè è äëè-
íû âïåðåäè èäóùåé ìàøèíû ln = lsafe + lveh,n−1 (lveh,0 = 0); tb �
âðåìÿ ñðàáàòûâàíèÿ òîðìîçíîé ñèñòåìû; λn � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå
àâòîìîáèëÿ; vn � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ, µ � êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, à Rn �
ðåëåéíàÿ ôóíêöèÿ âèäà:

Rn =

{
1, åñëè ∆xn(t, τ) > (τ + tb)ẋn(t) + ẋ2n(t)/2µg + ln,

0, åñëè ∆xn(t, τ) ⩽ (τ + tb)ẋn(t) + ẋ2n(t)/2µg + ln,

êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïåðåêëþ÷åíèå ¾ðàçãîí�òîðìîæåíèå¿.
Îïèøåì äëÿ ïðèìåðà îïðåäåëåíèå äèàïàçîíà çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðà an. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàçãîí òîëüêî
îäíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà ìîäåëè (1) , òàê êàê îí íå çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâà àâòîìîáèëåé è ðàñïîëîæåíèÿ èõ â ïîòîêå.{

ẍ(t) =a (vmax − ẋ(t))
x(0) = 0, ẋ(0) = 0.

(2)

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçãîíà àâòîìîáèëÿ áûëà íàïèñàíà êîìïüþòåð-
íàÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ, ðåøàåò óðàâíåíèå (2) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòà a è çàìåðÿåò âðåìÿ ðàçãîíà àâòîìîáèëÿ äî ñêîðîñòè
vmax = 100 êì/÷. Â ñðåäíåì âðåìÿ ðàçãîíà ëåãêîâîãî àâòîìîáèëÿ äî
òàêîé ñêîðîñòè íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå îò 5 äî 15 ñåêóíä [2]. Çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà a ïðè ýòîì íàõîäèòñÿ â ñëåäóþùåì äèàïàçîíå
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a ∈ [0.31, 0.92], ÷òî âèäíî íà ðèñóíêå 1. Äðóãèå ïàðàìåòðû îïðåäå-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåðèÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ëîðåíöåâûõ çàäà÷ íà
óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé G = S̃U1,1 ãðóïïû

SU1,1 =

{(
z w
w̄ z̄

) ∣∣∣ |z|2 − |w|2 = 1

}
≃ SL2(R),

S̃U1,1 ≃ R× C ∋ (c, w) 7→
(
eic
√

1 + |w|2 w

w̄ e−ic
√
1 + |w|2

)
∈ SU1,1.

Â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ãðóïïå G çàäàíà íåâûðîæäåííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñèãíàòóðû (1, 2), èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû SO2. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà äëèííåéøèõ êðèâûõ
â ñìûñëå ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Íà ãðóïïå SU1,1 ñóùåñòâóþò
çàìêíóòûå âðåìåíèïîäîáíûå êðèâûå, ïîýòîìó çàäà÷ó ïîèñêà äëèí-
íåéøèõ åñòåñòâåííî ñòàâèòü íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ýòîé
ãðóïïû. Îïèñàíû ëîðåíöåâû äëèííåéøèå. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû ëî-
ðåíöåâû ãåîäåçè÷åñêèå, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå äëèííåéøèõ íà ìíîæåñòâå äîñòèæèìîñòè, îïèñàíî ìíî-
æåñòâî è âðåìÿ ðàçðåçà.

Ïóñòü e1, e2, e3 åñòü áàçèñ àëãåáðû Ëè g = su1,1, ñîãëàñîâàííûé ñ
ðàçëîæåíèåì Êàðòàíà g = k⊕ p, ãäå k = span{e1}, à p = span{e2, e3}.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â Èíñòèòóòå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì èì. À.Ê. Àéëà-
ìàçÿíà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà,
(� 22�11�00140 https://rscf.ru/en/project/22-11-00140/).
© Ïîäîáðÿåâ À.Â., 2023
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîä-
íûì âðåìåíåì t1:

g ∈ Lip([0, t1], G), u = (u1, u2, u3) ∈ L∞([0, t1], U),
g(0) = id, g(t1) = g1, ġ = Lg∗(u1e1 + u2e2 + u3e3),

t1∫
0

√
I1u21 − I2u22 − I3u23 dt→ max,

ãäå ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé U = {u ∈ R3 | I1u21 ⩾ I2u
2
2 + I3u

2
3, u1 ⩾ 0},

id åñòü åäèíèöà ãðóïïû, à Lg åñòü ëåâûé ñäâèã íà ýëåìåíò g ∈ G.
Ìû ðàññìàòðèâàåì îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé I2 = I3. Ââåäåì îáî-

çíà÷åíèå η = I3
I1
− 1.

Òåîðåìà 1. (1) Ëîðåíöåâû ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû èçîìåòðèé G×SO2, à èìåí-
íî ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ íà÷àëüíûì êîâåêòîðîì h = h1ε1+h2ε2+h3ε3 ∈ g∗

èìååò âèä :

g(t) = exp

(
− t

I3
(h1e1 + h2e2 + h3e3)

)
· exp

(
− tηh1e3

I3

)
,

ãäå εi = ⟨ei, · ⟩ ∈ g∗, i = 1, 2, 3. Â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê
èíòåãðèðóåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöè-
ÿõ.
(2) Åñëè òî÷êà g1 ∈ G äîñòèæèìà èç òî÷êè id, òî ñóùåñòâóåò
ëîðåíöåâà äëèííåéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè.
(3) Ìíîæåñòâî ðàçðåçà èìååò âèä {(c, 0) |π(η − 1) < c} ïðè −1 <
η < 0, {(−π, 0)} ïðè η = 0 è {(c, 0) |π(η − 1) < c < π(

√
η
√
η + 1− 1)}

ïðè η > 0, à âðåìÿ ðàçðåçà ãåîäåçè÷åñêîé ñ íà÷àëüíûì êîâåêòîðîì
h ∈ g∗ ðàâíî 2πI3√

|Kil(h)|
ïðè Kil(h) < 0 è ðàâíî +∞ ïðè Kil(h) ⩾ 0, ãäå

Kil åñòü ôîðìà Êèëëèíãà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè η → −1 ãåîäåçè÷åñêèå, ìíîæåñòâî è âðåìÿ ðàç-

ðåçà ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì îáúåêòàì â ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å,
èññëåäîâàííîé â ðàáîòàõ [1,2,3]. Ïðè η = 0 (ò.å. I1 = I2 = I3) ëîðåí-
öåâà ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ ôîðìîé Êèëëèíãà, à ãðóïïà G èçîìåòðè÷íà
ïðîñòðàíñòâó àíòè�äå Ñèòòåðà. Òàêàÿ ëîðåíöåâà ñòðóêòóðà ðàññìàò-
ðèâàëàñü â ðàáîòå [3].
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Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íàëè÷èåì çàïàçäûâàíèÿ (ïîñëåäåéñò-
âèÿ, ëàãà, çàäåðæêè, ðåòàðäàöèè) øèðîêî ïðåäñòàâëåíû â òåõíèêå,
ïðèðîäå è îáùåñòâå. Îíè âñòðå÷àþòñÿ â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ôè-
çè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ, èíæåíåðíûõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ è ò.ä. Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà çàïàçäûâà-
íèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü [1, 2].

Íàðÿäó ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ñèñòåìàìè â ïîñëåäíåå âðåìÿ àê-
òèâíî ðàçâèâàþòñÿ êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå ìåòîäû àíàëè-
çà ñèñòåì ñ çàïàçäûâàåì ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé,
à êàê ñëåäñòâèå, îáðàùåíèå ê ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè ïîñëåäåéñòâèÿ [3, 4].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÄÓ) Èòî ñ êîíå÷íûìè ñî-
ñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè çàïàçäûâàíèÿìè ñëåäóþùåãî
âèäà:

dX(t) =
[
AA(t)X(t) + FFX(t− τ) +

t∫
t−τ

TT (θ)X(θ) dθ + c(t)
]
dt+

+HH(t) dW (t), t > t1 = t0 + τ, (1)

© Ïîëîñêîâ È.Å., 2023

315



ãäå t � âðåìÿ (t0 < t ⩽ T < ∞); X =
(
X1, X2, ..., Xn

)⊺ ∈ Rn �
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; W =

(
W1,W2, ...,Wm

)⊺ ∈ Rm � âåêòîð íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñòàíäàðòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ; 0 < τ < ∞
� çàïàçäûâàíèå; n,m ∈ N; ⊺ � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ âåêòîðîâ
è ìàòðèö. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîëóèíòåðâàëå (t0, t1]
ñëó÷àéíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ X(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé
Èòî áåç çàïàçäûâàíèÿ:

dX(t) =
[
AA0(t)X(t) + c0(t)

]
dt+HH0(t) dW (t), X(t0) = X0, (2)

ïðè÷åì â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé (1) è (2) AA(t), FF(t), TT (t), HH(t), AA0(t),
HH0(t) è c(t), c0(t) � èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå ìàòðè÷íûå è âåêòîð-
íûå ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû âñå íåîáõîäèìûå
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X0, ÷àñòíîñòè, â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 äëÿ âåêòîðà X(t) çàäàíû âåêòîð ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé m0

X è ìàòðèöà êîâàðèàöèé KK0
XX .

Äëÿ àíàëèçà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêà-
öèÿ îáùåé ñõåìû [5], ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ àíàëèçà ñèñòåì c çàïàç-
äûâàíèÿìè è îñíîâàííîé íà ñî÷åòàíèè ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñî-
ñòîÿíèé è èäåîëîãèè êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà øàãîâ. Â ìîäèôèêàöèþ
îáùåé ñõåìû, êàê è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ [6], êðîìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà
íîâûé êëàññ ìîäåëåé, îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ
ñîñòîÿíèé óâåëè÷èâàþùåéñÿ ðàçìåðíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòî-
ðîâ ñîñòîÿíèÿ, âõîäèò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëè ïðîöåäóðà ïîñòðîå-
íèÿ îáúåäèíåííîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÎÄÓ) äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòíûõ ôóíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîãî âåê-
òîðà ñîñòîÿíèÿ X(t) áåç çàïàçäûâàíèÿ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò ÎÄÓ äëÿ
êîìïîíåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ mX(t), ìàòðèö ôóíêöèé êîâàðèàöèè KKXX(t) è ìàòðèö êî-
âàðèàöèîííûõ ôóíêöèé CCXX(t, s) ðàñøèðåííûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ
(t0 ⩽ s ⩽ t ⩽ T ).
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ÎÁ ÎÁÐÀÇÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÑÂÅÐÒÊÈ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

ÓËÜÒÐÀÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Ä.À. Ïîëÿêîâà

(Ðîñòîâ�íà�Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ ÐÀÍ)
forsites1@mail.ru

Ïóñòü ω � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, φ∗
ω(y) :=

{
xy − ω(ex) : x ⩾ 0

}
, y ∈

(0,∞). Ïðîñòðàíñòâîì óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (ÓÄÔ)
Áåðëèíãà íîðìàëüíîãî òèïà p ∈ (0,∞), çàäàâàåìûì âåñîì ω, íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

Ep(ω)(R) :=
{
f ∈ C∞(R) : ∀r ∈ (0, p), ∀l ∈ (0,∞)

|f |ω,r,l := sup
j∈N0

sup
|x|⩽l

|f (j)(x)|
exp rφ∗

ω(j/r)
<∞

}
.

Â Ep(ω)(R) áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû ñâåðòêè Tµ. Ñèìâîëàìè
îïåðàòîðîâ Tµ ñëóæàò öåëûå ôóíêöèè µ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

∀ε ∈ (0,∞) ∃l ∈ (0,∞) : sup
z∈C

|µ(z)|
exp

{
εω(z) + l|Im z|

} <∞ .

Â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îïåðàòîðû Tµ âêëþ÷àþò â ñåáÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äèôôå-
ðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûå è èíòåãðî�äèôôåðåíöàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ðàíåå â [1] áûëè óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ íà ñèìâîë µ, ïðè êîòîðûõ Tµ ñþðúåêòèâåí, ò. å. ïðè êîòîðûõ
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âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Tµ
(
Ep(ω)(R)

)
= Ep(ω)(R). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

äëÿ íåñþðúåêòèâíîãî îïåðàòîðà Tµ èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î òîì, ïðè êà-
êèõ óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî âëîæåíèå Tµ

(
Ep(ω)(R)

)
⊃ Eq(σ)(R), ãäå σ �

íåêîòîðàÿ äðóãàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, q ∈ (0,∞).
Öåíòðàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ äâå ñëåäóþùèå

òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ω, σ � âåñîâûå ôóíêöèè; p, q ∈ (0,∞); pω ⩽

qσ; Tµ � îïåðàòîð ñâåðòêè ñ ñèìâîëîì µ, äåéñòâóþùèé â Ep(ω)(R).
Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåëî ìåñòî âëîæåíèå Tµ

(
Ep(ω)(R)

)
⊃ Eq(σ)(R),

íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

(A) ∀r ∈ (0, p) ∀δ ∈ (0,∞) ∃s ∈ (0, q) ∃R0 > 0 | ∀x ∈ R ñ |x| ⩾ R0

∃w ∈ C : |w − x| ⩽ δσ(x) è |µ(w)| ⩾ exp
{
rω(w)− sσ(w)

}
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ω, σ � âåñîâûå ôóíêöèè; p, q ∈ (0,∞); pω ⩽
qσ; Tµ � îïåðàòîð ñâåðòêè ñ ñèìâîëîì µ, äåéñòâóþùèé â Ep(ω)(R).
Åñëè äëÿ öåëîé ôóíêöèè µ âûïîëíåíî óñëîâèå

(B) ∀r ∈ (0, p) ∃s ∈ (0, q) | ∀δ ∈ (0,∞) ∃R0 > 0 : êàæäóþ
òî÷êó z = x + iy ∈ C ñ |z| ⩾ R0 è |y| ⩽ δσ(x) ìîæíî ïîãðóçèòü
âíóòðü îêðóæíîñòè Sz ñ diamSz ⩽ δσ(x), äëÿ âñåõ òî÷åê ζ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|µ(ζ)| ⩾ exp
{
rω(ζ)− sσ(ζ)

}
,

òî èìååò ìåñòî âëîæåíèå Tµ
(
Ep(ω)(R)

)
⊃ Eq(σ)(R).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå σ = ω, p = q óñëîâèÿ (A) è (B)
òåîðåì 1 è 2 ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè êðèòåðèÿ
ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà Tµ èç [1] è, çíà÷èò, ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäóåò çàìåòèòü òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàòû, óñòàíîâëåííûå â òåî-
ðåìàõ 1 è 2 äëÿ îïåðàòîðîâ ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâàõ ÓÄÔ íîð-
ìàëüíîãî òèïà, êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ â [2]
àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ E∞(ω)(R) ÓÄÔ Áåðëèíãà
ìàêñèìàëüíîãî òèïà. Èìåííî, â [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âëîæåíèå
Tµ
(
E∞(ω)(R)

)
⊃ E∞(σ)(R) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðà-

òîð Tµ ñþðúåêòèâåí íà E∞(σ)(R). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ïðèìåð
âåñîâ ω è σ, ÷èñåë p è q è öåëîé ôóíêöèè µ(z) òàêèõ, ÷òî âëîæåíèå
Tµ
(
Ep(ω)(R)

)
⊃ Eq(σ)(R) âûïîëíåíî, íî îïåðàòîð Tµ íå ÿâëÿåòñÿ ñþðú-

åêòèâíûì íà Eq(σ)(R).
Ïîëó÷åíû òàêæå íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ê îïåðàòîðàì ñâåðòêè â

ïðîñòðàíñòâàõ Ðóìüå ÓÄÔ íîðìàëüíîãî òèïà.
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l�ÏÐÎÁËÅÌÀ ÌÎÌÅÍÒÎÂ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß È ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß

ÑÎÑÒÎßÍÈß ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ.Ñ. Ïîñòíîâ (Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ)
postnov.sergey@inbox.ru

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîìåðíûå äèíàìè÷å-
ñêèå ñèñòåìû äðîáíîãî ïîðÿäêà, ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

0D
αi
t qi(t) = aij(t)qj(t) + bij(t)uj(t) + fi(t), i = 1, . . . , N, (1)

ãäå 0D
αi
t � îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà αi ∈

(0, 1), qi(t) � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ui(t) � êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà óïðàâëåíèÿ, fi(t) � êîìïîíåíòû âåêòîðà âîçìóùå-
íèÿ, aij(t) è bij(t) � êîýôôèöèåíòû, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì â ôîðìóëå (1) ïîäðàçóìåâàåò-
ñÿ ñóììèðîâàíèå. Îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ôîðìó-
ëå (1) ïîíèìàåòñÿ ëèáî â ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, ëèáî â ñìûñëå
Êàïóòî. Ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ñòàâÿò-
ñÿ ëèáî â íåëîêàëüíîì âèäå,

lim
t→0+

[
0I

1−αi
t qi(t)

]
= s0i , i = 1, . . . , N,

ëèáî â ëîêàëüíîì âèäå,

qi(0) = q0i , i = 1, . . . , N,

ãäå I1−αi � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ñìûñëå
Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.
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Äëÿ ñèñòåìû (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ è çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïî íàáëþ-
äåíèÿì â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ âîçìóùåíèé. Îáå çàäà÷è, ïðè îïðåäåë¼í-
íûõ óñëîâèÿõ, ñâîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåðíîé l�ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, äëÿ
êîòîðîé âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è ñòðîÿòñÿ àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ. Ðàíåå ïîäîáíûå çàäà÷è áûëè ðàññìîòðåíû äëÿ îäíîìåðíîé
ñèñòåìû òèïà (1) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè aij è bij è äëÿ
íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì ÷àñòíîãî âèäà [1�3]. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ áîëåå
îáùåãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû (1) ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ñ
êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè.
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ËÎÊÀËÈÇÀÖÈß ×ÀÑÒÈÖ ÂÍÓÒÐÈ ÔÓËËÅÐÅÍÀ1

Â.À. Ïîòåðÿåâà, À.Ì. Áóáåí÷èêîâ,
Ì.À. Áóáåí÷èêîâ (Òîìñê, ÍÈ ÒÃÓ)

valentina.poteryaeva@gmail.com

Ñòðóêòóðà ìîëåêóëû ôóëëåðåíà ñïîñîáíà íàêàïëèâàòü âíóò-
ðè àòîìû è äàæå íåáîëüøèå ìîëåêóëû (íàïðèìåð ãåëèé, âîäîðîä
èëè ìîëåêóëû âîäû)[1,2]. Ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïîñîáû ñîçäàíèÿ òàêèõ
ñòðóêòóð, à òàêæå èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Â äàííîé ðàáîòå ïðåä-
ñòàâëåíà òåõíîëîãèÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö, õà-
ðàêòåðèçóþùèõñÿ ÷èñëàìè n,m è kn, âíóòðè ìîëåêóëû ôóëëåðåíà
C60.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 19�71�
10049).
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Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â çàäàííîé òî÷êå íàõîäèòñÿ
êàê êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2

(
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2ψ

∂φ2

)
+ k2ψ = 0, (1)

ãäå k2 = 2µ
h2 (ωh− U(r)), h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, µ � ìàññà

÷àñòèöû,ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ôóíêöèè ψ è U(r)� ïîòåíöèàë ñèëî-
âîãî ïîëÿ. Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ôóëëåðåíà ñ ðàññìàòðèâàåìûìè
÷àñòèöàìè U(r) ìîäåëèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî ïî ñôåðå
ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîëåêóëå ðàçìåðà.

Óðàâíåíèå (1) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðåä-
ñòàâèì ψ = R(r) ·G(θ, φ).

Ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè G(θ, φ) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(θ, φ) = Pmn (cos(θ)) · eimφ, 0 ⩽ m ⩽ n, (2)

ãäå Pmn (x) � ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà, n = 0, 1, 2... è
m = 0, 1, 2... � ïàðàìåòðû, âîçíèêàþùèå èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
è íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ[3].

Ôóíêöèÿ R(r):

R(r) =
1√
kr
· Jn+ 1

2
(kr), k(r) =

√
k20 +

2µ

h2
(U(a)− U(r)) (3)

ãäå Jn+ 1
2
(ρ) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì, k0 � êî-

ðåíü ôóíêöèè Áåññåëÿ, a � ðàäèóñ ìîëåêóëû ôóëëåðåíà.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿå-

ìîì ÷èñëàìè n,m, kn ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ôóíêöèè ψ:

|ψ|2 =
J2
n+ 1

2

(kr)

kr
· (Pmn (cosθ))

2
, 0 < θ < π. (4)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàþòñÿ òðè ÷èñëà: n,m, kn, êîòîðûå õàðàêòåðè-
çóþò ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4) ìîæíî
íàéòè îáëàñòè, â êîòîðûõ áóäóò íàõîäèòüñÿ ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííîé
âåðîÿòíîñòüþ.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÒÀÍÃÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÒÅÎÐÈÈ
ÏÎËß ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ1

Ë.Â. Ïðîâîòîðîâà (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ)
prolubov2000@yandex.ru

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

−∆u(x) = h(x), x ∈ G, (1)∫
Γ

(u|Γ, τ) dγ = 0, (2)

∂u

∂n
|Γ = ατ(γ), γ ∈ Γ, (3)

ãäå G ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ,
τ = (τ1, τ2) � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ãðàíèöå Γ. Â ýòîé çàäà÷å
u(x) = (u1(x), u2(x)) è α ∈ R1 � èñêîìûå âåëè÷èíû, h(x) � çàäàííàÿ
âåêòîð�ôóíêöèÿ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ñëàáîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, òî åñòü
âåêòîð�ôóíêöèþ u(x) è êîíñòàíòó α, óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåãðàëü-
íîìó òîæäåñòâó, ýêâèâàëåíòíîìó çàäà÷å (1) � (3). Ñ ýòîé öåëüþ ïðî-
âåðèì, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó òîæ-
äåñòâó ∫

G

(∇u,∇v) dx − α
∫
Γ

(τ, v|Γ) dγ =

∫
G

(h, v) dx, (4)

ãäå u ∈ W 1
2 (G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∫
Γ
(u|Γ, τ) dγ = 0, à ïðîáíûå

ôóíêöèè v ∈W 1
2 (G) ïðîèçâîëüíû.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 19�11�00033
https://rscf.ru/project/19-11-00033/).
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Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u ∈ W 1
2 (G), óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ
∫
Γ
(u|Γ, τ) dγ = 0:

W 1
2,L2−norm(G) =

{
u ∈W 1

2 (G)|
∫
Γ

(u|Γ, τ) dγ = 0

}
.

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà-
÷è.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u ∈ W 1
2,L2−norm(G) è êîíñòàíòà α ∈

R1 íàçûâàþòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) � (3), åñëè äëÿ ëþáîé
v ∈W 1

2 (G) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫
G

(∇u,∇v) dx − α
∫
Γ

(τ, v|Γ) dγ =

∫
G

(h, v) dx.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-
íèè è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé h(x) ∈ L2(G) òàêîé, ÷òî
∫
G
h(x) dx =

0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå (u(x), α), u(x) ∈
W 1

2,L2−norm(G),
∫
G
u(x) dx = 0, α � ÷èñëî, çàäà÷è (1) � (3). Ïðè

ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥W 1
2 (G) + |α| ⩽M∥h∥L2(G),

M > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò u(x).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
Íà ïåðâîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåí-

íûõ ðåøåíèé ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Íà âòîðîì øàãå ïðîèçâîäèòñÿ ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä. Íà òðåòüåì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî α è äîêàçû-
âàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãî ðåøåíèÿ.
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ÀÍÀËÈÇ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÈÏÀ
ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ�×ÅÏÌÅÍÀ

Ñ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ
ÔÎÊÊÅÐÀ�ÏËÀÍÊÀ, ÍÅÍÓËÅÂÛÌ

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÌ ÑÍÎÑÀ
Ä.Á. Ïðîêîïüåâà, Ò.À. Æóê, Í.È. Ãîëîâêî
(Âëàäèâîñòîê, ÒÎÂÂÌÓ, Äàëüðûáâòóç, ÄÂÔÓ)

prokopievad@yandex.ru,Tatyana_zhukdv@mail.ru,golovko.ni@dvfu.ru

Ìîäåëèðîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ ñåòåé è èõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåò-
ñÿ àêòóàëüíîé òåõíè÷åñêîé è íàó÷íîé ïðîáëåìîé íà ñòàäèÿõ ïðî-
åêòèðîâàíèÿ è ýêñïëóàòàöèè ñåòè. Ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ (ÑÌÎ) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè èíôîðìàöèîííûõ
ñåòåé. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîòîêîâ çàÿâîê, ïîñòóïàþùèõ íà web�
ñåðâåðû ãëîáàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, ïîêàçûâàåò äèôôóçèîí-
íóþ èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà.

Äëÿ ÑÌÎ ñ äèôôóçèîííîé èíòåíñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà ñ
íóëåâûì è íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà â [1, 2] ïðåäñòàâëåí âû-
âîä óðàâíåíèé òèïà Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà ñ îïåðàòîðîì Ôîêêåðà�
Ïëàíêà îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ÷èñëà çàÿâîê.
Â [3, 4] äîêàçàíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ðåæèìà ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ äèôôóçèîííîé èíòåí-
ñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà è íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà, íåîò-
ðèöàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòèê ÷èñëà çàÿâîê.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ àíàëèç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà äëÿ ÑÌÎ, â êîòîðîé èíòåíñèâ-
íîñòü ÷èñëà çàÿâîê ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì
ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ áåñêîíå÷-
íûì íàêîïèòåëåì, îäíèì îáñëóæèâàþùèì ïðèáîðîì è ýêñïîíåíöè-
àëüíûì îáñëóæèâàíèåì ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ. Íà âõîä ÑÌÎ ïîñòó-
ïàåò äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê, èíòåíñèâíîñòü
êîòîðîãî λ(t) èçìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå [α, β] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà a ̸= 0,
êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè b è óïðóãèìè ãðàíèöàìè α, β.

Îáîçíà÷èì â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå: ÷èñëî çàÿâîê ÷åðåç ν̂, èíòåí-
ñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà ÷åðåç λ̂. Ïóñòü qk(x)dx = P{ν̂ = k, x ⩽ λ̂ <
x+dx}, ãäå ν̂ � ÷èñëî çàÿâîê â ÑÌÎ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, qk(x) �
ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëà çàÿâîê, k ⩾ 0; f(x)dx = P{x ⩽

© Ïðîêîïüåâà Ä.Á., Æóê Ò.À., Ãîëîâêî Í.È., 2023
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λ̂ < x+dx}, f(x) � ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî
ïîòîêà, x ∈ [α, β]. Èíòåãðàë

∫ β
α
qk(x)dx = pk, k ⩾ 0, ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê. f(x), qk(x) ∈ C2[α, β].
Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè qk(x), k ⩾ 0, óäîâëåòâîðÿþò ñëå-

äóþùèì óðàâíåíèÿì:
1) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ x ∈ (α, β) ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíè-

ÿì òèïà Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì
Ôîêêåðà�Ïëàíêà

−xq0(x) + µq1(x)− aq′0(x) +
b

2
q′′0 (x) = 0, (1)

xqk−1(x)− (x+ µ)qk(x) + µqk+1(x)− aq′k(x) +
b

2
q′′k (x) = 0, k ⩾ 1, (2)

2) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ α, β êðàåâûì óñëîâèÿì

b

2
q′k(α)− aqk(α) = 0,

b

2
q′k(β)− aqk(β) = 0, k ⩾ 0, (3)

3) óñëîâèþ íîðìèðîâêè ∑
k⩾0

qk(x) = f(x). (4)

Ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1)�(2) âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ x ∈ (α, β) âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3) è óñëîâèåì íîð-
ìèðîâêè (4) íàçîâåì ïåðâîé ìîäåëüþ ñòàöèîíàðíîé ÑÌÎ.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) èìååò âèä:

f(x) =
2a

b

e
2a
b x

e
2a
b β − e 2a

b α
.

Ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ R(x, z) =
∑
k⩾0

qk(x)z
k, ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ Dxz = {(x, z) : x ∈ [α, β], |z| ⩽ 1, z ∈ C}.
Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ R(x, z) óäîâëåòâîðÿåò

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

R(x, z)

[
xz2 − (x+ µ)z + µ

]
−azR′

x(x, z)+
b
2zR

′′
xx(x, z) = (1− z)µq0(x)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

b

2
R′
x(α, z)− aR(α, z) = 0,

b

2
R′
x(β, z)− aR(β, z) = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (4) âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

R(x, 1) =
∑
k⩾0

qk(x) = f(x).

Îáîçíà÷èì λ̄ =
∫ β
α
xf (x)dx � ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè

âõîäíîãî ïîòîêà â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.
Òåîðåìà 2. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïåð-

âîé ìîäåëè ñòàöèîíàðíîé ÑÌÎ ñ äèôôóçèîííîé èíòåíñèâíîñòüþ
âõîäíîãî ïîòîêà ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà a ̸= 0 è íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòèê qk(x), k ⩾ 0, èìååò âèä

λ̄ < µ,

ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ p0 ÑÌÎ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 < p0 =

β∫
α

q0(x) dx =

β∫
α

(1− x/µ)f(x) dx < 1.
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ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÐÎÁÍÎÉ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå äðîáíîé äèôôóçèè(
∂σ

∂yσ
− ∂2

∂x2

)
u(x, y) = 0. (1)

ñ ïðîèçâîäíîé ∂σ

∂yσ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, σ ∈
(0, 1). Äðîáíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîä-
íîé Ëèóâèëëÿ, îïðåäåëåííîé íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå è èìåþùåé
íà÷àëî â òî÷êå y = −∞ [1]:

∂σ

∂yσ
u(x, y) =

1

Γ(1− σ)
∂

∂y

∫ y

−∞
u(x, t)(y − t)−σdt.

Êàê èçâåñòíî [2, 3], îïåðàòîðû äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ
íà÷àëîì â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ïîðîæäàþò çàäà÷è, â êîòî-
ðûõ ðîëü íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûïîëíÿåò çàäàâàåìîå àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå ïðè y → −∞).
Â äîêëàäå èçó÷àåòñÿ îñîáåííîñòè ïîñòàíîâîê, âîïðîñû ðàçðåøèìî-
ñòè, à òàêæå ñâîéñòâà ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
óðàâíåíèÿ.
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2. Kilbas A.A. On the solution of fractional evolution equations /
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Math. Gen. � 2004. � V.37. � P. 3271�3283.

3. Pskhu A.V. Fractional di�usion�wave equation with application in
electrodynamics / A.V. Pskhu, S.Sh. Rekhviashvili // Mathematics. �
2020. � V.8, �11. � P. 2086.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÄËß ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
Å.Â. Ðàåöêàÿ (Âîðîíåæ, ÂÃËÒÓ)

raetskaya@inbox.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ

∂x0(t, s)

∂t
= B0

∂x0(t, s)

∂s
+D0

∂u0(t, s)

∂s
(1)

ñ óñëîâèÿìè

x0(0, s) = a0(s), x0(T, s) = b0(s), (2)

ãäå t ∈ [0, T ], s ∈ [0, S]; x0(t, s) ∈ Rn; u0(t, s) ∈ Rm; B, D �
ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ â
àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ u0(t, s) è, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèÿì (2), ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ â âèäå

x0(t, s) =

r∑
k=1

φ0k(s) · ψ0k(t). (3)

Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êàñêàäíîé äåêîìïîçèöèè (ÊÄ), áàçèðóþùèé-
ñÿ íà ñâîéñòâàõ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû D0 ([1]− [6]). Ðàñùåïëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâ Rm è Rn â ïðÿìûå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ îáóñëàâëè-
âàþò ðàñùåïëåíèÿ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ íà êîìïîíåíòû èç ïîäïðî-
ñòðàíñòâ íà êàæäîì øàãå äåêîìïîçèöèè

xi−1(t, s) = xi(t, s) + ui(t, s), i = 1, p. (4)

Ïåðâûì ýòàïîì àëãîðèòìà ÊÄ ÿâëÿåòñÿ ïîýòàïíûé p � øàãîâûé
ïåðåõîä îò ñèñòåìû (1) ñ óñëîâèÿìè (2), ê ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìå

∂xp(t, s)

∂t
= Bp

∂xp(t, s)

∂s
+Dp

∂up(t, s)

∂s
(5)

ñ óñëîâèÿìè

∂jxp(t, s)

∂tj
|t=0 = apj(s),

∂jxp(t, s)

∂tj
|t=T = bpj(s), j = 0, p. (6)

© Ðàåöêàÿ Å.Â., 2023

328



Óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ áàçèñíîé ôóíêöèè âèäà

xp(t, s) =

2(p+1)∑
k=1

φpk(s) · ψpk(t), (7)

óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì óñëîâèÿì (6) è îïðåäåëÿþùåé ôîðìó ôóíê-
öèé ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû (1). Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè
îáðàòíîãî õîäà äåêîìïîçèöèè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ
x0(t, s) âèäà (3) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u0(t, s),
j = 0, p.

Óñòàíîâëåíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ôóíêöèé â âûðàæåíèè (3) � òî÷íîå çíà÷åíèå r, êîòîðîå ðàâíî
2(p + 1), p � êîëè÷åñòâî øàãîâ äåêîìïîçèöèè, Dp � ñþðúåêòèâ-
íàÿ ìàòðèöà. Ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
φ0k(s), k = 1, 2(p+ 1).
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� 7. � Ð. 1189�1202.

329



ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ
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ÒÎ×ÊÀÌÈ È ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ
Ê.À. Ðàåöêèé (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
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Äëÿ òðàåêòîðèé x(t) ∈ Rn äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + f(t), (1)

ãäå A : n× n, B : n×m, f(t) ∈ Rn; t ∈ [t0, tk] çàäàíû ìíîãîòî-
÷å÷íûå óñëîâèÿ

x(ti) = xi, i = 0, 1, ..., k. (2)

Îò óïðàâëåíèÿ u(t) òàêæå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé

u(ti) = ui, i = 0, 1, ..., k, (3)

íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü óñëîâèÿ íà ñêîðîñòü ïðîõîæäåíèÿ ñèñòåìû
÷åðåç êîíòðîëüíûå òî÷êè.

Òðåáóåòñÿ âûÿâèòü ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ çà-
äàííûì óñëîâèÿì äëÿ ïðåäúÿâëåíèÿ èõ ¾çàêàç÷èêó¿.

Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ðàçðàáàòûâàåìûé â ðàáîòàõ [1�4].
Ìåòîä ñîñòîèò â ôîðìèðîâàíèè x(t) è u(t) â âèäå ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ñ âåêòîðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, è îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ êàêèì�ëèáî ñïî-
ñîáîì. Àêàäåìèê Í.Í. Êðàñîâñêèé [5] ïðåäëîæèë âåêòîð�ôóíêöèþ
u(t) èñêàòü â âèäå

u(t) =

r∑
i=1

ci · ti, ci ∈ Rm, (4)

à âåêòîð�ôóíêöèþ x(t) ñòðîèòü ïî ôîðìóëå

x(t) = etAx0 + etA
∫ t

0

e−sAB(

r∑
i=1

ci · si)ds. (5)

Îäíàêî, òàêîå ðåøåíèå âîçìîæíî ëèøü äëÿ äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è
(k = 1).
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Ïîëèíîìèàëüíûå âåêòîð�ôóíêöèè èìïîëüçîâàëè è äðóãèå àâ-
òîðû äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Íåäîñòàòêîì ýòèõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ èõ ðîñò ïî íîðìå ñ ðîñòîì t. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äðîáíî�ðàöèîíàëüíûå
âåêòîð�ôóíêöèè, òî åñòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñêàëÿðíûõ äðîáíî�
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàíåå áûëî ïðåäëîæåíî ôîðìèðîâàíèå x(t) è u(t) â âèäå

x(t) =

r∑
j=1

aj · cos jt+ bj · sin jt, u(t) =

r∑
j=1

cj · cos jt+ dj · sin jt (6)

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.
Îäíàêî, ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå

¾óäà÷íûå¿ òðàåêòîðèè ïîëó÷àþòñÿ, åñëè x(t) è u(t) ôîðìèðóþòñÿ â
âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé èõ ðàçíûõ êëàññîâ. Íàïðèìåð,
åñëè ÷àñòü ñëàãàåìûõ � äðîáíî�ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ñ âåêòîðíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, à ÷àñòü � ýêñïîíåíöèàëüíûå.

Äîêëàä ïîñâÿùàåòñÿ ðàññìîòðåíèþ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âèäîâ
x(t) è u(t).
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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ
óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

yuyy + ynuxx + αuy − λ2u = 0, x > 0, y > 0 (1)

ãäå

n > 1,
1− n
2

< α < 1, λ ∈ (−∞,+∞) (2)

Ïóñòü Ω � îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ ïðè x > 0, y > 0 íîðìàëüíîé
êðèâîé σ :

(
x− 1

2

)2
+ 4

(n+1)2
yn+1 = 1

4 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ O (0, 0)è

A (1, 0), à ïðè y = 0 îòðåçêîìOA.
Â îáëàñòè Ω äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u (x, y), îáëàäàþùóþ ñëåäó-

þùèìè ñâîéñòâàìè:
1)u (x, y) ∈ C

(
Ω̄
)
;

2) u (x, y) ∈ C2,2
x,y (Ω)è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) â îáëàñòè Ω;

4) u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

u(x, y)|σ = φ(x, y), (x, y) ∈ σ̄,

a (x)uy(x, 0) + b (x)u(x, 0) = c (x) , a2(x) + b2(x) ̸= 0, ∀x ∈ [0, 1] ,

çäåñü φ(x, y), a(x),b(x), c(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

φ(x, y) = yε+1φ1(x, y), φ1(x, y) ∈ C(σ̄), ε > 0, (3)

a(x), b(x), c (x) ∈ C
(
OA
)
∩ C2 (OA) . (4)

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2)�(4), òî â îáëàñòè Ω ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíû íà ìåòîäèêå ðàáîò [1�2].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòì ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè
Ñ.À. Ëîìîâà [1] ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ìëàäøèì êîýôôèöèåíòîì ñ ñèëüíîé
îñîáåííîñòüþ â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è òèïà Äèðèõëå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
àíàëîãè÷íà ðàáîòàì È.Ñ. Ëîìîâà [2] è Â.È. Êà÷àëîâà, ãäå âïåðâûå
ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé.
Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ïðî-
èçâîäíûõ ðàññìàòðèâàëèñü è äðóãèìè àâòîðàìè (Â.Ô.Áóòóçîâûì,
Íåôåäîâûì Â.Ô.Ñàôîíîâûì, À.À.Áîáîäæàíîâûì) [3]. Îäíàêî
îíè ðàçðàáàòûâàëè â îñíîâíîì àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðåøåíèé . Âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿùèõñÿ â îáû÷íîì
ñìûñëå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â íèõ íå çàòðàãèâàëèñü. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ýòè âîïðîñû, â òîì ÷èñëå çàäà÷à òèïà Äèðèõëå,
âïåðâûå ñòàâÿòñÿ è ðåøàþòñÿ c ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè
Ñ.À. Ëîìîâà äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ñèëüíîé îñîáåííîñòüþ â ìëàäøèì êîýôôèöèåíòå. Äëÿ
íàãëÿäíîãî è êîìïàêòíîãî èçëîæåíèÿ èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ
â îáëàñòè D = {z : |z| ⩽ R} ñ ãðàíèöåé Γ = {z : |z| = R} è â
äàëüíåéøåì D0 = D \ 0.

Áîëåå òî÷íî, â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ 2∂z = ∂x+i∂y, 2∂z =
∂x−i∂y, 4∂z̄z = ∆ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî u = u1+ iu2 â îáëàñòè D0 ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùåå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà ñ
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ìëàäøèì êîýôôèöèåíòîì ñ ñèëüíîé îñîáåííîñòüþ â íà÷àëå êîîðäè-
íàò:

εz|z|n−1 (uzz̄ − buz̄)− auz + abu = 0, (1)

ãäå ε≪ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð, n > 1, a � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëîæèòåëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ, ò.å. a ∈ R+, è ôóíêöèÿ b(z) ∈ C(D) è àíàëèòè÷íà â
îáëàñòè D.

Çàäà÷à D (Çàäà÷à òèïà Äèðèõëå): íàéòè ðåøåíèå u(z, ε) ∈
C(D) ∩C∞(D0) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà êîíòóðå Γ ãðà-
íè÷íîìó óñëîâèþ

Reu(t) = g0(t), t ∈ Γ,

Re[(∂z − b)u](t) = e−
c2

ε2 g(t), t ∈ Γ,
u(zj) = 0, uz̄(z1) = 0, j = 0, 1,

(2)

ãäå g0(t), g(t) ∈ C(Γ) � çàäàííûå ôóíêöèè, c− ïîëîæèòåëüíàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ, z0, z1 � ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè îáëàñòè D.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è D,
ò.å.çàäà÷è (2) íàéäåíî c ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Ñ.À. Ëîìî-
âà äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1) ñ ñèëüíîé
îñîáåííîñòüþ â ìëàäøåì êîýôôèöèåíòå.
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Ïóñòü îáëàñòü D ñîäåðæèò òî÷êó z = 0,
îêðóæíîñòü l = {z : |z| = R}, îãðàíè÷åíà ïðîñòûì ëÿïóíîâ-
ñêèì êîíòóðîì Γ, îðèåíòèðîâàííûì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,
è D0 = D \ {l}. Êðîìå òîãî, äëÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò îòêðûòî-
ãî ìíîæåñòâà D0 èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ D1 = {z : |z| < R},
D2 = D ∩ {|z| > R}.

Â îòêðûòîì ìíîæåñòâå D0 = D \ ({0} ∪ l) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂u

∂z̄
+

za0(z)

|z|(|z| −R)
u+

b0(z)

|z|m
u = f(z), (1)

(1) ãäå ôóíêöèè a0, b0 íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â D0 è 0 < m < 1.
Îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè f ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíà ïðèíàäëå-

æèò êëàññó Lp(G0), p > 2, â êàæäîé ïîäîáëàñòè G0 ⊆ D0, ëåæàùåé
âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂D0. Çäåñü è âñþäó íèæå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ 2∂z=∂x + i∂y.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îáîáùåííîé ñèñòåìû òèïà Êîøè�Ðèìàíà
(1), êîýôôèöèåíò êîòîðîé ïðè u äîïóñêàþò îñîáåííîñòü ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà íà îêðóæíîñòè l, èññëåäóåì êðàåâóþ çàäà÷ó, îáúåäèíÿþùóþ
ýëåìåíòû çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íà Γ è ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ íà
l [2],[3].

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (1) ñ b0 = 0, ñ êîýôôèöèåíòîì

A(z) =
a∗z

|z|(|z| −R)
+A0(z), a∗ = const ∈ C, A0(z) ∈ Lp(D), p > 2.

Ïðè ïîñòðîåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) è åãî îïèñàíèÿ ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð È.Í. Âåêóà [1]:

(Tf)(z) = − 1

π

∫
D

f(ζ)d2ζ

ζ − z
,

ñ ïëîòíîñòüþ f ∈ Lp(D), p > 2. Çäåñü è íèæå d2ζ îçíà÷àåò ýëåìåíò
ïëîùàäè.
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îïèñûâàåò îäíî èç òàêèõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Ωz̄ = A, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîèòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1).

Ëåììà 1. Ïðè a0 ∈ C(D) è b0 = 0 îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Ωz̄ = A â ìíîæåñòâå D0 ñëóæèò ôóíêöèÿ

Ω(z) = 2a∗ ln ||z| −R|+ (TA0)(z), z ∈ D0. (2)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ω(z) èìååò âèä (2) è e−Ωf ∈ Lp(D).
Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ b0 = 0, â êëàññå C(D\l) äàåòñÿ
ôîðìóëîé

u = eΩ[φ+ T (e−Ωf)],

ãäå φ ∈ C(D\l) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îòêðû-
òîì ìíîæåñòâå D\{l}).

Çàäà÷à R. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (1) ñ êîýô-
ôèöèåíòîì b0 = 0 â êëàññå

e−Ωu ∈ H(Dj), j = 1, 2,

ïî êðàåâûì óñëîâèÿì

ReG(t)u
∣∣
Γ
= g(t), t ∈ Γ; (A)

(e−Ωu)+(t)−G1(t)(e
−Ωu)−(t) = g1(t), t ∈ l, (B)

ãäå çíàêè + è − óêàçûâàþò íà ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñî ñòîðîíû D1

è D2.
Ýòó çàäà÷ó ðàññìàòðèâàåì ïðè ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèÿõ íà åå

äàííûå:
1) e−Ωf ∈ Lp(D);
2) êîýôôèöèåíòû G(t) ∈ H(Γ), G1(t) ∈ H(l) è âñþäó îòëè÷íû îò

íóëÿ, ïðè÷åì lnG1 ∈ H(l);
3) ïðàâûå ÷àñòè êðàåâûõ óñëîâèé g(t) ∈ H(Γ), g1(t) ∈ H(l).
Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ÿâíîå ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è.
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Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà ñ ñèëüíûìè îñîáåííîñòÿìè â ìëàäøèõ êî-
ýôôèöèåíòàõ â îáëàñòè ñ êóñî÷íî�ãëàäêèìè ãðàíèöàìè, êîòîðîå èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêè è èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà è çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ â îáëàñòÿõ
ñ êóñî÷íî�ãëàäêèìè ãðàíèöàìè.

Ïóñòü îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ïðîñòûì êóñî÷íî�
ãëàäêèì ëÿïóíîâñêèì êîíòóðîì Γ, ñîñòàâëåííûì èç ãëàäêèõ äóã
Γ1,Γ2, . . . ,Γm è îðèåíòèðîâàííûì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìíîæå-
ñòâî êîíöîâ ýòèõ äóã, êîòîðîå ñîñòîèò èç m ðàçëè÷íûõ òî÷åê τj ,
j = 1,m, îáîçíà÷èì ÷åðåç F . Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r > 0 ïåðåñå÷å-
íèå Sτ = D∩{|z−τ | < r} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð
ðàñòâîðà πατ , 0 ⩽ ατ ⩽ 2 ñ âåðøèíîé τ ∈ F è áîêîâûìè ñòîðîíàìè,
êîòîðûå îáîçíà÷èì Γτ±0. Çíàêè çäåñü âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî îòíîñè-
òåëüíî îðèåíòàöèè, îïðåäåëÿåìîé êîíòóðîì Γ, äóãà Γτ+0 âûõîäèò èç
òî÷êè τ , à äóãà Γτ−0 âõîäèò â íåå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ G ∈ C(Γ \ F ) êóñî÷íî�íåïðåðûâíà íà Γ, ò. å. ñó-
ùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû G(τ ± 0) ôóíêöèè G(t) ïðè t→ τ ,
t ∈ Γτ±0 â òî÷êàõ τ ∈ F . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âñþäó
îòëè÷íà îò íóëÿ, âêëþ÷àÿ åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ G(τ ± 0).

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà [1] ñîñòîèò â îòûñêàíèè
àíàëèòè÷åñêîé â D ôóíêöèè φ ∈ C(D \ F ) ïî êðàåâîìó óñëîâèþ

ReGφ+ = f, (1)

ãäå φ+ îçíà÷àåò ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå φ íà Γ.
Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà óãëîâûõ òî÷åê τ ∈ F ýòî ðåøåíèå ïîä-

÷èíÿåòñÿ ïîâåäåíèþ

φ(z) = O(1) ïðè z → τ. (2)

Çàäà÷à (1) õîðîøî èçó÷åíà â ìîíîãðàôèè Í.È. Ìóñõåëèøâèëè
([1], ñ. 133, 260) êàê â ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà, òàê è â âåñîâûõ ã¼ëü-
äåðîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷åê
τ ∈ F èëè äîïóñêàþùèõ â íèõ îñîáåííîñòè ïîðÿäêà ìåíüøå åäèíèöû.
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà (1) è çàäà÷à ëèíåéíîãî
ñîïðÿæåíèÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî�ãëàäêèì
êîíòóðîì, âî âñåé øêàëå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðà èçó÷åíà â
ðàáîòå À.Ï. Ñîëäàòîâà è Å.Ñ. Ìåùåðÿêîâîé [2]. Êëàññè÷åñêàÿ çà-
äà÷à ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ (ñì. [1], ñ. 146�163) äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà êóñî÷íî�ãëàäêîé êðèâîé âî âñåé øêàëå âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ À.Ï. Ñîëäàòîâà è Ã.Í. Àâå-
ðüÿíîâà (ñì., íàïðèìåð, [3]), à òàêæå ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ñòåïåííî�
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â óãëîâûõ òî÷-
êàõ êðèâîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àíàëîãè÷íóþ àñèìïòîòèêó äîïóñ-
êàåò ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè D \ {0, F} îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êîøè�
Ðèìàíà

∂z̄u− a(z)u = f(z) (3)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

a(z) = a0(z) +
A0 z

|z|n+1
, (4)

ãäå a0 ∈ Lp(G), p > 2, A0 ∈ C, n > 1, à ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò
êëàññó Lploc(D, 0), ò. å. L

p(Dε) äëÿ ëþáîãî ε > 0, ãäå Dε = D∩{|z| > ε,
|z − τj | > ε, j = 1,m}.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (3) â âûøåóêàçàííîé îáëàñòè D ñ êóñî÷íî�ãëàäêèìè
ãðàíèöàìè è èññëåäîâàíà çàäà÷à òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà (1) â êëàñ-
ñå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè (2) ïðè z →
τ ∈ F .
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîëüòåððîâûõ èíòåãðî�
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâ-
íåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñòðàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå,
âîçìóùåííîå ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè âîëüòåððîâû èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû. Óêàçàííûå èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìî-
ãóò áûòü ðåàëèçîâàíû, êàê èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âîçíèêàþùèå â òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè,
òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñðåäàõ ñ ïàìÿòü è èìåþùèå ðÿä
äðóãèõ âàæíûõ ïðèëîæåíèé.

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ óñòàíîâëå-
íû ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêèõ ðå-
øåíèé óêàçàííûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ïîäõîäà, ñâÿ-
çàííîãî ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Ïðîâîäèò-
ñÿ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, ïî-
ðîæäàåìûõ óêàçàííûìè èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ, óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàìè îïåðàòîð�ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëà-
ìè óêàçàííûõ èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñïåêòðà-
ìè ãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Íà îñíîâå ñïåêòðàëüíî-
ãî àíàëèçà ãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïåðàòîð�ôóíêöèé ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâà-
åìûõ èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. [1]�[4]).
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Î ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ×ÈÑÅË
ßÄÅÐÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Î.È. Ðåéíîâ (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, ÑÏáÃÓ)
orein51@mail.ru

Ïîêàçûâàåòñÿ, êàê íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè äåòåð-
ìèíàíòîâ è ñëåäîâ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ
òåîðåì î ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ â
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è î ñîâïàäåíèè ñïåêòðàëüíûõ è ÿäåðíûõ
ñëåäîâ òàêèõ îïåðàòîðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ íî-
âûå êëàññû îïåðàòîðîâ � îáîáùåííûå ÿäåðíûå îïåðàòîðû Ëàïðåñòå
(Laprest? e).

1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X,Y è îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç 1 òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà T â X ÷åðåç trace T îáîçíà÷à-
åòñÿ ñëåä îïåðàòîðà T, à ÷åðåç det (1− T ) � äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà
1−T : det (1−T ) =

∏
j(1−µj), ãäå (µj) � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ

÷èñåë îïåðàòîðà T. Â ýòîì ñëó÷àå, åñòåñòâåííî, èìååì trace�ôîðìóëó
trace T =

∑
j µj .

2. Äåòåðìèíàíò è ñëåä.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � êâàçè�íîðìèðîâàííûé îïåðàòîð-

íûé èäåàë, X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî
êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå A(X).

1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàíäàðòíûé ôóíêöèîíàë trace îãðàíè-
÷åí (ïî êâàçè�íîðìå èç A(X)) íà ïîäïðîñòðàíñòâå âñåõ êîíå÷íîìåð-
íûõ îïåðàòîðîâ èç A(X) (è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïðîäîë-
æåí äî íåïðåðûâíîãî ñëåäà íà âñå ïðîñòðàíñòâî A(X)). Òîãäà ñîîò-

© Ðåéíîâ Î.È., 2023

340



âåòñòâóþùèé äåòåðìèíàíò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí (ïî A�êâàçè�
íîðìå) íà íåêîòîðîì A�øàðå ïîäïðîñòðàíñòâà âñåõ êîíå÷íîìåð-
íûõ îïåðàòîðîâ èç A(X). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòî-
ÿííûå r ∈ (0, 1) è c > 0, ÷òî äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ T,U ∈ A(X), åñëè
||T ||A ⩽ r è ||U ||A ⩽ r, òî |det (1− T )− det (1− U) ⩽ c ||T − U ||A.

2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàíäàðòíûé ôóíêöèîíàë det (1 + u) äî-
ïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ñ ïîäïðîñòðàíñòâà âñåõ êîíå÷-
íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ èç A(X) íà âñå A(X) (ïî êâàçè�íîðìå èç
A(X)). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë trace îãðàíè÷åí (ïî
A�êâàçè�íîðìå) íà ïîäïðîñòðàíñòâå âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòî-
ðîâ èç A(X) è, òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè
(åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì) íà âñå A(X).

3. Ñïåêòðàëüíûé òèï è ôîðìóëà ñëåäà. Ïóñòü α � êâàçèíîð-
ìà íà ñåìåéñòâå âñåõ ïðîåêòèâíûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé X⊗̂Y,
äëÿ êîòîðîé äîïóñêàþòñÿ çíà÷åíèÿ +∞, è òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâ X,Y ïîäïðîñòðàíñòâà X⊗̂αY ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîé êâàçèíîðìû α ïðîñòðàíñòâ X⊗̂Y ïîëíû ïî êâàçèíîðìå α, ïðè-
÷åì (X ⊗ Y )

α
= X⊗̂αY è òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå X⊗̂αY → X⊗̂Y

íåïðåðûâíî. Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû âîçíèêàþùèé íèæå îáúêò Nα
áûë êâàçèíîðìèðîâàíûì îïåðàòîðíûì èäåàëîì. Ìû ãîâîðèì, ÷òî X
îáëàäàåò ñâîéñòâîì (àïïðîêñèìàöèè) APα, åñëè äëÿ ëþáîãî Y åñòå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå jα : Y ∗⊗̂αX → L(Y,X) âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ X,Y îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Nα(X,Y ) îáðàç îòîáðàæåíèÿ jα â L(X,Y ), ò.å. Nα(X,Y ) =
jα(X

∗⊗̂αY ) ⊂ L(X,Y ). Îïåðàòîðû èç Nα(X,Y ) áóäåì íàçûâàòü α�
ÿäåðíûìè. Ïðîñòðàíñòâî Nα(X,Y ), ñíàáæåííîå åñòåñòâåííîé êâàçè-
íîðìîé ïðè ôàêòîðîòîáðàæåíèè jα, ÿâëÿåòñÿ êâàçèáàíàõîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Èíûìè ñëîâàìè, Nα åñòü êâàçèáàíàõîâ îïåðàòîðíûé
èäåàë. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî Y îáëàäàåò ñâîñòâîì APα, ìû
îòîæäåñòâëÿåì Nα(X,Y ) ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì X∗⊗̂αY.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâûé êëàññ ÿäåðíûõ
îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð T : X → Y íàçûâàåòñÿ ((r, s), p, q)�
ÿäåðíûì îïåðàòîðîì (èëè îáîáùåííûì îïåðàòîðîì Ëÿïðåñòå), åñ-
ëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå T (x) =

∑∞
k=1 λkx

′
k(x)yk äëÿ x ∈ X, ãäå

0 < r, s ⩽ 1, 1 ⩽ p, q ⩽ ∞, (λk) ∈ lr,s (ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà),
(yk) ∈ lweakp′ (Y ), ò.å. äëÿ âñÿêîãî y′ ∈ Y ∗ ðÿä

∑
|y′(yk)|p

′
ñõîäèòñÿ

è (x′k) ∈ lweakq (X∗). Ïðîñòðàíñòâî N(r,s),p,q(X,Y ), ñíàáæåííîå åñòå-
ñòâåííîé êâàçèíîðìîé (ñîîòâåòñòâóþùèé èíôèìóì), ÿâëÿåòñÿ êâà-
çèáàíàõîâûì. Ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ââîäÿòñÿ
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ïî àíàëîãèè (êàê ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîåêòèâíûõ òåíçîð-
íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ).

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà q = ∞, è îáîçíà÷èì
N(r,s),p,∞ ÷åðåç N(r,s),p. Îáùèé ñëó÷àé ïîÿâèòñÿ â ïîäðîáíîé ñòàòüå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ⩽ p < ∞, α � êàê âûøå; F � íåêîòî-
ðîå ñåìåéñòâî áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
âçÿòèÿ ñ÷åòíûõ lp�ñóìì. Åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X ∈ F
ïðîñòðàíñòâî Nα(X) èìååò ñïåêòðàëüíûé òèï lt,u, ãäå t, u > 0,
òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî X ∈ F è
äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà T ∈ Nα(X) ||{µk(T )}||lt,u ⩽ C||T ||Nα (çäåñü
{µk(T )} � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà T ). Â
÷àñòíîñòè, åñëè t = u = 1 è êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ X ∈ F îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì APα, òî òî äëÿ âñÿêîãî X ∈ F è äëÿ ëþáîãî
îïåðàòîðà T ∈ Nα(X) åãî ÿäåðíûé ñëåä trace T âïîëíå îïðåäåëåí è
ñîâïàäàåò ñ åãî ñïåêòðàëüíûì ñëåäîì, ò.å. trace T =

∑∞
k=1 µk(T ).

4. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè 1 ⩽ p ⩽ 2, 1/r = 1/p + 1/2, òî âñÿêîå

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì AP(r,1),p. Åñëè, êðîìå
òîãî, 0 < s ⩽ 1, òî èäåàë N(r,s),p èìååò ñïåêòðàëüíûé òèï l(1,s).

Îñòàåòñÿ ïåðåïèñàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 äëÿ ýòîé ñèòóàöèè:
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < r ⩽ 1, 1/r = 1/p + 1/2 è 0 < s ⩽ 1.

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî áàíà-
õîâà ïðîñòðàíñòâà X è äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà T ∈ N(r,s),p(X)
||{µk(T )}||l(1,s) ⩽ C||T ||N(r,s),p

(çäåñü {µk(T )} � ïîëíûé íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà T ). Â ÷àñòíîñòè, ïîëíûé íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà T àáñîëþòíî ñóììèðóåì, åãî ÿäåð-
íûé ñëåä trace T âïîëíå îïðåäåëåí è ñîâïàäàåò ñ åãî ñïåêòðàëüíûì
ñëåäîì.

×àñòíûå ñëó÷àè òåîðåìû äëÿ N(r,s),p (äëÿ ôîðìóëû ñëåäà):
a) r = 1, s = 1, p = 2 : Â.Á. Ëèäñêèé (1959), A. Piesch (1980).
b) r = 2/3, s = 2/3, p = 1 : A. Grothendieck (1955).
c) r = 2/3, s = 1, p = 1 : A. Hinrichs & A. Pietsch (2010) è, íåçàâè-

ñèìî, O. Reinov (2016).
d) 0 ⩽ r ⩽ 1, s = r, 1/r = 1/2 + 1/p : O. Reinov & Q. Latif (2013).
Òåîðåìà 2 ñîåäèíÿåò â îäíîé øêàëå N(r,1),p îïåðàòîðîâ ÷àñòíûå

ñëó÷àè c) è a).
Âñå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå äî òåîðåìû 2 îáN(r,s),p, òî÷íû. Òåî-

ðåìà 2 òî÷íà äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà r = s. Äëÿ r ̸= s ïðîáëåìà âîçíèêàåò
óæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå N(2/3,1),1. Âîò ïðîáëåìà èç ñòàòüè A. Hinrichs
& A. Pietsch (2010) â íàøåé ôîðìóëèðîâêå: âåðíî ëè ÷òî â øêàëå

342



ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà lr,s ðåçóëüòàò ¾ëþáîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
îáëàäàåò ñâîéñòâîì AP(2/3,1),1¿ åñòü íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò?

ÊÂÀÍÒÎÂÀß ßÌÀ Ñ ÇÀÐßÄÀÌÈ ÍÀ ÑÒÅÍÊÀÕ
Ñ.Ø. Ðåõâèàøâèëè, À.Â. Ïñõó
(Íàëü÷èê, ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ)
rsergo@mail.ru, pskhu@list.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è îá ýëåêòðîíå â îäíîìåðíîé
êâàíòîâîé ÿìå ñ íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè, íà êîòîðûõ ñîñðåäîòî-
÷åíû íåïîäâèæíûå ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

d2ψ(y)

dy2
+

[
k2 +

p2

y(1− y)

]
ψ(y) = 0, ψ(0) = ψ(1) = 0, (1)

k2 =
2mEa2

ℏ2
, p2 =

2a

aB
,

ãäå ℏ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, aB � áîðîâñêèé ðàäèóñ, a � øèðèíà
êâàíòîâîé ÿìû, ψ = ψ(y) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, y � áåçðàçìåðíàÿ
(îòíåñåííàÿ ê a) êîîðäèíàòà ýëåêòðîíà, E � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà.

Íàéäåíû âîëíîâûå ôóíêöèè è ñïåêòð ýíåðãèè ýëåêòðîíà çàäà÷è
(1). Ïîêàçàíî, ÷òî ýíåðãèÿ ìîæåò èìåòü è îòðèöàòåëüíûå, è ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû êâàíòîâîé ÿìû, êîòîðàÿ
êîíòðîëèðóåò ðåæèìû ñëàáîãî è ñèëüíîãî êîíôàéíìåíòà. Â ðåæèìå
ñëàáîãî êîíôàéíìåíòà (a > aB) ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà îòðèöàòåëüíà,
÷òî àíàëîãè÷íî àòîìó âîäîðîäà èëè ýêñèòîíó Âàíüå�Ìîòòà è îçíà-
÷àåò ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå çàðÿäîâ. Â ðåæèìå ñèëüíîãî êîíôàéíìåí-
òà (a < aB) âîçðàñòàåò íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà ýëåêòðîíà, ÷òî
ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîýòîìó ýíåð-
ãèÿ ýëåêòðîíà ïðèîáðåòàåò ïîëîæèòåëüíûé çíàê.

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ðàâíà íóëþ, åñëè an = aBTn, ãäå Tn = 1, 3, 6...
� òðåóãîëüíûå ÷èñëà. Ýòî óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â êâàíòîâûõ ÿìàõ ñ çàðÿäàìè, ÷òî êîñâåííî
ïîäòâåðæäàåòñÿ áàðè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî ïåðåõîäà â ãèäðèäàõ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé [1].

Ëèòåðàòóðà
1. Drozdov A.P. Conventional superconductivity at 203 kelvin at high

pressures in the sulfur hydride system / A.P. Drozdov, M.I. Eremets,
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I.A. Troyan, V. Ksenofontov, S.I. Shylin // Nature. � 2015. � V. 525. �
P. 73�76.

ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÅ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
ÏËÎÑÊÈÕ ÊËÀÑÑÎÂ ÏÐÈÂÀËÎÂÀ

Å.Ã. Ðîäèêîâà (Áðÿíñê, ÁÃÓ èìåíè àêàä. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî)
evheny@yandex.ru

Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, D � åäèíè÷íûé êðóã íà C,
H(D) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D, Zf � ìíî-
æåñòâî âñåõ êîðíåé íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè f ∈ H(D). Äëÿ ëþáîãî
β > −1 îáîçíà÷èì πβ,k(z, αk) áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Ì. Ì. Äæð-
áàøÿíà ñ íóëÿìè {αk} ⊂ D áåç k�ãî ôàêòîðà (ñì. [1]).

Ïðè âñåõ 0 < q < +∞ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ

Π̃q =

f ∈ H(D) :

1∫
0

π∫
−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)q
dθdr < +∞

 .

Áóäåì íàçûâàòü åãî ïëîñêèì êëàññîì È.È. Ïðèâàëîâà. Êëàññ Π̃q ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîãî ïëîñêîãî êëàññà Ð. Íåâàíëèí-
íû è ïðè q = 1 ñîâïàäàåò ñ íèì (ñì. [2]). Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâà Π̃q âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â êëàññàõ È.È. Ïðèâàëîâà (ñì. [5]).

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êëàññîâ Π̃q ïðè âñåõ 0 < q < 1. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó èíòåðïîëÿ-
öèè íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ óçëîâ â êëàññå Π̃q: ïóñòü {αk}∞1 ⊂ D è
{wk}∞1 ⊂ C; ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà {αk} è {wk} ìîæíî ïîñòðîèòü â
ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ f ∈ Π̃q, òàêóþ ÷òî

f(αk) = wk, k = 1, 2, . . .? (1)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
Òåîðåìà 1. [3] Ïóñòü {αk} ⊂ D, n(r) = card{αk : |αk| < r < 1},

0 < q < 1. Åñëè {αk} = Zf äëÿ íåêîòîðîé f ∈ Π̃q, òî

+∞∑
k=1

(1− |αk|)2/q < +∞.
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Îáðàòíî, åñëè òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk} ðàñïîëîæåíû â êî-

íå÷íîì ÷èñëå óãëîâ Øòîëüöà è
1∫
0

(1− r)nq(r)dr < +∞, òî íàéä¼òñÿ

ôóíêöèÿ f ∈ Π̃q, òàêàÿ ÷òî Zf = {αk}.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < q < 1, {αk} ⊂ D íàõîäèòñÿ â êîíå÷íîì

÷èñëå óãëîâ Øòîëüöà. Åñëè

1.
1∫
0

(1− r)nq(r)dr < +∞;

2. |πβ,k(αk, αj)| ⩾ exp −µ(k)

(1−|αk|)
2
q
,

ãäå β > 2
q − 2, µ(k) > 0, µ(k) = o(1), k → +∞, òî äëÿ ëþáîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {wk}, òàêîé ÷òî

ln+ |wk| = o
(
(1− |αk|)−2/q

)
, k → +∞,

ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f ∈ Π̃q, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì çàäà-
÷è (1).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè íà ìíîæåñòâàõ Êàðëåñîíà â
ïëîñêèõ êëàññàõ Ïðèâàëîâà ðåøàëàñü â ðàáîòå àâòîðà [4].

Ëèòåðàòóðà
1. Äæðáàøÿí M.M. Ê ïðîáëåìå ïðåäñòàâèìîñòè àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé / M. M. Äæðáàøÿí // Ñîîáù. Èíñòèòóòà ìàòåì. è ìåõàíè-
êè ÀÍ Àðì. ÑÑÐ. � 1948. � Ò. 2. � C. 3�40.

2. Íåâàíëèííà Ð. Îäíîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè /
Ð. Íåâàíëèííà � Ì.�Ë.: ÃÈÒÒË, 1941. � 388 c.
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Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
, (1)

äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, àôôèííûõ ïî äâóìåðíîìó
óïðàâëåíèþ u = (u1, u2), èìååò ãàìèëüòîíèàí âèäà

H(q, p) = H0(q, p) +H1(q, p)u
0
1 +H2(q, p)u

0
2, (2)

ãäå q(t) ∈ Rn, p(t) ∈ (Rn)∗. Óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàê-
ñèìóìà íà îãðàíè÷èâàþùåì ìíîæåñòâå óïðàâëåíèé U

u0 = argmax
u∈U

(H1(q, p)u1 +H2(q, p)u2) . (3)

Äëÿ ñèñòåìû (1)�(3) õàðàêòåðíî íàëè÷èå îñîáûõ òî÷åê âòîðîãî
ïîðÿäêà è ñëîæíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè òàêèõ òî÷åê
[1]�[7]. Îáîçíà÷èì (adHi)Hj êàê ñêîáêó Ïóàññîíà ôóíêöèé Hi è Hj .

Òî÷êó (qs, ps) ∈ R2n áóäåì íàçûâàòü îñîáîé òî÷êîé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ñèñòåìû (1)�(3), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1. Ôóíêöèè

Hi, (adHk)Hi, (adHl)(adHk)Hi, (adHj)(adHl)(adHk)Hi,

i = 1, 2, j, k, l = 0, 2, îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå (qs, ps). Íàáîð èõ
äèôôåðåíöèàëîâ â òî÷êå (qs, ps) èìååò ïîñòîÿííûé ðàíã.
2. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà

Bij = adHi(adH0)
3Hj

∣∣
(qs,ps)

, i, j = 1, 2

èìååò ðàíã 2, ñèììåòðè÷åñêàÿ è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.
3. Îñòàëüíûå (íåçàâèñèìûå îò ïåðå÷èñëåííûõ) ñêîáêè ïÿòîãî ïîðÿä-
êà îò ôóíêöèé Hj , j = 0, 2 îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå (qs, ps).
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Äëÿ ñèñòåì (1)�(3) ðàçìåðíîñòè íå íèæå 32 (n ⩾ 16) è äëÿ îãðàíè-
÷èâàþùåãî ìíîæåñòâà U â âèäå êðóãà äîêàçàíî [3], ÷òî â îêðåñòíîñòè
îñîáîé òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé â ôîð-
ìå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé, êîòîðûå ïîïàäàþò â îñîáóþ òî÷êó
çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ïðè ýòîì óïðàâëåíèå ñîâåðøàåò ñ÷åòíîå ÷èñëî
îáîðîòîâ ïî ãðàíèöå êðóãà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ìåíüøå 32,
ðåøåíèÿ â âèäå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé íàéäåíû òîëüêî äëÿ
íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [1], [4]�[6].

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ýêñòðåìàëåé â ôîðìå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé äëÿ çàäà÷ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè n = 4 ñ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà
(2) è óïðàâëåíèåì èç êðóãà.
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ÇÀÄÀ×È ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÑÎ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
È ÍÅÍÓËÅÂÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ

Â.Ñ. Ðûõëîâ (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)
RykhlovVS@yandex.ru

1. Ðàññìîòðèì îáîáù¼ííóþ íåîäíîðîäíóþ íà÷àëüíî�ãðàíè÷íóþ
çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ïðîñòåé-
øåãî âèäà

uxx + p1uxt + p2utt = f(x, t), (1)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = 0, (3)

ãäå (x, t) ∈ Q = [0, 1] × [0,+∞); p1, p2 ∈ R; φ(x) ∈ L1[0, 1], f(x, t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà Q è îáå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-
çíà÷íûìè. Çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, t) ïåðåìåííûõ
(x, t) ∈ Q åñòü ôóíêöèÿ êëàññà Q, åñëè f(x, t) ∈ L1(QT ) ïðè ëþáîì
T > 0, ãäå QT = [0, 1]× [0, T ].

Äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå p21 − 4p2 > 0,
òî åñòü êîðíè ω1, ω2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííû.
Ïðåäïîëîæèì

ω1 < 0 < ω2. (4)

Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òî-
ìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [1�2]. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ äàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðî-
ñà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [1�2] ê ïðîñòåéøåé
ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ ñòðóíû, êîòîðûé îñíî-
âàí íà ðåçîëüâåíòíîì è àêñèîìàòè÷åñêîì (àêñèîìû ðàñõîäÿùèõñÿ
ðÿäîâ) ïîäõîäàõ, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè φ(x) ∈ L1[0, 1], f(x, t) åñòü ôóíêöèÿ êëàññà
Q è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), òî äëÿ îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ u(x, t)
íà÷àëüíî�ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1)�(3) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u(x, t) = u1(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫
0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)∫
η
(
α(x,t−τ)

) f(ξ, τ
)
dξ, (5)

© Ðûõëîâ Â.Ñ., 2023

348



ãäå

u1(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
φ̂
(
{α(x, t)}

)
− φ̂

(
{β(x, t)}

))
,

φ̂(ξ) =


ω2φ

( ξ
a

)
, åñëè ξ ∈ [0, a);

ω1φ
(1− ξ
1− a

)
, åñëè ξ ∈ [a, 1].

η(s) =
{s}
a
χ
(
a− {s}

)
+

1− {s}
1− a

χ
(
{s} − a

)
,

α(x, t) :=
t+ ω2x

ω2 − ω1
, β(x, t) :=

t+ ω1x

ω2 − ω1
,

a =
ω2

ω2 − ω1
, χ(x) åñòü ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, {x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ

÷àñòü ÷èñëà x ∈ (−∞,+∞).

Ïðèëîæåíèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé çàäà÷è ñ íåíóëåâûì
ïîòåíöèàëîì â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè.

2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îäíîðîäíóþ îáîáù¼ííóþ íà÷àëüíî�
ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó ñ íåíóëåâûì ïîòåíöèàëîì

uxx + p1uxt + p2utt = q(x)u(x, t), (6)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (7)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = 0, (8)

ãäå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè φ(x) ∈ L1[0, 1], q(x) ∈ L1[0, 1] è
q(x)u(x, t) êëàññà Q.

Ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ñòà-
òüÿõ [1�2]. Òàê æå, êàê è â [1�2], â çàäà÷å (6)�(8) áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðàâóþ ÷àñòü q(x)u(x, t) â óðàâíåíèè (6) êàê íåîäíîðîäíîñòü â çàäà÷å
(1)�(3). Òîãäà íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (5) îò çàäà÷è (6)�(8) ïðèõîäèì
ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

u(x, t) = u1(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫
0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)∫
η
(
α(x,t−τ)

) q(ξ)u(ξ, τ) dξ. (9)

Åñòåñòâåííî íàçâàòü îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî�ãðàíè÷íîé
çàäà÷è (6)�(8) ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9).
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Óðàâíåíèå (9) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäñòàíîâîê.
Ââåäåì îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç C(QT ) â C(QT ),

Bf =
1

ω2 − ω1

t∫
0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)∫
η
(
α(x,t−τ)

) q(ξ)f(ξ, τ) dξ.
Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ a1(x, t) = (Bu1)(x, t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç

ïðîñòðàíñòâà C(QT ) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥a1(x, t)∥C(QT ) ⩽ CT ∥q(x)∥L1[0,1]∥φ∥L1[0,1],

ãäå ïîñòîÿííàÿ CT íå çàâèñèò îò q(x) è φ(x).

Ëåììà 2. Îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïå-
ðàòîðîì èç C(QT ) â C(QT ) è ïðè n ⩾ 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

∥Bnf∥C(QT ) ⩽ ∥f(x, t)∥C(QT )

(
T∥q∥L1[0,1]

2min{|ω1|, ω2}

)n
1

n!
.

Îáðàçóåì ðÿä

A(x, t) =

∞∑
n=1

(Bna1)(x, t).

Òåîðåìà 2. Åñëè φ(x) ∈ L1[0, 1], q(x) ∈ L1[0, 1] è âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå (4), òî çàäà÷à (6)�(8) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáù¼ííîå
ðåøåíèå u(x, t) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u(x, t) = u1(x, t) +A(x, t),

ïðè÷åì ðÿä A(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT íå ìåä-
ëåííåå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðÿäà.

Ëèòåðàòóðà
1. Õðîìîâ À.Ï. Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû è îáîáù¼ííàÿ ñìåøàííàÿ çà-

äà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ / À.Ï. Õðîìîâ // Ñîâðåìåííûå ïðî-
áëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ: ìàòåðèàëû 21�é ìåæäóí.
Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëû. � Ñàðàòîâ: Ñàðàòîâñêèé óíèâåðñèòåò,
2022. � Ñ. 319�324.

2. Õðîìîâ À.Ï. Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû è îáîáù¼ííàÿ ñìåøàííàÿ çà-
äà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðîñòåéøåãî âèäà / À.Ï. Õðîìîâ //
Èçâ. Ñàðàò. óí�òà. Íîâ. ñåð. Ñåð.: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîð-
ìàòèêà. � 2022. � Ò. 22, � 3. � Ñ. 322�331.
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ñ âû÷èñëèòåëüíûì öåíòðîì ÓÔÈÖ ÐÀÍ)
sabitov_fmf@mail.ru

Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííî-
ãî òèïà, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è Òðèêîìè, âîçíèê èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ
ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âû-
ðîæäàþùèõñÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè çàäàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé.
Ñòàòüÿ Ì.Â. Êåëäûøà [1], îïóáëèêîâàííàÿ â 1951 ãîäó, ïîëîæèëà
íà÷àëî öåëîãî íàïðàâëåíèÿ èçó÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäà-
þùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà è âûøå. Â ìîíîãðàôèÿõ [2], [3] ïðèâåäåí äîñòàòî÷íî
ïîëíûé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ (Äè-
ðèõëå, Íåéìàíà è äð.) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè ñ íåîòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé,
çàäà÷è Êîøè äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòàõ [3, ñ. 16], [4] îòìå÷åíû è íåðåøåííûå ïðî-
áëåìû. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íà÷àëüíî�ãðàíè÷íûõ çàäà÷
äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïåðåìåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè

tnuxx − xmut = 0,

ãäå n è m � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå è îäíîâðåìåííî â íóëü íå
îáðàùàþòñÿ. Äîáàâèì ê ýòîìó óðàâíåíèþ âîçìóùàþùåå ñëàãàåìîå
bxmtnu, çäåñü b � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è ïðèðàâíÿåì ê ôóíê-
öèè xmF (x, t), ò.å. áóäåì èçó÷àòü ñëåäóþùåå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå:

Lu = tnuxx − xmut − bxmtnu = xmF (x, t) (1)

â îáëàñòè D = {(x, t)|0 < x < l, 0 < t < T}, ãäå l > 0, T > 0 � çà-
äàííûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, è ïîñòàâèì ñëåäóþùèå íà÷àëüíî�
ãðàíè÷íûå çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ n è m.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü n > −1, m > −2. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ
u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2,1

x,t (D), uxx, ut ∈ L[0, l]; (2)
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Lu ≡ xmF (x, t), (x, t) ∈ D; (3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T ; (4)

u(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (5)

ãäå F (x, t) è φ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, φ(0) =
φ(l) = 0.

Çàïèñü uxx, ut ∈ L[0, l] îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå uxx è ut èíòå-
ãðèðóåìû ïî x íà [0, l] ïðè ëþáîì t ∈ (0, T ).

Çàäà÷à 2. Ïóñòü n > −1, m ⩽ −2. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ
u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ (2), (3), (5) è

u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T.

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è 2 ãðàíèöà x = 0 îáëàñòè D
îñâîáîæäàåòñÿ îò ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ u(0, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, êàê â
ðàáîòå [1].

Â äàëüíåéøåì ïðè n > −1 è m > −2 ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.
Çàäà÷à 3. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

(2) � (4) è
u(x, 0)− u(x, T ) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (6)

ãäå F (x, t) è ψ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ψ(0) =
ψ(l) = 0.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé u(x, t) è φ(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì (2) � (6), ãäå F (x, t) è ψ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå
ôóíêöèè.

Â ýòîé îáðàòíîé çàäà÷å óñëîâèå (6) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì
äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè φ(x).

Çàäà÷à 5. Ïóñòü F (x, t) = f(x)g(t). Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó ôóíê-
öèé u(x, t) è g(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2) � (5), êðîìå òîãî,

g(t) ∈ C[0, T ],

u(x0, t) = h(t), 0 ⩽ t ⩽ T, (7)

ãäå f(x), φ(x) è h(t) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, x0 �
çàäàííàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà (0, l), φ(x0) = h(0).

Çäåñü óñëîâèå (7) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè g(t).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü F (x, t) = f(x)g(t). Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó ôóíê-
öèé u(x, t) è f(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2) � (5),

f(x) ∈ C(0, l) ∩ L(0, l);
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u(x, t0) = φ0(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (8)

ãäå g(t), φ(x) è φ0(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè.
Â ýòîé çàäà÷å óñëîâèå (8) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ôóíêöèè f(x).
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [5] èçó÷åíû îáðàòíûå çàäà÷è ïî îïðåäå-

ëåíèþ ïðàâîé ÷àñòè âûðîæäàþùåãîñÿ ïî ïåðåìåííîé x ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â ðàáîòå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ 1 � 6 ïîñòðîåíû â ÿâíîé
ôîðìå è ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì åäèíñòâåííîñòè è ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèé.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà A îïåðàòîðîâ âèäà êîíå÷íîé
ñóììû (ñì. [1])

D =
∑

RgTwA,
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äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà â Rn, ãäå îïåðàòîðû A � êëàñ-
ñè÷åñêèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû öåëîãî ïîðÿäêà â Rn,
îïåðàòîðû Tw, w ∈ Cn ðàâíû

Twu(x) = eikx−iak/2u(x− a), w = a− ik,

íàêîíåö, îïåðàòîðû Rg, g ∈ U(n) � ïîäíÿòèÿ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ
íà Cn ≃ T ∗Rn äî ýëåìåíòîâ êîìïëåêñíîé ìåòàïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû
L2(Rn). Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îòîæäåñòâëåíèå T ∗Rn è Cn âèäà (x, p) 7→
p− ix.

Ôèêñèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð H ïî-
ëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð
H0 = 1

2 (|x|
2 − ∆)), äëÿ êîòîðîãî ðåçîëüâåíòà (H − λ)−1 ñóùåñòâó-

åò äëÿ áîëüøèõ λ â ñåêòîðå, ñîäåðæàùåì îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåí-
íóþ îñü. Äëÿ îïåðàòîðà D = RgTwA êàê âûøå îïåðàòîð D(H−λ)−K
áóäåò èìåòü ñëåä ïðè áîëüøèõ K. Áîëåå òîãî, ýòîò ñëåä áóäåò ãîëî-
ìîðôíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé λ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè λ → ∞
â ñåêòîðå èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîé ðàçëîæåíèå

Tr(RgTwA(H − λ)−K) ∼
∞∑
j=0

cj(−λ)(2m+ordA−j)/ordH−K +

+

∞∑
j=0

(c′j ln(−λ) + c′′j )(−λ)−j−K

ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè cj , c
′
j , c

′′
j , j = 0, 1, . . .. Çäåñü ordA è

ordH � ïîðÿäêè îïåðàòîðîâ A è H, ñîîòâåòñòâåííî, àm � êîìïëåêñ-
íàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ g.

Â ýòîì ðàçëîæåíèè cj c′j ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî
îíè îïðåäåëÿþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ D è H ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðèíöèïå, â
òî âðåìÿ êàê c′′j ÿâëÿþòñÿ ¾ãëîáàëüíûìè¿; òàê êàê íå îïðåäåëÿþòñÿ
êîíå÷íûì ÷èñëîì êîìïîíåíò ñèìâîëà.

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ìû òàêæå ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêè ζ�ôóíêöèé
îïåðàòîðîâ è ñëåäîâ òåïëîïðîâîäíîñòè. Òàêæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
êîýôôèöèåíò c′0 èãðàåò çàìå÷àòåëüíóþ ðîëü. À èìåííî, ïîñëå óìíî-
æåíèÿ íà ïîðÿäîê ordH îí ñòàíîâèòñÿ íåçàâèñÿùèì îò îïåðàòîðà H
è, áîëåå òîãî, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àíàëîã çíàìåíèòîãî íåêîììó-
òàòèâíîãî âû÷åòà Âîäçèöêîãî [2] äëÿ íàøåé àëãåáðû. Ïðè ñóæåíèè
íà ïîäàëãåáðó ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Øóáèíà íàø
íåêîììóòàòèâíûé âû÷åò ïåðåõîäèò â âû÷åò, ââåä¼ííûé â ðàáîòå [3].
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Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ýëüìàðîì Øðîý è
áûëè àíîíñèðîâàíû â ðàáîòå [4]. Ðàáîòà ïðîâîäèëàñü â ðàìêàõ ïðî-
åêòà ÐÔÔÈ 21�51�12006.
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Ïóñòü

Ly = By′ + P (x)y,

ãäå B =

(
−i 0
0 i

)
, P (x) =

(
p1(x) p2(x)
p3(x) p4(x)

)
, y =

(
y1(x)
y2(x)

)
,

x ∈ [0, π], H = (L2[0, π])
2, êðàåâûå óñëîâèÿ U ðåãóëÿðíû ïî Áèðêãî-

ôó. Îïåðàòîð Äèðàêà LP,U îïðåäåëåí íà îáëàñòè

D(L) = {y ∈W 1
1 [0, π] : Ly ∈ H, Uy = 0}.

Ôóíêöèÿ P (x) êîìïëåêñíàÿ è ñóììèðóåìàÿ, ò. å. pj ∈ L1[0, π]. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå

i · ut = Bu+ P (x)u, t ∈ R, u(x, 0) =

(
u0(x)
v0(x)

)
.

© Ñàâ÷óê À.Ì., Ñàäîâíè÷àÿ È.Â., 2023

355



Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè è îöåíêàõ
ñèëüíî íåïðåðûâíîé îïåðàòîðíîé ãðóïïû

T (t) = exp{itLP,U}, t ∈ R.

Äîêàçàíî, ÷òî ýòà ãðóïïà îïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå H = (L2[0, π])
2,

â ïðîñòðàíñòâàõ HθU , θ ∈ [0, 1], ïîñòðîåííûõ ïî îïåðàòîðó L. Â ÷àñò-
íîñòè, HθU ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì áåññåëåâûõ ïî-
òåíöèàëîâ Hθ ïðè θ ∈ [0, 1/2). Ïðîñòðàíñòâî H1

U � ýòî êëàññè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
(
W 1

2 [0, π]
)2
, ñóæåííîå íà êðàåâûå óñëî-

âèÿ Uy = 0. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è â ïðîñòðàíñòâàõ
(Lµ[0, π])

2, µ ∈ (1,∞).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü LP,U � ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð Äèðàêà ñ ñóììè-
ðóåìûì âíåäèàãîíàëüíûì ïîòåíöèàëîì. Òîãäà îïåðàòîð iLP,U ÿâ-
ëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé îïåðàòîðíîé ãðóïïû T (t),
t ∈ R â ïðîñòðàíñòâå HθU ) äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, 1]. Êðîìå òîãî,

∥T (t)∥Hθ
U
⩽ C(1 + |t|p)eβ|t|,

ãäå

β = sup
λ∈σ(LP,U )

|Imλ|,

à îöåíêè íåóëó÷øàåìû.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü LP,U � ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð Äèðàêà ñ ñóììè-
ðóåìûì âíåäèàãîíàëüíûì ïîòåíöèàëîì. Òîãäà îïåðàòîð iLP,U ÿâ-
ëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé îïåðàòîðíîé ãðóïïû T (t),
t ∈ R â (Lp[0, π])

2 äëÿ ëþáîãî p ∈ (1,∞). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû
îöåíêè âèäà

∥T (t)∥ ⩽ C exp(βt)∥T0(t)∥,

T0 � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðîì ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì.
×èñëà β è C çàâèñÿò òîëüêî îò ∥P∥L1 è îãðàíè÷åíû íà êàæäîì
øàðå ∥P∥L1 ⩽ R.
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâàõ L1 è L∞ îñòàåòñÿ
ïîêà îòêðûòûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωp(δ; f) èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f ïîðÿäêà p ∈ (1,∞). Îïðåäåëèì êëàññè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà Áåñîâà Bθp,q[0, π], ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèå îöåíêè

∥f∥B = ∥f∥Lp +

(∫ π

0

ωp(δ; f)
q dδ

δ1+qθ

)1/q

<∞.
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×åðåç Bθp,q,U îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà, ó÷èòûâàþùèå êðàåâûå
óñëîâèÿ.
Òåîðåìà 3. Òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïðî-
ñòðàíñòâà (Lp[0, π])

2 íà (Bθp,q,U [0, π])
2 äëÿ ëþáûõ p, q ∈ (1,∞),

θ ∈ [0, 1].
Òåîðåìà 1 è òåîðåìà 2 â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé áûëè
ïîëó÷åíû àâòîðàìè ðàíåå â ðàáîòå [1].
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Êëàññèôèêàöèÿ ôèíàëüíûõ äâèæåíèé çàäà÷è òðåõ òåë Äæ. Øà-
çè èìåëà ñèììåòðèþ â ïðîøëîì è â áóäóùåì. ×èñëåííûå ïðèìå-
ðû, ïîÿâèâøèåñÿ ïîçæå ó ðÿäà àâòîðîâ, óòâåðæäàëè âîçìîæíîñòü
îáìåíà è çàõâàòà â àñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå. Íàêîíåö, Â.Ì.Àëåêñååâ
êà÷åñòâåííûìè ìåòîäàìè äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ïðèâîäÿùåå ê îáìå-
íó äëÿ ñèñòåì êàê ñ ïîëîæèòåëüíîé, òàê è ñ îòðèöàòåëüíîé ïîëíîé
ýíåðãèåé: ãèïåðáîëî�ýëëèïòè÷åñêèå äâèæåíèÿ èìåþò ðàçíûå òåëà,
óäàëÿþùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü â ïðîøëîì è â áóäóùåì. Âïåðâûå ê
ïðîáëåìå ôèíàëüíûõ äâèæåíèé Â.Ì.Àëåêñååâ îáðàòèëñÿ â 1954 ã.,
êîãäà Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë åìó â êà÷åñòâå
òåìû êóðñîâîé ðàáîòû ðàññìîòðåòü âîïðîñ îá îáìåíå â çàäà÷å òðåõ
òåë. Î íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè îáìåíà â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ãîâî-
ðèòü îòäåëüíî â êîíêðåòíûõ ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ.

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à òðåõ òåë,
èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è ïî-
ëó÷åíû óñëîâèÿ ôèíàëüíîé ãèïåðáîëî�ýëëèïòè÷íîñòè äâèæåíèÿ. Ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â ôîðìå Ãàìèëüòîíà äëÿ
ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ � ãëàäêîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè, è â ôîðìå ßêîáè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ, äîêà-
çàíî ñóùåñòâîâàíèå äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì òî÷êè ñèñòåìû èç ëþáî-
ãî çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïåðåéäóò ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
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âûáîðå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè â ëþáîå çàäàííîå êîíå÷íîå ïîëîæåíèå.
Äëÿ ôèíàëüíîé ãèïåðáîëî�ýëëèïòè÷íîñòè â çàäà÷å òðåõ òåë ïîëó-
÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ôèíàëüíîé êîíôèãóðàöèè
� åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè àáñîëþòíûå âåëè÷èíû èçìåíå-
íèÿ îñêóëèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ îðáèòû íàèìåíüøåãî òåëà, êîòîðîå
èçíà÷àëüíî äâèãàëîñü ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå âîêðóã ïåðâîãî òåëà,
óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì óñëîâèÿì, òî îíî îñòàíåòñÿ íà ýëëèï-
òè÷åñêîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî âòîðîãî òåëà. Ïðè ýòîì ïåðâîå òåëî
óäàëÿåòñÿ îò âòîðîãî ïî ãèïåðáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü çàõâàòà è äàëü-
íåéøåãî äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ â îêîëîïëàíåòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, à òàêæå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîðìèðî-
âàíèÿ íåïðàâèëüíûõ (òèïà Ôîáîñà) ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

Ëèòåðàòóðà
1. Àëåêñååâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå /

Â.Ì. Àëåêñååâ. � Èæåâñê. // Èæåâñêàÿ ðåñïóáëèêàíñêàÿ òè-
ïîãðàôèÿ. � 1999. � 160 ñ.

2. Ìàðøàë Ê. Çàäà÷à òðåõ òåë / Ê. Ìàðøàë. � Ìîñêâà�
Èæåâñê. // Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé. � 2004. � 640 ñ.

ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÛ ÑÔÅÐÛ ÝÍÃÅËß È ÊÀÐÒÀÍÀ1

Þ.Ë. Ñà÷êîâ
(Ïåðåñëàâëü�Çàëåññêèé, ÈÏÑ èì. À.Ê.Àéëàìàçÿíà ÐÀÍ)

yusachkov@gmail.com

Îïèñàíà ñòðóêòóðà ïåðåñå÷åíèÿ ñóáðèìàíîâûõ ñôåð íà ãðóïïå
Ýíãåëÿ è íà ãðóïïå Êàðòàíà ñ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì îñíîâ-
íûõ ñèììåòðèé êîðàçìåðíîñòè 2.

Àëãåáðà Êàðòàíà � ýòî ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà g ñ 2�
ìÿ îáðàçóþùèìè ãëóáèíû 3. Â íåé ñóùåñòâóåò áàçèñ X1, . . . , X5, â
êîòîðîì íåíóëåâûå ñêîáêè èìåþò âèä

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5.

Àëãåáðà Êàðòàíà èìååò ãðàäóèðîâêó

g = g(1) ⊕ g(2) ⊕ g(3),

g(1) = span(X1, X2), g(2) = RX3, g(3) = span(X4, X5),

[g(1), g(i)] = g(i+1), g(4) = {0},
1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà

� 22�11�00140, https://rscf.ru/project/22-11-00140/.
© Ñà÷êîâ Þ.Ë., 2023
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ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Êàðíî. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíàÿ îä-
íîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Êàðòàíà.

Íà ïðîñòðàíñòâå R5
x,y,z,v,w ìîæíî ââåñòè çàêîí óìíîæåíèÿ, ïðå-

âðàùàþùèé ýòî ïðîñòðàíñòâî â ãðóïïó Êàðòàíà: G ∼= R5
x,y,z,v,w, òàê,

÷òîáû ëåâîèíâàðèàíòíûå ïîëÿ, ïîðîæäàþùèå àëãåáðó Êàðòàíà, èìå-
ëè âèä

X1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
− x2 + y2

2

∂

∂w
, X2 =

∂

∂y
+
x

2

∂

∂z
+
x2 + y2

2

∂

∂v
.

Êðàò÷àéøèå äëÿ ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ñ îðòîíîðìèðîâàííûì
ðåïåðîì (X1, X2) ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), q = (x, y, z, v, w) ∈ G = R5,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt→ min .

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ýòîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ëåâûõ ñäâèãîâ íà
ãðóïïå G ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q0 = Id = (0, . . . , 0).

Äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàíåå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

� Àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè (ñîîòâåòñòâóþùèå àíîðìàëüíîìó
ñëó÷àþ ν = 0 ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà):

� îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû e±t(u1X1+u2X2), ui ≡
const,

� ïðîåöèðóþòñÿ íà ïëîñêîñòü (x, y) â ïðÿìûå,

� ïîýòîìó îïòèìàëüíû,

� íåñòðîãî àíîðìàëüíû, òî åñòü îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ
íîðìàëüíûìè.

� Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(λ) =
(⟨λ,X1⟩2 + ⟨λ,X2⟩2)/2:

θ̇ = c, ċ = −α sin(θ + β), α̇ = β̇ = 0, (1)

q̇ = cos θX1 + sin θX2.

� Â ôàçîâîì öèëèíäðå óðàâíåíèÿ ìàÿòíèêà (1) ââåäåíû êîîðäè-
íàòû (φ, k), â êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå âûïðÿìëÿåòñÿ:

φ̇ =
√
α, k̇ = 0.

359



� Ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ýêñïîíåíöèàëüíûì
îòîáðàæåíèåì:

Exp : C × R+ → G, Exp(λ, t) = π ◦ etH⃗(λ) = q(t),

C = g∗ ∩H−1(1/2).

� Îïèñàíà ãðóïïà ñèììåòðèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Sym = SO(2)× Z2 × Z2,

SO(2) = {etX0 | t ∈ R}, X0 = −y ∂
∂ x

+ x
∂

∂ y
− w ∂

∂ v
+ v

∂

∂ w
,

Z2 × Z2 = {εi | i = 1, . . . , 4},

äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà Z2 × Z2 ïîðîæäåíà îòðàæåíèÿìè ε1, ε2

ìàÿòíèêà â îñÿõ θ, c:

ε1 : (x, y, z, v, w) 7→ (x, y,−z, v − xz,w − yz),
ε2 : (x, y, z, v, w) 7→ (x,−y, z,−v + xz,w − yz).

� ßâíî îïèñàíî âðåìÿ ðàçðåçà tcut : C → (0,+∞].

Ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå (ìåòðèêà Êàðíî�Êàðàòåîäîðè) åñòü

d(q0, q1) = inf

{∫ t1

0

√
u21 + u22 dt |

óïðàâëåíèå (u1, u2)(t) ïåðåâîäèò q0 â q1

}
.

Ñóáðèìàíîâà ñôåðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì q0 åñòü

SR(q0) = {q ∈ G | d(q0, q) = R}.

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìåòðèêè îòíîñèòåëüíî ëåâûõ ñäâèãîâ íà
ãðóïïå Êàðòàíà Lq : q′ 7→ qq′,

d(qq0, qq1) = d(q0, q1),

Lq(SR(q0)) = SR(qq0).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðóïïà Êàðòàíà åñòü ãðóïïà Êàðíî, ëåâîèíâàðèàíò-
íàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà ñîãëàñîâàíà ñ äèëàòàöèÿìè:

δβ : (x, y, z, v, w) 7→ (βx, βy, β2z, β3v, β3w), β > 0,

d(Id, δβ(q)) = βd(Id, q),

δβ(SR(Id)) = SβR(Id).
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Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü åäèíè÷íóþ ñôåðó

S = S1(Id) = {q ∈ G | d(q, Id) = 1}.

Åäèíè÷íàÿ ñôåðà S ïàðàìåòðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðà-
æåíèåì:

S = {Exp(λ, 1) | λ ∈ C, tcut(λ) ⩾ 1}.

Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà è ñôåðà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû ñèììåòðèé Sym = SO(2)× Z2 × Z2:

g(S) = S, g ∈ Sym.

Â äîêëàäå áóäåò îïèñàíî ñå÷åíèå ñôåðû òðåõìåðíûì èíâàðèàíò-
íûì ìíîãîîáðàçèåì îñíîâíûõ ñèììåòðèé ε1, ε2:

S̃ = {q ∈ S | ε1(q) = ε2(q) = q} = S ∩ {z = V = 0},
V (q) = xv + yw − z(x2 + y2)/2,

à òàêæå åãî ôàêòîð ïî ãðóïïå âðàùåíèé

Ŝ = S̃/SO(2).

Áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

� Îïèñàíèå ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, àíîðìàëüíûõ òî÷åê, è òî÷åê
Ìàêñâåëëà íà Ŝ,

� Êðàòíîñòü òî÷åê ôàêòîðà Ŝ,

� Ðåãóëÿðíîñòü Ŝ è S̃,

� Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôàêòîðà Ŝ,

� Ïðèíàäëåæíîñòü ôàêòîðà Ŝ exp�log êàòåãîðèè,

� Ñòðàòèôèêàöèÿ Óèòíè ôàêòîðà Ŝ.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áóäóò ïðåäñòàâëåíû äëÿ ñóáðèìàíîâîé
ñôåðû íà ãðóïïå Ýíãåëÿ (4�ìåðíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå Ëè).

Ëèòåðàòóðà
1. Agrachev A. A Comprehensive Introduction to sub�Riemannian

Geometry from Hamiltonian viewpoint / A. Agrachev, D. Barilari,
U. Boscain. // Cambridge Univ. Press, 2019. � 745 ñ.
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2. Àãðà÷åâ À.À. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ /
À.À. Àãðà÷åâ, Þ.Ë. Ñà÷êîâ. // Ì. : Ôèçìàòëèò. � 2005. �
391 ñ.

3. Ñà÷êîâ Þ.Ë. Ëåâîèíâàðèàíòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ íà ãðóïïàõ Ëè, èíòåãðèðóåìûå â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ /
Þ.Ë. Ñà÷êîâ // Óñïåõè ìàò. íàóê. � 2023. � Ò. 78(469), � 1. �
Ñ. 67�166.

ÀÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ
Â ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÎÉ (2, 3, 5, 8, 14)�ÇÀÄÀ×Å1

Å.Ô. Ñà÷êîâà, Þ.Ë. Ñà÷êîâ
(Ïåðåñëàâëü�Çàëåññêèé, ÈÏÑ èì. À.Ê.Àéëàìàçÿíà ÐÀÍ)

efsachkova@mail.ru, yusachkov@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà
ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå Ëè ðàíãà 2, ãëóáèíû 5. Äëÿ ýòîé
ñòðóêòóðû èññëåäóþòñÿ àíîðìàëüíûå òðàåêòîðèè.

Ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M åñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå D ⊂ TM , ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Âàæ-
íåéøèì èíâàðèàíòîì ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ åå ãëóáè-
íà � ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ñêîáêè Ëè, íåîáõîäèìûé äëÿ ïîðîæäå-
íèÿ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé èç îðòî-
íîðìèðîâàííîãî ðåïåðà ñòðóêòóðû. Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû ãëóáè-
íû 1 ðèìàíîâû. Èìååòñÿ äîâîëüíî äåòàëüíàÿ òåîðèÿ ñóáðèìàíîâûõ
ñòðóêòóð ãëóáèíû 2, à òàêæå íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ãëóáèíû
3, 4. Ñëó÷àé ñëåäóþùåé ãëóáèíû 5 ïðàêòè÷åñêè íå èññëåäîâàí, â
äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà
ýòîé ãëóáèíû.

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ íèëüïîòåíòíóþ àëãåáðó Ëè ðàíãà 2, ãëó-
áèíû 5:

g = span(X1, . . . , X14),

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5, [X1, X4] = X6,

[X2, X4] = [X1, X5] = X7, [X2, X5] = X8,

[X1, X6] = X9, [X2, X6] = X10, [X2, X7] = X11, [X2, X8] = X12,

[X3, X4] = X13 −X10, [X3, X5] = X14 −X11, [X1, X7] = X13,

[X1, X8] = X14.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 22�11�00140, https://rscf.ru/project/22-11-00140/.
© Ñà÷êîâà Å.Ô., Ñà÷êîâ Þ.Ë., 2023
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Íà ïðîñòðàíñòâå R14 ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè G, äëÿ
êîòîðîé ïîëÿ X1, . . . , X14 ñëóæàò ëåâîèíâàðèàíòíûì ðåïåðîì.

Êðàò÷àéøèå ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ðå-
ïåðîì (X1, X2) ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ẋ = u1X1(x) + u2X2(x), x ∈ G, u = (u1, u2) ∈ R2,

x(0) = x0 = Id = (0, . . . , 0), x(t1) = x1,

J =
1

2

∫ t1

0

(u21 + u22) dt→ min .

Íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïîëó÷åíî îïèñàíèå
àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Îáîçíà÷èì ðàñïðåäåëåíèå D = span(X1, X2) è åãî ñòåïåíè:

D2 = D + [D,D] = span(X1, . . . , X3),

D3 = D2 + [D,D2] = span(X1, . . . , X5),

D4 = D3 + [D,D3] = span(X1, . . . , X8),

à òàêæå èõ àííóëÿòîðû(
Dk
)⊥

= {λ ∈ T ∗G | ⟨λ,Dk⟩ = 0}, k = 1, . . . , 4.

Èìååòñÿ î÷åâèäíàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ñîäåðæàùåãî àíîðìàëüíûå ýêñ-
òðåìàëè ìíîãîîáðàçèÿ S =

(
D2
)⊥
:

S =
((
D2
)⊥ \ (D3

)⊥) ⊔ ((D3
)⊥ \ (D4

)⊥) ⊔ (D4
)⊥
.

Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè èññëåäóþòñÿ ñîãëàñíî ýòîé ñòðàòèôèêà-
öèè.

Àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü íàçûâàåòñÿ õîðîøåé (nice), åñëè îíà

ïðèíàäëåæèò
(
D2
)⊥\(D3

)⊥
. Â äîêëàäå áóäóò îïèñàíû ñâîéñòâà ýòèõ

ýêñòðåìàëåé (ãëàäêîñòü, îïòèìàëüíîñòü, ãåîìåòðèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû), à òàêæå ïîäìíîæåñòâî â G, çàïîëíåí-
íîå õîðîøèìè àíîðìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè (ñòðàòèôèöèðóåìîñòü,
ðàçìåðíîñòü ñòðàòîâ). Ýòè ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñ äâóìÿ îñíîâíû-
ìè ïðîáëåìàìè ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè: ãëàäêîñòüþ àíîðìàëüíûõ
êðàò÷àéøèõ è ñóáðèìàíîâîé ãèïîòåçîé Ñàðäà.

Ëèòåðàòóðà
1. Agrachev A., A Comprehensive Introduction to sub�Riemannian

Geometry from Hamiltonian viewpoint / A. Agrachev, D. Barilari,
U. Boscain // Cambridge Univ. Press. � 2019. � 745 ñ.
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2. Àãðà÷åâ À.À., Ñà÷êîâ Þ.Ë. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëå-
íèÿ / À.À. Àãðà÷åâ, Þ.Ë. Ñà÷êîâ. // Ì. : Ôèçìàòëèò. � 2005. �
391 ñ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ ÒÎ×ÍÎÃÎ ÇÍÀ×ÅÍÈß
ÀÐÃÓÌÅÍÒÀ ÌÎÄÓËß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÈ

Â ÎÖÅÍÊÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÐßÄÀ ÔÓÐÜÅ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ò.Þ. Ñåìåíîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
station@list.ru

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C2π íåïðåðûâíûõ íà R äåéñòâèòåëü-
íîçíà÷íûõ 2π�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ∥f∥ = max

−π⩽x⩽π
|f(x)|.

Ïóñòü ω(f, γ) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f , à Sn(f, x) � n�ÿ
÷àñòè÷íàÿ ñóììà åå ðÿäà Ôóðüå. Dn(t) =

sin(n+0.5)t
2 sin(t/2) � ÿäðî Äèðèõëå,

Ln = 1
π

π∫
−π
|Dn(t)|dt � êîíñòàíòà Ëåáåãà.

Ìíîãèå àâòîðû ([1]�[3]) óñòàíàâëèâàëè îöåíêè âèäà

∥f(x)− Sn(f, x)∥ ⩽ Kn ω(f, γn), ∀f ∈ C2π,

ãäå γn > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àðãóìåíòîâ ìîäóëÿ
íåïðåðûâíîñòè, à âåëè÷èíà Kn = Kn(γn). Áîëåå îáùàÿ çàäà÷à áûëà
îòìå÷åíà â [4]. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè õàðàêòåðèñòèê

K∗
n(γ) = sup

∥f(x)− Sn(f, x)∥
ω(f, γ)

,

ãäå sup áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó f ∈ C2π, f ̸= const. Èçâåñòíî ([5], [6]),
÷òî K∗

n(γ) ⩾ (Ln + 1)/2 äëÿ ëþáîãî γ > 0. Ïîëîæèì

γ∗n = inf
{
γ > 0, K∗

n(γ) =
Ln + 1

2

}
.

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî

∥f(x)− Sn(f, x)∥ ⩽
Ln + 1

2
ω
(
f,

2π

3(n+ 0.5)

)
, ∀f ∈ C2π, (1)

ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

2π

3(n+ 0.5)
− π2

4(n+ 0.5)3
⩽ γ∗n ⩽

2π

3(n+ 0.5)
, ∀n ∈ N. (2)
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå àðãóìåíòà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè â
îöåíêå (1) òàêîâî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n åãî íåëüçÿ ñóùå-
ñòâåííî óìåíüøèòü. Â òî æå âðåìÿ èç (2) èìååì íåðàâåíñòâà

0.665181... ⩽ γ∗1 ⩽ 1.396263...,
0.679844... ⩽ γ∗2 ⩽ 0.837758...,
0.540849... ⩽ γ∗3 ⩽ 0.598398...

Ïîýòîìó ïðè êîíêðåòíûõ íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n äëÿ óëó÷øåíèÿ
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå åñòü ñìûñë íàéòè òî÷íîå
çíà÷åíèå γ∗n è çàìåíèòü èì àðãóìåíò ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè â (1).

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ γ∗n, à òàê-
æå ïîëó÷åíû γ∗1 , γ

∗
2 , γ

∗
3 . Çàìåòèì, ÷òî çàìåíèòü àðãóìåíò

2π
3(n+0.5) â

ìîäóëå íåïðåðûâíîñòè íà âåëè÷èíó γ∗n ìîæíî òàêæå â îöåíêå íîðìû
îñòàòêà ðÿäà Ôóðüå

∥f(x)− Sn(f, x)∥ <
( 2

π2
ln

V (f)

ω
(
f, 2π

3(n+0.5)

) + 1.303
)
ω
(
f,

2π

3(n+ 0.5)

)
,

äîêàçàííîé â ðàáîòå [7] äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè f
èç C2π, èìåþùåé îãðàíè÷åííóþ íà îòðåçêå [−π, π] âàðèàöèþ V (f).
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Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî íåñòàöèîíàðíî-
ãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì ïðåäëîæåíà
ýôôåêòèâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêöèîí-
íîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Ðàíåå [1] ïîêàçàíû íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè è ïîëó÷åíà ïîðÿäêîâàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåâÿçêè, ñî-
îòâåòñòâóþùåé ïðèáëèæåííîìó óðàâíåíèþ äèôôóçèè. Íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà ïðîäîëæàåò òàêèå èññëåäîâàíèÿ. Ðàññìîòðåíèå ïðîâåäåíî äëÿ
íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, îïèñûâàþùåãî çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè êîíöåíòðàöèè íåðàâíîâåñíûõ íåîñíîâíûõ íîñèòåëåé çà-
ðÿäà (ÍÍÇ), ãåíåðèðîâàííûõ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì â îäíîðîäíîì
ïîëóïðîâîäíèêå, ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ âíåøíåãî èñòî÷íè-
êà [2]:

∂c (x, y, t)

∂t
= D∆c (x, y, t)− c (x, y, t)

τ(t)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

c(x, y, 0) = n(x, y), c(±∞, y, t) = 0, c(x,±∞, t) = 0, c(x, y,+∞) = 0,

−∞ < x <∞, −∞ < y <∞, 0 ⩽ t <∞.
1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷-

íîãî ôîíäà è Ïðàâèòåëüñòâà Êàëóæñêîé îáëàñòè � 23�21�10069,
https://rscf.ru/project/23�21�10069/.
© Ñåðåãèíà Å.Â., Ñòåïîâè÷ M.À., Ôèëèïïîâ Ì.Í., 2023
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Çäåñü c(x, y, t) � çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ÍÍÇ îò âðåìåíè,
n(x, y) � êîíöåíòðàöèÿ ÍÍÇ â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, äî âûêëþ÷åíèÿ
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ∆ = ∂2

/
∂x2+∂2

/
∂y2 � äâóìåðíûé îïåðàòîð

Ëàïëàñà, D = const � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè è τ = τ(t) � çàâèñè-
ìîñòü âðåìåíè æèçíè ÍÍÇ îò âðåìåíè ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ âíåøíåãî
èñòî÷íèêà ÍÍÇ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äâà ìåõàíèçìà ðåêîìáèíàöèè íåðàâíîâåñíûõ
ÍÍÇ ïðè âûêëþ÷åíèè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü
÷èñëà íåðàâíîâåñíûõ ÍÍÇ îò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ýêñïîíåí-
òàìè [2].

Ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà ïî ìîäè-
ôèöèðîâàííûì ôóíêöèÿì Ëàãåððà ñ ïàðàìåòðîì, óñêîðÿþùåì ñõî-
äèìîñòü ðÿäà.
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Åñëè â íåêîòîðîé ïëàíåòíîé èëè ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå îòíîøåíèå
ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ äâóõ òåë âîêðóã îñíîâíîãî òåëà (çâåçäû èëè
ïëàíåòû) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî îòíîøåíèþ äâóõ ìàëûõ öåëûõ ÷è-
ñåë, òî òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ýòè òåëà íàõîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå ñðåäíèõ
äâèæåíèé (ÐÑÄ). Ïðè ðåçîíàíñå ñðåäíèõ äâèæåíèé âëèÿíèå âçàèì-
íûõ âîçìóùåíèé óñèëèâàåòñÿ. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ ýòî äåëàåò ñèñòåìó
íåóñòîé÷èâîé, â äðóãèõ, íàîáîðîò, óñèëèâàåò óñòîé÷èâîñòü (â ÷àñò-
íîñòè, ïðåäîòâðàùàåò òåñíûå ñáëèæåíèÿ). Îñîáóþ ñëîæíîñòü ïðè
èññëåäîâàíèè ÐÑÄ ïðåäñòàâëÿþò ñèòóàöèè íååäèíñòâåííîñòè ðåçî-
íàíñíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûäåëèòü
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îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çàäà÷è, â êîòîðîé ìîãóò ñîñóùåñòâî-
âàòü ðàçíûå ðåçîíàíñíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ, ñðàâíèòü âåðîÿòíîñòè
çàõâàòà â ýòè ðåæèìû è óñòàíîâèòü, âîçìîæíû ëè â ðåçóëüòàòå ýâî-
ëþöèè äâèæåíèÿ ïåðåõîäû èç îäíîãî ðåæèìà â äðóãîé.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñîâðåìåííûå àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâà-
íèÿ ðåçîíàíñîâ ñðåäíèõ äâèæåíèé (ÐÑÄ) â ðàìêàõ îãðàíè÷åííîé
èëè íåîãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë îïèðàþòñÿ íà ðàçëè÷íûå ìîäè-
ôèêàöèè ¾âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìîäåëè ðåçîíàíñà¿ [1]. Äàííàÿ
ìîäåëü ïðèìåíèìà òîãäà, êîãäà ýêñöåíòðèñèòåòû è íàêëîíåíèÿ îðáèò
òåë, äâèæóùèõñÿ â ðåçîíàíñå, äîñòàòî÷íî ìàëû � ïîðÿäêà íåêîòî-
ðîé ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå
ìàññû ýòèõ òåë ê ìàññå öåíòðàëüíîãî òåëà.

Äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ÐÑÄ áûë ïðåäëîæåí â 1985 ã. àìå-
ðèêàíñêèì ñïåöèàëèñòîì ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå Äæ. Óèçäîìîì [2].
Îïèñàíèå ÐÑÄ â ïîäõîäå Óèçäîìà ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî òîé êàð-
òèíå ðåçîíàíñíûõ ýôôåêòîâ, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ â ðóêîâîäñòâàõ ïî
ñîâðåìåííîé òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ïîä-
õîä Óèçäîìà ïðåäïîëàãàåò äâóêðàòíîå îñðåäíåíèå (ïî îðáèòàëüíîìó
äâèæåíèþ è ïî êîëåáàíèÿì/¾âðàùåíèÿì¿ âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåí-
íîé � ðåçîíàíñíîé ôàçû) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ñèñòåìû íà äëèòåëüíûõ âðåìåííûõ èíòåð-
âàëàõ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîäõîä Óèçäîìà ïðèìåíèì â ìàëîèññëå-
äîâàííîì ñëó÷àå ðåçîíàíñíûõ äâèæåíèé ñ áîëüøèìè íàêëîíåíèÿìè
è ýêñöåíòðèñèòåòàìè. Êðîìå òîãî, ïîäõîä Óèçäîìà ïîçâîëÿåò ó÷åñòü
ðÿä ìåõàíèçìîâ õàîòèçàöèè äâèæåíèÿ â çàäà÷å òðåõ òåë.

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïîäõî-
äà Óèçäîìà äëÿ èçó÷åíèÿ âåêîâûõ ýôôåêòîâ ïðè ÐÑÄ 1:1 â ðàì-
êàõ îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë. Â [4] áûëè óñòàíîâëåíû óñëî-
âèÿ ôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ êâàçèñïóòíèêîâûõ ðåæèìîâ äâè-
æåíèÿ íåáåñíûõ òåë. Â [5] ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà Óèçäîìà èññëåäîâàíà
âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ó àñòåðîèäîâ�¾òðîÿíöåâ¿ äâèæåíèÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè ëèáðàöèè L4 â äâèæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè
ëèáðàöèè L5 (è íàîáîðîò). Â [6] ðàññìàòðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà
ïëàíåòà è àñòåðîèä äâèæóòñÿ ïî áëèçêèì îðáèòàì, íî â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì íàïðàâëåíèè. Êðàòêèé îáçîð ýòèõ èññëåäîâàíèé ïîñëóæèò
óáåäèòåëüíîé äåìîíñòðàöèåé ýôôåêòèâíîñòè ïîäõîäà Óèçäîìà.
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Î ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÕ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈßÕ
ÎÑÎÁÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ ÃÈËÜÁÅÐÒÀ

ÏÎ ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÎÉ ÎÑÈ
Þ.Ñ. Ñîëèåâ (Ìîñêâà, ÌÀÄÈ)

su1951@mail.ru

Ðàññìîòðèì îñîáûé èíòåãðàë

As+1f = As+1(f ;x) =
1

π

+∞∫
−∞

f(t)

(t− x)s+1
dt, s = 0, 1, 2, ..., (1)

ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè (s = 0) èëè â
ñìûñëå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó (s > 0), ãäå f(x)� ïëîòíîñòü
èíòåãðàëà, îãðàíè÷åííàÿ íà âåùåñòâåííîé îñè R ôóíêöèÿ.

Ïóñòü Lp(R) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà R ôóíêöèé f ñ
íîðìîé ∥f∥p = ∥f∥Lp

<∞, ãäå

∥f∥p =


(

+∞∫
−∞
|f(t)|p dt

) 1
p

, 1 ⩽ p <∞; sup
t∈R
|f(t)| , p =∞

 ,

ωk(f, t)p = ωk(f, t)Lp
� ìîäóëü ãëàäêîñòè k�ãî ïîðÿäêà f â Lp(R),

Lrp(R) � ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f ∈ Lp(R), äëÿ êîòîðûõ ïðîèç-
âîäíàÿ f (r−1) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà R è

∥∥f (r)∥∥
p
=
∥∥f (r)∥∥

Lp
<∞,
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Bp,σ � ìíîæåñòâî öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ⩽ σ < π
h ,

ïðèíàäëåæàùèõ Lp(R).
Ââåäåì èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð (ñð. ñ [1])

LNf = LN (f ;x) =

N∑
k=−N

f(kh)sinc
π

h
(x− kh), sincx =

sin x

x
, h > 0.

(2)
Àïïðîêñèìèðóÿ ïëîòíîñòü èíòåãðàëà (1) âûðàæåíèåì (2), ïîëó-

÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (ñð. ñ [2])

As+1f = As+1(LN ;x) +RNsf =
(π
h

)s N∑
k=−N

f(kh)

s∑
j=0

(−1)s+j

j!
×

×(
cos
(
πx
h − kπ + jπ

2

)
(πxh − kπ)s−j+1

+

s−j+1∑
v=1

sin (s−v)π
2

(s− j + 1− v)!(πxh − kπ)v
)+RNsf, (3)

ãäå RNsf = RNs(f ;x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ Lrp(R), r = 0, 1, ..., 1 < p < ∞, σ > 1.

Òîãäà

∥RNsf∥p ⩽ Cr,p,sN
−r+sωk(f

(r),
1

N
)p,

ãäå Cr,p,s � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r, p è s.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû ωk(f, δ)p = 0(δα), 0 <

α < 1. Òîãäà

∥RNsf∥p = O(N−r−α+s), r + α− s > 0.

Ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [3], [4] äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ Lr∞(R), r = 1, 2, ..., σ > 1, ωk(f, δ)p =

0(δα), 0 < α < 1. Òîãäà

∥RNsf∥∞ = ∥RNsf∥C = O

(
ln N

Nr+α−s

)
, r + α− s > 0. (4)

×åðåç Hα(R) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f(x), x ∈ R, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ¾ãëîáàëüíîìó¿ óñëîâèþ Ãåëüäåðà [5]

|f(x1)− f(x2)| ⩽ A
|x1 − x2|α

(1 + |x1|)α(1 + |x2|)α
, x1, x2 ∈ R.

Äàëåå, ïîëîæèì Hr+α(R) = {f : f (r)(x) ∈ Hα(R)}.
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Òåîðåìà 3. Åñëè f(x) ∈ Hr+α(R), r = 0, 1, ..., 0 < α < 1, òî äëÿ
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(4).
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ÎÑÖÈËËÈÐÓÞÙÈÌÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÌÈ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñèëüíî íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè ñ îñöèëëèðóþùèìè âîç-
ìóùåíèÿìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âîçìóùåíèé çàòó-
õàåò ñòåïåííûì îáðàçîì ñî âðåìåíåì, à ÷àñòîòà ïîëèíîìèàëüíî ðàñ-
òåò. Îáñóæäàåòñÿ äèíàìèêà âîçìóù¼ííîé àñèìïòîòè÷åñêè àâòîíîì-
íîé ñèñòåìû âäàëè îò ðàâíîâåñèÿ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â çàâèñèìîñòè
îò ñòðóêòóðû è ïàðàìåòðîâ âîçìóùåíèé ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â
îäíîì èç äâóõ ðåæèìîâ: â ðåæèìå ñèíõðîíèçàöèè èëè â ðåæèìå ôà-
çîâîãî äðåéôà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ðåçî-
íàíñíûå ðåøåíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùåé ýíåðãèåé, ó êîòîðûõ ôà-
çà ïîäñòðàèâàåòñÿ ïîä ôàçó âîçìóùåíèÿ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü
è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òàêèõ ðåøåíèé íà äàëåêèõ âðåìåíàõ ñ
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ïîìîùüþ êîìáèíàöèè òåõíèêè óñðåäíåíèÿ è ìåòîäà ôóíêöèè Ëÿïó-
íîâà. Ïðåäëîæåííàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåçîíàíñíûõ
ðåæèìîâ îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà ñ çàòóõàþùèìè ÷èðïèðîâàííûìè
âîçìóùåíèÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü
ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ çàòóõàþùèõ ñî âðåìåíåì âîçìóùåíèé
äëÿ óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ëèòåðàòóðà
1. Sultanov O.A. Resonances in asymptotically autonomous systems

with a decaying chirped�frequency excitation / O.A. Sultanov //
Discrete and Continuous Dynamical Systems Series B. � 2023. � V. 28,
� 3. � P. 1719�1749.

ÂÎÏÐÎÑÛ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÈ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ
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Â ðàáîòàõ [1, 2] È.Í. Ñåðãååâà íà ïîëóïðÿìîé ââîäèëèñü è èññëå-
äîâàëèñü ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ëÿïóíîâñêîãî òèïà íåíóëåâûõ
ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðõíèå è íèæíèå ñèëüíûå è
ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé. Ðàíåå
ñèëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íàçûâàëèñü ïîëíûìè ÷àñòîòàìè,
à ñëàáûå ïîêàçàòåëè � âåêòîðíûìè ÷àñòîòàìè.

Äëÿ çàäàííîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåçMn ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0, +∞),

ñ íåïðåðûâíûìè îïåðàòîð�ôóíêöèÿìè A : R+ → EndRn (êàæäóþ
èç êîòîðûõ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìîé).

Ñïåêòðîì êàêîãî�ëèáî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè íàçîâåì ìíîæå-
ñòâî åãî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìû. Òî÷íóþ íèæíþþ è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíè ñïåêòðà
êàêîãî�ëèáî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè áóäåì íàçûâàòü êðàéíèìè ïî-
êàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû è ðàññìàòðè-
âàòü èõ êàê ôóíêöèîíàëû íà ìíîæåñòâå Mn ñ åñòåñòâåííûìè äëÿ
ôóíêöèè ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè è ðàâíîìåðíîé íà R+ òîïîëîãèåé,
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çàäàâàåìîé ìåòðèêîé

ρ(A,B) = sup
t∈R+

min{|A(t)−B(t)|, 1}, A,B ∈Mn.

Ïîäñ÷åò ïîñëåäíèõ ïðîèñõîäèò ïóòåì óñðåäíåíèÿ ÷èñëà íóëåé (èëè
êîðíåé, èëè ãèïåðêîðíåé) ïðîåêöèè ðåøåíèÿ x äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìû íà êàêóþ�ëèáî ïðÿìóþ, ïðè÷åì ýòà ïðÿìàÿ âûáèðàåòñÿ òàê,
÷òîáû ïîëó÷åííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå îêàçàëîñü ìèíèìàëüíûì: åñëè
óêàçàííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåä óñðåäíåíèåì, òî ïîëó-
÷àþòñÿ ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, à åñëè ïîñëå, òî � ñèëüíûå
ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè. Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ðåøåíèÿ y ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n�ãî ïîðÿäêà îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä ê âåêòîð�ôóíêöèè x = (y, ẏ, . . . , y(n−1)).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1, 3, 4] âûòåêàåò, ÷òî ñóæåíèå ëþáîé èç
êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Cn ⊂ Mn àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì åñòü íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Êðîìå òîãî, íåïðåðûâíîñòü êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
íàáëþäàåòñÿ è íà òîïîëîãè÷åêîì ïîäïðîñòðàíñòâå E2 ⊂M2 äâóìåð-
íûõ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì. [1]).

Â ðàáîòå [5] íà ìíîæåñòâå M2 áûëè íàéäåíû íå òîëüêî òî÷êè
ðàçðûâà, íî è òî÷êè íåèíâàðèàíòíîñòè êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè ãèïåðêîðíåé îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, èñ÷åçàþùèõ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïåðåíåñòè íå òîëü-
êî íà îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, íî è îáîáùèòü íà n�ûé
ñëó÷àé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî n ⩾ 2 â ïðîñòðàíñòâåMn ñóùåñòâóåò
òî÷êà, â êîòîðîé íè îäèí èç êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ íè íåïðåðûâíûì, íè ïî-
ëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó, íè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, íè äàæå èíâà-
ðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ B ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥f(x, y)∥B = sup
x,y∈R

|f(x, y)|,

äëÿ êîòîðîé ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x, y) ∼
∞∑

k=−∞

∞∑
l=−∞

Ak,le
i(λkx+λly),

Ak,l = lim
T→∞

1

4T 2

∫ T

−T

∫ T

−T
f(x)e−i(λkx+λly)dxdy,

ãäå {λk}, {λl} � ïîêàçàòåëè Ôóðüå, êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííóþ
ïðåäåëüíóþ òî÷êó â íóëå, òî åñòü (ñì. íàïð. [2�4] )

λk > 0(k > 0), λ−k = −λk, |λk+1 < λk|(k = 1, 2, ..), lim
k→∞

|λk| = 0,

µl > 0(l > 0), µ−l = −µl, |µl+1| < |µl|(l = 1, 2, ...), lim
l→∞

|µl| = 0.

Ïðèâîäèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=−∞

∞∑
l=−∞

| Ak,l |β | kl |γ (γ > 0, 0 < β < q). (1)
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Äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ∈ B ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå

F (x, y) = θ1θ2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(θ1t1+θ2t2)f(x− t1, y − t2)dt1dt2

Ïî òåîðåìå î íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå [1, ñ. 29] äëÿ ðàâíîìåð-
íûõ ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, F (x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-
íîé ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêîé. Ïðè θ > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷è-
íó

Ω(f ; θ1, θ2) =

= θ1θ2{Mxy{|
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(θ1t1+θ2t2)f(x− t1, y − t2)dt1dt2|p}}1/p =

= θ1θ2{ lim
T→∞

1

4T 2

∫ T

−T

∫ T

−T
|
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(θ1t1+θ2t2)×

× f(x− t1, y − t2)dt1dt2|pdxdy}1/p.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëîãèìè íåêîòîðûõ ðåçóëü-
òàòîâ ðàáîò [2,3] äëÿ êëàññà ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ â ñìûñëå Áîðà
ôóíêöèé.

Òåîðåìà Åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ∈ B, ñïåêòð êîòîðîé óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1), ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
ν=0

∞∑
µ=0

2(ν−1)(γ+ q−β
q )2(µ−1)(γ+ q−β

q )Ωβ(f ;λ2ν , µ2ν ),

ãäå 1 < p ⩽ 2, 1p +
1
q = 1, 0 < β < q, γ > 0, òîãäà ðÿä (1) ñõîäèòñÿ.

Äëÿ ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ B ïðè íåêîòîðîãî ÷èñëà α (0 < α ⩽ 1)
èìååò ìåñòî

|
∫ u

0

f(x− t, y)dt| ⩽ C|u|1−α,
∫ u

0

f(x, y − t)dt| ⩽ C|u|1−α.
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Î ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÉ ÊÐÎÑÑ�ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÅ ÕÈÙÍÈÊ�ÆÅÐÒÂÀ Ñ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉ,

ÇÀÂÈÑßÙÅÉ ÎÒ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ
Æ.Î. Òàõèðîâ (Òàøêåíò, Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÀÍ ÐÓç)

prof.takhirov@yahoo.com

Äèíàìèêà êîíêóðåíöèè ìåæäó õèùíèêîì è æåðòâîé øèðîêî èçó-
÷àëàñü â ïîñëåäíèå ãîäû èç�çà èõ ïîâñåìåñòíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è
âàæíîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è ýêîëîãèè. Ïðè âçàèìîäåé-
ñòâèè õèùíèê�æåðòâà, ïîìèìî ñëó÷àéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ õèùíè-
êà è æåðòâû, õèùíèê èìååò òåíäåíöèþ ïåðåìåùàòüñÿ â ðàéîí ñ áî-
ëåå âûñîêîé ïëîòíîñòüþ ïîïóëÿöèè æåðòâû. Â [1] àâòîðû âïåðâûå
ïðåäëîæèëè ñëåäóþùóþ ìîäåëü ñ îäíèì õèùíèêîì è îäíîé æåðòâîé
, ÷òîáû îáúÿñíèòü, ÷òî ïîèñê íà îãðàíè÷åííîé òåððèòîðèè ñîçäàåò
ñëåäóþùåå ÿâëåíèå ñêîïëåíèÿ õèùíèêîâ

ut = ∇ · (d(w)∇(u)−∇ · (uχ(w)∇w) +G1(u,w),

wt = D∆w +G2(u,w),

ãäå D > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè æåðòâ, d(w) � ôóíê-
öèÿ ïîäâèæíîñòè õèùíèêîâ, χ(w) � êîýôôèöèåíò ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè æåðòâû ê òàêñèñó, à ÷ëåí −∇ · (uχ(w)∇w) îáîçíà÷àåò òåíäåíöèÿ
õèùíèêà äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ ãðàäèåíòà æåðòâû.
Ôóíêöèè G1(u,w) è G2(u,w) îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèÿ õèùíèê�
æåðòâà, âêëþ÷àþùèå êàê âíóòðèâèäîâûå, òàê è ìåæâèäîâûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Ñ òåõ ïîð áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè ðåàêöèè�
äèôôóçèè äëÿ èíòåðïðåòàöèè ôåíîìåíà ¾æåðòâà�òàêñèñ¿ [2]. Îä-
íàêî ìíîãî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ìîäåëåé ¾æåðòâà�
òàêñèñ¿ ñ îäíèì õèùíèêîì è îäíîé æåðòâîé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ
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áîëüøîå âíèìàíèå ïðèâëåêàþò ìîäåëè ñ äâóìÿ õèùíèêàìè è îäíîé
æåðòâîé ñ ¾æåðòâà�òàêñèñ¿ (íàïð.[3�4]).

Â äàííîé çàìåòêå ìû èçó÷àåì êðîññ�äèôôóçèîííóþ ñèñòåìó, ìî-
äåëèðóþùóþ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå äâóõ õèùíèêîâ è îäíîé æåðò-
âû

ut = ∇· (d1(w)∇u)−∇· (uχ1(w)∇w)+ b1ug1(w)−uh1(u), x ∈ Q, t > 0,

vt = ∇ · (d2(v)∇v)−∇ · (vχ2(w)∇w) + b2vg2(w)− vh2(v), x ∈ Q, t > 0,

wt = ∇ · (d3(w)∇w) + f(w)− ug1(w)− vg2(w), x ∈ Q, t > 0,

∂νu = ∂νv = ∂νw = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω,

ãäå Ω ∈ Rn(n ⩾ 1) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂Ω , ∂

∂ν � ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè îò ∂Ω, u, v è w � ïëîò-
íîñòè äâóõ õèùíèêîâ è îäíîé æåðòâû, ñîîòâåòñòâåííî. Êîýôôèöè-
åíòû b1, b2 ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. ×ëåíû ∇c(̇d1(w)∇u) è
∇·(d2(w)∇v) îïèñûâàþò äèôôóçèþ äâóõ õèùíèêîâ ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè di(w)(i = 1, 2) ñîîòâåòñòâåííî, ∇c(̇d3(w)∇w) äèôôóçèþ æåðòâû
ñ êîýôôèöèåíòîì d3(w).
−∇ · (uχ1(w)∇w) è −∇ · (vχ2(w)∇w) ïðåäñòàâëÿþò ìåõàíèç-

ìû æåðòâ òàêñèñà ñ êîýôôèöèåíòàìè χi(w) äëÿ i = 1, 2. Ôóíê-
öèè ug1(w) è vg2(w) ó÷èòûâàþò ìåæâèäîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ,
ôóíêöèè uh1(u), vh2(v) îáîçíà÷àþò âíóòðèâèäîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ.
h1(u), h2(v) � ôóíêöèÿ ñìåðòíîñòè õèùíèêîâ, f(w) � ôóíêöèÿ ðî-
ñòà æåðòâû.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ãëîáàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü êëàññè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Ñóòü ýòîé ñèñòåìû â òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûå
âàðèàöèè ñêîðîñòè õèùíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàäèåíòîì äîáû÷è. Ñó-
ùåñòâîâàíèå â ãëîáàëüíîì ìàñøòàáå è åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêèõ
ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû äîêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì íåïîäâèæíîé òî÷êè
ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê Lp è îöåíîê òèïà Øàóäåðà äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íà îñíîâå óñòàíîâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ãëîáàëü-
íîé îãðàíè÷åííîñòè èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
ðåøåíèé.
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¾ÌÎÆÍÎ ËÈ ÓÑËÛØÀÒÜ ÔÎÐÌÓ ÁÀÐÀÁÀÍÀ¿
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Çàäà÷à:

−∆Un = EnUn, Un |∂Ω= 0, Spec(Ω) = {0 < E1 < E2 ⩽ . . .},

ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáðàòíîé ïîñòàíîâêå: íàéòè íåèçâåñòíóþ îáëàñòü
Ω ïî åå çàäàííîìó ñïåêòðó ëàïëàñèàíà Spec(Ω). Àêóñòè÷åñêèé ñìûñë
ýòîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ìåìáðàíû Ω èñïîëüçîâàë Ì. Êàö (1966)
äëÿ îáðàçíîé ôîðìóëèðîâêè ïîñòàíîâêè (öèòàòà â íàçâàíèè äîêëà-
äà). Íàïðèìåð, êðóãëûå è ïðÿìîóãîëüíûå ¾áàðàáàíû¿ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì ñïåêòðîì. Èçîìåòðè÷íûå îáëàñòè èçîñïåê-
òðàëüíû (ñïåêòðû = êàê ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà), íî îáðàòíîå íåâåð-
íî: íàéäåíî íåìàëî ïðèìåðîâ íåèçîìåòðè÷íîñòè�èçîñïåêòðàëüíîñòè
� ñì. îáçîð Î. Æèðî, Ê. Öàñ, Rev. Modern Physics, 82, 2010 è ðèñ.1.
Íîâûé ¾ìåòîä èçîñïåêòðèè¿ [Òèòàðåíêî Ñ.À., Ïðåïðèíò �2020�04
ÑÏá Ìàòåì. Îáù.] ïîçâîëèë äîêàçàòü:

Åñëè èçîñïåêòðàëüíûå îáëàñòè íåèçîìåòðè÷íû, îíè m�
êëåòî÷íû, m ⩾ 4, è ñâÿçàíû ìíîãîçíà÷íîé èçîìåòðèåé. (1)

Ïðèìåð ðèñ.1 è 2: 7�êëåòî÷íûå Ω è Ω̃ íåèçîìåòðè÷íû, íî ñâÿçàíû
êëåòî÷íîé èçîìåòðèåé T− 7-çíà÷íîé â êëåòêàõ Φ ⊂ Ω è îäíîçíà÷íîé
ïðè ñóæåíèè íà êëåòêè Φ ⊂ Ω̃. Êëåòêà � ñâÿçíàÿ ïîäîáëàñòü Φ ⊂ Ω,
ñïåêòð êîòîðîé Spec(Φ) ⊂ Spec(Ω). Ïîíÿòèå êëåòêè ïðîùå âñåãî äëÿ
1�ìåðíîé çàäà÷è: −U ′′

n = EnUn, Un(0) = Un(π) = 0,Ω = (0, π), ãäå
Un(x) =

√
2/πsinnx è Spec(Ω) = {12, 22, . . .}. Èíòåðâàë Φ = (0, π/m)

åñòü êëåòêà, ò.ê. ñóæåíèÿ {
√

2/πsinmkx}∞k=1 |Φ (m = 3 íà ðèñ.
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3) ðàâíû íóëþ íà êîíöàõ Φ è äàþò ÂÑÅ åãî ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè ⇒ Spec(Φ) = {k2, (2k)2, . . .} ⊂ Spec(Ω). Íå÷åòíîå ïðîäîëæåíèå
ýòèõ ñóæåíèé ÷åðåç ãðàíèöû êëåòîê äàåò èñõîäíûå Umk(x) äëÿ m�
êëåòî÷íîé Ω. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà äëÿ 2�ìåðíûõ îáëàñòåé ðèñ.2:
çäåñü êëåòêè è èõ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îòðàæàþòñÿ îòíîñèòåëüíî
îòðåçêîâ íà ãðàíèöå êëåòîê.

¾Ìåòîä èçîñïåêòðèè¿: 1) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè {Un}∞n=1 åñòü îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω) è îðòîãîíàëüíûé, íî íåíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ âH(Ω) (=ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ èíòåãðèðó-
åìûì êâàäðàòîì ãðàäèåíòà è íóëåì íà ∂Ω) : (Un, Un)H(Ω) = 1 +En.

Äëÿ ëþáûõ îáëàñòåé Ω è Ω̃ ñòàíäàðòíûé èçîìîðôèçì T : L2(Ω) →
L2(Ω̃), ñîïîñòàâëÿÿ îðòîíîðìèðîâàííûå â L2 ñîáñòâåííûå áàçèñû
Ũn = TUn, ñîõðàíÿåò èõ îðòîíîðìèðîâàííîñòü è â ñîáîëåâñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ òîëüêî åñëè: Ũn/
√

1 + Ẽn = TUn/
√
1 + En ⇒

√
1 + Ẽn =

√
1 + En ⇒ Ẽn = En,∀n ⇒ Èçîñïåêòðàëüíîñòü ⇔ äâîéíîìó

èçîìîðôèçìó T : TH(Ω) = H(Ω̃)
∧
TL2(Ω) = L2(Ω̃), ñîõðàíÿþùå-

ìó îáà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ. 2) Ýòîò èçîìîðôèçì èíäóöèðóåò
äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè ω ⊂ Ω ñ ñîáñòâåííûì áàçèñîì {uk(ω)}∞k=1 åå
îòðàæåíèå Tω :=

⋃∞
k=1 int suppTuk(ω) ⊂ Ω̃ ⇒ êðèòåðèé ëîêàëü-

íîé èçîñïåêòðàëüíîñòè:
Spec(ω) = Spec(Tω)⇔ TH(ω) = H(Tω)⇔ TL2(ω) = L2(Tω). (2)

Âîçìîæíû ÒÐÈ ñëó÷àÿ: I. (2) íåâåðíî ∀ω ̸= Ω ⇒ ïðèâîäèòñÿ ê
ñëó÷àþ II ëèáî III ïîäáîðîì ñîãëàñîâàííûõ ñîáñòâåííûõ áàçèñîâ. II.
(2) âåðíî ∀ω ⊂ Ω⇒ Òåîðåìà èçîìåòðèè: Ω è Ω̃ èçîìåòðè÷íû. III.
(2) âåðíî äëÿ íåêîòîðûõ, íî íå âñåõ ω ⊂ Ω⇒ Òåîðåìà êëåòî÷íîñòè:
Ω è Ω̃ ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûìè ñ îäèíàêîâîé êëåòêîé è îòðàæåíèå T
åñòü èõ êëåòî÷íàÿ èçîìåòðèÿ.

Åñëè Ω è Ω̃ íåèçîìåòðè÷íû, II íåâîçìîæíî è èç III ñëåäóåò èõ m�
êëåòî÷íîñòü: m = 1 èñêëþ÷àåòñÿ íåèçîìåòðè÷íîñòüþ, êàê è m = 2 �
îáëàñòè èìåþò îñü ñèììåòðèè ñ îäèíàêîâûìè êëåòêàìè. Äëÿ m = 3
äâà îòðàæåíèÿ êëåòêè äàþò òîëüêî èçîìåòðè÷íûå Ω è Ω̃⇒ (1).

Äëÿ ∀ω ⊂ Ω êëåòî÷íàÿ èçîìåòðèÿ óïðîùàåò ïîñòðîåíèå Tω è
îáðàòíîãî îòðàæåíèÿ T−1Tω, êîòîðûå âñåãäà èçîñïåêòðàëüíû �
ñì. ðèñ.4: ω = ÷åðíûé êðóã âíóòðè êëåòêè è ω = çàøòðèõîâàí-
íûé êðóã íà ãðàíèöå äâóõ êëåòîê. Êîìïîíåíòû íåñâÿçíûõ Tω ⊂ Ω̃
èìåþò ÍÅ ãåîìåòðè÷åñêóþ, à ÔÈÇÈ×ÅÑÊÓÞ ñâÿçíîñòü: ïðîñòðàí-
ñòâà ôóíêöèé íàä íèìè ¾ïåðåïëåòåíû¿ îõâàòûâàþùèì ôèçè÷åñêèì
ïîëåì {Ũn}∞n=1 ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé ñèììåòðè÷íîé
ìàòðèöû. Ïîäîáëàñòè ω : Spec(ω) = Spec(Tω) îáðàçóþò àëãåáðó
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� äëÿ èõ ïåðåñå÷åíèé, äîïîëíåíèé è îáúåäèíåíèé ñîõðàíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî (äðóãèõ!) ñïåêòðîâ, ïîçâîëÿÿ ãåíåðèðîâàòü êîíòèíóóì íî-
âûõ ïðèìåðîâ èçîñïåêòðàëüíûõ�íåèçîìåòðè÷íûõ ïîäîáëàñòåé. Íà-
ïðèìåð, íà ðèñ.4 íàðÿäó ñ ïàðîé èç 7 êðóãîâ ëèáî ïàðîé èç 2 ¾áà-
áî÷åê¿ ñ 3 êðóãîâûìè ñåãìåíòàìè èçîñïåêòðàëüíû è èõ äîïîëíåíèÿ:
ïàðû ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé Ω è Ω̃ ñ 7 ëèáî 5 ¾äûðêàìè¿ ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ¾ÂÅÑÎÂÎÉ¿ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
Ñ.À. Òêà÷åâà, Ã.Á. Ñàâ÷åíêî, È.Ã. Ìàíóêîâñêàÿ

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
svtkach@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñëåäóþùåãî âèäà

Dα,tu−B(−iDx)u = f(t, x), 0 ⩽ t ⩽ T, x ∈ Rm; (1)

Èñêîìàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ u = u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), ..., un(t, x))
óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

B1u(t, x)|t=0 = B2u(t, x)|t=T (2)

Dα,t =
√
α(t) ∂∂t

√
α(t) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñ ¾âå-

ñîâûìè¿ ïðîèçâîäíûìè ïî ïåðåìåííîé ∈ [0, T ], ãäe α(t) äîñòà-
òî÷íî ãëàäêàÿ íà [0, T ] ôóíêöèÿ, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðè
t = +0 : α(+0) = 0, α(t) > 0, ãäå t ∈ [0, T ].

Ôóíêöèÿ f(t, x) = (f1(t, x), f2(t, x), ..., fn(t, x)) � çàäàííàÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â ñëîå
(0 ⩽ t ⩽ T, x ∈ Rm). B(−iDx) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî
x ∈ Rm. Ñèìâîë îïåðàòîðà B(−iDx) � ýòî ìàòðèöà

B(I) =

b11(I) · · · b1n(I)
· · · · · · · · ·

bn1(I) · · · bnn(I)


ýëåìåíòû êîòîðîé bij(l) =

∑
bi,jv I

v � ïîëèíîìû ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, ãäå v = (v1, v2, ..., vm) � ìóëüòèèíäåêñ
|v| = v1+v2+...+vm, i, j = 1, 2, ..., n. B1u(t, x), B2u(t, x) � äèôôåðåí-
öèàëüíûå îïåðàòîðû ïî x ∈ Rm, ñèìâîëû êîòîðûõ B1(I), B2(I) � ïî-
ëèíîìèàëüíûå ìàòðèöû n�ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü B−1

2 (I)
îòëè÷åí îò íóëÿ. Íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ u(t, x) ∈ L2 çàäàäèì îïåðà-
òîð Gα ïî ôîðìóëàì (ñì. [1])

Gα[u](τ, t) =
√
α(t)u(t, x)|t=τ = v(τ, x).

© Òêà÷åâà Ñ.À.,Ñàâ÷åíêî Ã.Á, Ìàíóêîâñêàÿ È.Ã., 2023
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Çäåñü t = t(τ) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ôóíêöèè

τ = τ(t) =

T∫
t

dρ

α(ρ)
, 0 < t < T, 0 < τ < γ, γ =

T∫
t

dρ

α(ρ)
<∞.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(t, x) ∈ L2([0, T ] × Rm) è ìàòðèöà B(I) òàêîâà,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0 è âåùåñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ φ(I), ÷òî

∥exp(τB(I))∥ ⩽ C0exp(τφ(I)), (|τ | ⩽ T ),

à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1)
∥∥∥B1(I)
B2(I)

− exp(TB(I))
∥∥∥ ⩾ ω (∀I ∈ Rm),

2)
∥∥∥B1(I)
B2(I)

∥∥∥φ−1(I) < K1,

ïðè φ(I) ⩾ K2, ãäå ω,K1,K2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-
íûå. Òîãäà çàäà÷à (1)�(2) ðàçðåøèìà ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
f(t, x) ∈ L2([0, T ]× Rm) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

1∫
0

∥u(t, x)∥2L2(Rm)dt ⩽ c

1∫
0

∥f(t, x)∥2L2(Rm)dt. (3)

ñ êîíñòàíòîé c > 0 , íå çàâèñÿùåé îò s ∈ Rm.
Ëèòåðàòóðà
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ÎÁ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÈ ÏÐÅÄÅËÜÍÛÕ ÖÈÊËÎÂ
Ó ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ

ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÏÎËÅÉ1

Â.Á. Òëÿ÷åâ, Ä.Ñ. Óøõî (Ìàéêîï, ÀÃÓ)
tlyachev@adygnet.ru

Ïðè êà÷åñòâåííîì èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âàæíî
çíàòü, ìîãóò ëè â êàêèõ�ëèáî îáëàñòÿõ ñîäåðæàòüñÿ çàìêíóòûå òðà-
åêòîðèè, â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíûå öèêëû. Ê ñîæàëåíèþ, îáùèõ êðè-
òåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ èëè îòñóòñòâèÿ òðàåêòîðèé òàêîãî ðîäà íåò,
åñòü ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå îòñóòñòâèå çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé â íåêîòîðîé îáëàñòè, íàïðèìåð, êðèòåðèè Áåíäèê-
ñîíà è Äþëàêà, è ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîâûõ (ïðèíöèï êîëüöà) [1]. Ðàñ-
ñìîòðèì ñèñòåìó 

dx

dt
=

n∑
i=0

Pi(x, y) ≡ P (x, y),

dy

dt
=

n∑
i=0

Qi(x, y) ≡ Q(x, y),

(1)

ãäå Pi(x, y) =
∑

k+l=i

aklx
kyl, Qi(x, y) =

∑
k+l=i

bklx
kyl, akl, bkl ∈ R,

(P,Q) = 1, deg(P 2 +Q2) = 2n.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-

ìè:

1. Èìååò õîòÿ áû îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ;

2. Ïðàâûå ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû îäíîâðåìåííî íå ÿâëÿþòñÿ îäíî-
ðîäíûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n;

3. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ðàñïîëî-
æåíû â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Åñëè tgφ = m, ãäå φ � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê òðàåêòîðè-
ÿì àâòîíîìíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû â òî÷êàõ èçîêëèíû L,
îòëè÷íûõ îò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òî m áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëå-
íèåì, èíäóöèðîâàííûì íà èçîêëèíå L.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÎÎ ¾ÔÎÐÀ¿
(ïðîåêò � 02�01�2023)
© Òëÿ÷åâ Â.Á., Óøõî Ä.Ñ., 2023
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Ñèìâîëîì l
mj

i áóäåì îáîçíà÷àòü ïðÿìóþ èçîêëèíó li, íà êîòîðîé
èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå mj .

Äâå ïðÿìûå èçîêëèíû l
mj

i , lmr
s áóäåì ñ÷èòàòü íåñîâïàäàþùèìè,

åñëè |mj −mr|+ |i− s| > 0.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Z � ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1);
Zm � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Z, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-

ñÿ ïðÿìûå èçîêëèíû, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m.
Òåîðåìà. Ïóñòü ñèñòåìà (1) èìååò 2n ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðè-

íàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Zm1
⋃
Zm2 , ïðè÷åì âñå ïðÿìûå ýòî-

ãî ìíîæåñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì l∞2n, ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé,
m1 ̸= m2. Åñëè âñå ïðÿìûå ìíîæåñòâà Zm2 , êðîìå l∞2n, ÿâëÿþò-
ñÿ èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè, òî ñèñòåìà (1) íå èìååò ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ.

Ñëåäñòâèå. Ó êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû, èìåþùåé òðè ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ èçîêëèíû, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðÿ-
ìîé, îòñóòñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêëû.

Çàìå÷àíèå. Êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ ïðè íàëè÷èè ó íåå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ.
Ñì. òàêæå [1, 2].

Ëèòåðàòóðà
1. Áàóòèí Í.Í., Ëåîíòîâè÷ Å.À. Ìåòîäû è ïðèåìû êà÷åñòâåííî-

ãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè / Í.Í. Áàóòèí,
Å.À. Ëåîíòîâè÷. � Ì. : Íàóêà. � 1990. � 486 ñ.

2. Áàóòèí Í.Í. Î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ îäíîé ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé / Í.Í. Áàóòèí // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòè-
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ËÈÍÅÀÐÈÇÎÂÀÍÍÀß ÄÂÓÌÅÐÍÀß ÎÁÐÀÒÍÀß
ÇÀÄÀ×À ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ Ñ ÏÀÌßÒÜÞ

Æ.Ä. Òîòèåâà
(Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ)

jannatuaeva@inbox.ru

Äëÿ (x, z), x ∈ R, z > 0, t ∈ R ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
òåðìîóïðóãîñòè ñ ïàìÿòüþ [1,2]:

ρ
∂2u

∂t2
= L

[
h(x, t), µ

∂2u

∂x2
+

∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂u

∂z
− (3λ+ 2µ)

H(x,z,t)∫
0

α(s)ds
]]
,

(1)
∂H

∂t
= k∆H, H |t<0≡ 0, u |t<0≡ 0, (2)

L

[
h(x, t),

∂u

∂z

]
z=+0

= − δ(t)

λ(0) + 2µ(0)

+
3λ(0) + 2µ(0)

λ(0) + 2µ(0)
L [h(x, t), R(H(0, t))] ,

(3)

(
∂H

∂z
− γH

)
|z=+0= −γ(T̃1 − T̃0)tθ(t), (4)

ãäå u(x, z, t) � ñìåùåíèå, H(x, z, t) � ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû, ∆
� îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x, z; δ(t) � äåëüòà�ôóíêöèÿ
Äèðàêà; T̃1 > T̃0, γ > 0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, θ(t) � ôóíê-
öèÿ Õåâèñàéäà, R(s) =

∫ s
0
α(τ)dτ, îïåðàòîð L îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå

L [h(x, t), u(x, z, t)] = u(x, z, t) +
∫ t
0
h(x, t− τ)u(x, z, τ)dτ.

Â ñèñòåìó óðàâíåíèé âõîäÿò k = const > 0 � êîýôôèöèåíò òåì-
ïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, ρ(z) > 0 � ïëîòíîñòü ñðåäû, λ(z), µ(z) � ïà-
ðàìåòðû Ëàìå, α(z) � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ñðåäû.
Ñ÷èòàåì, ÷òî µ(z) > 0, λ(z) + 2µ(z) > 0.

Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ñìåùåíèÿ u(x, z, t) è ïðèðàùåíèÿ
òåìïåðàòóðû H(x, z, t), óäîâëåòâîðÿþùèõ (â îáîáùåííîì ñìûñëå)
ðàâåíñòâàì (1)�(4), ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ α(s), h(t), ρ(z), µ(z),
λ(z) è çàäàííûõ ïîñòîÿííûõ k, γ, T̃0, T̃1 áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé
çàäà÷åé.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÿäðî h(x, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ôîð-
ìàëüíî ââîäèòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð ε > 0):

h(x, t) = h0(t) + εh1(x, t), (5)
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ãäå ôóíêöèÿ h0(t) ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé, à h1(x, t) � íåèçâåñòíàÿ, ìàëàÿ
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, äîáàâêà. Òðåáîâàíèå ìàëîñòè äîáàâî÷íîãî
ÿäðà ïîíèìàåòñÿ êàê ìàëîñòü ïî íîðìå, ñîäåðæàùåé ïðîèçâîäíûå
ÿäðà äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ÿäðî h1(x, t) ∈ C1
t ([0,∞);L2(R)), t > 0,

åñëè èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà-
÷è (1)�(4):

u(x, z, t)|z=+0 = g(x, t), t > 0, (6)

g(x, t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ T > 0 h̃1(ν, t) := Fx[h1](ν, t) (îáðàç

Ôóðüå)∈ Λ̃(ω, T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h̃1(ν, t) ∈ C1
t (R×R+) è

∀ ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [0, T ] supp h̃1(ν, t) ⊂ [−ω, ω]. Ñîîòâåòñòâåííî,
h1(x, t) ∈ Λ(ω, T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h̃1(ν, t) ∈ Λ̃(ω, T ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ω > 0, T > 0 ôèêñèðîâàíû. Äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(6)
h1(x, t) ∈ Λ(ω, T ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû h0(t) ∈ C3[0, T ],
g̃(ν, t) := Fx[g](ν, t) ∈ C2

t (R × [0, T ]), g̃(ν, 0) = 0, è ∀ ôèêñèðîâàííîãî
t ∈ [0, T ] supp g̃(ν, t) ⊂ [−ω, ω].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü h
(1)
1 (x, t), h

(2)
1 (x, t) ∈ Λ(ω, T ) � ðåøå-

íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(6), îòâå÷àþùèå èíôîðìàöèÿì g(1)(x, t),
g(2)(x, t) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû
1 èìååò îöåíêà óñòîé÷èâîñòè

∫
R

∥h(1)1 − h
(2)
1 ∥2C[0,T ] dx ⩽ C

ω∫
−ω

∥g̃(1) − g̃(2)∥2C2[0,T ] dν.

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âåëè÷èí ω, T è çíà-
÷åíèé ôóíêöèé µ(z), λ(z), ρ(z), h0(t).
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Í.È. Òðóñîâà

(Ëèïåöê, ËÃÏÓ èìåíè Ï.Ï. Ñåìåíîâà�Òÿí�Øàíñêîãî)
trusova.nat@gmail.com

Âåñîâûì ÷àñòíî�èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì (×�È îïåðàòîðîì) ñ
èíòåãðàëüíîé ìåðîé Ëåáåãà�Êèïðèÿíîâà tγαα dtα [1] â Rm íàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå

(Kαu)(x) =
∫
Ωm

kα(x; tα)u(tα, xα) t
γα
α dtα,

ãäå x = (xα, xα) ∈ Rm × Rn−m, Ωm ∈ Rm.
Ïóñòü îáëàñòü Ωm åñòü øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïåðå-

ìåííîãî ðàäèóñà ρ ∈ [0;R]. Âåñîâûì ×�È îïåðàòîðîì, ïðèìåíåííûì
ê ôóíêöèè îò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

(Iαf)(|xα|, xα) =
∫
|tα|<R k(|xα|, xα; tα)f(tα, xα) t

γα
α dtα .

Ñôåðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò tα = ρΘ ïðèâîäèò ýòîò
îïåðàòîð ê âèäó

(Iαf)(|xα|, xα) = |S1(m)|γα
∫ ρ
0
k(|xα|, xα; ρ) f(ρ, xα) ρm+|γ|−1 dρ ,

ãäå |γ| =
∑
i

γαi è |S1(m)|γα � "ïëîùàäü íàãðóæåííîé ñôåðû".

Ëèíåéíûì âåñîâûì ×�È îïåðàòîðîì îò ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷-
íûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

(If)(|xα|, xα) =
n∑

m=0

∑
α

(Iαf)(|xα|, xα) . (1)

Ëèíåéíîå ÷àñòíî�èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà ñ ëèíåéíûì âåñîâûì îïåðàòîðîì (1) èìååò âèä

φ(|xα|, xα)− λIφ(|xα|, xα) = f(|xα|, xα), x ∈ Rn . (2)

Ïóñòü p = (p1, p2, p3), γ = (γ1, γ2, γ3), γi > −1. Îïåðàòîð
(If)(|xα|, xα) ðàññìàòðèâàåòñÿ â âåñîâîì àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå
Ëåáåãà�Êèïðèÿíîâà Lγp(D), D = (D1 ×D2 ×D3), Di = (0, bi), íîðìà
êîòîðîãî îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì
∥u∥Lγ

p(D) =

=

( ∫
D3

( ∫
D2

[ ∫
D1

|u(x)|p1 xγ11 dx1
]p2/p1

xγ22 dx2

)p3/p2
xγ33 dx3

)1/p3

.

© Òðóñîâà Í.È., 2023

387



Òåîðåìà. Ïóñòü ν = m + |γα| − 1, ν > −1 è

k0 ∈ Lγ∞(D) , k ∈ Lγα∞ (Dxα
; L

(ν, ν)
(p′, p)(Dρ, r)) , k1,...,n ∈ Lνp′(Dρ; L

ν
p(Dr))

è

∥f∥PL
γ
(p,∞)

= sup
{
∥f∥Lγα

pr+1 (Dxα
;Lν

p(Dρ))

}∞

ℓ=1
<∞ ,

ãäå |λ|QH < 1, ãäå Q = sup
ℓ

{
[µ(Dxα)]

1

pi p′ , [µ(D)]
1

pℓ p′ ,
}∞

ℓ=1
,

H =max

{
∥k0∥Lγ

∞(D),∥kα∥Lγα
∞ (Dxα

;L
(ν,ν)

(p′,p)(Dρ,r))
, ∥k1,...,n∥Lν

p′ (Dρ;Lν
p(Dr))

}
.

Òîãäà â Lγ(p,∞)(D) = Lγα∞ (Dxα ; L
ν
p(Dρ)) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

Φ = lim
v→∞

Φν ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Φvf=φ
(v)(|xα|, xα)=

v∑
ℓ=0

λℓ(Iℓf)(|xα|, xα).

Îïåðàòîð Φ äåéñòâóåò îãðàíè÷åííî èç Lγ(p,∞)(D) âLγp(D) è

∥Φ∥Lγ
p(D) ⩽ limv→∞∥Φv∥Lγ

(p,∞)
(D). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) åäèíñòâåí-

íî è ñóùåñòâóåò â âèäå

φ(|xα|, xα) =
∞∑
ℓ=0

λℓ(Iℓf)(|xα|, xα) ,ïðè÷åì ∥φ∥Lγ
p
⩽

∥f∥M
L
γ
(p,∞)

1−|λ|QH .

×àñòíî�èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà R2

ðàññìîòðåíû â [2], à â Rm èçó÷àëèñü â [3].
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Ìîäåëü äâèæåíèÿ æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà êîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ìîäåëåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì äèñêðåòíî ðàñïðå-
äåë¼ííûõ âðåì¼í ðåëàêñàöèè è ðåòàðäàöèè. Èññëåäîâàíèå ìîäåëè
äâèæåíèÿ æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé â ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè áûëî íà÷àòî À.Ï. Îñêîë-
êîâûì (ñì. ïîäðîáíåå åãî îáçîðíóþ ðàáîòó [1]). Äàëüíåéøåå èññëåäî-
âàíèå ìîäåëåé Êåëüâèíà�Ôîéãòà ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â
ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè ïðîâîäèëîñü ðÿäîì àâòîðîâ, â òîì ÷èñëå
è àâòîðàìè ýòîãî äîêëàäà (ñì. îáçîð [2]). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî
èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è äëÿ ìîäåëåé Êåëüâèíà�Ôîéãòà è èõ
ìîäèôèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [3,4]).

Ïðè ýòîì äëÿ ó÷¼òà ïàìÿòè âäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ æèä-
êîñòè â ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè âìåñòî ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
ðàññìîòðåíà ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåò-
ñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ èíòåãðàëüíûé ÷ëåí âäîëü òðà-
åêòîðèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè. À èìåííî, â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ], T < ∞, ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

∂v

∂t
− µ1∆v +

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− µ2

∂∆v

∂t
− 2µ2Div

(
vk
∂E(v)
∂xk

)
−

−2Div

∫ t

0

L∑
i=1

βie
αi(t−s)E(v)(s, z(s, t, x)) ds+∇p = f ; (1)

div v = 0, (t, x) ∈ QT = [0, T ]× Ω; (2)

ãäå z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v(s, z(s; t, x))ds, 0 ⩽ t, τ ⩽ T, x ∈ Ω. (3)

Çäåñü v è p ñêîðîñòü è äàâëåíèå â æèäêîñòè, f � ïëîòíîñòü
âíåøíèõ ñèë, µ1, µ2 > 0 � âÿçêîñòü æèäêîñòè è âðåìÿ ðåòàðäàöèè.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷¼ò Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà (ãðàíò � 23�21�
00091).
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E(v) = 1/2(∇v + (∇v)T ) � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. Íåèçâåñò-
íûìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ v è äàâëåíèå æèäêîñòè p, à òàê-
æå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè z, îïðåäåëÿåìûå ïîëåì
ñêîðîñòåé.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ
çàäà÷à ñ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè

v|t=0 = a(x), x ∈ Ω, v|∂Ω×[0,T ] = 0. (4)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå íà÷àëü-

íî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(4).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ çàäà-

÷à, ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû
Ëåðå�Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ïîñëå ÷åãî íà îñíîâå àïðè-
îðíûõ îöåíîê ðåøåíèé ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðå-
øåíèé àïïðîêñèìàöèîííîé çàäà÷è ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê ñëàáîìó ðåøåíèþ íà÷àëüíî�êðàåâîé çà-
äà÷è (1)�(4) ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà àïïðîêñèìàöèè ê íóëþ.
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ÐÅØÅÍÈß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÄÈÔÔÓÇÈÈ Â ÏÎËÓÏÐÎÂÎÄÍÈÊÅ
ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÒÎËÙÈÍÛ1

Ä.Â. Òóðòèí1, Ì.À. Ñòåïîâè÷2, Â.Â. Êàëìàíîâè÷2,
À.À. Êàðòàíîâ3, Â.Ë. Ãîëîâàíü4

1(Èâàíîâî, ÈâÃÓ, 23Êàëóãà, ÊÃÓ èì. Ê.Ý. Öèîëêîâñêîãî,
3ÎÎÎ ¾ÊÀÌÈÍ�Êëàññèê¿,

4Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)
1turtin@mail.ru, 2m.stepovich@rambler.ru, 2v572264@yandex.ru,

3kartanovartem@gmail.com, 4v−glog@mail.ru

Äèôôóçèÿ íåðàâíîâåñíûõ íåîñíîâíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà (ÍÍÇ),
ãåíåðèðîâàííûõ øèðîêèì âíåøíèì èñòî÷íèêîì â îäíîðîäíîì ïîëó-
ïðîâîäíèêå (ñì. [1�3] è ëèòåðàòóðó òàì æå), îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì

D
d2p(z)

dz2
− p(z)

τ
= −ρ(z); D, τ = const. (1)

Äëÿ ìèøåíè êîíå÷íîé òîëùèíû l ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøåì â
âèäå [4�6]

D
dp(z)

dz

∣∣∣∣
z=0

= vs1p(0), vs1 = const,

D
dp(z)

dz

∣∣∣∣
z=l

= −vs2p(l), vs2 = const.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ äàííûõ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1):

1) ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà èçó÷àåìûé ïîëóïðîâîä-
íèê â ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (1)
áóäåì èìåòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ρ1(z) è ρ2(z) è, ñîîòâåòñòâåííî,
äâà ðàçëè÷íûõ åãî ðåøåíèÿ p1(z) è p2(z). Åñëè |ρ1(z) − ρ1(z)| ⩽ ε,
ãäå ε � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî ∀z ∈ [0, l]

|p2(z)− p1(z)| ⩽ Cε, C =
[
ch(l
√
σ)− 1

]
/Dσ, σ = 1/Dτ ;

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷-
íîãî ôîíäà è Ïðàâèòåëüñòâà Êàëóæñêîé îáëàñòè � 23�21�10069,
https://rscf.ru/project/23�21�10069/.
© Òóðòèí Ä.Â., Ñòåïîâè÷ Ì.À., Êàëìàíîâè÷ Â.Â., Êàðòàíîâ À.À.,
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2) åñëè p1(z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), à p2(z) � ðåøåíèå ýòîãî
æå óðàâíåíèÿ, íî ñ ïðàâîé ÷àñòüþ −ρ (z)−ε è ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, à ε � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ñëó÷àéíîå
âíåøíåå âîçäåéñòâèå, òî ∀z ∈ [0, l]

|p2(z)− p1(z)| ⩽ C exp(
√
σz) + τε, σ = 1/Dτ, C = const.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè èñïîëüçîâàíû ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëè-
ðîâàíèè âëèÿíèÿ âõîäíûõ äàííûõ íà ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ÍÍÇ â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèàëàõ ìèêðî�
, íàíî�, îïòîýëåêòðîíèêè è ÑÂ×�òåõíèêè.

Ëèòåðàòóðà
1. Wittry D.B. Measurements of di�usion lengths in direct�gap

semiconductors by electron beam excitation / D.B. Wittry, D.F. Kyser
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ È ÀÍÀËÈÇ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÌÎÄÅËÈ ¾ËÅÑ�ÁÈÎÌÀÑÑÀ¿
Ý.Å. Òóñóïáåêîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

elmira.tussupbekova@gmail.com

Ëåñ � âàæíåéøèé êîìïîíåíò áèîñôåðû, îñíîâíîé èñòî÷íèê ýêî-
ëîãè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè ÷åëîâåêà. Â ëåñàõ ñîäåðæèòñÿ îêîëî 60�70
ïðîöåíòîâ âñåãî àòìîñôåðíîãî çàïàñà óãëåêèñëîòû � 400�500 ìëðä.ò.
Ïîìèìî áèîëîãè÷åñêîé ïîëüçû ëåñà ïðèíîñÿò îãðîìíûé âêëàä â ðàç-
âèòèå ýêîíîìèêè ìíîãèõ ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàí ìèðà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå è àíàëèç äèíàìè÷å-
ñêîé ìîäåëè äëÿ ñîõðàíåíèÿ ëåñíîãî õîçÿéñòâà, êîòîðîå èñòîùàåòñÿ
èç�çà âûðóáêè ëåñîâ, ðîñòà ëåñíîé ïðîìûøëåííîñòè, êëèìàòè÷åñêèõ
ôàêòîðîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçðàñòíàÿ ñòðóêòóðà ëåñíîé áèîìàññû
÷åðåç äåëåíèå íà ìîëîäûå (P) è çðåëûå (M) ïîïóëÿöèè. Äëÿ ïðî-
ìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé (I) íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà âûðóá-
êó ìîëîäûõ ïîïóëÿöèé. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíûõ ðåñóðñîâ äëÿ
ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé ââîäèòñÿ ìîäèôèöèîâàííàÿ ôóíêöèÿ
Ëåñëè�Ãîóýðà. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû, äî-
ïóñêàþùåé ëèíåàðèçàöèþ â îêðåñíîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Âçà-
èìîäåéñòâèå ìåæäó âåëè÷èíàìè P, M, I îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé:

dP

dt
= rP

(
1− P

k

)
− βP + γP, (1)

dM

dt
= βP − q1EM − d1M, (2)

dI

dt
=

(
α1 −

α2I

α3 +M

)
I − d2I, (3)

ãäå P (0) ⩾ 0,M(0) ⩾ 0, I(0) ⩾ 0, à r, β, k, γ, q1, E, d1, d2 α1, α2, α3

� äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîñòè
è îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ Ëåììà ×åíà. Òåî-
ðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíòñâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ââåäåííûõ
ïåðåìåííûõ.

Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå áèîëîãè÷åñêè âîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñèñòåìû. Â õîäå ðàáîòû âûÿâëåíû óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñòîé÷èâûé óçåë, íåóñòîé÷èâûé
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óçåë, óñòîé÷èâûé ñåäëîóçåë, íåóñòîé÷èâûé ñåäëîóçåë, óñòîé÷èâûé
äèàêðèòè÷åñêèé óçåë, íåóñòîé÷èâûé äèàêðèòè÷åñêèé óçåë. Ñòðîÿò-
ñÿ ôàçîâûå ïîðòðåòû â ïðîåêöèè ïî äâóì ïåðåìåííûì ïðè ïîìî-
ùè âåá�ïðèëîæåíèÿ PhaPl [2]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå áèáëèîòåêè
ïèòîíà: matplotlib.pyplot, mpl_toolkits.mplot3d, scipy.integrate.

Â õîäå ðàáîòû ïðîàíàëèçèðîâàíî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïî
îòäåëüíîñòè. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âûðàæåíû â êâàäðàòóðàõ. Èññëå-
äîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â
ðåçóëüòàòå àíàëèçà èçó÷àåìîé ìîäåëè áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (r− β + γ) ̸= 0. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)�
(3) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

P (t) =
r − β + γ

( r−β+γP0
− r

k )e
−(r−β+γ)t + r

k

,

M(t) =
β(r − β + γ)

e(q1E+d1)t

∫
e(q1E+d1)tdt

( r−β+γP0
− r

k )e
−(r−β+γ)t + r

k

+ C̃,

I(t) =
e(α1−d2)t

α2
×

× (

∫
e(α1−d2)t

α3 + ( β(r−β+γ)
e(q1E+d1)t

∫
e(q1E+d1)tdt

( r−β+γ
P0

− r
k )e−(r−β+γ)t+ r

k

+ C̃)
dt+ C)−1,

ãäå C̃, C ∈ R.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü (r − β + γ) = 0. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(1)�(3) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

P (t) =
1

r
k t+

1
P0

,

M(t) =
β

e(q1E+d1)t

∫
e(q1E+d1)tdt
r
k t+

1
P0

+
˜̃
C

I(t) =
e(α1−d2)t

α2
(

∫
e(α1−d2)t

α3 + ( β
e(q1E+d1)t

∫
e(q1E+d1)tdt

r
k t+

1
P0

+
˜̃
C)
dt+ C)−1,

ãäå ˜̃C,C ∈ R.
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Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñòðîåíû ãðàôèêè, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïîëó÷åííûì â ðàáîòå ðåçóëüòàòàì ïðè ðàçëè÷íûõ
êîìáèíàöèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè:

(A− εB − ε2C)du
dt

= (D + εE + ε2F )u(t, ε), (1)

u(t0, ε) = u0(ε), (2)

ãäå A,B,C,D,E, F � çàìêíóòûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþ-
ùèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E2,
domA = domB = domC = domD = domE = domF = X1, u0(ε)
� ãîëîìîðôíàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0, t ∈ [t0; tmax], ε ∈ (0; ε0).
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Çäåñü îïåðàòîð A ôðåäãîëüìîâñêèé ñ íóëåâûì èíäåêñîì (äàëåå,
Φ0�îïåðàòîð), èìåþùèé îäíîìåðíîå ÿäðî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
êîíå÷íîé äëèíû D�æîðäàíîâîé öåïî÷êè îïåðàòîðà A.

ßâëåíèå ïîãðàíñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

A
du

dt
= (B + εC)u(t, ε)

èçó÷àëîñü â ðàáîòå [1] â ñëó÷àå Φ0�îïåðàòîðà A c îäíîìåðíûì ÿä-
ðîì è â [2] â ñëó÷àå A, îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì èìåòü 0 íîðìàëüíûì
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ñ n�ìåðíûì ÿäðîì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïåðàòîðíûå ïó÷êè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ïî ε. Öåëü ðàáîòû: âûÿâèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò ÿâëåíèÿ
ïîãðàíñëîÿ â çàäà÷å (1), (2) � îíè íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ðåãóëÿð-
íîñòè âûðîæäåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî â çàäà÷å (1), (2) èìååò ìåñòî ÿâëåíèå ïîãðàíñëîÿ
âáëèçè òî÷êè t = t0, åñëè ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå [3,4]

u(t, ε) = ū(t) + v(t, ε),

ãäå ū(t) � ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è, à v(t, ε) � ôóíêöèÿ ïîãðàíñ-
ëîÿ âáëèçè òî÷êè t = t0.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûâåäåíî óðàâíåíèå âåòâëåíèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùåå îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèé ïîãðàíñëîÿ ñ ïðèìåíåíèåì äèàãðàììû
Íüþòîíà [5].

Ðåçóëüòàò â ÷àñòíîì ñëó÷àå èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðîì.

Ëèòåðàòóðà
1. Çóáîâà Ñ.Ï. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé / Ñ.Ï. Çóáîâà, Â.È. Óñêîâ // Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå çàìåòêè. � 2018. � Ò. 103, âûï. 3. � Ñ. 393�404.

2. Uskov V.I. Boundary layer phenomenon for a �rst order descriptor
equation with small parameter on the right�hand side / V.I. Uskov //
Journal of Mathematical Sciences (New York). � 2020. � V. 250, � 1. �
P. 175�181.

3. Âàñèëüåâà À.Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãó-
ëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé / À.Á. Âàñèëüåâà, Â.Ô. Áóòóçîâ. �
Ì. : Íàóêà, 1973. � 272 ñ.

4. Çóáîâà Ñ.Ï. Î ðîëè âîçìóùåíèé â çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ ñ ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé / Ñ.Ï. Çóáîâà //
Äîêëàäû ÐÀÍ. � 2014. � Ò. 454, � 4. � C. 383�386.

396



5. ×åáîòàðåâ Í.Ã. Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé /
Í.Ã. ×åáîòàðåâ. � Ì. : Ëèáðîêîì, 2009. � 400 ñ.

ÏÅÐÂÀß ÊÓÐÑÎÂÀß ÐÀÁÎÒÀ
ÏÅÐÂÎÊÓÐÑÍÈÊÎÂ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß

ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ
È ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

Î.Ô. Óñêîâà, Î.Ä. Ãîðáåíêî, Í.À. Êàïëèåâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
sunny.uskova@list.ru

Ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè
Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÏÌÌ ÂÃÓ) îáðàçî-
âàí â íàøåé ñòðàíå îäíèì èç ïåðâûõ ôàêóëüòåòîâ ïîäîáíîãî ïðîôè-
ëÿ. Îäíîé èç îñíîâíûõ äèñöèïëèí áàêàëàâðîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíàÿ èíôîðìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõ-
íîëîãèè (ÔÈÈÒ), ÿâëÿåòñÿ ¾Èíôîðìàòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå¿,
èçó÷åíèå êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî êóðñà. Ïî ýòîé äèñöèïëèíå
÷èòàþòñÿ ëåêöèè, ïðîâîäÿòñÿ ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ è ëàáîðàòîðíûå
ðàáîòû.

Íà÷èíàÿ ñ 2019 ãîäà ïî äèñöèïëèíå ¾Èíôîðìàòèêà è ïðîãðàììè-
ðîâàíèå¿ äëÿ ïåðâîêóðñíèêîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ÔÈÈÒ
(02.03.02) ó÷åáíûì ïëàíîì ïðåäóñìîòðåíà êóðñîâàÿ ðàáîòà. Îñíîâ-
íàÿ öåëü êóðñîâîé ðàáîòû çàêðåïèòü è ïîêàçàòü çíàíèÿ ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Ñ++ â îáëàñòè áàçîâûõ ñòðóêòóð äàííûõ è ðàçðà-
áîòêå ïðîãðàìì ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé.

Êóðñîâàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ñ 1 ïî 30 àïðåëÿ âî
âíåàóäèòîðíîå âðåìÿ, çàâåðøàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì îò÷åòà ïî óñòà-
íîâëåííîé ôîðìå è ñîáåñåäîâàíèåì ñ ðóêîâîäèòåëåì êóðñîâîé ðàáî-
òû [2].

Îò÷åò ñòóäåíòà äîëæåí ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ ÷àñòåé.
1. Ïîñòàâêà çàäà÷è.
2. Îïèñàíèå äàííûõ è àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Áëîê�ñõåìà

àëãîðèòìà.
3. Îïèñàíèå ñòðóêòóðû ïðîãðàììû.
4. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ.
5. Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.
6. Ïîëíûé òåêñò ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ñ++.
Åæåíåäåëüíî â òå÷åíèå àïðåëÿ ìåñÿöà ðóêîâîäèòåëü ïðîâîäèò

êîíñóëüòàöèè ïî âûïîëíåíèþ çàäàíèé è îôîðìëåíèþ êóðñîâîé ðà-
áîòû.
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Äëÿ êóðñîâîé ðàáîòû ïåðâîêóðñíèêîâ ðàçðàáîòàí áàíê çàäàíèé,
ñîäåðæàùèé 80 ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ çàäà÷ [1]. Ïðèâåäåì ïðèìåðû
ïîñòàíîâêè çàäà÷.

Ïðèìåð 1. Ñ êëàâèàòóðû ââîäèòñÿ èíôîðìàöèÿ îá èòîãàõ ïîñëåä-
íåé ýêçàìåíàöèîííîé ñåññèè. Ýòà èíôîðìàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ: 1)
öåëîå ÷èñëî n � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ; 2) n îáúåäèíåííûõ â ñòðóê-
òóðó äàííûõ:
<èìÿ> <ôàìèëèÿ> <îöåíêà> <îöåíêà> <îöåíêà> <îöåíêà>,
ãäå <èìÿ> <ôàìèëèÿ> � ñèìâîëüíûå ñòðîêè, ñîäåðæàùèå íå áîëåå
20 ñèìâîëîâ, îöåíêà çà ýêçàìåí � äåñÿòè÷íàÿ öèôðà èç äèàïàçîíà
<2>...<5>.

Òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü ìàññèâ ñòðóêòóð, â êîòîðîì êàæäûé
ýëåìåíò ìàññèâà ñîäåðæèò ôàìèëèþ ñòóäåíòà è ÷èñëî óñïåøíî ñäàí-
íûõ èì ýêçàìåíîâ, ïðè÷åì âíà÷àëå ðàçìåùàþòñÿ äàííûå î ñòóäåí-
òàõ, ñðåäíèé áàëë êîòîðûõ âûøå 3, çàòåì îá îñòàëüíûõ ñòóäåíòàõ,
ïðè ýòîì ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ äàííûõ â êàæäîé ÷àñòè çàìåíÿåòñÿ
íà îáðàòíûé ïî îòíîøåíèþ ê òîìó, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí ââîäîì.
Âûâåñòè ýòîò ìàññèâ íà ýêðàí, âûâåñòè òàêæå ôàìèëèè è îöåíêè
ñòóäåíòîâ, èìåþùèõ íàèáîëüøóþ ñóììó áàëëîâ.

Ïðèìåð 2. Ñôîðìèðîâàòü öåëî÷èñëåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
A èç m ñòðîê. Ñôîðìèðîâàòü òàêæå ìàññèâ B èç m öåëûõ ÷èñåë.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà B è ëþáîé èç
ñòðîê ìàòðèöû A, ýëåìåíòû êîòîðîé óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ,
è óäàëèòü ýòó ñòðîêó èç ìàòðèöû A.

Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé, äâóìåðíîãî äè-
íàìè÷åñêîãî ìàññèâà è óêàçàòåëåé. Èñõîäíóþ ìàòðèöó A îñòàâèòü â
ïàìÿòè áåç èçìåíåíèé.
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ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎ ÔÐÅÉÌÀÌ ÃÀÁÎÐÀ,

ÏÎÐÎÆÄ�ÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÃÀÓÑÑÀ
Ñ.Í. Óøàêîâ, Â.Ë. Âîëêîâ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

ushakowww@yandex.ru, madara2008@mail.ru

Áîëüøóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, òà-
êèõ êàê, íàïðèìåð, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèã-
íàëîâ, èãðàåò ñèñòåìû ôóíêöèé âèäà

gk,m(x, α1, α2) = exp

(
− (x− kα1)

2

2

)
eimα2x, a, b ∈ R. (1)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííîå ñåìåéñòâî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ
ïàðàìåòðîâ α1 è α2 ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê íåïîëíîé ñèñòåìîé â L2(R)
(α1·α2 > 2π), òàê è èìåþùåé ëèøíèå ýëåìåíòû, íàïðèìåð, îäèí, åñëè
α1 ·α2 = 2π, è áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðè α1 ·α2 < 2π. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ñèñòåìà (1) îáðàçóåò ôðåéì, èìåíóåìûé ôðåéìîì Ãàáîðà, äëÿ êîòî-
ðîãî ñóùåñòâóåò ðàçâèòûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Â ñïåöèàëüíîì
ñëó÷àå ïðè α1 · α2 = π/N, N ∈ N áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû
äëÿ äâîéñòâåííîãî ôðåéìà g̃k,m ßíñåííîì â ñòàòüÿõ [1], [2]:

g̃km (x, α1, α2) =

=
1

2N
√
π

+∞∑
k′=−∞

ck′(2N α1) exp

(
− (x− α1(k

′N + 2k))

2

)
×

×
+∞∑

m′=−∞
cm′ (2Nα2) exp (i α2(2m+Nm′)x) ,

ãäå

ck(ω) =
1

K (ω)
exp

(
k2ω2

4

) ∞∑
r=|k|

(−1)r exp

(
− (r + 0.5)

2
ω2

4

)
,

K (ω) =

∞∑
r=−∞

(4r + 1) exp

(
− (2r + 0.5)

2
ω2

4

)
.

Îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ck(ω) îòðàæåíû â ñòà-
òüÿõ [3], [4].
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Â äàííîé ðàáîòå ïðè ïîìîùè ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ äâîéñòâåííîãî
ôðåéìà ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî ñåìåéñòâî (1) ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì â L2(R), äëÿ ðàçëîæåíèÿ
áðàëèñü ôóíêöèè èç áîëåå øèðîêîãî êëàññà, ïîñêîëüêó â ñèëó áûñò-
ðîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè Ãàóññà, ïîëó÷àåìûå êîýôôèöèåíòû è ðÿäû
ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ.

Ïðèâåä¼ì íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðà îäíó èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë
ïðè α1 · α2 = π:

1 ≡
√
2

2

(
+∞∑

k=−∞

ck (2α1)

)
×

×
+∞∑

k′=−∞

(
+∞∑

m′=−∞
(−1)m

′k′
am′(α2)cos(m

′α2x)

)
exp

(
− (x− α1k

′)
2

2

)
,

ãäå

am′ (α2) =

+∞∑
m=−∞

cm(2α2) exp
(
−α2

2(2m+m′)
2
)
.

Ðàçëîæåíèå åäèíèöû èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé îïòèêå,
ãäå ñèñòåìû ôóíêöèé âèäà (1) íàçûâàþòñÿ êîãåðåíòíûìè ñîñòîÿíè-
ÿìè[5]. Çàïèñàííàÿ âûøå ôîðìóëà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äåëüòà-
ôóíêöèþ (îáðàç Ôóðüå îò åäèíèöû) â âèäå ðÿäîâ, â êîòîðûõ ñóì-
ìèðóþòñÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè.
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Ïðè èçó÷åíèè ñõåìû ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû
dx

dt
=

3∑
i+j=0

ai,j ≡ P3(x, y),

dy

dt
=

3∑
i+j=0

bi,j ≡ Q3(x, y),

(1)

ãäå ai,j , bi,j ∈ R, (P3, Q3) = 1, èìåþùåé èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå, âîç-
íèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè èëè îòñóòñòâèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
Â ýòîé ñâÿçè óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) íå èìååò ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ, åñëè èç åå òðàåêòîðèé ñîñòîÿò ïÿòü ïðÿìûõ [1]. Îäíàêî
ñóùåñòâóþò ñèñòåìû âèäà (1) ñ ÷åòûðüìÿ èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè
è ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Ïðèìåð 1. Ïðè ëþáîì µ ∈ R ñèñòåìà
dx

dt
= −4(x2 − 1)[(1 + µ)x− 4y],

dy

dt
= (y + 1)(y + 2)(4x− 2y)

(2µ)

èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå x−1 = 0, x+1 = 0, y+1 = 0, y+2 = 0.
Òî÷êà (0, 0) ñèñòåìû (2µ) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ

ñèñòåìû (20) ýòà òî÷êà ñóòü íåãðóáûé ôîêóñ. Â ñàìîì äåëå, õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ÷èñòî ìíèìûå,
à èìåííî, λ1,2 = ±

√
7i. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî òðåòüÿ ôîêóñíàÿ âåëè÷èíà α3(0, 0) =
107π

112
√
7
< 0. Ñîãëàñíî ìîíî-

ãðàôèè [2] òî÷êà (0, 0) � óñòîé÷èâûé íåãðóáûé ôîêóñ ñèñòåìû (20).
Ïðè ïåðåõîäå ê ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì µ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÎÎ ¾ÔÎÐÀ¿
(ïðîåêò � 02�02�2023)
© Óøõî À.Ä., 2023
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íåãðóáûé ôîêóñ ïðåâðàùàåòñÿ â ãðóáûé ïðîòèâîïîëîæíîé óñòîé÷è-
âîñòè, ïîðîæäàÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, îêðóæàþùèé òî÷êó
(0, 0).

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü:
Z � ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1);
Zm � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Z, ñîñòîÿùåå èç ïðÿìûõ èçîêëèí,

íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m.
Z3(k) � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Z, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïàðàë-

ëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
k, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ;

l
mj

i � ïðÿìàÿ èçîêëèíà li, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå
mj .

Òåîðåìà. Åñëè ìíîæåñòâî Z âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí êóáè÷åñêîé
ñèñòåìû (1) èìååò òðè ïîäìíîæåñòâà Z3(k1), Z3(k2), Z3(k3), ãäå

(k1 − k2)(k1 − k3)(k2 − k3) ̸= 0, ïðè÷åì âî ìíîæåñòâå
⋃3
i=1 Z3(ki)

ñîäåðæàòñÿ òðè èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ, òî ýòà ñèñòåìà íå èìååò
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Ïðèìåð 2. Ñèñòåìà
dx

dt
= xy(−x− y + 3),

dy

dt
= (x− 2)(y − 2)(−x− y + 1),

èìååò òðè ïîäìíîæåñòâà ïðÿìûõ èçîêëèí

Z3(∞) = {x = 0, x− 2 = 0, x− 1 = 0},

Z3(0) = {y − 2 = 0, y = 0, y − 1 = 0},
Z3(−1) = {−x− y + 1 = 0,−x− y + 3,−x− y + 2 = 0}.

Èíâàðèàíòíûìè äëÿ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå
x = 0, y − 2 = 0, −x − y + 2 = 0. Ñèñòåìà èìååò íåóñòîé÷è-
âûé äèêðèòè÷åñêèé óçåë N(0, 2), óñòîé÷èâûå ôîêóñû S(2, 1), è
Q(1, 0), ïðîñòûå ñåäëà M(1, 2), P (0, 1), R(0, 2), óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû, òî åñòü àöèêëè÷íà.

Ëèòåðàòóðà
1. Ãîðáóçîâ Â.Í. ×àñòíûå èíòåãðàëû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé / Â.Í. Ãîðáóçîâ, Â.Þ. Òûùåíêî // Ìàòåìàòè-
÷åñêèé ñáîðíèê. � 1992. � Ò. 183, � 3. � Ñ. 76�94.

2. Àíäðîíîâ À.À. Òåîðèÿ áèôóðêàöèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà
ïëîñêîñòè / À.À. Àíäðîíîâ, Å.À. Ëåîíòîâè÷, È.È. Ãîðäîí, À.Ã. Ìàé-
åð.. // Ì. : Íàóêà. � 1967. � 488 ñ.

402



ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÈ
È ÎÖÅÍÊÀÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

Â ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÐÎÁÅÍÀ1

À.Â. Ôèëèíîâñêèé (Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà,
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)

�nv@yandex.ru

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ⩾ 2, ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C2 ðàñ-
ñìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Ðîáåíà

∆u+ λu = 0, x ∈ Ω, (1)(∂u
∂ν

+ αu
)∣∣∣∣
x∈Γ

= 0, α > 0, (2)

ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Ïóñòü λR1 (α) � ïåðâîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (1) � (2), à uR1 (x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íîðìèðîâàííàÿ â L2(Ω) ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Íàñ èíòåðåñóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è îöåíêè ðåøåíèé çàäà÷è ¾íà ñïåêòðå¿ ñ
ìàëûì ïàðàìåòðîì ε = 1

α > 0:

∆vR + λR1 v
R = f, x ∈ Ω, (3)(

ε
∂vR

∂ν
+ vR

)∣∣∣∣
x∈Γ

= g. (4)

Ïðè f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ) â ïðåäïîëîæåíèè∫
Ω

uR1 fdx−
1

ε

∫
Γ

uR1 gds = 0

äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ vR ∈ H1(Ω) çàäà÷è (3)
� (4). Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ∫
Ω
vRuR1 dx = 0, åäèíñòâåííî, è äëÿ íåãî ïîëó÷åíû îöåíêè â ñîáîëåâ-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàâíîìåðíûå ïî ïàðàìåòðó ε. Â ýòîé æå îáëàñòè
Ω ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå

∆u+ λu = 0, x ∈ Ω,

u|x∈Γ = 0,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò � 20�11�20272).
© Ôèëèíîâñêèé À.Â., 2023
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îáîçíà÷àÿ ÷åðåç λD1 å¼ ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à ÷åðåç uD1 (x) �
ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìèðîâàííóþ â L2(Ω) ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ.
Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è äîêàçàíû
îöåíêè ðåøåíèé ¾ïðåäåëüíîé ïðè ε → 0 + 0¿ äëÿ çàäà÷è (3) � (4)
êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå (ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé òàêæå èññëåäóåòñÿ
¾íà ñïåêòðå¿). Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è îöåíêè áëèçîñòè
ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ Ðîáåíà (3) � (4) è Äèðèõëå ïðè ε → 0 + 0,
ìû óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

λR1 (α) = λD1 − a1α−1 − a2α−2 + o
(
α−2

)
, α→ +∞, (5)

a1 =

∫
Γ

(
∂uD1
∂ν

)2

ds, a2 =

∫
Γ

∂uD1
∂ν

∂v

∂ν
ds,

ãäå ôóíêöèÿ v ∈ H1(Ω) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

∆v + λD1 v =

∫
Γ

(
∂uD1
∂ν

)2

ds uD1 , x ∈ Ω, (6)

v|x∈Γ = − ∂uD1
∂ν

∣∣∣∣
x∈Γ

, (7)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ∫
Ω

vuD1 dx = 0. (8)

Çàäà÷à (6) � (8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïîëó÷åíû òàêæå (ñì. [3]) îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (5).
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óðàâíåíèÿ. � 2020. � Ò. 56, � 11, � C. 1564�1565.

2. Filinovskiy A.V. On some bounds for coe�cients of the asymptotics
to Robin eigenvalue // International workshop on the qualitative
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A. Razmadze Mathematical Institute of I. Javakhishvili Tbilisi State
University Tbilisi, Georgia, � P. 75�77.

3. Ôèëèíîâñêèé À.Â. Îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ
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ìåòîäû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåð-
íûõ òåõíîëîãèé (ÏÌÒÓÊÒ-2022): ñáîðíèê òðóäîâ Ìåæäóíàðîäíîé
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, Âîðîíåæ, 13�16 äåêàáðÿ 2022 ã. / ïîä ðåä.
Â.Â. Ïðîâîòîðîâà. � Âîðîíåæ: Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäà-
ãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 2022. � Ñ. 83�84.

ÎÁ n�ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÕ
Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà)

vasiliyfomin@bk.ru

Ïóñòü E, H � âåùåñòâåííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; L(E),
L(H) � âåùåñòâåííûå áàíàõîâû àëãåáðû îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ñîîòâåòñòâåííî â ïðîñòðàíñòâàõ E, H;
L(E,H) � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç E â H; n ∈ N, n ⩾ 2, n ôèêñè-
ðîâàíî; {Xi}ni=1, {Yi}

n
i=1 � ñåìåéñòâà âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ; äëÿ êàæäîãî i = 1;n Ii � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Xi;
L (Xi, Yi) � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç Xi â Yi; L (Xi) � âåùåñòâåííàÿ
áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ
èç Xi â Xi.

Èçâåñòíî ([1, ñ.124]), ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, X⃗ =
X1 ×X2 × ...×Xn, Y⃗ = Y1 × Y2 × ...× Yn � âåùåñòâåííûå áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà n-êîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ ñ ïîêîîðäèíàòíûìè ëèíåé-
íûìè îïåðàöèÿìè è íîðìîé: ∥x⃗∥X⃗ = ∥x1∥X1

+ ∥x2∥X2
+ ...+ ∥xn∥Xn

,
∥y⃗∥Y⃗ = ∥y1∥Y1

+ ∥y2∥Y2
+ ...+ ∥yn∥Yn

.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè Xi = E, Yi = H, i = 1, n, ïîëó÷àåì âåùåñòâåííûå
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà En = E ×E × ...×E, Hn = H ×H × ...×H.

Ïî îïðåäåëåíèþ, n-êîìïîíåíòíûé îïåðàòîð F⃗ : X⃗ → Y⃗ � ýòî
îïåðàòîð, F⃗ = (F1, F2, ..., Fn), ãäå Fi ∈ L (Xi, Yi), Fi ôèêñèðîâàíû,
i = 1, n, äåéñòâóþùèé ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

F⃗ x⃗ = (F1x1, F2x2, ..., Fnxn) (1)

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x⃗ = (x1, x2, ..., xn) ∈ X⃗.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òàêèõ n�êîìïîíåíòíûõ îïåðàòîðîâ:

L
(
X⃗, Y⃗

)
=
{
F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) : Fi ∈ L (Xi, Yi) , i = 1, n

}
.

© Ôîìèí Â.È., 2023
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Ëþáîé îïåðàòîð F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) ∈ L
(
X⃗, Y⃗

)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì (ýòî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè åãî êîìïîíåíò Fi, i = 1, n).

Ââåä¼ì â ìíîæåñòâå L
(
X⃗, Y⃗

)
åñòåñòâåííûå ëèíåéíûå îïåðàöèè:(

F⃗ + G⃗
)
x⃗ = F⃗ x⃗ + G⃗x⃗,

(
αF⃗
)
x⃗ = αF⃗ x⃗. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1),

ïîëó÷àåì

F⃗ + G⃗ = (F1 +G1, F2 +G2, ..., Fn +Gn) , αF⃗ = (αF1, ..., αFn) . (2)

Êàæäûé îïåðàòîð F⃗ ∈ L
(
X⃗, Y⃗

)
îãðàíè÷åí è äëÿ åãî åñòåñòâåí-

íîé íîðìû∥∥∥F⃗∥∥∥
L(X⃗,Y⃗ )

= inf
{
c :
∥∥∥F⃗ x⃗∥∥∥

Y⃗
⩽ c∥x⃗∥X⃗ ,∀x⃗ ∈ X⃗

}
(3)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∥∥∥F⃗∥∥∥

L(X⃗,Y⃗ )
⩽ max

1⩽i⩽n
∥Fi∥L(Xi,Yi)

.

Ìíîæåñòâî L
(
X⃗, Y⃗

)
, ñíàáæ¼ííîå ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè (2) è

íîðìîé (3), ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îáîçíà÷èì ýòî ïðîñòðàíñòâî òåì æå ñèìâîëîì L
(
X⃗, Y⃗

)
.

Èçâåñòíî ([2, ñ.91]), ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L (N,B)
îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèõ íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî N â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B, ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì

ïðîñòðàíñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, L
(
X⃗, Y⃗

)
� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,

èáî X⃗, Y⃗ � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, L
(
X⃗, Y⃗

)
åñòü âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ n�êîìïîíåíòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-
þùèõ èç X⃗ â Y⃗ ïî çàêîíó (1).

Â ñëó÷àå Y⃗ = X⃗, ò.å. Yi = Xi, i = 1, n, ïðîñòðàíñòâî L
(
X⃗, Y⃗

)
ïðèíèìàåò âèä

L
(
X⃗, X⃗

)
= L

(
X⃗
)
=
{
F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) : Fi ∈ L (Xi) , i = 1, n

}
.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L
(
X⃗
)
ââîäèòñÿ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì:
(
F⃗ G⃗
)
x⃗ = F⃗

(
G⃗x⃗
)
. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1),

ïîëó÷àåì
F⃗ G⃗ = (F1G1, F2G2, ..., FnGn) . (4)
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Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ (4) íåêîììóòàòèâíà. Äëÿ ýëåìåíòà
I⃗ = (I1, I2, ..., In) ∈ L(X⃗) èìååì: I⃗F⃗ = F⃗ I⃗ = F⃗ äëÿ ëþáîãî F⃗ ∈ L(X⃗).

Çàìåòèì, ÷òî
∥∥∥I⃗∥∥∥

L(X⃗)
= 1. Äëÿ ëþáûõ F⃗ , G⃗ ∈ L(X⃗) ñïðàâåäëèâî

êîëüöåâîå ñâîéñòâî
∥∥∥F⃗ G⃗∥∥∥

L(X⃗)
⩽
∥∥∥F⃗∥∥∥

L(X⃗)

∥∥∥G⃗∥∥∥
L(X⃗)

.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ F⃗ , G⃗, H⃗ ∈ L(X⃗),

α ∈ R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà F⃗
(
G⃗H⃗

)
=
(
F⃗ G⃗
)
H⃗, F⃗

(
G⃗+ H⃗

)
=

F⃗ G⃗+ F⃗ H⃗,
(
F⃗ + G⃗

)
H⃗ = F⃗ H⃗ + G⃗H⃗, α

(
F⃗ G⃗
)
=
(
αF⃗
)
G⃗ = F⃗

(
αG⃗
)
.

Òàêèì îáðàçîì, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî L
(
X⃗
)
, ñíàáæ¼ííîå îïå-

ðàöèåé óìíîæåíèÿ (4), åñòü âåùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè-
÷åííûõ ëèíåéíûõ n�êîìïîíåíòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðî-
ñòðàíñòâå X⃗ ïî çàêîíó (). Îáîçíà÷èì ýòó àëãåáðó òåì æå ñèìâîëîì

L
(
X⃗
)
. Àëãåáðà L

(
X⃗
)
íåêîììóòàòèâíà, åäèíèöåé â íåé ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîð I⃗ = (I1, I2, ..., In).
Â ñëó÷àå n = 2, ò.å. X⃗ = X1 × X2, ïîíÿòèå äâóêîìïîíåíòíîãî

îïåðàòîðà F⃗ = (F1, F2) ∈ L(X⃗) ïðèâåäåíî â [3, ñ. 63].

Â ñëó÷àå X⃗ = En, ò.å. Xi = E, i = 1, n, àëãåáðà L
(
X⃗
)
ïðèíèìàåò

âèä L (En) =
{
F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) : Fi ∈ L (E) , i = 1, n

}
.

Â ñëó÷àå X⃗ = En ïðîñòðàíñòâî L
(
X⃗, Y⃗

)
ïðèíèìàåò âèä

L
(
En, Y⃗

)
=
{
F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) : Fi ∈ L (E, Yi) , i = 1, n

}
.

Â ñëó÷àå Y⃗ = Hn, ò.å. Yi = H, i = 1, n, ïðîñòðàíñòâî L
(
En, Y⃗

)
ïðèíèìàåò âèä

L (En, Hn) =
{
F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) : Fi ∈ L (E,H) , i = 1, n

}
.

Â ñëó÷àå Y⃗ = Hn ïðîñòðàíñòâî L
(
X⃗, Y⃗

)
ïðèíèìàåò âèä

L
(
X⃗,Hn

)
=
{
F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) : Fi ∈ L (Xi, H) , i = 1, n

}
.

Åñëè F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) ∈ L
(
X⃗,Hn

)
, òî äëÿ êîìïîíåíò ýëåìåíòà

F⃗ x⃗ = (F1x1, F2x2, ..., Fnxn) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ Fixi ∈ H, i =
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1, n. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû ýëåìåíòà F⃗ x⃗ ìîæíî ñóììèðîâàòü.
Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ, n�êîìïîíåíòíûé îïåðàòîð F⃗ : X̄ → H � ýòî
îïåðàòîð F⃗ = (F1, F2, ..., Fn), ãäå Fi ∈ L (Xi, H), Fi ôèêñèðîâàíû,
i = 1, n, äåéñòâóþùèé ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

F⃗ x⃗ = F1x1 + F2x2 + ...+ Fnxn (5)

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x⃗ = (x1, x2, ..., xn) ∈ X⃗.
Ìíîæåñòâî òàêèõ n�êîìïîíåíòíûõ îïåðàòîðîâ îáîçíà÷èì ñèìâî-

ëîì L
(
X⃗,H

)
.

Ëþáîé îïåðàòîð F⃗ = (F1, F2, ..., Fn) ∈ L
(
X⃗,H

)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì.
Ââåäÿ â ìíîæåñòâå L

(
X⃗,H

)
åñòåñòâåííûå ëèíåéíûå îïåðàöèè

è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5), ïîëó÷àåì äëÿ ëþáûõ F⃗ , G⃗ ∈ L
(
X⃗,H

)
,

α ∈ R, ðàâåíñòâà âèäà (2).
Êàæäûé îïåðàòîð F⃗ ∈ L

(
X⃗,H

)
îãðàíè÷åí è äëÿ åãî åñòåñòâåí-

íîé íîðìû ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∥∥∥F⃗∥∥∥

L(X⃗,H)
⩽ max

1⩽i⩽n
∥Fi∥L(Xi,H).

Ìíîæåñòâî L
(
X⃗,H

)
, ñíàáæ¼ííîå åñòåñòâåííûìè ëèíåéíûìè

îïåðàöèÿìè è íîðìîé, ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì íîðìèðîâàííûì
ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ýòî ïðîñòðàíñòâî òåì æå ñèìâîëîì

L
(
X⃗,H

)
.

Ïðîñòðàíñòâî L
(
X⃗,H

)
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, èáî

X⃗,H � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, L
(
X⃗,H

)
åñòü âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ n�êîìïîíåíòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-
þùèõ èç X⃗ â H ïî çàêîíó (5).

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà L
(
X⃗,H

)
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

L (En, H). Â ñëó÷àå H = E, ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî L (En, E)

Ëèòåðàòóðà
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Ìèð, � 1969. � 1072 ñ.
2. Ñàäîâíè÷èé Â.À. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ / Â.À. Ñàäîâíè÷èé. // Ì.:

Äðîôà, � 2001. � 384 ñ.
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Î ÌÀËÎÌ ÑÒÀÁÈËÈÇÈÐÓÞÙÅÌ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÈ
ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÝÉËÅÐÀ ÂÒÎÐÎÃÎ

ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÌÈ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ Â ÁÀÍÀÕÎÂÎÌ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ Â ÑËÓ×ÀÅ ÍÅÃÀÒÈÂÍÎÃÎ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÄÈÑÊÐÈÌÈÍÀÍÒÀ

Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà)
vasiliyfomin@bk.ru

Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäàþùååñÿ
óðàâíåíèå âèäà

t2x′′(t) + tAx′(t) +Bx(t) = f(t), 0 < t <∞, (1)

ãäå A,B ∈ L(E); L(E) � áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå E; f(t) ∈ C([0,∞);E);
C([0,∞);E) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, äåé-
ñòâóþùèõ èç [0,∞) â E.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: I,O � ñî-
îòâåòñòâåííî òîæäåñòâåííûé è íóëåâîé îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå
E; GL(E) =

{
Q ∈ L(E) : ∃Q−1 ∈ L(E)

}
; CReλ>3 = {λ ∈ C : Reλ > 3};

äëÿ H ∈ L(E) σ(H) � ñïåêòð îïåðàòîðà H, µH =
min {Reλ : λ ∈ σ(H)}, νH = max {Reλ : λ ∈ σ(H)}; ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì H ∈ L(E) äëÿ ëþáîãî t ∈ R

eHt =

∞∑
k=0

tkHk

k!
,

sinHt =

∞∑
k=0

(−1)k t
2k+1H2k+1

(2k + 1)!
,

cosHt =

∞∑
k=0

(−1)k t
2kH2k

(2k)!
.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëå-
äóþùèé ôàêò: C(t) = cosHt ÿâëÿåòñÿ êîñèíóñ�îïåðàòîð ôóíêöèåé,
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ñëåäîâàòåëüíî ([1,ñ.26]), ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå K = K(H) >
0, w = w(H) ⩾ 0, ÷òî

∥cosHt∥ ⩽ Keω|t|, t ∈ R,

â ÷àñòíîñòè,
∥cosHt∥ ⩽ Keωt, 0 ⩽ t <∞. (2)

Ðàññìîòðèì ñòàáèëèçèðóþùåå, ò.å. óñòðàíÿþùåå âûðîæäåííîñòü,
âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ∈ (0, ε0], ε0 = const,
ε0 > 0:

(t+ ε)
2
x′′ε (t) + (t+ ε)Ax′ε(t) +Bxε(t) = f(t), 0 ⩽ t <∞, (3)

xε(0) = xε,0, x′ε(0) = x′ε,0. (4)

Âûÿñíèì âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4)
ïðè ε→ 0 ê îãðàíè÷åííîìó ïðè t→ +0 ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1).

Çàìåíîé ïåðåìåííîé t = εes − ε çàäà÷à (3), (4) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
âèäà

u′′ε (s) + (A− I)u′ε(s) +Buε(s) = gε(s), 0 ⩽ s <∞, (5)

uε(0) = xε,0, u′ε(0) = ε x′ε,0. (6)

ãäå uε(s) = xε (εe
s − ε), gε(s) = f (εes − ε).

Âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), (6) è õàðàêòåð åãî ïîâåäåíèÿ ïðè ε→ 0

îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà D = (A− I)2 − 4B, êîòîðûé
íàçîâ¼ì îïåðàòîðíûì äèñêðèìèíàíòîì óðàâíåíèÿ (1).

Ñëó÷àè D = O è D = F 2, F ̸= O, èçó÷åíû â ðàáîòàõ [2,3].
Ïóñòü
1) D = −F 2, ãäå F ∈ GL(E) (â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðíûé äèñêðè-

ìèíàíò D íàçûâàåòñÿ íåãàòèâíûì);
2) AF = FA;
3) ∥xε,0∥ ⩽ L0ε

α,
∥∥x′ε,0∥∥ ⩽ L1ε

β , ãäå L0, L1 > 0 � êîíñòàíòû;
α, β � ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì α > νΛ+ω, β > νΛ+
ω−1 (çäåñü Λ = −2−1 (A− I), ω = ω (F1) � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà
(2) ïðè H = F1, ãäå F1 = 2−1F );

4) µA > 3, ò.å. σ(A) ⊂ CReλ>3;
5) ω < −1− 2−1 (1− µA).
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) � 5). Òîãäà çàäà÷à (3),

(4) èìååò ðåøåíèå

xε(t) = eΛ ln t+ε
ε

{[
cos

(
F1 ln

t+ ε

ε

)]
xε,0+
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+

[
sin

(
F1 ln

t+ ε

ε

)]
F−1
1

(
εx′ε,0 − Λxε,0

)}
+

+

t∫
0

eΛ ln t+ε
τ+ε

[
sin

(
F1 ln

t+ ε

τ + ε

)]
F−1
1 f(τ)

τ + ε
dτ ;

ñïðàâåäëèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä lim
ε→0

xε(t) = x0(t), t ∈ (0,∞), ãäå

x0(t) =

t∫
0

eΛ ln t
τ

[
sin

(
F1 ln

t

τ

)]
F−1
1 f(τ)

τ
dτ ;

ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ x0(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1); ýòî
ðåøåíèå îãðàíè÷åíî ïðè t → +0; åñëè ôóíêöèÿ f(t) îãðàíè÷åíà íà
[0,∞), òî x0(t) îãðàíè÷åíî íà (0,∞).
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Î ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÉ
ÔÎÐÌÓËÅ ÝÉËÅÐÀ

Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà)
vasiliyfomin@bk.ru

Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; I,O � ñîîò-
âåòñòâåííî òîæäåñòâåííûé è íóëåâîé îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå E;
L(E)� âåùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç E â E; E2

R = {w = (x, y) : x, y ∈ E} � áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë ñ ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè (x1, y1) + (x2, y2) =

© Ôîìèí Â.È., 2023
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(x1 + x2, y1 + y2), α (x, y) = (αx, αy) è íîðìîé ∥(x, y)∥ = ∥x∥ + ∥y∥
([1, ñ. 102]); LOC

R
(
E2

R
)
= {Z = (A,B) = A+ JB : A,B ∈ L(E)} � âå-

ùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ êîìïëåêñíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå E2

R ïî çàêîíó: Zw =
(A+ JB) (x, y) = (Ax−By,Ay +Bx), ñ ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè
(A1 + JB1) + (A2 + JB2) = A1 + A2 + J (B1 +B2), α (A+ JB) =
αA+ J (αB), îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (A1 + JB1) (A2 + JB2) = A1A2 −
B1B2 + J (A1B2 +B1A2) è íîðìîé ∥Z∥ = ∥(A,B)∥ = ∥A∥+ ∥B∥ ([2]).
Çäåñü J = (O, I) � ìíèìàÿ îïåðàòîðíàÿ åäèíèöà.

Àëãåáðà LOC
R
(
E2

R
)
íåêîììóòàòèâíà, åäèíèöåé â íåé ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîð Î = (I,O).
Êîìïëåêñíûå îïåðàòîðíûå ôóíêöèè eZ , sinZ, cosZ îïðåäåëÿþò-

ñÿ íà LOC
R
(
E2

R
)
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

eZ =

∞∑
k=0

Zk

k!
; sinZ =

∞∑
k=0

(−1)k Z2k+1

(2k + 1)!
; cosZ =

∞∑
k=0

(−1)k Z
2k

(2k)!
.

Äëÿ ôóíêöèè eZ ñïðàâåäëèâî îñíîâíîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíöèàëü-
íîé ôóíêöèè: äëÿ ëþáûõ Z1, Z2 ∈ LOC

R
(
E2

R
)
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ Z1Z2 = Z2Z1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

eZ1+Z2 = eZ1eZ2 . (1)

Ôóíêöèÿ eZ ïåðèîäè÷íà: äëÿ ëþáûõ Z ∈ LOC
R
(
E2

R
)
,m ∈ Z,m ̸= 0,

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

eZ+2πmJ = eZ . (2)

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî Z ∈ LOC
R
(
E2

R
)
ñïðàâåäëèâà êîìïëåêñíàÿ

îïåðàòîðíàÿ ôîðìóëà Ýéëåðà:

eJZ = cosZ + J sinZ.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî Z ∈ LOC
R
(
E2

R
)
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

sinZ = −2−1J
(
eJZ − e−JZ

)
, cosZ = 2−1

(
eJZ + e−JZ

)
. (3)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1), (3) äîêàçàíû ñëåäóþùèå ôîðìó-
ëû êîìïëåêñíîé îïåðàòîðíîé òðèãîíîìåòðèè: îñíîâíîå êîìïëåêñíîå
îïåðàòîðíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî: sin2 Z + cos2 Z = Î äëÿ
ëþáîãî Z ∈ LOC

R
(
E2

R
)
; ôîðìóëû ñëîæåíèÿ: äëÿ ëþáûõ Z1, Z2 ∈
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LOC
R
(
E2

R
)
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Z1Z2 = Z2Z1, ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà
sin (Z1 + Z2) = sinZ1 cosZ2 + cosZ1 sinZ2, (4)

cos (Z1 + Z2) = cosZ1 cosZ2 − sinZ1 sinZ2. (5)

Èç ñîîòíîøåíèé (1) � (3) ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèé sinZ,
cosZ: äëÿ ëþáûõ Z ∈ LOC

R
(
E2

R
)
, m ∈ Z, m ̸= 0, ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà
sin
(
Z + 2πmÎ

)
= sinZ, cos

(
Z + 2πmÎ

)
= cosZ.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (4), (5), ïîëó÷àåì ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ:

sin
(
Z + πÎ

)
= − sinZ, cos

(
Z + πÎ

)
= − cosZ, sin

(
Z + π

2 Î
)
= cosZ,

cos
(
Z + π

2 Î
)
= − sinZ.
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N := {1, 2, . . . }, R è R+ :=
{
x ∈ R

∣∣ x ⩾ 0
}
� ìíîæåñòâà ñîîò-

âåòñòâåííî íàòóðàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ è ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Åâêëèäîâó ïëîùàäü ìíîæåñòâà S â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C îáî-
çíà÷àåì ÷åðåç area(S). Ñìåøàííóþ ïëîùàäü ïàðû âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ K ⊂ C è S ⊂ C ìîæíî îïðåäåëèòü (ñì. [1, 2]) êàê ÷èñëî

area(K,S) := 2 area
(1
2
K +

1

2
S
)
− 1

2

(
area(K) + area(S)

)
. (1)

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �
22�21�00026, https://rscf.ru/project/22-21-00026/ .
© Õàáèáóëëèí Á.Í., 2023
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Ïîäìíîæåñòâî âåêòîðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëíîå, åñ-
ëè çàìûêàíèå åãî ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì.
Ðàñïðåäåëåíèþ òî÷åê Z íà C ñîïîñòàâëÿåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñè-

ñòåìó ExpZ :=
{
w 7−→

w∈C
wp−1ezw

∣∣∣ N ∋ p ⩽ Z(z)
}
ñ ðàñïðåäåëåíèåì

ïîêàçàòåëåé Z, ãäå Z(z) � ÷èñëî âõîæäåíèé z ∈ C â Z. Ìû ïðèìåíÿ-
åì ïîíÿòèå ñìåøàííîé ïëîùàäè (1) äëÿ ïîëó÷åíèÿ øêàëû óñëîâèé
ïîëíîòû ñèñòåìû ExpZ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C(S)

⋂
Hol(intS)

ôóíêöèé f , íåïðåðûâíûõ íà âûïóêëîì êîìïàêòå S ⊂ C è îäíî-
âðåìåííî ãîëîìîðôíûõ âî âíóòðåííîñòè intS êîìïàêòà S, ñ íîð-
ìîé ∥f∥S := sup

{∣∣f(z)∣∣ ∣∣ z ∈ S
}
. Äëÿ 2π�ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

s : R→ R+ ñ÷èòàþùåé ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òî-
÷åê Z ñ âåñîì s ïî àðãóìåíòàì íàçûâàåì ôóíêöèþ

Zrad
s (r) :=

r∈R+
Z(0)∥s∥R +

∑
z∈Z

0<|z|⩽r

s(arg z) ⩾ 0, ∥s∥R := sup
θ∈R

∣∣s(θ)∣∣. (2)

Îïîðíóþ ôóíêöèþ íåïóñòîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà S ⊂ C îáîçíà÷àåì
êàê spfS : θ 7−→

θ∈R
sup
s∈S

Re se−iθ ∈ R. ×åðåç S̄ îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî,

çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íîå S ⊂ C îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè R.
Ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàøåãî èññëåäîâàíèÿ òî÷åí, ñó-

ùåñòâåííî ðàçâèâàåò è îáîáùàåò èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ïîëíîòû ñèñòåì ExpZ â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà êîìïàêòàõ ñ ðàâ-
íîìåðíîé íîðìîé (ñì. [3�7]) è äà¼ò íîâûå ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå â
òåðìèíàõ ïåðèìåòðà, åâêëèäîâîé ïëîùàäè, øèðèíû â íàïðàâëåíèè,
øèðîòû, èëè òîëùèíû, äèàìåòðà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü Z � ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê íà C è äëÿ
íåêîòîðîãî ÷èñëà r0 > 0 ôóíêöèÿ f : [r0,+∞) → R+ âûïóêëàÿ è
lim inf
t→+∞

f(t)/t = 0. Åñëè S � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò â C, âû-
ïóêëûé êîìïàêò K ⊂ C ñîäåðæèò 0 ∈ K, ò.å. îïîðíàÿ ôóíêöèÿ
spfK ⩾ 0, à äëÿ ñ÷èòàþùåé ðàäèàëüíîé ôóíêöèè Zrad

spfK
äëÿ Z èç (2)

ñ âåñîì spfK ïî àðãóìåíòàì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

sup
r0⩽r<R<+∞

(∫ R

r

Zrad
spfK

(t)

t2
f
(
t2
)
dt−

area
(
K, S̄

)
π

∫ R

r

f
(
t2
)

t
dt

)
= +∞,

òî ñèñòåìà ExpZ ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå C(S)
⋂

Hol(intS).

Âîçìîæíû âåðñèè îñíîâíîé òåîðåìû è äëÿ êîìïàêòîâ S ⊂ Cn.
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Ïîýòîìó ëåêàðñòâåííî�óñòîé÷èâûå ðàêîâûå êëåòêè íà÷èíàþò äîìè-
íèðîâàòü â îðãàíèçìå ïàöèåíòà è ïðèìåíÿåìîå ëå÷åíèå ìîæåò îêà-
çàòüñÿ íåýôôåêòèâíûì. Íîâûì íàïðàâëåíèåì â ëå÷åíèè ìåëàíîìû
ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíàÿ òåðàïèÿ [1]. Îíà ïîçâîëÿåò âûæèòü çíà÷èòåëü-
íîìó êîëè÷åñòâó ëåêàðñòâåííî�÷óâñòâèòåëüíûõ ðàêîâûõ êëåòîê áëà-
ãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ìèíèìàëüíî ýôôåêòèâíûõ äîç ëåêàðñòâåí-
íûõ ïðåïàðàòîâ èëè âðåìåííûõ ïåðåðûâîâ â èõ ïðèåìå. Â ðåçóëü-
òàòå ýòè êëåòêè ïîäàâëÿþò ðàçìíîæåíèå ëåêàðñòâåííî�óñòîé÷èâûõ
ðàêîâûõ êëåòîê çà ñ÷åò êîíêóðåíöèè çà îáùèå îãðàíè÷åííûå ðåñóð-
ñû. Äëÿ óñïåøíûõ ðåçóëüòàòîâ àäàïòèâíîé òåðàïèè êðàéíå âàæíî
íàéòè îïòèìàëüíûå ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ýòàïà åå àêòèâíîãî
ïðîâåäåíèÿ íà ýòàï åå îòñóòñòâèÿ è íàîáîðîò ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé
ïàöèåíòà.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå íà çàäàííîì âðåìåííîì îòðåçêå, ÿâëÿþ-
ùåìñÿ îáùèì ïåðèîäîì ëå÷åíèÿ ìåëàíîìû, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíêóðåíöèè Ëîòêè�Âîëüòåððû [2], çàäàâàåìàÿ
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âçàè-
ìîäåéñòâèå ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè ëåêàðñòâåííî�÷óâñòâèòåëüíûõ è
ëåêàðñòâåííî�óñòîé÷èâûõ ðàêîâûõ êëåòîê ïðè ïðîâåäåíèè àäàïòèâ-
íîé òåðàïèè. Ýòà ìîäåëü òàêæå ñîäåðæèò ëèíåéíî âõîäÿùóþ óïðàâ-
ëÿþùóþ ôóíêöèþ âðåìåíè, îòâå÷àþùóþ çà ïåðåõîä îò ýòàïà àêòèâ-
íîãî ïðîâåäåíèÿ àäàïòèâíîé òåðàïèè ê ýòàïó åå îòñóòñòâèÿ è íàîáî-
ðîò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæ-
äó ýòèìè ýòàïàìè ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó ðàêîâîé íàãðóçêè (ñóì-
ìû êîíöåíòðàöèé ëåêàðñòâåííî�÷óâñòâèòåëüíûõ è ëåêàðñòâåííî�
óñòîé÷èâûõ ðàêîâûõ êëåòîê) â îðãàíèçìå ïàöèåíòà êàê íà âñåì îá-
ùåì ïåðèîäå ëå÷åíèÿ ìåëàíîìû, òàê è â åãî êîíå÷íûé ìîìåíò.

Òàêàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè èìååò íåâûïóêëóþ îáëàñòü óïðàâëå-
íèÿ, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê îòñóòñòâèþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè â òðàäèöèîííûõ äëÿ ïðèëîæåíèé
êëàññàõ äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ. ×òîáû èçáåæàòü ýòîé ïðîáëåìû, áå-
ðåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáëàñòè óïðàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå âîçíè-
êàåò îñëàáëåííàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, â êîòîðîé îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå óæå ñóùåñòâóåò. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà Ïîíòðÿãèíà. Àíàëèç ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèé, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåò ïîâåäåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îñëàáëåííîé çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî
â îòäåëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà âðåìåíè, ÿâëÿþùåãîñÿ îáùèì ïåðèîäîì
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ëå÷åíèÿ çàáîëåâàíèÿ. À ïîòîìó, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ôóíêöèè ïå-
ðåêëþ÷åíèé îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå áóäåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà
çíà÷åíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ýòàïó àêòèâíîãî ïðîâåäåíèÿ
àäàïòèâíîé òåðàïèè, à äðóãîå îòðàæàåò ýòàï åå îòñóòñòâèÿ. Ýòîò
ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â îñëàáëåííîé çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè îäíîâðåìåííî âûñòóïàåò â ðîëè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ è
â èñõîäíîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè. Ïîñëåäóþùèé àíàëèç ôóíêöèè ïå-
ðåêëþ÷åíèé îïðåäåëÿåò âîçìîæíûå âèäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé ìîäåëè Ëîòêè�Âîëüòåððû, à
òàêæå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè. Çàòåì ïðèâîäÿòñÿ
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìîäåëè è åå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, âçÿòûõ èç ðåàëüíîé êëè-
íè÷åñêîé ïðàêòèêè [1].
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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàñøèðåíèþ ðåçóëüòàòû ïðîáëåìû îòñóòñòâèÿ
ðåøåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ íåðàâíñòâ ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè îò n�ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà äî n�ìåðíîãî êîì-
ïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Áóäåì ðàññìîòðåòü ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è âèäà:

−
n∑

k,j=1

∂2

∂zk∂zj
ak,j(z, u) ⩾ |u|q, z ∈ Cn. (1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 10�01�00000).
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Çäåñü ak,j : Cn × C → C, i, j = 1, ..., n, ñóòü êàðàòåîäîðèåâû
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå:

|ak,j(z, u)| ⩽ a0|u|p, (z, u) ∈ Cn × C, (2)

ñ ïîñòîÿííîé a0 ⩾ 0 è íåêîòîðûì p > 0 è q > p. ×òîáû ñðàâíèòü äâà
êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, ó íàñ åñòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå(1): Åñëè z1, z2 íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Re(z1) ⩾ Re(z2); Im(z1) ⩾ Im(z2).

ãäå: z1 ⩾ z2
Óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðåøåíèé êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîëóëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè-
âåäåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà(1). Çàäà÷à (1) íå èìååò ãëîáàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî
ñëàáîãî ðåøåíèÿ, êîãäà

q ⩽
n

n− 4
p, q > p

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü z = x+ iy, ãäå x = ρcos(θ), y = ρsin(θ) ∈ R,
è ïóñòü u(z) = R(ρ)eiΘ(θ).

Òåïåðü, èç îïðåäåëåíèÿ (1) ìû ìîæåì ëåãêî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî
(1) â âèäå: {

−ReL(Re(ai,j)) + ImL(Im(ai,j) ⩾ Rq,
−ImL(Re(ai,j)−ReL(Im(ai,j) ⩾ 0,

(3)

ãäå

L(f(z)) =

n∑
k,j=1

∂2f(z)

∂zk∂zj
= ReL(f) + iImL(f).

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé è
ìåòîäîì ïðîáíîé ôóíêöèé (ñì.[1]).

Îáîáùåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû íà áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê, èìå-
åò âèä:

−
∑

k⩽|α|⩽m

(−1)|α|Dαaα(z, u) ⩾ uq z ∈ Cn, (4)

Òåîðåìà(2): Çàäà÷à (4) íå èìååò ãëîáàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî
ñëàáîãî ðåøåíèÿ, êîãäà

q ⩽
n

n− 2|α|
p, q > p.
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ È ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÎÑÒÈ
ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ

Þ.Õ. Õàñàíîâ (Äóøàíáå, ÐÒÑÓ)
yukhas60@mail.ru

Ïóñòü Bp (1 ⩽ p <∞) � åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå
èç ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòîðûõ |f(x)|p (1 ⩽ p <∞) èíòåãðèðóåìà ïî
Ëåáåãó â ïðîñòðàíñòâå R ñ íîðìîé

∥f(x)∥Bp =

{
lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(x)|pdx

}1/p

<∞.

Äëÿ ôóíêöèè f(x) ∈ Bp ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå

∞∑
n=1

φ(n)|An|β (0 < β < 2), (1)

ãäå φ(n) � ÷åòíàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíî-
æåñòâå öåëûõ ÷èñåë, à

An = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
f(x)exp(−iλnx)dx.

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, λn � ïîêàçàòåëè Ôóðüå èëè ñïåêòð ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôóíêöèè f(x) ∈ Bp.

Èññëåäóþòñÿ êðèòåðèé àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (1),
êîãäà ïîêàçàòåëè Ôóðüå èìåþò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó â
áåñêîíå÷íîñòè èëè â íóëå, ò.å. êîãäà âûïîëíåíû ñîîòâåòñòâåííî, ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ

λ0 = 0, λ−n = −λn, |λn| < |λn+1|, lim
n→∞

|λn| =∞, (2)

© Õàñàíîâ Þ.Õ., 2023
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λ0 = 0, λ−n = −λn, |λn| > |λn+1|, lim
n→∞

|λn| = 0. (3)

Êîãäà ïîêàçàòåëè Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2) è ïðè
0 < β < 2

∞∑
ν=1

(
λ2ν

λ2ν−1

)kβψβ(2
ν)ωβk (f ;λ

−1
2ν−1)B2 <∞,

ãäå ωk(f ;h) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïîðÿäêà k, à

ψβ(2
ν) = {

2ν+1∑
n=2ν−1

[φ(n)]
2

2−β }1−
β
2 ,

òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ.
Àíàëîãè÷íî, ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (3) è 0 < β < 2, èç

∞∑
ν=1

ψβ(2
ν)W β

k (f ;λ
−1
2ν−1)B2 <∞

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (1). Çäåñü âåëè÷èíà

Wk(f ;H)B2
= sup

|t|⩾H
∥fT r (x)∥B2

(H > 0, k ∈ N),

fT r (x) =
1

(2T )r

∫ x+T

x−T
dt1

∫ t1+T

t1−T
dt2 . . .

∫ tr−2+T

tr−2−T
dtr−1

∫ tr−1+T

tr−1−T
f(tr)dtr

íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì óñðåäíåíèÿ ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(x) ∈ Bp (ñì.
íàïð.[1]).

Çàìåòèì, ÷òî ïðèçíàêè àáñîëþòíîé ÷åçàðîâñêîé ñóììèðóåìîñòè
ðÿäîâ Ôóðüå ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ â ñìûñëå Áåçèêîâè÷à ôóíêöèé
f(x) ∈ Bp (p ⩾ 1), â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ôóðüå,
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [2]�[4].
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Íå÷åòêîå ìîäåëèðîâàíèå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, êîãäà èñ-
õîäíûå äàííûå íåïîëíûå èëè ñëàáî ôîðìàëèçîâàííûå [1]. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â óñëîâèè
îãðàíè÷åííîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ
çàêëþ÷àåòñÿ â òðàêòîâêå èõ ïàðàìåòðîâ êàê ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [2].

Â äàííîé ðàáîòå ñî÷åòàþòñÿ óïîìÿíóòûå ïîäõîäû, à èìåííî èñ-
ñëåäóþòñÿ íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íå÷åòêèìè ñîñòîÿíè-
ÿìè (íå÷åòêî � ñëó÷àéíûå ïðîöåññû). Òî÷íåå, ìû ñ÷èòàåì âðåìÿ è
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íå÷åòêèõ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíûì. Ïðè ýòîì
ñå÷åíèå íåïðåðûâíîãî íå÷åòêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷åòêî � ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Â
ñâîåì èññëåäîâàíèè ìû îïèðàåìñÿ íà èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïî òåî-
ðèè íå÷åòêî � ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [3,4] è êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
òåîðèè âåùåñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [2].

Ïóñòü [t0, T ] ðàñøèðåííûé îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè, (Ω,Σ, P ) âåðî-
ÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå Ω ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, Σ
� σ�àëãåáðà, ñîñòîÿùàÿ èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, P � âåðîÿò-
íîñòíàÿ ìåðà. Íåïðåðûâíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íå÷åòêèìè ñî-
ñòîÿíèÿìè èëè íå÷åòêî�ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì (Í.Ñ.Ï.) X̃(t) áóäåì
íàçûâàòü ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ X̃(t) = X̃(ω, t) , çíà÷åíèÿìè êîòîðîé
ïðè ∀t ∈ [t0, T ] ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêî � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (Í.Ñ.Â.).

1
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Èíòåðâàëû α � óðîâíÿ X̃(ω, t) ïðè ôèêñèðîâàííûõ t ∈ [t0, T ]
îïðåäåëÿþò ôîðìóëàìèXα(ω, t) = {r ∈ R : µX̃(ω,t)(r) ⩾ α} α ∈ (0, 1],
X0(ω, t) = cl{r ∈ R : µX̃(ω,t)(r) > 0} ãäå µX̃(ω,t)(r) � ôóíêöèÿ

ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ÷èñëà X̃(ω, t) , à cl îáîçíà÷àåò çàìû-
êàíèå ìíîæåñòâà. Èíòåðâàë Xα(ω, t) ïðåäñòàâèì â âèäå Xα(ω, t) =
[X−

α (ω, t), X
+
α (ω, t)]. Åãî ãðàíèöû X−

α (ω, t), X
+
α (ω, t), ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå ñîáîé ñêàëÿðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, íàçûâàþò ëåâûì è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðàâûì α � èíäåêñàìè äëÿ X̃(ω, t).

Íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü Í.Ñ.Ï., äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèè
X±
α (ω, t) êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà

Ω× [0, 1]× [t0, T ].

Îïðåäåëèì íå÷åòêîå îæèäàíèå M
(
X̃(t)

)
= M

(
X̃(ω, t)

)
Í.Ñ.Ï.

X±
α (ω, t) ïðè ∀t ∈ [t0, T ] êàê íå÷åòêîå îæèäàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

Í.Ñ.Â. ñ α � èíäåêñàìè[
M
(
X̃(t)

)]±
α
=

∫
Ω

X±
α (ω, t)dP (∀α ∈ [0, 1]).

Îæèäàíèåì Í.Ñ.Ï. X̃(t) íàçîâåì ñðåäíåå íå÷åòêîãî îæèäàíèÿ,

ò.å. ÷èñëî m
(
X̃(t)

)
, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

m
(
X̃(t)

)
=

1

2

1∫
0

([
M(X̃(t))

]−
(α) +

[
M(X̃(t))

]+
(α)

)
dα.

Êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé Í.Ñ.Ï. X̃(t) íàçîâåì âåëè÷èíó

KX̃(t, s) = cov
(
X̃(t), X̃(s)

)
=

1

2

1∫
0

(
KX−

α
(t, s) +KX+

α
(t, s)

)
dα.

Çäåñü KX−
α
(t, s) è KX+

α
(t, s) � êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñêàëÿð-

íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ X−
α (ω, t) è X+

α (ω, t). Äèñïåðñèÿ Í.Ñ.Ï.
X̃(t) ðàâíà DX̃(t) = KX̃(t, t).

Ê ñòàöèîíàðíûì (â øèðîêîì ñìûñëå) ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì îòíî-
ñÿòñÿ òàêèå ([2], ãë. 8), ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êîòîðûõ íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè, à êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè çàâèñÿò ëèøü îò ðàçíîñòè
àðãóìåíòîâ.
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Íàçîâåì Í.Ñ.Ï. X̃(t) ñòàöèîíàðíûì, åñëè åãî íå÷åòêîå îæèäà-

íèå M
(
X̃(t)

)
è îæèäàíèå m

(
X̃(t)

)
ïîñòîÿííû, à êîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ KX̃(t1, t2) çàâèñèò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ t2− t1 = τ . Èìå-
åò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α � èíäåêñû Í.Ñ.Ï. X̃(t) ïðè ∀α ∈ [0, 1] ÿâëÿ-
þòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Òîãäà Í.Ñ.Ï. X̃(t)
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α � èíäåêñû Í.Ñ.Ï. X̃(t) ïðè ∀α ∈ [0, 1] äî-
ïóñêàþò ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

X±
α (ω, t) = m±

α +

∞∑
i=0

(
(ξ±α )i cosωit+ (η±α )i sinωit

)
,

ïðè÷åì ïðè ∀α ∈ [0, 1] äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξ±α )i, (ξ
±
α )i âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ: E(ξ±α )i = E(η±α )i = 0 (i = 0, 1, 2, ...); E ((ξ±α )i(ξ
±
α )j) =

E ((η±α )i(η
±
α )j) = 0 (i ̸= j); E ((ξ±α )i(η

±
α )j) = 0 (∀i, j = 0, 1, 2, ...).

Ïóñòü äèñïåðñèè D(ξ±α )i = D(η±α )i = (D±
α )i, ïðè÷åì

∞∑
i=1

(D±
α )i <

∞, ∀α ∈ [0, 1].

Òîãäà X̃(t) � ñòàöèîíàðíûé Í.Ñ.Ï.: åãî íå÷åòêîå îæèäàíèå ïî-
ñòîÿííî è èìååò α�èíäåêñû m−

α è m+
α , à êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Í.Ñ.Ï. X̃(t) èìååò âèä

KX̃(τ) =
1

2

∞∑
i=1

1∫
0

(
(D−

α )i + (D+
α )i
)
dαcosωiτ.

Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ Í.Ñ.Ï. X̃(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

DX̃ = 1
2

∞∑
i=1

1∫
0

((D−
α )i + (D+

α )i) dα.
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Î ÏÎ×ËÅÍÍÎÌ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÈ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÐßÄÎÂ
À.Ï. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)

KhromovAP@info.sgu.ru

1. Ðàññìîòðèì íà [0, 1] ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè φ(x) ∈ L[0, 1] ïî ñè-
íóñàì, ò.å. ðÿä

∞∑
1

2(φ, sinnπξ) sinnπx, (1)

ãäå (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx. Áóäåì èñêàòü ñóììó ðÿäà (1) ñðåäè ôóíê-

öèé èç L[0, 1], ïðèâëåêàÿ àêñèîìó:∫ x

0

∑
=
∑∫ x

0

. (2)

Ïóñòü ñóììà ðÿäà (1) åñòü g(x) ∈ L[0, 1]. Òîãäà â ñèëó (2):∫ x

0

g(t)dt =

∞∑
1

2(φ, sinnπξ)

∫ x

0

sinnπt dt. (3)

Ïî òåîðåìå 3 [1, c.320] ðÿä (3) ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå è åãî ñóì-
ìà åñòü

∫ x
0
φ(ξ)dξ. Ïîýòîìó èç (3) ïîëó÷àåì, ÷òî g(x) = φ(x) ïî÷òè

âñþäó.
Òåì ñàìûì (2) â ïðèìåíåíèè ê ðÿäó (1) äàåò àíàëîã ìåòîäà ñóì-

ìèðîâàíèÿ Ôåéåðà. Â ñàìîì äåëå, â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ðÿäà (1) ïî÷òè
âñþäó ïîëó÷àåì, ÷òî è òåïåðü ñóììà ðÿäà (1) åñòü φ(x) (ðåãóëÿðíîñòü
ìåòîäà). Â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (1) òàêæå êàê è ïðè ñóììèðîâà-
íèè ïî Ôåéåðó ïîëó÷àåì, ÷òî (2) äàåò ñóììó ðÿäà (1), ðàâíóþ φ(x).
Îñîáåííîñòü íàøåãî ìåòîäà â òîì, ÷òî ó íàñ ñîâñåì íå ó÷àñòâóþò
÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (1).

2. Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê àêñèîìà (2) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñóì-
ìó ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èç êîñèíóñîâ:

∞∑
1

cosnπx, (4)

© Õðîìîâ À.Ï., 2023
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íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðÿäîì Ôóðüå.
Ëåììà. Ðÿä (4) ïðè x ∈ [0, 1] íå èìååò ñóììû ñðåäè ôóíêöèé èç

L[0, 1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å., ïóñòü ýòà ñóììà

åñòü g(x) ∈ L[0, 1]. Òîãäà â ñèëó (2):∫ x

0

g(t)dt =

∞∑
1

∫ x

0

cosnπtdt =

∞∑
1

sinnπx

nπ
. (5)

Ðÿä
∞∑
1

sinnπx

nπ
(6)

ñõîäèòñÿ [2, c. 124] ïðè âñåõ x, è åãî ñóììà σ(x) ïðè x ∈ [0, 1] åñòü

σ(x) =

{
1
2 (1− x), x ∈ (0, 1],

0, x = 0,

ò.å., ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òåì ñàìûì (5) íå èìååò ìåñòà.
Õîòÿ ìû è íå íàøëè ñóììû ðÿäà (4), íî çàòî â ðåçóëüòàòå ïî÷ëåí-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèøëè ê ðÿäó (6). Ðàññìàòðèâàÿ ñóììó ðÿ-
äà (6) íà [−1; 1] êàê îáîáùåííóþ ôóíêöèþ ïîëó÷àåì [ñì. 3, ñ. 33].

Òåîðåìà. Ñóììà ðÿäà (4) íà [−1; 1] åñòü − 1
2 + δ(x), ãäå δ(x) �

äåëüòà�ôóíêöèÿ Äèðàêà.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ ÄÐÎÁÍÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß ÎÒ ÎÄÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÔÎÊÑÀ

Ñ ×ÅÒÛÐÜÌß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ
Ô.Ã. Õóøòîâà (Íàëü÷èê, ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ)

khushtova@yandex.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ôîêñà ñ ÷åòûðüìÿ ïàðà-
ìåòðàìè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ B�
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðå-
ìåíè [1], [2]. Äëÿ íå¼ ïîëó÷åíû ôîðìóëû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è Ýðäåéè�Êîáåðà.

Ïóñòü φ(x) ∈ L(a, b), Reα > 0.
Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà�

Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α îò ôóíêöèè φ(x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [3,
ñ. 9]

D−α
ax φ(t) =

1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1φ(t) dt,

D−α
bx φ(t) =

1

Γ(α)

b∫
x

(t− x)α−1φ(t) dt.

Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ýðäåéè�
Êîáåðà îò ôóíêöèè φ(x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [4, ñ. 246], [5,
ñ. 105]:

Iα0+;2,βφ(x) =
2

Γ(α)
x−2(α+β)

x∫
0

(x2 − t2)α−1t2β+1φ(t) dt,

Iα−;2,βφ(x) =
2

Γ(α)
x2β

∞∫
x

(t2 − x2)α−1t1−2(α+β)φ(t) dt.

Ïóñòü 0 < ρ ⩽ 2, µ, σ è ν ∈ C, (σ+ν)/2 /∈ Z. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
îò êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z

J ρ,µ,σν (z) = H2,1
2,3

[(z
2

)2 ∣∣∣∣ ( 1− σ/2, 1 ), (µ− ρ σ/2, ρ )(
ν/2, 1

)
,
(
1− σ/2, 1

)
,
(
− ν/2, 1

) ] ,
ãäå H 2,1

2,3 [...] � H�ôóíêöèÿ Ôîêñà [6, ñ. 528].

© Õóøòîâà Ô.Ã., 2023
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Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü Reµ > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

D−α
cx |x− c|µ−ρσ/2−1J ρ,µ,σν

(
|x− c|−ρ/2

)
=

= |x− c|µ+α−ρσ/2−1J ρ,µ+α,σν

(
|x− c|−ρ/2

)
.

Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ −1 < Re ν < 2−Reσ,
ëèáî 2− Re ν < Reσ < 4 + Re ν. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

xν−αIα0+;2,ν−α x
2α−νJ ρ,µ,σν (x) = 2αJ ρ,µ,σ−αν+α (x).

Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü Re (ν + σ)/2 > Reα. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà

xα−νIα−;2,ν−α x
νJ ρ,µ,σν (x) = 2αJ ρ,µ,σ−αν−α (x).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåä¼ííûõ ôîðìóë ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [7].
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ËÎÊÀËÜÍÎ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÎ
ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÌÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ1

È.Ã. Öàðüêîâ
(Ìîñêâà, ÌÃÓ, ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò,

Ìîñêîâñêèé öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè)
tsar@mech.math.msu.su

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X = (X, ∥·∥) � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X, òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé àïïðîê-
ñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà M , åñëè âñÿêàÿ ìè-
íèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ M (ò.å. òàêàÿ, ÷òî
∥x − yn| → ϱ(x,M) (n → ∞)) èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ynk

},
ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y ∈M ïðè k →∞. Åñëè âñå òî÷êè
x ∈ X ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè äëÿ
ìíîæåñòâà M , òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî
êîìïàêòíûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ðàâíîìåðíî âûïóêëîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, M ⊂ X � ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâ. Òîãäà ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì ñîëíöåì.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî X � ãëàäêîå ïðîñòðàíñòâî, òî M � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X = (X, ∥·∥) � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî àïïðîêñè-
ìàòèâíî êîìïàêòíûì (ëîêàëüíî ñëàáî êîìïàêòíûì), åñëè äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò åå çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ X,
äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî M ∩ U ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîì-
ïàêòíûì (ñëàáî êîìïàêòíûì).

Îòìåòèì, ÷òî ñëàáî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ðàâíîìåðíî âûïóê-
ëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêò-
íûì. Ïîýòîìó ëîêàëüíî ñëàáî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíûì àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíûì â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ðàâíîìåðíî âûïóêëîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, M ⊂ X � ñåïàðàáåëüíîå ëîêàëüíî àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêò-
íîå ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ÷åáû-
øåâñêèì ñîëíöåì. Åñëè äîïîëíèòåëüíî X � ãëàäêîå ïðîñòðàíñòâî,
òî M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîñ-
ñèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 22�21�00204).
© Öàðüêîâ È.Ã., 2023
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Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà îáîáùåííûõ äðîáåé è ïðîèçâå-
äåíèé è ïðèìåíèì ê ýòèì ìíîæåñòâàì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòà-
òû. Ïðè ýòîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî âñÿêîå
çàìêíóòîå âûïóêëîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî
êîìïàêòíûì â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü òàêæå íà-
äî îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî êëàññè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ îáúåêòîâ,
èñïîëüçóþùèõñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè, ÿâëÿþòñÿ íåâûïóêëûìè.

Ïðèìåð. Ïðèáëèæåíèå ïðîèçâåäåíèÿìè. Ïóñòü G � íåïóñòîå
îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî L∞ = L∞(Ω, µ), Vj ⊂ Lp =
Lp(Ω, µ) � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (1 < p < ∞, j ∈ N). Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâà Gj := {g ∈ G | ∥g∥L∞ ⩽ j} (j ∈ N). Ïóñòü
V :=

⋃
j

Vj ,

M := {gv | g ∈ G, v ∈ V }.

Ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì ìíîæåñòâîì â Lp, åñëè íå
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ Lp âñÿêîå âû-
ïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì, ïðè ýòîì çà-
ìêíóòîñòü ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì.

Ïðèìåð. Ïðèáëèæåíèå îáîáùåííûìè äðîáÿìè. Ïóñòü G :=⋃
j

Gj , V :=
⋃
j

Vj , G0 ⊂ L∞, ãäå

Gj = {g ∈ G0 | 1/j ⩽ g(·) ⩽ j ïî÷òè âñþäó}
� íåïóñòîé êîìïàêò â L∞ (j ∈ N),

Vj ⊂ Lp � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (1 < p <∞, j ∈ N).

×åðåç R îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äðîáåé

{v/g | v ∈ V, g ∈ G}.

Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî R ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì ìíîæåñòâîì â Lp òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è âûïóêëûì.

Ïðèìåð. Ïðèáëèæåíèå ðèäæ�ôóíêöèÿìè. ÏóñòüA � ïîäìíîæå-
ñòâî â Rm, äîïóñêàþùåå èñ÷åðïàíèå êîìïàêòàìè (ò.å. ïðåäñòàâëÿþ-
ùåå ñîáîé ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå êîìïàêòîâ). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
ôóíêöèé èç Lp(Rm) (1 < p <∞)

R =
{
f((a, x)) | f ∈ Lp(R), a ∈ A, x ∈ Rm

}
(â âûøåïðèâåäåííûì îáîçíà÷åíèè (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
Rm). Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
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òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî R áûëî ÷åáûøåâñêèì â Lp(Rm) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî çàìêíóòûì è âûïóêëûì. Àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ìíîæåñòâ âèäà

Rn =
{ n∑
k=1

fk((ak, x)) | fk ∈ Lp(R), ak ∈ A, x ∈ Rm
}
,

èëè äàæå áîëåå îáùåãî âèäà

R̂n =
{ n∑
k=1

fk((ak, x) + ck) | fk ∈ Lp(R), ak ∈ A, ck ∈ C, x ∈ Rm
}
,

ãäå C � ìíîæåñòâî èç R, äîïóñêàþùåå èñ÷åðïàíèå êîìïàêòàìè.

Ê ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÍÀÁËÞÄÀÅÌÎÑÒÈ ËÈÍÅÉÍÎÉ
ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñ ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÌÈ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ1

Î.Á. Öåõàí (Ãðîäíî, ÃðÃÓ)
tsekhan@grsu.by

Íà âðåìåííîì èíòåðâàëå T = [t0, t1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ
íåñòàöèîíàðíàÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ñ âûõîäîì

ż(t) = A (t, µ) z(t), z = (x, y)
′ ∈ Rn, x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , t ∈ T,

v(t) = c (t) z(t), v ∈ R, t ∈ T, z(t0) = z0 ∈ Rn, z0 = (x0, y0)
′
,

(1)

ãäå µ � ìàëûé ïàðàìåòð, µ ∈ (0, µ0], µ0 ≪ 1, n = n1 + n2,
A (t, µ) = A0(t)+ 1

µA
1(t), A0 (t) =

(
A1(t) A2(t)
0 0

)
, A1 (t) =

(
0 0
A3(t) A4(t)

)
,

c(t) = (c1(t), c2(t)) , Ai (t) , 1, 4, cj (t) , j = 1, 2, � íåïðåðûâíûå íà
T ìàòðè÷íûå ôóíêöèè ïîäõîäÿùèõ ðàçìåðîâ. Ñèñòåìó (1) îòîæäå-
ñòâèì ñ ïàðîé ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé A (t, µ) , c(t) è áóäåì îáîçíà÷àòü
(Aµ, c).

Ïóñòü â ñèñòåìå (1) ðåàëèçîâàëèñü íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííîå µ ∈
(0, µ0] è íåèçâåñòíîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå z0, ÷òî ïîðîäèëî ïðîöåññ
z(t, µ, z0) (t ∈ T ) è âûõîäíóþ ôóíêöèþ v(t, µ, z0) (t ∈ T ).

Äëÿ öåëîãîm > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Um(T ) ñîâîêóïíîñòü âñåõ íèæ-
íåòðåóãîëüíûõ

(
(m+ 1)× (m+ 1)

)
�ìàòðèö P (t) ñ íåïðåðûâíûìè íà

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ
Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü (ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿, çàäàíèå 1.2.04).
© Öåõàí Î.Á., 2023
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T ýëåìåíòàìè pki(t) (k, i = 0, 1, . . . ,m), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ
pkk(t) ̸= 0 (t ∈ T ), (k = 0, 1, . . . ,m). Ïóñòü P (t) ∈ Uk(T ).

Îïðåäåëåíèå 1 [1]. Ïðè ôèêñèðîâàííîì µ > 0 ñèñòåìà (1) èìå-
åò P�êëàññ k (çàïèñûâàåì (Aµ, c) ∈ {P, k}), åñëè âñÿêàÿ åå âûõîäíàÿ
ôóíêöèÿ v(t, µ, z0), (t ∈ T ), èìååò íåïðåðûâíûå êâàçèïðîèçâîäíûå
[2] îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P (t) äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî.

Åñëè ïàðàìåòð µ ïðèíèìàåò âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èç (0, µ0],
òî ñèñòåìà (1) çàäàåò µ�ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {A0, A1, c}µ0 ñè-
ñòåì, îïðåäåëÿåìûõ òðîéêîé ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé A0, A1, c. Ñ÷èòàåì,
÷òî {A0, A1, c}µ0 ∈ {P, k}, åñëè {Aµ, c} ∈ {P, k}∀µ ∈ (0, µ0].

Ïóñòü (Aµ, c) ∈ {P, n − 1}. Òîãäà îïðåäåëåíà n�âåêòîð ñòðîêà
VP (t, µ, z0) =

(
0
P v(t, µ, z0)

1
P v(t, µ, z0) . . . n−1

P v(t, µ, z0)
)
, ãäå kP f(t)

� êâàçèïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k [2] ôóíêöèè f(t) îòíîñèòåëüíî ìàò-
ðèöû P (t) .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì µ ∈ (0, µ0] (Aµ, c) ∈
{P, k} P�ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà íà T , åñëè ∀z0 ∈ Rn îòîáðàæå-
íèå z(t, µ)→ VP (t, µ, z0) èíúåêòèâíî äëÿ êàæäîãî t ∈ T. Ñåìåéñòâî
ñèñòåì {A0, A1, c}µ0 ∈ {P, n − 1} P�ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà íà T,
åñëè ëþáàÿ (Aµ, c) ∈ {A0, A1, c}µ0 P�ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà íà T.

Ñ ñèñòåìîé (1) ñâÿçàíû [3] íåçàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà µ íåñòàöè-
îíàðíàÿ âûðîæäåííàÿ ñèñòåìà (ÂÑ) ðàçìåðíîñòè n1 è t�ïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ áûñòðûõ ïîäñèñòåì ðàçìåðíîñòè n2,
ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé ïîãðàíñëîÿ (ÑÏ). Ïóñòü äëÿ çàäàííîé P ∈
Un−1(T ) ìàòðèöà P̄ åñòü åå âåðõíèé ëåâûé áëîê ðàçìåðà (n1 × n1).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Ai(t), i = 1, 4 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
íà T è Reλ(A4(t)) ⩽ −α < 0 ∀ ∈ T . Åñëè ÂÑ P̄�ðàâíîìåðíî íà-
áëþäàåìà íà T è êàæäàÿ ñèñòåìà èç t�ñåìåéñòâà áûñòðûõ ïîäñè-
ñòåì ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà íà T , òî íàéäåòñÿ òàêîå µ∗ ∈ (0, µ0],
÷òî ñåìåéñòâî {A0, A1, c}µ∗ (1) P�ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìî íà T ïðè
êàæäîé P ∈ Un−1(T ), äëÿ êîòîðîé P̄ åñòü âåðõíèé ëåâûé (n1×n1)�
áëîê, è (â ñëó÷àå n ⩾ 2) {A0, A1, c}µ ∈ {P, n− 1} ∀µ ∈ (0, µ0].

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò êðèòåðèé P�ðàâíîìåðíîé íàáëþ-
äàåìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì [2], ðàñùåïëÿþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
ñèñòåìû (1) [3], èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ ìàòðèö íàáëþäà-
åìîñòè ïîäñèñòåì ÂÑ è ÑÏ ðàñùåïëåííîé ñèñòåìû, èíâàðèàíòíîñòü
ïðèíàäëåæíîñòè ñèñòåìû (1) P�êëàññó n − 1 [2] îòíîñèòåëüíî ðå-
àëèçîâàííîãî ðàñùåïëÿþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå ñîõðàíåíèå
ïîëíîòû ðàíãà ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè ïðè ìàëûõ àääèòèâíûõ è
íåâûðîæäåííûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
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Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âåðíî
{A0, A1, c}µ ∈ {P, n− 1} ∀µ ∈ (0, µ0], èçëîæåíû â [1].
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Ïóñòü íåêîòîðàÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
f(x) ∈ Lα2 [−a ⩽ x ⩽ a] èç ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà ðàññìàòðè-
âàåòñÿ íà îòðåçêå [−a ⩽ x ⩽ a]. Áûñòðûì ðàçëîæåíèåì f(x) íàçîâåì
ñóììó íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè Mp(x) è ðÿäà Ôóðüå äëÿ
ðàçíîñòè f(x)−Mp(x), ò. å.

f(x) =Mp(x) + a0 +
∞∑
m=1

am cosmπ
x

a
+ bm sinmπ

x

a
,

a0 =
1

2a

a∫
−a
(f(x)−Mp(x)) dx,

am =
1

a

a∫
−a

((f(x)−Mp(x))) cosmπ
x

a
dx,

bm =
1

a

a∫
−a

(f(x)−Mp(x)) sinmπ
x

a
dx.

(1)

Ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Mp(x) â (1) óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà Ôóðüå äëÿ ðàçíîñòè (f(t)−Mp(t)), ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü

© ×åðíûøîâ À.Ä., Êóçíåöîâ Ñ.Ô., *Ãîðÿéíîâ Â.Â., Íèêèôîðîâà Î.Þ.,
Ðóêèí È.Ã., 2023
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åãî ìíîãîêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé

Mp(x) =

p∑
q=0

AqPq(x), (2)

ãäå Aq íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, à Pq(x) áûñòðûå ïîëèíîìû.
Êîýôôèöèåíòû Aq îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå [1]

Aq = f (q)(a)− f (q)(−a), (3)

à Pq(x) ïîëèíîìû ÷åòíîé è íå÷åòíîé ñòåïåíåé çàïèøåì ðåêóððåíò-
íûìè ôîðìóëàìè ÷åðåç îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

P0(x) =
x

2a
, P2q−1(x) =

x∫
0

P2q−2(x) dx,

P2q(x) =
x∫
0

P2q−1(t) dt−
x

a

a∫
0

P2q−1(x) dx, q = 1, 2, . . .
(4)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a0, am, bm èñïîëüçóåì äèñêðåò-
íóþ ñèñòåìó

Êîîðäèíàòû 2N ðàñ÷åòíûõ òî÷åê xj çàäàäèì ôîðìóëîé

xj = ja/N, j = −N ÷N − 1. (5)

Êîýôôèöèåíòû a0, am, bm ðàçëîæåíèÿ (5)íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âè-
äå:

a0 =
1

2N

N−1∑
j=−N

(f(tj)−Mp(tj)) . (6)

am =
1

N

N−1∑
j=−N

(f(xj)−Mp(xj)) cosmπ
xj
a
, m = 1÷N − 1. (7)

bm =
1

N

N−1∑
j=−N

(f(xj)−Mp(xj)) sinmπ
xj
a
, m = 1÷N − 1. (8)

Ïîäñòàâëÿÿ a0, am, bm èç (6), (7) è (8) â (1), ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ
ïîëíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè f(x) íà îòðåçêå [−a, a)
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ïðè f(x) çàäàíèè äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè f(xj):

f(x) =
1

2N

N−1∑
j=−N

(f(xj)−Mp(xj))+

1

N

N−1∑
n=1

N−1∑
j=−N

(f(xj)−Mp(xj)) cosnπ
xj
a

cosnπ
x

a
+

+
1

N

N−1∑
n=1

N−1∑
j=−N

(f(xj)−Mp(xj)) sinnπ
xj
a

sinnπ
x

a
+Mp(x),

f(x) ∈ Lp+2
2 (x ∈ [−a, a)) .

(9)
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ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. � 2022. � � 4 (54). � Ñ. 57�70.
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ È ÎÑÎÁÛÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈ
Â ÎÁËÀÑÒÈ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß1
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ)

Λkx :=

k∑
i=0

Ai(t)x
(i)(t) = f(t), t ∈ T, (1)

1 Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè ïî ïðî-
åêòó ¾Òåîðèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì ñ èõ ïðèëîæåíèÿìè¿ (� ãîñ ðåãèñòðàöèè: 121041300060�4).
© ×èñòÿêîâ Â.Ô., ×èñòÿêîâà Å.Â., 2023
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ãäå Ai(t) − (ν × n) � ìàòðèöû, x(t) � èñêîìàÿ è f(t) � èçâåñòíàÿ
âåêòîð�ôóíêöèè, x(i)(t) = (d/dt)ix(t), x(0)(t) = x(t), è âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

rank Ak(t) < min{ν, n} ∀t ∈ T, (2)

ýêâèâàëåíòíîå ïðè ν = n ðàâåíñòâó detAk(t) = 0 ∀t ∈ T. Òàêèå ñè-
ñòåìû ïðèíÿòî íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíî�àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâ-
íåíèÿìè (ÄÀÓ).

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå (1) ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ïåð-
âîãî ïîðÿäêà

A(t)ẋ + B(t)x =

(
Em 0
0 Ak(t)

)
ẋ +

(
0 −Em

A0(t) Ã(t)

)
x =

(
0
f(t)

)
, (3)

t ∈ T, ẋ = (d/dt)x,

ãäå
m = (k − 1)n, Ã(t) = (A1(t) A2(t) . . . Ak−1(t)),

x =
(
x⊤ ẋ⊤ . . . (x(k−1))⊤

)⊤
,

⊤ � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ñëåäóÿ [1], êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþò-
ñÿ â âèäå èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà

ϖ(x) =

∫ β

α

[dσ(s)]C(s)x(s) = a, (4)

ãäå σ(s) � çàäàííàÿ ìàòðèöà îãðàíè÷åííîé ïîëíîé âàðèàöèè íà
T , C(s) � çàäàííàÿ (ρ × m)�ìàòðèöà èç C(T ), m = kn, ρ ⩽ m,
a−çàäàííûé âåêòîð èç Rρ.

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè óñëîâèé (4) ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíàÿ è ìíîãîòî-
÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷è [1]. Îñîáåííîñòüþ îñîáûõ òî÷åê ÄÀÓ ÿâëÿ-
åòñÿ òàêîå îáñòîÿòåëüñòâî: îíè ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ òî÷êàìè èçìå-
íåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû Ak(t). Â äîêëàäå èçëàãàþòñÿ ìåòîäèêè ïîèñêà
îñîáûõ òî÷åê ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà. Íåêîòîðûå êðèòåðèè
ïðèñóòñòâèÿ îñîáûõ òî÷åê íà T ñîäåðæàòñÿ â ñòàòüå [2]. Ìû ïðèâî-
äèì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÄÀÓ, êî-
ãäà ìû ïîëó÷àåì íåâåðíûå ñâåäåíèÿ î ðàñïîëîæåíèè îñîáûõ òî÷åê íà
T . Ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (1),
(4) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîãäà
èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà íåâÿç-
êè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Äëÿ ÄÀÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà íåêîòîðûå
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âàðèàíòû ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðàññìàòðèâàëèñü â ñòàòüÿõ
[3], [4].
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ÑÎ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ

Â ÊÐÀÅÂÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ1

Å.Å. ×èòîðêèí (Ñàìàðà, Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò; Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáðàòíîé çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
L = L(q, p1, p2, f1, f2) ñëåäóþùåãî âèäà:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, π), (1)

p1(λ)y
′(0) + p2(λ)y(0) = 0, f1(λ)y

′(π) + f2(λ)y(π) = 0, (2)

ãäå (1) � óðàâíåíèå Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïî-
òåíöèàëîì q ∈ L2(0, π), λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, êðàåâîå óñëî-
âèå (2) â òî÷êå x = 0 ñîäåðæèò âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû pj(λ),
j = 1, 2, êðàåâîå óñëîâèå â òî÷êå x = π � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè
fj(λ), j = 1, 2, àíàëèòè÷åñêèå âî âñåé λ�ïëîñêîñòè.

Ïóñòü N1, N2 � ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ p1(λ) è p2(λ) ñîîòâåòñòâåí-
íî, à {ai}N1

i=0 è {bi}
N2
i=0 � êîýôôèöèåíòû ïðè λi ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ñàðàòîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð-
ñèòåòå ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò 21�71�10001,
https://rscf.ru/project/21-71-10001/).
© ×èòîðêèí Å.Å., 2023

436



Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ω =
1

2

∫ π

0

q(t) dt, ϖ =

 ω − bN1 , N1 = N2

ω + aN1 , N1 = N2 − 1
ω, N1 ̸= N2, N1 ̸= N2 − 1

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåïåíè N1, N2 ìíîãî-
÷ëåíîâ è ôóíêöèè f1(λ), f2(λ) èçâåñòíû àïðèîðè. Ïî äàííîìó ïîä-
ñïåêòðó {λn}∞n=1 è ÷èñëó ϖ íàéòè ïîòåíöèàë q(x) è ìíîãî÷ëåíû
p1(λ), p2(λ).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è áûë èñïîëüçîâàí ïîäõîä ðàáîòû [1]. Äî-
êàçàíà åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà è ìíîãî÷ëåíîâ â
êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïî ÷àñòè ñïåêòðà. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [2].

Òàêæå ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ïîñòðîåííîé òåîðèè äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ òèïà Õîõøòàäòà�Ëèáåðìàíà ñ ìíîãî÷ëåíàìè â êðàåâûõ
óñëîâèÿõ è â óñëîâèÿõ ñêëåéêè âíóòðè èíòåðâàëà. Äëÿ ýòèõ çàäà÷
òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ, ïðè÷åì äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ èñ-
ïîëüçóåòñÿ âåñü ñïåêòð ëèáî åãî ÷àñòü. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà
ñâåäåíèè äàííûõ çàäà÷ ê çàäà÷å L ñ êîíêðåòíûìè ôóíêöèÿìè f1(λ)
è f2(λ) è ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíû â
[2].
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Öåëüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà ñîâìåñòíîãî
îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ òåëåêîììóíèêàöèîííîé ñèñòåìû è
èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ åå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ðåàëüíîì ìàñ-
øòàáå âðåìåíè â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ïîìåõ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé
ïðèðîäû. Òåëåêîììóíèêàöèîííàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ìîäåëüþ â ôîðìå ¾îáúåêò�íàáëþäàòåëü¿:

Ẏ = f1 (Y, t) + U (Y, t) + f0 (Y, t)Vt,

ãäå Y � ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ; fi, i = 0, 1 � èçâåñòíûå íåëèíåéíûå
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà ∀Y, t; U (Y, t) � íåèç-
âåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáúåêòà
è ïîäëåæàùàÿ èäåíòèôèêàöèè ïî ïîêàçàíèÿì èçìåðèòåëÿ;Vt � øóì
òåëåêîììóíèêàöèîííîé ñèñòåìû, íàáëþäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåé-
íîãî íàáëþäàòåëÿ âèäà Z = h (Y, t) +Wt, ãäå Z � âûõîäíîé ñèãíàë
íàáëþäàòåëÿ, h (Y, t) � èçâåñòíàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, Wt � øóì
èçìåðåíèé. Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ òåëåêîììó-
íèêàöèîííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöè-
îíàëà, õàðàêòåðèçóþùåãî êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òåëåêîììó-
íèêàöèîííîé ñèñòåìû:

J = −
∫
T

∫
Y

ρZ (Y, Z, t) dY dt+

∫ T

t0

U2 (Y, t) dt,

ãäå ρZ (Y,Z, t) � àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.
Íà ïåðâîì ýòàïå àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äàííî-

ãî ïðîöåññà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé àïîñòåðèîðíûõ ìîìåíòîâ.
Ñäåëàííîå äàëåå äîïóùåíèå î âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïëîòíî-
ñòè âåðîÿòíîñòè êëàññîì ðàñïðåäåëåíèé Ïèðñîíà ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîìåíòîâ. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå
ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ê ðå-
øåíèþ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ìåòîäè-
êà ñèíòåçà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è

© ×óá Å.Ã., 2023
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íà îñíîâå ìåòîäà èíâàðèàíòíîãî ïîãðóæåíèÿ ïîçâîëÿåò ñôîðìèðî-
âàòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ êàê ðåøåíèå ñèñòå-
ìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ òåëåêîììóíèêàöèîííîé ñèñòåìû â óñëîâèÿõ äåé-
ñòâèÿ ïîìåõ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. Ðåàëèçàöèÿ ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà â ñîâðåìåííûõ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåìàõ íå
ïðåäúÿâëÿåò äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé ê âû÷èñëèòåëþ, ÷òî äåëà-
åò âîçìîæíûì åãî øèðîêîå ïðèìåíåíèå.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ
ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎÉ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ñ ÍÅÃËÀÄÊÈÌÈ ÐÅØÅÍÈßÌÈ
Ñ.À. Øàáðîâ, Àë�Ãàðàéõîëè Èâàí Àáäóëêàðèèì Õóçàì
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Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè θ(s) =
∞∑
n=0

1
λs
n
,

ãäå λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è{
− (pu′x)

′
σ + qu = λM ′

σu;
u(0) = u(ℓ) = 0,

(1)

ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.
Ðåøåíèå (1), êàê è â ðàáîòàõ [1]�[3], áóäåì èñêàòü â êëàññå E �

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà [0; ℓ] ôóíêöèé u(x), ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
êîòîðûõ u′x(x) � σ�àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, ℓ].

Â òî÷êàõ ξ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó òî÷åê ðàçðûâà σ(x), óðàâ-
íåíèå â (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî −∆(pu′x) (ξ) + u(ξ)q(ξ) =
λM ′

σ(ξ)u(ξ), ãäå ∆u(ξ) � ïîëíûé ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) â òî÷êå ξ.
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Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
ôóíêöèè p(x) è M(x) σ�àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0; ℓ]S(µ) (îïè-

ñàíèå ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà [0; ℓ]S(µ) ñì. [1]�[3]), min
x∈[0;ℓ]S(µ)

p(x) > 0,

q(x) � σ�ñóììèðóåìà, q(x) ⩾ 0.
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ÎÁ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÉ ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ØÅÑÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÏÎ ÌÅÐÅ
È ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Ñ.À. Øàáðîâ, Ò.Â. Ãðèäÿåâà, Ô.Â. Ãîëîâàíåâà,
Ì.Á. Äàâûäîâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
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Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ îáðàòèìîñòü ãðàíè÷íîé çà-
äà÷è 

Lu ≡ −
(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

+ (ru′′xx)
′′
xµ − (gu′x)

′
µ +Q′

µu = F ′
σ;

u(0) = u(ℓ);
u′x(0) = u′x(ℓ);
u′′xx(0) = u′′xx(ℓ);
u′′′xxµ(0) = u′′′xxµ(ℓ);

u
(4)
xxµx(0) = u

(4)
xxµx(ℓ);

u
(5)
xxµxx(0) = u

(5)
xxµxx(ℓ),

(1)

ñ ïðîèçâîäíûìè ïî ìåðå.
Ðåøåíèå (1) ìû áóäåì èñêàòü â êëàññå E �äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u(x), ó êîòîðûõ: u′′xx(x)� µ�àáñîëþòíî

©Øàáðîâ Ñ.À., Ãðèäÿåâà Ò.Â., Ãîëîâàíåâà Ô.Â., Äàâûäîâà Ì.Á., 2023
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íåïðåðûâíà íà [0, ℓ]; pu′′′xxµ(x)�äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìà;
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(x)� µ�àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0; ℓ].
Â òî÷êàõ ξ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó òî÷åê ðàçðûâà µ(x),

óðàâíåíèå â (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî −∆
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(ξ) +
∆(ru′′xx)

′
x(ξ)−∆(gu′x) (ξ) + u(ξ)∆Q(ξ) = ∆F (ξ), ãäå ∆u(ξ) � ïîëíûé

ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) â òî÷êå ξ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè p(x), r(x), g(x), F (x) è Q(x) µ-

àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0; ℓ]S(µ) (îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà

[0; ℓ]S(µ) ñì. [2]), min
x∈[0;ℓ]S(µ)

p(x) > 0, Q(x) íå óáûâàåò.

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
(â êëàññå íåïðåðûâíûõ íà êâàäðàòå [0; ℓ] × [0; ℓ] ôóíêöèé) ôóíêöèè
âëèÿíèÿ çàäà÷è (1).
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ×ÈÑËÎÌ

ÑÒÅÏÅÍÅÉ ÑÂÎÁÎÄÛ
Ì.Â. Øàìîëèí (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà)
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Êàê èçâåñòíî [1], íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà òåíçîðíûõ
èíâàðèàíòîâ (íå òîëüêî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ) ïîçâîëÿåò òî÷íî ïðî-
èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð,
íàëè÷èå èíâàðèàíòíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ôàçîâîãî îáúå-
ìà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.
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Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ýòîò ôàêò åñòåñòâåíåí, íî äëÿ ñèñòåì,
îáëàäàþùèõ ïðèòÿãèâàþùèìè èëè îòòàëêèâàþùèìè ïðåäåëüíûìè
ìíîæåñòâàìè, íå òîëüêî íåêîòîðûå ïåðâûå èíòåãðàëû, íî è êîýôôè-
öèåíòû èìåþùèõñÿ èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì äîëæ-
íû, âîîáùå ãîâîðÿ, âêëþ÷àòü ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ñóùåñòâåííî
îñîáûìè òî÷êàìè (ñì. òàêæå [2�4]).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òåíçîðíûõ èíâàðèàíòîâ ïðèâåäåì, ïðåæäå
âñå�ãî, ñêàëÿðíûå èíâàðèàíòû � ýòî ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû.
Èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ � ïîëÿ ñèììåòðèé (îíè êîììóòèðó-
þò ñ âåêòîðíûì ïîëåì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû). Ôàçîâûå ïîòîêè
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîðîæäàåìûõ ýòèìè ïîëÿìè,
ïåðåâîäÿò ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ðåøåíèÿ òîé æå ñè-
ñòåìû. Èíâàðèàíòíûå âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû (ïîèñê
êîòîðûõ, â îñíîâíîì, è ïðîâåäåí â äàííîé ðàáîòå) ïîðîæäàþò èí-
òåãðàëüíûå èíâàðèàíòû ñèñòåìû. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ñàìî âåêòîð-
íîå ïîëå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èíâàðèàíòîâ
(òðèâèàëüíûé èíâàðèàíò). Çíàíèå òåíçîðíûõ èíâàðèàíòîâ ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáëåã÷àåò è åå èíòåãðèðîâàíèå, è êà-
÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå. Íàø ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ òî÷íîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû èçm äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïîìèìî óïîìÿíóòîãî òðèâèàëüíîãî èíâàðèàíòà íàäî çíàòü åùå
m− 1 íåçàâèñèìûõ òåíçîðíûõ èíâàðèàíòîâ.

Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, çàäà÷à î äâèæåíèè (n+1)�ìåðíîãî ìàÿòíè-
êà íà îáîáùåííîì ñôåðè÷åñêîì øàðíèðå â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå
ñèë, êîòîðûé ìîæíî îáðàçíî îïèñàòü, êàê ¾ïîòîê íàáåãàþùåé ñðå-
äû, çàïîëíÿþùåé îáúåìëþùåå (n+1)�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî¿, ïðèâî-
äèò ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê n�ìåðíîé
ñôåðå, ïðè ýòîì ìåòðèêà ñïåöèàëüíîãî âèäà íà íåé èíäóöèðîâàíà
äîïîëíèòåëüíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé [5, 6]. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-
ìû, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå òàêîãî ìàÿòíèêà, îáëàäàþò çíàêîïåðå-
ìåííîé äèññèïàöèåé, ïîëíûé ñïèñîê ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñîñòîèò èç
ôóíêöèé, èìåþùèõ ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè, âûðàæàþùèõñÿ ÷å-
ðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Òî æå ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â çàäà÷å î äâèæåíèè òî÷êè ïî
n�ìåðíîé ñôåðå ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé îáúåìëþùåãî (n + 1)�
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòìåòèì òàêæå çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷êè ïî
áîëåå îáùèì n�ìåðíûì ïîâåðõíîñòÿì âðàùåíèÿ, â ïðîñòðàíñòâå Ëî-
áà÷åâñêîãî è ò. ä.

Âàæíûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â
íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë ðàññìàòðèâàëèñü â äðóãèõ ðàáîòàõ àâòî-
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ðà. Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåò ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò
íà áîëåå øèðîêèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ïðåäúÿâëåíû ïîëíûå íàáîðû èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ôîðì äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì íà êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ ê
ãëàäêèì êîíå÷íîìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿì (îá àíàëîãè÷íûõ èññëåäî-
âàíèÿõ äëÿ ñèñòåì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ñì. [2, 3, 5]). Ïîêàçàíà ñâÿçü
íàëè÷èÿ äàííûõ èíâàðèàíòîâ è ïîëíûì íàáîðîì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîòåíöèàëüíûõ è
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì ââîäèìûå ñèëîâûå ïîëÿ âíîñÿò â
ñèñòåìû äèññèïàöèþ ðàç�íîãî çíàêà è îáîáùàþò ðàíåå ðàññìîòðåí-
íûå.

Ñíà÷àëà èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ãåîäåçè÷åñêèõ, âêëþ÷àþùàÿ, â ÷àñò-
íîñòè, ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå è äðóãèõ ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ, êî-
íå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ. Çàòåì â ñè-
ñòåìû äîáàâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ñèë ñïåöèàëüíîãî âèäà, òàê-
æå óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ðàññìàòðè-
âàåìûõ óðàâíåíèé, íà êëàññàõ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ ðàññìîòðåííûì
ðàíåå. È â çàêëþ÷åíèå ñòðîèòñÿ óñëîæíåíèå çàäà÷è, âîçíèêàþùåå
â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ íåêîíñåðâàòèâíîãî ïîëÿ ñèë ñî çíàêîïåðå-
ìåííîé äèññèïàöèåé. Óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðó-
åìîñòè.
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ÂÎÏÐÎÑÛ ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ Â ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÃÅÐÖÀ
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Â çàìåòêå äàíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ èç
[1] è [2] î ñëàáîé îáðàòèìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà íà áîëåå
îáùèå ïðîñòðàíñòâà Ãåðöà. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü Un åäèíè÷íûé ïîëèäèñê êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn,
Bn � åäèíè÷íûé øàð êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn. Bn = {z ∈ Cn :
|z| < 1}, Un = {z ∈ Cn : |zj | < 1, j = 1, . . . , n}. Ïóñòü dv è dm2n �
íîðìèðîâàííûå ìåðû Ëåáåãà íà Bn è Un. Ïóñòü {ak} � r-ðåøåòêà â
Bn è Un (ñì. [1] - [2]). Ïóñòü B(z, r) � øàð Áåðãìàíà â Bn, à U(z, r)
� øàð Áåðãìàíà â Un (ñì. [1,2]). Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà Ãåðöà:
Ïóñòü H(Bn) � êëàññ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â Bn, H(Un)
� êëàññ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â Un. Àíàëèòè÷åñêèå êëàñ-
ñû Ãåðöà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü φ � ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ íà (0;∞).

Dp,q
α,φ =

f ∈ H(Bn) :
∑
k⩾0

( ∫
B(ak,r)

|f(z)|p dvα(z)

)q/p
<∞

 ,

D̃p,q
α,φ =

f ∈ H(Bn) :
∫
B

( ∫
B(z,r)

|f(z)|p dvα(z)

)q/p
dv(z) <∞

 ,

ãäå dvα(z) = φα(|z|) dv(z), 0 < p, q < +∞, α > −1.

Bp,qα,φ =

f ∈ H(Un) :
∑
k⩾0

( ∫
U(ak,r)

|f(z)|p dṽα(z)

)q/p
<∞

 ;

ãäå dṽα(z) =
n∏
j=1

φα(|zj |) dm2n(z), 0 < p, q < +∞, α > −1.

B̃p,qα,φ =

f ∈ H(Un) :
∫
Un

( ∫
U(z,r)

|f(z)|p dṽα(z)

)q/p
dv(z) <∞

 ,

ãäå 0 < p, q < +∞, α > −1. Çàìåòèì, ÷òî â åäèíè÷íîì êðóãå, åñëè

©Øàìîÿí Ð.Ô. Åðìàêîâà Ä.Ñ., 2023
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p = q, òî Bp,pα = Dp,p
α = Apα,φ, ãäå A

p
α,φ � êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

òèïà Áåðãìàíà, 0 < p < +∞, α > −1 õîðîøî èçó÷åííîå â ðàáîòàõ
ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ (ñì. [1,2]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H(Bn) â êî-
òîðîì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ J îò z1, . . . , zn âñþäó ïëîòíî.
Ïðè ýòîì îïåðàòîðû (δzf) = f(z); sjf(z) = (zj) · f(z1, . . . , zn), j =
1, . . . , n, z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn íåïðåðûâíû â X.

Îïðåäåëåíèå 1.(ñì [2]) Ôóíêöèÿ f ∈ X, f(z) ̸= 0, z ∈ Bn íàçû-
âàåòñÿ ñëàáî îáðàòèìîé â ïðîñòðàíñòâå X, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {Pm};Pm ∈ J ;m = 1, 2, . . . òàêàÿ,
÷òî lim

m→∞
Pmf = 1, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî â òîïîëîãèè

ïðîñòðàíñòâà X.
Ïóñòü φ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìîíîòîííî ðàñòóùàÿ íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ íà R+ = (0;∞). Ñêàæåì, ÷òî φ � âåñîâàÿ íà (0;+∞) åñ-
ëè lim

x→+∞
φ(x)
ln x = +∞.

Ìû ôîðìóëèðóåì íàø ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 1.:Ïóñòü φ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ èç C(2)(R+),

φ′′(x)
φ′2(x) ↘

0, x → +∞ è ñóùåñòâóåò lim
x→+∞

φ′(x)·x
φ(x) = aφ, 0 ⩽ aφ < +∞,

+∞∫
1

(
φ(x)
x3

)1/2
dx = +∞. Òîãäà, åñëè f ñëàáî îáðàòèìà f ∈ Dp,q(φ) ;

èëè f ∈ D̃p,q(φ) f(z) ̸= 0, z ∈ Bn, 1 < p, q < +∞, òî f ñëàáî îáðà-
òèìà â ïðîñòðàíñòâå Dp′,q′(φ)(D̃p′,q′(φ)) ïðè âñåõ 0 < p′ < p < ∞,
0 < q′ < q <∞.
Çàìå÷àíèå: Ïðè p = q òåîðåìà 1 îáîáùàåò íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû [1,2].
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû íàìè ïîëó÷åíû â ïðîñòðàíñòâàõ â ïîëè-
äèñêå, ââåäåííûõ âûøå.
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Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è

P =
∑

|α|⩽m

aα(x)D
α, x ∈ Ω, Dk =

1

i

∂

∂xk
, i2 = −1, (1)

� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêàm ⩾ 1 ñ âåùåñòâåííî àíàëè-
òè÷åñêèìè, êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëåííûé â
îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðî Kx(P ) ⊂ T ∗

xΩ ñèì-
ìåòðè÷åñêîé m�ëèíåéíîé ôîðìû

Fx(η1, η2, . . . , ηm) =
1

m!

n∑
j1,j2,...,jm=1

∂mpm
∂ξj1 . . . ∂ξjm

(x, ξ)η1j1 . . . η
m
jm ,

ïîðîæäåííîé ñòàðøèì ñèìâîëîì, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
(1)

⋃
x∈Ω

(x,Kx(P ) \ {0}) = Char(P );

(2) êîðàçìåðíîñòü Kx(P ) íå çàâèñèò îò x ∈ Ω è ðàâíà k.

Ìíîæåñòâî ∪x∈Ω(x,Kx(P )) â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TΩ èíäó-
öèðóåò ãëàäêîå k�ìåðíîå ïîäðàññëîåíèå:

L(P ) = {(x, τ) ∈ TΩ |x ∈ Ω è ξ(τ) = 0 ∀ξ ∈ Kx(P )}.

×åðåç L(P ) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòå-
ìó. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà L(P ) ïîðîæäàåò â C∞�ìîäóëå T Ω
ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ôèëüòðàöèþ C∞ � ïîäìîäóëåé Hj ,
â êîòîðîé ïåðâûé ýëåìåíò H1 = L(P ), à ïîñëåäóþùèå ïîäìîäóëè
Hj+1 ïîðîæäàþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè èç L(P ) è êîììóòàòîðàìè
âåêòîðíûõ ïîëåé âèäà [L(P ),Hj ]. Äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó L íà-
çûâàþò íåãîëîíîìíîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî r, ÷òî

L = H1 ⫋ H2 ⫋ . . . ⫋ Hr = Hr+1 ⫋ T Ω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(3) äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà L(P ) íåãîëîíîìíà è ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Hrx ⊂ TxΩ èìååò ðàçìåðíîñòü m, íå çàâèñÿùóþ îò
òî÷êè x ∈ Ω, ïðè÷åì k < m ⩽ n.

©Øàíàíèí Í.À., 2023
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîäìîäóëü Hr ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìîé è â ñèëó òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
x0 ∈ Ω ïðîõîäèò ìàêñèìàëüíîå ñâÿçíîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðà-
çèå MHr,x0 .

Ãîâîðÿò, ÷òî ðîñòêè îáîáùåííûõ ôóíêöèé u1(x) è u2(x) ∈ D′(Ω)
ðàâíû â òî÷êå x0 ∈ Ω è ïèøóò u1x0

∼= u2x0 , åñëè ñóùåñòâóåò îòêðû-
òàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ Ω òî÷êè x0, â êîòîðîé u1(x) = u2(x). Ïóñòü
κ : Ω → Ω �äèôôåîìîðôèçì è gκ : D′(Ω) → D′(Ω) �ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ëîêàëüíîñòè: supp gκ(u) ⊂
κ(suppu). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ D′(Ω) gκ èíâàðèàíòíà
â òî÷êå x0 ∈ Ω, åñëè (gκ(f))x0 ∼= fx0 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð P (x,D) : D′(Ω) → D′(Ω) gκ èíâàðèàíòåí
â òî÷êå x0 ∈ Ω, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ D′(Ω) âûïîëíÿåòñÿ
(gκ(P (x,D)u)x0 ∼= (P (x,D)gκ(u))x0 .

Òåîðåìà 1. Åñëè îïåðàòîð P âèäà (1), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì (1), (2) è (3), ÿâëÿåòñÿ gκ èíâàðèàíòíûì íà Ω, òî èç ðàâåí-
ñòâà (gκ(u))x0 ∼= ux0 â òî÷êå x0 ∈ Ω ñëåäóåò, ÷òî (gκ(u))x ∼= ux âî
âñåõ òî÷êàõ x ∈MHr,x0 .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñèñòåìà L(P ) âïîëíå íåãîëîíîìíà (m = n), òî
(gκ(u)) = u íà ìíîæåñòâå Ω.
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Â äîêëàäå îáîáùàåòñÿ îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ, òàêæå èçâåñòíîå ïîä èìåíåì ðàâíî-
âåñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (equilibrium transform) ðàñïðåäåëåíèÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè ïðîèíòåãðèðîâàííîãî õâîñòà
(integrated tail) íà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì íîñèòåëåì è êî-
íå÷íûì íåíóëåâûì ïåðâûì ìîìåíòîì, à òàêæå äîêàçûâàåì òî÷íóþ
ìîìåíòíóþ îöåíêó ðàññòîÿíèÿ â ìåòðèêå Êàíòîðîâè÷à ìåæäó ïðå-
îáðàçîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì è èñõîäíûì, ðàññìàòðèâàÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîëó÷åííîé îöåíêè ìå-
òîäîì Ñòåéíà ìû èññëåäóåì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â òåîðåìå Ðåíüè,
îáîñíîâûâàþùåé àäåêâàòíîñòü ïîêàçàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ
ðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè
íåíóëåâûìè ïåðâûìè ìîìåíòàìè, â êîòîðûõ (ñëó÷àéíîå) ÷èñëî ñëà-
ãàåìûõ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå è íå çàâèñèò îò ñëàãàå-
ìûõ, ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ñðåäíåãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Ìû äîêà-
çûâàåì ìîìåíòóþ îöåíêó ðàññòîÿíèÿ â ìåòðèêå Êàíòîðîâè÷à ìåæäó
ðàñïðåäåëåíèåì íîðìèðîâàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñëó÷àéíîé ñóììû è
ïîêàçàòåëüíûì çàêîíîì áåç îãðàíè÷åíèé íà íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëàãàåìûõ, íå òîëüêî îáîáùàþùóþ, íî è óòî÷íÿþùóþ îöåíêó èç ðà-
áîòû [1]. Êðîìå òîãî, ìû èçó÷àåì òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà
ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèõ êîíñòàíò, äëÿ
êîòîðûõ ñòðîèì íèæíèå îöåíêè, ïîêàçûâàÿ òåì ñàìûì, ÷òî ïîëó÷åí-
íàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ïîêàçàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè èìååò íå òîëüêî
ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ñðåäíåãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ, íî è íå ìîæåò óòî÷íåíà áîëåå ÷åì â ÷åòûðå ðàçà.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [2].

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22�11�
00212).
©Øåâöîâà È.Ã., Öåëèùåâ Ì.À., 2023

448



Ëèòåðàòóðà
1. Pekoz E.A. New rates for exponential approximation and

the theorems of Renyi and Yaglom / E.A. Pekoz, A. Rollin. //
Ann. Probab. � 2011. � Vol. 39, P. 587�608.

2. Shevtsova I.G. New rates for exponential approximation and the
theorems of R�enyi and Yaglom / I.G. Shevtsova, M.A. Tselischev. //
Mathematics � 2020. � Vol. 8, Article No. 577.

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ1

À.È. Ýãàìîâ (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ)
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Â øåñòîì ñåìåñòðå îáó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ ÔÈÈÒ
(02.03.02) â Íèæåãîðîäñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå
èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî ñòóäåíòû èçó÷àþò ïðåäìåò ¾Âû÷èñëè-
òåëüíûå ìåòîäû¿ Â ðàáî÷åé ïðîãðàììå äèñöèïëèí çàïèñàíî, ÷òî
èì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó ïî îäíîé�äâóì
ïðîéäåííûì òåìàì íà óñìîòðåíèå ïðåïîäàâàòåëÿ. Â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ îñîáûì èíòåðåñîì ó ñòóäåíòîâ ïîëüçóåòñÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà
ïî òåìå ¾Ðåøåíèå ïðèêëàäíîé çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè¿.
Â íåé ïîñòàâëåíà çàäà÷à î ïåðåðàáîòêå ñàõàðíîé ñâåêëû � â âèäå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåðàáîòêè ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà
ïàðòèé ñêîðîïîðòÿùåãîñÿ ñûðüÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé âàæíîé ïðè-
êëàäíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ãëóáîêîå çíàíèå àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè, âëàäåíèå ñîâðåìåííûìè ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè
è ñïîñîáíîñòü îöåíèâàòü ïîëó÷åííûå ïóòåì ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
ðåçóëüòàòû ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ïðèêëàäíîé çíà÷èìîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, äàííàÿ ïðîáëåìà ñî÷åòàåò âñå íåîáõîäèìûå êîìïîíåíòû
äëÿ âûïîëíåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò è ïðåäñòàâëÿåò õîðîøèé
ìàòåðèàë äëÿ îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ â îáëàñòè ÈÒ â ðàìêàõ ó÷åáíîé
äèñöèïëèíû. Ïðåäëàãàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê èçâåñòíîé
çàäà÷å äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè: çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ [1]. Íèæå

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî äîãîâîðó � ÑÑÇ�1771 îò 22.04.2021ã. íà âûïîëíå-
íèå ÍÈÎÊÒÐ íà òåìó: ¾Ñîçäàíèå âûñîêîòåõíîëîãè÷íîãî ïðîèçâîäñòâà ñàõàðà
íà áàçå ÀÎ ¾Ñåðãà÷ñêèé ñàõàðíûé çàâîä¿, â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ñîãëàøåíèÿ
î ïðåäîñòàâëåíèè èç ôåäåðàëüíîãî áþäæåòà ñóáñèäèè íà ðàçâèòèå êîîïåðàöèè
ðîññèéñêîé îáðàçîâàòåëüíîé îðãàíèçàöèè âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ è îðãàíèçàöèè
ðåàëüíîãî ñåêòîðà ýêîíîìèêè â öåëÿõ ðåàëèçàöèè êîìïëåêñíîãî ïðîåêòà ïî ñî-
çäàíèþ âûñîêîòåõíîëîãè÷íîãî ïðîèçâîäñòâà � 075�11�2021�038 îò 24.06.2021ã.
(ÈÃÊ 000000S407521QLA0002).
© Ýãàìîâ À.È., 2023
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ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî ïðè÷èí, ïî êîòîðûì ïî ìíåíèþ àâòîðà ýòà
ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðèâëåêàåò ê ñåáå èíòåðåñ ñòóäåíòîâ.

1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è áëèçêè ê øêîëüíîìó àïïàðàòó ìàòå-
ìàòèêè.

2. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â íàïèñà-
íèè ïðîãðàììû "ñïðÿòàíà" â áèáëèîòåêå ïîäïðîãðàìì, èñïîëüçóå-
ìûõ àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêîì ¾Python¿. Â ñòàíäàðòíûõ áèáëèîòå-
êàõ ïîäïðîãðàìì ¾scy.py¿ è ¾Munkres¿ èìååòñÿ ïîäïðîãðàììà ¾âåí-
ãåðñêîãî àëãîðèòìà¿.

3. Ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû è èñòèííîñòü ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ íåòðóäíî ïðîâåðÿåòñÿ, â òîì ÷èñëå, ïðîâåðêà îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ âèçóàëüíî ïî ãðàôèêàì ôóíêöèé.

4. Çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ïðèêëàäíûì çàäà÷àì, êîòîðûå íàïðÿìóþ
ïîêàçûâàþò ñâÿçü òåîðåòè÷åñêîé è ïðàòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè.

Ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå â ñâÿçè ñ åå ðå-
øåíèåì ìîæíî íàéòè â [2�5]. Â ñâîèõ ðàáîòàõ ñòóäåíòû èññëåäóþò
íîâûå ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïåðåðàáîòêè, îöåíèâàþò ýôôåêòèâ-
íîñòü ýâðèñòè÷åñêèõ êâàçèîïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ïåðåðàáîòêè ñà-
õàðíîé ñâåêëû ïî îòíîøåíèþ ê òåîðåòè÷åñêè ðàññ÷èòàííîìó ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîìó âûõîäó ñàõàðà.
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EQUATION WITH DELAY TERM
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Recently the mathematical researches on the nonlinear
integrodi�erential equations of Volterra have known a great interest
[1,2]. Since they allow a better approach to deal with dynamic systems
resulting from modeling in physics and engineering. In the other hand,
the class of Volterra equations with a delay term plays an important
role in the modeling of microbiological phenomena [3].

In this work, we treat an integro�di�erential Volterra equation of
the second kind with a regular kernel and a delay term on the
integration interval with the following form:

∀t ∈ [0, T ] , u(t) =

∫ α(t)

0

κ (t, s, u(s), u′(s)) ds+ f(t),

where, f ∈ C1 [0, T ], u to be found in C1 [0, T ] and α the delay term
is assumed to be di�erentiable and ∀t ∈ [0, T ] , 0 ⩽ α(t) ⩽ t. Our
goal is to build hypotheses that ensure the existence and uniqueness of
the solution u, then we proceed to the numerical approximation using a
Nystr�om method adapted to our equation.
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In the domain Q = (0,∞) × (0,∞) of two independent variables
(t, x) ∈ Q ⊂ R2, consider the one�dimensional nonlinear equation

2u(t, x)− f(t, x, u(t, x)) = F (t, x), (1)

where 2 = ∂2t −a2∂2x is the d'Alembert operator (a > 0 for de�niteness),
F is a function given on the set Q, and f is a function given on the
set [0,∞) × [0,∞) × R and satisfying the condition of the Lipschitz�
Carath�eodory type in the third variable; i.e. there exists a function k
of the class Lloc

2 (Q) such that |f(t, x, z1)− f(t, x, z2)| ⩽ k(t, x)|z1 − z2|.
Eq. (1) is equipped with the initial condition

u(0, x) = φ(x), ∂tu(0, x) = ψ(x), x ∈ [0,∞), (2)

and the boundary condition

∂xu(t, 0) + β(t)u(t, 0) = µ(t), t ∈ [0,∞), (3)

where φ, ψ, µ and β are functions given on the half�line [0,∞).
Theorem 1. Let the conditions f ∈ C1(Q × R), F ∈ C1(Q), φ ∈

C2([0,∞)), ψ ∈ C1([0,∞)), µ ∈ C1([0,∞)) and β ∈ C1([0,∞)) be

© Korzyuk V.I., Rudzko J.V., 2023

452



satis�ed, and let the function f satisfy the condition of the Lipschitz�
Carath�eodory type in the third variable. The third mixed problem (1) �
(3) has a unique solution u in the class C2(Q) if and only if conditions

β(0)φ(0)− µ(0) + φ′(0) = 0,

f(0, 0, φ(0)) + F (0, 0) + a (φ(0)β′(0) + β(0)ψ(0)− µ′(0) + ψ′(0)) = 0
(4)

are satis�ed.
If the given functions of problem (1) � (3) do not satisfy the

homogeneous matching conditions (4), then the solution of problem (1)
� (3) is reduced to solving the corresponding matching problem in which
the matching conditions are given on the characteristic x− at = 0.

The following conditions can be taken for the matching conditions:

[(u)+ − (u)−](t, x = at) = C(1),

[(∂tu)
+ − (∂tu)

−](t, x = at) = −a[(∂xu)+ − (∂xu)
−](t, x = at) =

= a (µ(0)− β(0)φ(0)− φ′(0))+

+
1

4a

2at∫
0

[
f
( z
2a
,
z

2
, (u)+

( z
2a
,
z

2

))
− f

( z
2a
,
z

2
, (u)−

( z
2a
,
z

2

))]
dz,

(5)

where C(1) is some arbitrary preset real constant.
Here by ()± we have denoted the limit values of the function and

its partial derivatives calculated on di�erent sides of the characteristic
x− at = 0; i.e., (∂pt u)

±(t, x = at) = lim
δ→0+

∂pt u(t, at± δ).
Now problem (1) � (3) can be stated using the matching conditions

(5) as follows.
Problem (1) � (3) with matching conditions on characteris-

tics. Find a classical solution of Eq. (1) with the Cauchy conditions (2),
the boundary conditions (3), and the matching conditions (5).
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NONLINEAR ELLIPTIC VARIATIONAL INEQUALITIES
WITH VARIABLE BILATERAL CONSTRAINTS

IN VARIABLE DOMAINS1

A.A. Kovalevsky (Yekaterinburg, IMM UB RAS and UrFU)
alexkvl71@mail.ru

In this talk, we consider a sequence of continuous strictly monotone
coercive operators As : W 1,p(Ωs) → (W 1,p(Ωs))

∗ in divergence form,
where {Ωs} is a sequence of domains in Rn contained in a bounded
domain Ω ⊂ Rn (n ⩾ 2) and p > 1. Along with this, we consider the
sequence of sets

Vs = {v ∈W 1,p(Ωs) : φs ⩽ v ⩽ ψs a.e. in Ωs}, (1)

where φs and ψs are functions in W 1,p(Ωs) such that φs ⩽ ψs a.e.
in Ωs. We describe conditions for the convergence of solutions us ∈ Vs
of variational inequalities

∀v ∈ Vs, ⟨Asus − fs, us − v⟩ ⩽ 0, (2)

where fs ∈ (W 1,p(Ωs))
∗. These conditions concern the involved domains,

operators, and constraints.
As for the involved domains, we assume that the embedding of

W 1,p(Ω) into Lp(Ω) is compact, the sequence of domains Ωs exhausts
the domain Ω and the sequence of spacesW 1,p(Ωs) is strongly connected
with the space W 1,p(Ω). We also assume the G�convergence of the
sequence {As} to an invertible operator A : W 1,p(Ω)→ (W 1,p(Ω))∗. As
for the constraints φs and ψs de�ning the sets Vs, we assume that they

1 The research funding from the Ministry of Science and Higher Education of
the Russian Federation (Ural Federal University Program of Development within the
Priority�2030 Program) is gratefully acknowledged.
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converge in a weak sense to functions φ and ψ in W 1,p(Ω), respectively,
and

meas{ψs − φs < α} → 0 (3)

for a positive measurable function α : Ω → R. It is also assumed that,
for every sequence of measurable sets Hs ⊂ Ωs such that measHs → 0,
the integrals of |∇φs|p and |∇ψs|p over Hs tend to zero.

The listed conditions and a strong convergence of the functionals fs to
a functional f ∈ (W 1,p(Ω))∗ imply that the solutions of the variational
inequalities (2) converge in a weak sense to the solution of a similar
variational inequality with the operator A, the functional f , and the
constraint set de�ned by the lower obstacle φ and the upper obstacle ψ.

For the notions mentioned above and the proof of the described result,
see the recent paper [2].

In this connection, we note that the weak convergence of solutions
of nonlinear elliptic variational inequalities with G�convergent operators
and sets of constraints of the form (1) was previously established in [1]
in the case where φs, ψs ∈ W 1,p(Ωs), the functions φs and ψs converge
in a strong sense to functions φ and ψ in W 1,p(Ω), respectively, and
ψs − φs ⩾ σ a.e. in Ωs for a positive number σ. It is easy to see that
the latter requirement is signi�cantly stronger than condition (3). In the
talk, we give an example where condition (3) and other conditions on
the constraint functions φs and ψs in [2] are satis�ed but the mentioned
condition on the di�erence of ψs and φs in [1, Theorem 2.3] is not
satis�ed.
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STOCHASTIC LONGITUDINAL OSCILLATIONS
VISCOELASTIC ROPE WITH MOVING BOUNDARIES,

TAKING INTO ACCOUNT DAMPING FORCES
V.L. Litvinov, K.V. Litvinova (Moscow, Moscow State University)

vladlitvinov@rambler.ru

At present, reliability issues in the design of machines and
mechanisms require more and more complete consideration of the
dynamic phenomena that take place in the designed objects. The
widespread use in technology of mechanical objects with moving
boundaries necessitates the development of methods for their calculation.
The problem of oscillations of systems with moving boundaries is related
to obtaining solutions to integro�di�erential and partial di�erential
equations in time�variable domains [1�10]. Such tasks are currently
not well understood. Their peculiarity is the di�culty in using the
known methods of mathematical physics, suitable for problems with �xed
boundaries. The complexity of the solutions obtained is explained by the
fact that up to now there has not been a su�ciently general approach
to the analysis of the features of the dynamics of such systems. In
connection with the danger of resonance, the study of forced oscillations
is of great importance here. Attempts to investigate this process have
been made, but the results obtained are limited mainly by a qualitative
description of dynamic phenomena [1�4]. In addition, it is recognized
that deterministic modeling of systems cannot be adequate for some
types of problems, so it is necessary to switch to probabilistic�statistical,
where there are random variables, stochastic �uctuations. When solving
here, mainly approximate methods are used [5�9], since obtaining exact
solutions is possible only in the simplest cases [10]. If the damping of
transverse vibrations is mainly due to the action of external damping
forces, then in the case of longitudinal vibrations, the damping is mainly
a�ected by elastic imperfections in the material of the vibrating object
[5�10]. The study of viscoelasticity includes the analysis of the stochastic
stability of stochastic viscoelastic systems, their reliability, etc. The
paper considers stochastic linear longitudinal oscillations of a viscoelastic
beam with moving boundaries, taking into account the in�uence of
damping forces. The case of a di�erence kernel makes it possible to reduce
the problem of analyzing a system of stochastic integro�di�erential
equations to the study of a system of stochastic di�erential equations. To

© Litvinov V.L., Litvinova K.V., 2023
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estimate the expansion coe�cients, it is proposed to apply the statistical
numerical Monte Carlo method [11].
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MIXED PROBLEM FOR INHOMOGENEOUS WAVE
EQUATION OF BOUNDED STRING

WITH NONSTATIONARY NONCHARACTERISTIC
SECOND DERIVATIVES IN BOUNDARY MODES

V.V. Lysenko, F.E. Lomovtsev (Minsk, BSU)
valery.sholomitskaya@gmail.com, lomovcev@bsu.by

We �nd an explicit classical solution and an Adamard correctness
criterion to the linear mixed problem for forced bounded string vibration
equation with noncharacteristic second derivatives in nonstationary
boundary modes. These results are obtained using the method ¾auxiliary
mixed problems for wave equation on a half�line¿ [1]. The correctness
criterion consist of necessary and su�cient smoothness requirements and
two matching conditions, which give unique and stable solvability in set
of twice continuously di�erentiable functions. Global correctness theorem
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is derived from the explicit classical solution and correctness criterion for
an auxiliary mixed problem on the half�line in [2].

Noncharacteristic auxiliary mixed problem on the half�line
In the set Ġ∞ =]0, d[×]0,+∞[ it is investigated the mixed problem

utt(x, t) + (a1 − a2)uxt(x, t)− a1a2uxx(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ, (1)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

Γ(t)u ≡ [ζ(t)utt + ξ(t)uxt + θ(t)uxx + α(t)ut + β(t)ux + γ(t)u]x=0 =

= µ(t), t > 0, G∞ = [0, d]× [0,+∞[, (3)

where f, φ, ψ, µ, ζ, ξ, θ, α, β, γ are given real functions of variables x
and t, a1 > 0, a2 > 0. Let Ck(Ω) be a set of real k times continuously
di�erentiable functions on a subset Ω ⊂ G∞, C

0(Ω) = C(Ω).
Critical characteristic x = a1t, a1 > 0, divides the set G∞ into two

sets G− = {(x, t) ∈ G∞ : x > a1t, t > 0}, G+ = {(x, t) ∈ G∞ : x ⩽
a1t, x ⩾ 0}. From classical solutions u ∈ C2(G∞) of equation (1) and
conditions (2), (3) obvious necessary smoothness requirements follow

f ∈ C(G∞), φ ∈ C2[0,+∞[, ψ ∈ C1[0,+∞[, µ ∈ C[0,+∞[. (4)

Assuming t = 0 in the boundary mode (3) and calculating the values
of the traces of the terms using the initial conditions (2) at x = 0 and
equation (1) at t = 0, x = 0 we �nd the necessary matching condition

ζ(0)[f(0, 0) + (a2 − a1)ψ′(0) + a1a2φ
′′(0)] + ξ(0)ψ′(0) + θ(0)φ′′(0)+

+α(0)ψ(0) + β(0)φ′(0) + γ(0)φ(0) = µ(0). (5)

In the following theorem, we use the notations:

F (x, t) =
1

a1 + a2

t∫
0

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ ,

Φ(x, t) =
1

a1 + a2

a1φ(x+ a2t) + a2φ(0) +

x+a2t∫
0

ψ(s)ds

 , Fi(x, t) =

=
1

a1 + a2

[ ti(x)∫
0

x+a2(t−τ)∫
xi(t,τ)

f(s, τ)dsdτ +

t∫
ti(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, (6)
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ti(x) = (−1)i
(
t− x

a1

)
, [xi(t, τ) =

[
1− (−1)i

(
a2
a1

+ 1

)]
(x−a1t)−a2τ,

i = 1, 2, P (t) = µ(t)− Γ(t)(Φ(x, t) + F2(x, t)),

χ(a, b) = exp

−a1
b∫
a

σ(s)ds

 , σ(t) =
β(t)− a1α(t)

a12ζ(t)− a1ξ(t) + θ(t)
.

The particular classical solutions F1, F2 ∈ C2(G∞) from (6) to the
equation (1) are obtained by the correction method in [3].

Theorem 1. Let functions ζ, ξ, θ, α, β, γ ∈ C[0,+∞[ be continuous,
the boundary mode (3) be not characteristic: a1

2ζ(t) − a1ξ(t) + θ(t) ̸=
0, t ∈ [0,+∞[, and there is a classical solution v ∈ C2[0,+∞[, v(ρ) ̸=
0, v′(ρ) ̸= 0, ρ ∈ [0,+∞[, to the ordinary di�erential equation

[a1
2ζ(ρ/a1)− a1ξ(ρ/a1) + θ(ρ/a1)]v

′′(ρ)−

− [β(ρ/a1)− a1α(ρ/a1)] v′(ρ) + γ(ρ/a1)v(ρ) = 0.

The problem (1)�(3) in Ġ∞ has unique and stable on f, φ, ψ, µ classical
solution u ∈ C2(G∞) if and only if the conditions (4), (5) are true,

J1(x, t) ≡
t∫

0

f(x+ a2(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G∞), (7)

Ji+1(x, t) ≡
[
1− (−1)i

(
a2
a1

+ 1

)] ti(x)∫
0

f(xi(t, τ), τ)dτ+

+

t∫
ti(x)

f(x− a1(t− τ), τ)dτ ∈ C1(G∞), i = 1, 2. (8)

The classical solution to the mixed problem (1)�(3) serves functions:

u(x, t) =
1

a1 + a2

a1φ(x+ a2t) + a2φ(x− a1t) +
x+a2t∫
x−a1t

ψ(s)ds

+

+ F (x, t), (x, t) ∈ G−, (9)
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u(x, t) = v(a1t− x)

t2(x)

∫
0

a21
v2(a1s)

s∫
0

v(a1τ)χ(s, τ)P (τ)

a21ζ(τ)− a1ξ(τ) + θ(τ)
dτds+

a1v(0) [ψ(0)− a2φ′(0)]

a1 + a2

t2(x)

∫
0

χ(s, 0)

v2(a1s)
ds

}
+F2(x, t)+Φ(x, t), (x, t) ∈ G+,

(10)
Corollary 1. If the right�hand side f depends only on x or t and is

continuous on x or t, then the statement of the theorem 1 is true without
the integral smoothness requirements (7)�(8) on f.

Basic noncharacteristic mixed problem on a segment
In the half�band Ġ =]0, d[×]0,+∞[ a basic mixed problem for the

wave equation with noncharacteristic second derivatives is solved:

utt(x, t)+ (a1−a2)uxt(x, t)−a1a2uxx(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞, (11)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈]0, d[, (12)

Γiu = [ζi(t)utt + ξi(t)uxt + θi(t)uxx + αi(t)ut + βi(t)ux + γi(t)u]x=d̂i =

= µi(t), t > 0, d̂i = (i− 1)d, i = 1, 2, G = [0, d]× [0,+∞[, (13)

where f, φ, ψ, µi, ζi, ξi, θi, αi, βi, γi, i = 1, 2, are the given bounded
functions of their independent variables x and t, a1 > 0, a2 > 0 are
the real constants. We replace the upper half�band G of the plane with
a time�expanding by t set of closed rectangles Qn = [0, d] × [0, dn+1],
where dn = (n− 1)d/(a1 + a2), n = 1, 2, ...We divide the rectangles Qn
into smaller rectangles Gk = [0, d]× [dk, dk+1], k = 1, n.

Divide rectangles Gk by the critical characteristics on triangles:

∆3k−2 = {(x, t) : x ⩾ a1tk, x+ a2tk ⩽ d, x ∈ [0, d], t ∈ [dk, dk+1]} ,

∆3k−1 = {(x, t) : x ⩽ a1tk, x ∈ [0, a1d2], t ∈ [dk, dk+1]} ,

∆3k = {(x, t) : x+ a2tk ⩾ d, x ∈ [a1d2, d], t ∈ [dk, dk+1]} ,

tk = t− dk, k = 1, n, n = 1, 2, ...

The formulas of solutions and the necessary and su�cient Adamard
correctness conditions to the mixed problem (14)�(16) are given in the
following theorem, in which we use the functions and notations:

F
(1)
2,k (x, t) =
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=
1

a1 + a2

 t2(x)∫
dk

x+a2(t−τ)∫
a2[t2(x)−τ ]

f(s, τ)dsdτ +

t∫
t2(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

 ,
t2(x) = t− x

a1
, t∗2(x) = t− d− x

a2
, F

(2)
2,k (x, t) =

=
1

a1 + a2

 t∗2(x)∫
dk

d−a1[t∗2(x)−τ ]∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ +

t∫
t∗2(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

 ,

Φ3k−1(x, t) =
1

a1 + a2

a1φk(x+ a2tk) + a2φk(0) +

x+a2tk∫
0

ψk(s)ds

 ,

Φ3k(x, t) =
1

a1 + a2

a2φk(x− a1tk) + a1φk(d) +

d∫
x−a1tk

ψk(s)ds

 ,

P3k−2+i(t) = µi(t)− Γi(t)
(
Φ3k−2+i(x, t) + F

(i)
2,k(x, t)

)
, k = 1, n,

χi(a, b) = exp

−ai
b∫
a

σi(s)ds

 , σi(t) =
(−1)i+1

βi(t)− aiαi(t)
ai2ζi(t) + (−1)iaiξi(t) + θi(t)

.

Theorem 2. Let the coe�cients ζi, ξi, θi, αi, βi, γi ∈ C[0, dn+1[, i =
1, 2, be continuous, boundary modes (13) be not characteristic: ai

2ζi(t)+
(−1)iaiξi(t) + θi(t) ̸= 0, t ∈ [0, dn+1[, i = 1, 2, and there are solutions
vi ∈ C2[0, dn+1[, vi(ρ) ̸= 0, v′i(ρ) ̸= 0, ρ ∈ [0, dn+1[, to the equations

[ai
2ζi(ρ/ai) + (−1)iaiξi(ρ/ai) + θi(ρ/ai)]v

′′
i (ρ)+

+
[
(−1)iβi(ρ/ai) + aiαi(ρ/ai)

]
v′i (ρ) + γi(ρ/ai)vi(ρ) = 0, i = 1, 2.

The mixed problem (11)�(13) has a unique and stable classical solution
u ∈ C2(Qn) if and only if the smoothness requirements are true:

f ∈ C(Qn), φ ∈ C2[0, d], ψ ∈ C1[0, d], µ1, µ2 ∈ C[0, dn+1[,

J
(p)
1,k (x, t) ≡

t∫
dk

f(x− (−1)pa3−p(t− τ), τ) dτ ∈ C1(Gk), p = 1, 2, (14)
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J
(i)
2,k(x, t) ≡

[
1− (−1)i

(
a2
a1

+ 1

)] ti(x)+(2−i)2dk∫
dk

f (xi,k(t, τ), τ) dτ+

+

t∫
ti(x)+(2−i)2dk

f(x− a1(t− τ), τ)dτ ∈ C1(∆3k−2 ∪∆3k−1), (15)

J
(i)
3,k(x, t) ≡

[
1− (−1)i

(
a1
a2

+ 1

)] (−1)it∗2(x)+(2−i)2dk∫
dk

f(x∗i,k(t, τ), τ)dτ+

+

t∫
(−1)it∗2(x)+(2−i)2dk

f(x+ a2(t− τ), τ)dτ ∈ C1(∆3k−2 ∪∆3k), (16)

and the matching conditions are true:

ζi(0)[f(d̂i, 0) + (−1)i(ai − a3−i)ψ′(d̂i) + a1a2φ
′′(d̂i) + ξi(0)ψ

′(d̂i)+

+θi(0)φ
′′(d̂i) + αi(0)ψ(d̂i) + βi(0)φ

′(d̂i) + γi(0)φ(d̂i) = µi(0), i = 1, 2.

Here xi,k(t, τ) =
[
1− (−1)i ((a2/a1) + 1)

]
(x − a1t(2−i)k) − a2τ(2−i)k,

x∗i,k(t, τ) = d+
[
1− (−1)i ((a1/a2) + 1)

]
(x+ a2t(2−i)k − d) + a1τ(2−i)k.

Classical solution u ∈ C2(Qn) to mixed problem (11)�(13) is a function

u3k−2(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1φk(x+ a2tk) + a2φk(x− a1tk)+

+

x+a2tk∫
x−a1tk

ψk(s)ds

}
+

1

a1 + a2

t∫
dk

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ, (x, t) ∈ ∆3k−2,

(17)

u3k−1(x, t) = Φ3k−1(x, t) + F
(1)
2,k (x, t)+

+v1(a1t− x)

t− x
a1

∫
dk

a21
v21(a1δ)

δ∫
dk

v1(a1ρ)χ1(δ, ρ)P3k−1(ρ)

a21ζ1(ρ)− a1ξ1(ρ) + θ1(ρ)
dρdδ +

462



+
a1v1(a1dk) [ψk(0)− a2φ′

k(0)]

a1 + a2

t− x
a1

∫
dk

χ1(δ, dk)

v12(a1δ)
dδ

}
, (x, t) ∈ ∆3k−1,

(18)

u3k(x, t) = Φ3k(x, t) + F
(2)
2,k (x, t)+

+v2(a2t− d+ x)

t− d−x
a2

∫
dk

a22
v22(a2δ)

δ∫
dk

v2(a2ρ)χ2(δ, ρ)P3k(ρ)

a22ζ2(ρ) + a2ξ2(ρ) + θ2(ρ)
dρdδ +

+
a2v2(a2dk) [ψk(d)− a1φ′

k(d)]

a1 + a2

t− d−x
a2

∫
dk

χ2(δ, dk)

v22(a2δ)
dδ

 ,

(x, t) ∈ ∆3k, k = 1, n, n = 1, 2, ... (19)

Here dk = (k − 1)d/(a1 + a2), tk = t − dk, u3k−l are restriction of the
classical solution u ∈ C2(Qn) of the problem (11)�(13) to ∆3k−l, l =
0, 1, 2, and the intermediate recurrence initial data are equal to

φ1(x) = φ(x), ψ1(x) = ψ(x), x ∈ [0, d],

φk(x) = u3k+j−4|t=dk , ψk(x) = ∂tu3k+j−4|t=dk ,

x ∈ [ja1d2, (a1 + ja2)d2], j = 0, 1, k = 2, n, n = 2, 3, ...

Corollary 2. If the right�hand side f depends only on x or t and is
continuous on x or t, then the statement of the theorem 2 is true without
the integral smoothness requirements (14)�(16) on f.

Remark. If the right�hand side f depends on x and t, then for
f ∈ C(Gk) the integral smoothness requirements that the integrals (14)�
(16) belong to the spaces C1(Ωk), where the sets Ωk are respectively
equal to the sets Gk,∆3k−2 ∪ ∆3k−1 and ∆3k−2 ∪ ∆3k, are equivalent
to their belonging to the spaces C(1,0)(Ωk) or C(0,1)(Ωk), k = 1, ..., n.
Here C(1,0)(Ωk) or C(0,1)(Ωk) are respectively the spaces of continuously
di�erentiated on x or t, continuous on t or x functions in subsets Ωk.
The fairness, correctness of the classical solutions (9), (10) and (17)�(19)
was veri�ed by us on a personal computer in Mathematics.

The work on GPNI No. 11, ¾Convergence�2025¿, NIR 1.2.02.3.
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GLOBAL CORRECTNESS THEOREM TO THE SECOND
MIXED PROBLEM FOR THE MODEL WAVE

EQUATION AT VARIABLE RATE ON A SEGMENT
F.E. Lomovtsev, Liu Zhenhai, E.S. Cheb (Minsk, BSU)

lomovcev@bsu.by, zhhliu99@163.com, cheb@bsu.by

IIt is proved the global correctness theorem to the second mixed
problem

utt − a2(x, t)uxx − a−1(x, t)at(x, t)ut − a(x, t)ax(x, t)ux = f(x, t),

(x, t) ∈ Q̇n =]0, d[×]0, dn+1[, dn = (n− 1)h(2)[d/2, g2(0, 0)], (1)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, d], (2)

ux|x=0 = µ1(t), ux|x=d = µ2(t), t ∈ [0, dn+1], n = 1, 2, ..., (3)

where the coe�cient a and the mixed problem data f, φ, ψ, µ1, µ2 are
given real functions of their corresponding variables x and t.

Let Ck(Ω) be the set of k times continuously di�erentiable functions
on the subset Ω ⊂ R2, C0(Ω) = C(Ω). The characteristic equations
dx − (−1)ia(x, t)dt = 0 give characteristics gi(x, t) = Ci, i = 1, 2. If
a(x, t) ⩾ a0 > 0, then they decrease strictly in t at i = 1 and increase
strictly in t at i = 2 with increasing x. Therefore, the functions yi =
gi(x, t) have inverse implicit functions x = hi{yi, t}, t = h(i)[x, yi]. If
a ∈ C2(Qn), then gi, hi, h(i) ∈ C2 to variables x, t, yi, i = 1, 2 [1].
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The set Qn = [0, d] × [0, dn+1] is divided into rectangles Gk =
[0, d]× [dk, dk+1], each of which is divided by the critical characteristics
g2(x, t) = g2(0, dk), g1(x, t) = g1(d, dk), k = 1, 2, ..., n, into triangles:

△3k−2 = {(x, t) : g2(x, t) ⩾ g2(0, dk), g1(x, t) ⩽ g1(d, dk), x ∈ [0, d]},

△3k−1 = {(x, t) : g2(x, t) ⩽ g2(0, dk), x ∈ [0, d/2], t ∈ [dk, dk+1]},

△3k = {(x, t) : g1(x, t) ⩾ g1(d, dk), x ∈ [d/2, d], t ∈ [dk, dk+1]}.

A following global correctness theorem is derived from [1] by ¾the
method of auxiliary mixed problems for wave equation on a half�lines¿.

Theorem. Let be a(x, t) ⩾ a0 > 0, (x, t) ∈ Qn, a ∈ C2(Qn). For the
existence of a unique and stable with respect to φ, ψ, f, µ the classical
solution u ∈ C2(Qn) to the problem (1)�(3) in Q̇n, it is necessary and
su�cient the smoothness requirements and matching conditions:

φ ∈ C2[0, d], ψ ∈ C1[0, d], µ1, µ2 ∈ C1[0, dn+1], f ∈ C(Qn),

t∫
dk

f(|hi{gi(x, t), τ}|, τ) dτ ∈ C1(∆3k−2 ∪∆3k−1), i = 1, 2, (4)

t∫
dk

f(d− |d− hi{gi(x, t), τ}|, τ) dτ ∈ C1(∆3k−2 ∪∆3k), i = 1, 2, (5)

k = 1, n, n = 1, 2, ..., φ′(d̂i) = µi(0), ψ
′(d̂i) = µ′

i(0), d̂i = (i−1)d, i = 1, 2.

This solution to the second mixed problem (1)�(3) in Q̇n is the function

u3k−2(x, t) =
φk(h2{g2(x, t), dk}) + φk(h1{g1(x, t), dk})

2
+

+
1

2

h1{g1(x,t),dk}∫
h2{g2(x,t),dk}

ψk(ν)

a(ν, dk)
dν+

1

2

t∫
dk

h1{g1(x,t),τ}∫
h2{g2(x,t),τ}

f(δ, τ)

a(δ, τ)
dδdτ, (x, t) ∈ ∆3k−2,

u3k−1(x, t) =
φk(h1{g1(x, t), dk}) + φk(h1{g1(0, h(2)[0, g2(x, t)]), dk})

2
+

+
1

2

h1{g1(x,t),dk}∫
0

ψk(ν)

a(ν, dk)
dν +

1

2

h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,t)]),dk}∫
0

ψk(ν)

a(ν, dk)
dν+
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+
1

2

t∫
dk

h1{g1(x,t),τ}∫
h2{g2(x,t),τ}

f(|δ|, τ)
a(|δ|, τ)

dδdτ −
h(2)[0,g2(x,t)]∫

dk

a(0, ρ)µ1(ρ)dρ+

+
1

2

h(2)[0,g2(x,t)]∫
dk

ρ∫
dk

[
f(|h1{g1(0, ρ), τ}|, τ)
a(|h1{g1(0, ρ), τ}|, τ)

∂h1{g1(0, ρ), τ}
∂ρ

+

+
f(|h2{g2(0, ρ), τ}|, τ)
a(|h2{g2(0, ρ), τ}|, τ)

∂h2{g2(0, ρ), τ}
∂ρ

]
dτdρ, (x, t) ∈ ∆3k−1,

u3k(x, t) =
φk(h2{g2(x, t), dk}) + φk(h2{g2(d, h(1)[d, g1(x, t)]), dk})

2
+

+
1

2

d∫
h2{g2(x,t),dk}

ψk(ν)

a(ν, dk)
dν +

1

2

d∫
h2{g2(d,h(1)[d,g1(x,t)]),dk}

ψk(ν)

a(ν, dk)
dν+

+
1

2

t∫
dk

d−h2{g2(x,t),τ}∫
d−h1{g1(x,t),τ}

f(d− |δ|, τ)
a(d− |δ|, τ)

dδdτ −
h(1)[d,g1(x,t)]∫

dk

a(d, ρ)µ2(ρ)dρ−

−1

2

h(1)[d,g1(x,t)]∫
dk

ρ∫
dk

[
f(d− |d− h2{g2(d, ρ), τ}|, τ)
a(d− |d− h2{g2(d, ρ), τ}|, τ)

∂h2{g2(d, ρ), τ}
∂ρ

+

+
f(d− |d− h1{g1(d, ρ), τ}|, τ)
a(d− |d− h1{g1(d, ρ), τ}|, τ)

∂h1{g1(d, ρ), τ}
∂ρ

]
dτdρ, (x, t) ∈ ∆3k,

for k = 1, 2, ..., n, n = 1, 2, ... Here the functions u3k−l are the
restrictions of the solution u ∈ C2(Qn) to the mixed problem (1)�(3)
on triangles ∆3k−l, l = 0, 1, 2, and recurrent initial data are equal

φ1(x) = φ(x), ψ1(x) = ψ(x), x ∈ [0, d], φk(x) = u3k+j−4(x, dk),

ψk(x) = ∂tu3k+j−4(x, dk), x ∈ [j(d/2), (j + 1)(d/2)], j = 0, 1, k = 2, n.

Corollary. If the right�hand side f depends only on x or t and is
continuous on x or t, then the assertion of this Theorem is true without
integral smoothness requirements (4) and (5).
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Remark. The global correctness theorem with explicit formulas of
the classical solution to the �rst mixed problem for the model telegraph
equation (1) with rate a(x, t) has been deduced in [2].

Work is supported by BRFFR (project No. F22KI�001 of 05.11.2021).
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ONE RELATION OF QUASI�NORMS OF HIGHER
DERIVATIVES OF RATIONAL FUNCTIONS

V.R. Misiuk (Grodno, GrSU)
misiuk@grsu.by

Let T , D+ and D− be respectively the circle |z| = 1, the circle |z| < 1
and the domain |z| > 1 in the complex plane. For 0 < p ⩽∞ we denote
by Lp(D+) the Lebesgue space of complex functions on D+ with respect
to the �at Lebesgue measure with the usual quasi�norm ∥f∥Lp(D+). By
Rn, n = 0, 1, 2, ... , we denote the set rational functions of degree
at most n with poles only in D−. It is known that rn ∈ Rn

⋂
L∞(D+)

satis�es the estimate ∥r′n∥L2(D+) ⩽
√
π n ∥rn∥L∞(D+), received by E.P.

Dolzhenko from geometrical considerations. At present, various types of
it are known in the theory of rational approximation. Thus, in particular,
its generalizations were obtained for the Lebesgue spaces Lp(D+) with
respect to a �at measure, to higher derivatives and to fractional order
derivatives, and the corresponding inverse theorems were given [3],[4].

For α ∈ R and 0 < p ⩽ ∞, 0 < q ⩽ ∞, denote by Bαq the Hardy
space � Besov(see, for example, [1],[2]). Namely, f ∈ Bαq if for some

β > α the function
(
1− |z|2

)β−α− 1
q ·
(
Jβf

)
(z) belongs to Lq (D+),

where Jβf is the Weyl derivative of the function f . Quasi�norm (norm
at 1 ⩽ q ⩽∞) in the space Bαq is de�ned as follows
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∥f∥Bα
q
=
∥∥∥(1− |z|2)β−α− 1

q ·
(
Jβf

)
(z)
∥∥∥
Lq(D+)

=

=

∫
D+

∣∣∣(1− |z|2)β−α− 1
q ·
(
Jβf

)
(z)
∣∣∣q dm2(z)


1
q

<∞ .

It is well known that the de�nition of the space Bαq does not depend
on β: for di�erent β the corresponding quasi�norms are equivalent. for
the sake of convenience tends to take β = α+ 1.

Theorem 1.[3] Let r ∈ Rn, α > 0, p > 2 and 1/q = α+ 2/p. Then

∥r∥Bα
q
⩽ c(α, p)nα+1/p∥r∥Lp(D+) ,

where c > 0 and depends only on α è p.
We further assume that a rational function r of degree n + m has

no poles on T , and n poles lie in D+ and m � in D−. Then r(z) =
r+(z)+ r−(1/z), where r+ and r− are rational functions of degree n and
m, respectively, with poles only at D−. From Theorem 1 we immediately
obtain.

Theorem 2. Let α > 0, p > 2 and 1/q = α+ 2/p. Then

∥r+∥Bα
q
⩽ c(α, p)nα+1/p∥r∥Lp(D+),

∥r−∥Bα
q
⩽ c(α, p)mα+1/p∥r∥Lp(D+) ,

where c > 0 and depends only on α è p.
Applying the standard Bernstein method, it is easy to obtain the

corresponding application in the form of inverse theorems, where the
technical apparatus for solving them is the relations given here for
derivatives of rational functions.
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ON THE NEUMANN (P,Q)�EIGENVALUE PROBLEM
IN ROUGH DOMAINS1

V.A. Pchelintsev (Tomsk, TSU)
va-pchelintsev@yandex.ru

We study the following Neumann (p, q)�eigenvalue problem:

−div(|∇u|p−2∇u) = λ∥u∥p−qLq(Ωγ)
|u|q−2u in Ωγ ,

∂u

∂ν
= 0 on ∂Ωγ ,

in bounded domains Ωγ ⊂ Rn with anisotropic H�older γ�singularities,
1 < p < γ, 1 < q < p∗γ , where p

∗
γ = γp/(γ − p).

De�ne domains Ωγ with anisotropic H�older γ�singularities
(introduced in [1]:

Ωγ = {x ∈ Rn : 0 < xn < 1, 0 < xi < gi(xn), i = 1, 2, . . . , n− 1} ,

where gi(t) = tγi , γi ⩾ 1, 0 < t < 1 are H�older functions and for the

function G =
n−1∏
i=1

gi denote by

γ =
logG(t)

log t
+ 1, 0 < t < 1.

It is evident that γ ⩾ n. In the case g1 = g2 = . . . = gn−1 we will say that
domain Ωγ is a domain with σ�H�older singularity, σ = (γ − 1)/(n− 1).
In the case of the Lipschitz domains Ω ⊂ Rn we put γ = n.

Our approach is based on the theory of composition operators on
Sobolev spaces and their applications to constant estimates in the
corresponding Sobolev�P�oincare inequalities and leads to the following
result [2]:

Theorem 1. Let

Ωγ := {x =∈ Rn : n ⩾ 3, 0 < xn < 1, 0 < xi < xγin , i = 1, 2, . . . , n− 1}
1 The research was supported by RSF (Grant � 23�21�00080).
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γi ⩾ 1, γ := 1 +
∑n−1
i=1 γi, be domains with anisotropic H�older γ�

singularities.
Then for 1 < s < p < γ and 1 < q < p∗γ , we have

1

λp,q(Ωγ)
⩽ inf
a∈Ia

a
p
q−1

(
n−1∑
i=1

(aγi − 1)2 + n− 1 + a2

) p
2

Bpr,s(Ω),

where Ia = (n/γ, p(n− s)/s(γ − p)) and s < n is chosen such that
p∗γ <

ns
n−s . Br,s(Ω) is the best constant in the (r, s) � Sobolev�Poincar�e

inequality in the Lipschitz domain Ω, 1 < q < r <∞.
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ON AN INTEGRAL OPERATOR
FOR QUASI�MONOTONE FUNCTIONS
A. Senouci (Algeria, University of Tiaret)

kamer295@yahoo.fr

In 1993 Shanzhong Lai [3] considered weighted norm inequalities for
general integral operators of the form

Sφf(x) =

∫ ∞

0

φ(x, y)f(y)dy, φ(x, .) ⩾ 0, φ(x, .) ∈ L1(0,∞), x ∈ (0,∞)

on monotone functions f : R+ → R+. In [3] weight functions w, v were
characterized for which the inequality

||Sφf ||Lp,w(0,∞) ⩽ C||f ||Lq,v(0,∞)

holds for monotone functions f, 1 ⩽ q ⩽ p < ∞, 0 < q ⩽ p ⩽ 1, where
C > 0 is independent of f . Here and almost everywhere in the sequel w, v
are positive Lebesgue measurable functions on (0,∞). Moreover other
integral inequalities where obtained for a di�erent range of parameters
p, q, in particular for p < 0, q < 0. (See [1].)

In this work, we exend the results of [3] for quazi�monotone functions.

© Senouci A., 2023
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De�nition 1. [2]. We say that a non�negative function f is
quasimonotone on ]0,∞[, if for some real number α, xαf(x) a is a
decreasing or an increasing function of x. More precisely, given β ∈ R,
we say that f ∈ Qβ if xf−βf(x) is non�increasing and f ∈ Qβ if x∗βf(x)
is non�decreasing. Let

Φ(x, r) =

∫ r

0

φ(x, y)dy, Φ1(x, r) =

∫ ∞

r

φ(x, y)dy,

where φ : R+ × R+ → R+.
Theorem 1. Let 1 ⩽ q ⩽ p <∞, C1 > 0.
1. If f ∈ Qβ such that[∫ ∞

0

(x−βf)pw

] 1
p

⩽ C1

[∫ ∞

0

(Sφ,β)
qv

] 1
q

, (1)

then [∫ ∞

0

x−βpw

] 1
p

⩽ C1

[∫ ∞

0

Φ(x, r)qv

] 1
q

(2)

for all r > 0, where Sφ,β =
∫∞
0
φ(x, y)y−βf(y)dy.

2. If f satis�es (1) and f ∈ Qβ, then(∫ ∞

r

x−βpw

] 1
p

⩽ C1

[∫ ∞

0

Φ(x, r)qv

] 1
q

(3)

for all r > 0,
Theorem 2. Let 0 < q ⩽ p ⩽ 1, C2 > 0.
1. If f ∈ Qβ such that[∫ ∞

0

(Sφ,β)
pw

] 1
p

⩽ C2

[∫ ∞

0

(x−βf)qv

] 1
q

, (4)

then [∫ ∞

0

Φ(x, r)qw

] 1
p

⩽ C2

[∫ r

0

x−βqv

] 1
q

(5)

for all r > 0.
2. If f satis�es (4) and f ∈ Qβ, then[∫ ∞

0

Φ1(x, r)
pw

] 1
p

⩽ C2

(∫ ∞

r

x−βqv

] 1
q

(6)
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for all r > 0.
Remark 1. If we put β = 0 in Theorem 1 and 2, we get the rezsults

of [3].
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INITIAL�BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR GENERAL 1D INHOMOGENEOUS WAVE

EQUATION WITH NONSTATIONARY
CHARACTERISTIC SECOND DERIVATIVES

IN BOUNDARY MODE
K.A. Spesivtseva, F.E. Lomovtsev (Minsk, BSU)

ksenia.spesivtseva@gmail.com, lomovcev@bsu.by

In set Ġ∞ an initial�boundary value (mixed) problem is posed [1]

(∂t − a2∂x + b2)(∂t + a1∂x + b1)u(x, t) = f(x, t),

(x, t) ∈ Ġ∞ = (0,+∞)× (0,+∞), (1)

u(x, t)|t=0= φ(x), ut(x, t)|t=0= ψ(x), x ∈ (0,+∞), (2)

Γ(t)u ≡ [ζ(t)utt + ξ(t)uxt + θ(t)uxx + α(t)ut + β(t)ux+

+γ(t)u]|x=0= µ(t), t ∈ (0,+∞). (3)

Let Ck(Ω) be the set of all k times continuously and boundedly
di�erentiable functions on a subset Ω of R2 and C0(Ω) = C(Ω), t1(x) =
x
a1
− t > 0 in G−, t2(x) = t− x

a1
⩾ 0 in G+.

De�nition 1. The classical solution to the problem (1)�(3) is the
function u ∈ C2(G∞), G∞ = [0,+∞)× [0,+∞), satisfying equation (1)
on Ġ∞ in the usual sense, but the initial (2) and boundary (3) conditions

© Spesivtseva K.A., Lomovtsev F.E., 2023
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in the sense of the limits for the corresponding expressions from its values
u(ẋ, ṫ) and its derivatives at interior points (ẋ, ṫ) ∈ Ġ∞ tending to the
corresponding boundary points (x, t) indicated in them.

Theorem 1. Let in the boundary mode (3) the coe�cients be ζ, ξ, θ,
α, β, γ ∈ C1(R+), �rst partial derivatives are noncharacteristic: a1α(t)−
β(t) ̸= b1[2a1ζ(t)−ξ(t)], t ∈ R+, and second partial derivatives are taken
along the critical characteristic of equation (1): a21ζ(t)−a1ξ(t)+θ(t) ≡ 0,
t ∈ R+. Then characteristic mixed problem (1)�(3) in set Ġ∞ has a
unique and stable on φ, ψ, f, µ classical solution u ∈ C2(G∞) for those
and only those φ, ψ, f, µ, which are µ ∈ C1(R+) and

φ ∈ C2(R+), ψ ∈ C1(R+), f ∈ C(G∞), µ ∈ C(R+), R+ = [0,+∞),

∫ t

0

f(x+ a2(t− τ), τ)dτ ∈ C1(G∞), (4)

[
1− (−1)i

(a2
a1

+ 1
)] ∫ ti(x)

0

f
(
xi(t, τ), τ

)
dτ+

+

∫ t

ti(x)

f
(
x− a1(t− τ), τ

)
dτ ∈ C1(G∞), i = 1, 2, (5)

xi(t, τ) =
[
1− (−1)i

(a2
a1

+ 1
)]

(x− a1t)− a2τ,

Φ(t) ≡ [(a2 − a1)ζ(t) + ξ(t)]φ′′(a2t),

Ψ(t) ≡ [(a2 − a1)ζ(t) + ξ(t)]ψ′(a2t) ∈ C1(R+),

F(t) ≡ a2ξ(t)
∂

∂t

[∫ t

0

f(a2(t− τ), τ)dτ
]
+

+θ(t)

{
a1 − a2
a1

∂

∂t

[∫ t

0

f(a2(t− τ), τ)dτ
]
− f(0, t)

}
∈ C1(R+)

and satisfy the matching conditions:

ζ(0)
[
f(0, 0) + (b1a2 − b2a1)φ′(0) + a1a2φ

′′(0) + (a2 − a1)ψ′(0)−
−b1b2φ(0)−

(
b1 + b2

)
ψ(0)

]
+
[
a1ξ(0)− a21ζ(0)

]
φ′′(0)−

−α(0)ψ(0) + β(0)φ′(0) + γ(0)φ(0) + ξ(0)ψ′(0) = µ(0),
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ζ(0)
[
− (b1 + b2)f(0, 0) + b1b2(b1 + b2)φ(0)+

+
(
2(a1 − a2)b1b2 + a1b

2
2 − a2b21

)
φ′(0) +

[
a1(a1 − 2a2)b2+

+a2(a2 − 2a1)b1
]
φ′′(0) +

(
b21 + b1b2 + b22

)
ψ(0)+

+
[
(2a1 − a2)b1 + (a1 − 2a2)b2

]
ψ′(0)

]
− ξ(0)

[
b1b2φ

′(0)+

+(b1a2 − b2a1)φ′′(0) + (b1 + b2)ψ
′(0)
]
+ a1Φ

′(0)− a1
[
(a2 − a1)ζ ′(0)+

+ξ′(0)
]
φ′′(0) + Ψ′(0)−

[
(a2 − a1)ζ ′(0) + ξ′(0)

]
ψ′(0)+

+
(
ζ ′(0) + α(0)

)[
f(0, 0)− b1b2φ(0) + (b1a2 − b2a1)φ′(0)+

+a1a2φ
′′(0)− (b1 + b2)ψ(0) + (a2 − a1)ψ′(0)

]
+

+ξ′(0)
[
ψ′(0) + a1φ

′′(0)
]
− a21ζ ′(0)φ′′(0)+

+
(
α′(0) + γ(0)

)
ψ(0) + β(0)ψ′(0) + β′(0)φ′(0)+

+γ′(0)φ(0) + ∥ν⃗∥f ′ν⃗(0, 0) = µ′(0).

This classical solution to the problem (1)�(3) on Ġ∞ is the function

u−(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1e

−b2tφ(x+ a2t) + a2e
−b1tφ(x− a1t) + eBx−At

[ x+a2t∫
x−a1t

e−Bs[Aφ(s) + ψ(s)]ds+

t∫
0

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

eAτ−Bsf(s, τ)dsdτ

]}
,

(x, t) ∈ G−,

u+(x, t) =
eBx−At

a1 + a2

[
a1e

−B(x+a2t)φ(x+ a2t) + a2φ(0)+

+

∫ x+a2t

0

e−Bs[Aφ(s) + ψ(s)]ds

]
+

+a1e
Bx−At

∫ t2(x)

0

χ(a1t2(x), ρ)
[
eAρµ

(
ρ
)
−M

(
ρ
)]

a1α
(
ρ
)
− β

(
ρ
)
− b1[2a1ζ

(
ρ
)
− ξ
(
ρ
)
]
dρ+ F2(x, t),

(x, t) ∈ G+,
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F2(x, t) =
eBx−At

a1 + a2

[ t2(x)∫
0

x+a2(t−τ)∫
x2(t,τ)

eAτ−Bsf(s, τ)dsdτ+

+

t∫
t2(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

eAτ−Bsf(s, τ)dsdτ

]
.

Corollary 1. If the right�hand side f depends only on x or t, then
the statement of the theorem 1 is true without the integral smoothness
requirements (4), (5) on f .
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