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Î ÑÒÐÀÒÅÃÈÈ ÒÎÍÊÎÉ ÍÀÑÒÐÎÉÊÈ
ÄËß ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÎÉ ÎÖÅÍÊÈ ÄÎÌÅÍÍÎÃÎ

ÑÄÂÈÃÀ
À.Ô. Àáäóëëîâà, À.À. Àíäðèàíîâà (Êàçàíü, ÊÔÓ)
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Â òðàíñôåðíîì îáó÷åíèè ([1]) ñóùåñòâóåò ñåðü¼çíàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ïðîáëåìà �� íåñîîòâåòñòâèå ðàñïðåäåëåíèé äàííûõ ìåæ-
äó èñõîäíûì è öåëåâûì äîìåíàìè, èçâåñòíîå êàê äîìåííûé ñäâèã
(domain shift). Ýòî íåñîîòâåòñòâèå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ïà-
äåíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðåäîáó÷åííûõ ìîäåëåé ïðè èõ ïðèìå-
íåíèè ê íîâûì äàííûì. Ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ýòîé
ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ òîíêàÿ íàñòðîéêà (�ne-tuning), íî âûáîð îïòè-
ìàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ äëÿ àäàïòàöèè òðàäèöèîííî îñ-
íîâûâàåòñÿ íà ýâðèñòèêàõ è òðóäî¼ìêîì ïåðåáîðå, ïîñêîëüêó ïðàê-
òè÷åñêè îòñóòñòâóþò ñòðîãèå ìåòðèêè äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè
ñòåïåíè äîìåííîãî ñäâèãà.

Êëþ÷åâûì ïðîðûâîì â ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ñòàëà âîçìîæ-
íîñòü èçìåðåíèÿ äîìåííîãî ñäâèãà ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Maximum
Mean Discrepancy (MMD). Äàííàÿ ìåòðèêà, îïðåäåëÿåìàÿ â âîñ-
ïðîèçâîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå Ãèëüáåðòà (RKHS) êàê MMD2(P,Q) =
||µP −µQ||2, ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿ-
ìè àêòèâàöèé íà ðàçíûõ ñëîÿõ íåéðîííîé ñåòè. Ýòî äàëî îñíîâàíèå
äëÿ ôîðìóëèðîâêè ãèïîòåçû îá èåðàðõè÷åñêîé ïðèðîäå domain shift:
ñòåïåíü ðàñõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñèñòåìàòè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ïî
ãëóáèíå ñåòè. Ðàííèå ñëîè, îòâå÷àþùèå çà íèçêîóðîâíåâûå ïðèçíà-
êè (êðàÿ, òåêñòóðû), äåìîíñòðèðóþò ìèíèìàëüíûé ñäâèã, â òî âðåìÿ
êàê ïîçäíèå ñëîè, êîäèðóþùèå ñåìàíòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, ïîäâåð-
æåíû ìàêñèìàëüíîìó ñäâèãó.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, àâòî-
ìàòè÷åñêè îïðåäåëÿþùèé îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ òîíêîé íàñòðîé-
êè íà îñíîâå êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè MMD. Àëãîðèòì ïðèíèìàåò
ïðåäîáó÷åííóþ ìîäåëü è âûáîðêè èç èñõîäíîãî è öåëåâîãî äîìå-
íîâ, çàòåì âû÷èñëÿåò ïðîôèëü domain shift ïî âñåì ñëîÿì ñåòè. Äëÿ
êàæäîãî ñëîÿ l âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà ∆(l) = MMD2(H

(L)
S , H

(L)
T ),

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó ðàçëè÷èÿ ðàñïðåäåëåíèé àêòèâà-
öèé ìåæäó äîìåíàìè. Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåòñÿ íåñìåùåííàÿ
îöåíêà MMD ñ ãàóññîâûì ÿäðîì, ÷òî ïîçâîëÿåò óëàâëèâàòü íåëè-
íåéíûå ðàçëè÷èÿ äàæå íà íåáîëüøèõ âûáîðêàõ. Ïîëó÷åííûé ïðî-
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ôèëü ∆ = (∆((1),∆((2), . . .∆((L)) íîðìèðóåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîñðå-
äîòî÷èòüñÿ íà îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèÿõ ñäâèãà ïî ãëóáèíå, à íå íà
àáñîëþòíûõ çíà÷åíèÿõ, êîòîðûå ìîãóò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò àðõèòåêòóðû è ðàçìåðà âûáîðêè.

Äàëåå àíàëèçèðóåòñÿ äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ïðîôèëÿ ÷åðåç äèñ-
êðåòíóþ ïðîèçâîäíóþ (δ(l) = ∆(l+1) −∆(l)), êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, íà-
ñêîëüêî óñèëèâàåòñÿ äîìåííûé ñäâèã ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó
ñëîþ. Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ óêàçûâàþò íà óñèëåíèå ñäâèãà è ïî-
ÿâëåíèå äîìåííî-ñïåöèôè÷íûõ ïðèçíàêîâ, çíà÷åíèÿ îêîëî íóëÿ ��
íà ñîõðàíåíèå èíâàðèàíòíîñòè.

Äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ çíà÷èìûõ ñêà÷êîâ èñïîëüçóåòñÿ
àäàïòèâíûé ïîðîã τ = µδ + kσδ, ãäå µdelta è σδ ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñðåäíåå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ïðîèçâîäíûõ, à êîýôôèöèåíò
k îáû÷íî ðàâåí 1.5. Òàêîé ïîðîã áàëàíñèðóåò ìåæäó ÷óâñòâèòåëü-
íîñòüþ ê èçìåíåíèÿì è óñòîé÷èâîñòüþ ê ñëó÷àéíûì êîëåáàíèÿì.
Êðèòè÷åñêèé ñëîé lc îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðâûé ïåðåõîä, ãäå δ(l) > τ .
Ýòîò ñëîé îòìå÷àåò ãðàíèöó, ïîñëå êîòîðîé äîìåííûé ñäâèã íà÷èíà-
åò óñòîé÷èâî âîçðàñòàòü. Íà îñíîâå íàéäåííîé ãðàíèöû ôîðìèðóåò-
ñÿ ñòðàòåãèÿ �ne-tuning: ñëîè {1, 2, . . . , lc} çàìîðàæèâàþòñÿ, à ñëîè
{lc + 1, lc + 2, . . . , L} àäàïòèðóþòñÿ.

Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ìîæåò ðåøèòü ïðîáëåìó íàñòðîéêè ãîòî-
âûõ ìîäåëåé. Âìåñòî ýâðèñòè÷åñêîãî ïîäáîðà, àëãîðèòì íà îñíîâå
MMD ñàì àíàëèçèðóåò, êàê äàííûå ¾ïðîõîäÿ¿ ÷åðåç ñåòü, è íàõîäèò
òî÷êó, ãäå íà÷èíàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ñòàðûìè è íî-
âûìè äàííûìè. Ýòà òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ãðàíèöåé: âñ¼, ÷òî äî íå¼ ��
óíèâåðñàëüíûå çíàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî çàìîðîçèòü, âñ¼, ÷òî ïîñëå
�� ñïåöèôè÷íûå ïðèçíàêè, êîòîðûå íóæíî äîîáó÷èòü.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ Lp,τ (Tm) � ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà âñåõ âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f(x), êîòîðûå èìåþò
2π�ïåðèîä ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

∥f∥Lp,τ =

{
τ

p

1∫
0

(
f∗(t)

)τ
t
τ
p−1dt

} 1
τ

, 1 < p <∞, 1 ⩽ τ <∞,

êîíå÷íà, f∗(y) � íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |f(2πx)|
(ñì. [1, ñ. 521]), x ∈ Im = [0, 1)m, Tm = [0, 2π)m.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: an(f) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈
L1 (Tm) ïî ñèñòåìå {ei⟨n,2πx⟩}Zm , ãäå Zm � ìíîæåñòâî òî÷åê èç Rm ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîëîæèì

δs(f, 2πx) =
∑

n∈ρ(s)

an(f)e
i⟨n,2πx⟩, ⟨ȳ, x̄⟩ =

m∑
j=1

yjxj , sj = 1, 2, ...,

ãäå ρ(s) =
{
k = (k1, ..., km) ∈ Zm : 2sj−1 ⩽ |kj | < 2sj , j = 1, ...,m

}
.

Pl =
{
s = (s1, . . . , sm) : sj = 2lj − 1, . . . , 2lj+1 − 2, j = 1, . . . ,m

}
.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü rj , bj ∈ R äëÿ j = 1, . . . ,m è 1 < p < ∞,
1 < τ < ∞, 0 < q, θ ⩽ ∞, r = (r1, . . . , rm), b = (b1, . . . , bm).
T b
θS

r
p,τ,qB(Tm)�óñå÷åííîå ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà ñî ñìåøàííîé ãëàä-

êîñòüþ ñîñòîèò âñåõ ôóíêöèé f ∈ L̊p,τ (Tm), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà

∥f∥
T b
θS

r
p,τ,qB

:=

(∑
l∈Nm

m∏
j=1

2ljbjθ

(∑
s∈Pl

m∏
j=1

2sjrjq∥δs(f)∥qLp,τ

) θ
q)1/θ

.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü rj , bj ∈ R äëÿ j = 1, . . . ,m è 1 < p < ∞,
1 < τ <∞, 0 < q, θ ⩽ ∞, r = (r1, . . . , rm), b = (b1, . . . , bm). Óñå÷åííûì
ïðîñòðàíñòâîì Òðèáåëÿ�Ëèçîðêèíà ñî ñìåøàííîé ãëàäêîñòüþ íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ L̊p,τ (Tm), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
âåëè÷èíà

∥f∥
T b
θS

r
p,τ,qF

:=

(∑
l∈Nm

m∏
j=1

2ljbjθ

∥∥∥∥∥
(∑

s∈Pl

m∏
j=1

2sjrjq|δs(f)|q
) 1

q
∥∥∥∥∥
θ

Lp,τ

)1/θ

è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì T b
θS

r
p,τ,qF (Tm).
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Â ñëó÷àå τ = p, èçîòðîïíûå óñå÷åííûå ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà
è Òðèáåëÿ�Ëèçîðêèíà îïðåäåëåíû è èññëåäîâàíû â [2]. Â ñëó÷àå
r1 = ... = rm = 0 è q = θ ïðîñòðàíñòâî T b

θS
r
p,τ,qB(Tm) ñîâïàäàåò

ñ ïðîñòðàíñòâîì S0,b
p,τ,θB(Tm), îïðåäåëåííîãî â [3].

Äëÿ A ∈ {B,F} âìåñòî T b
θS

r
p,τ,qB(Tm) èëè T b

θS
r
p,τ,qF (Tm) áóäåì

ïèñàòü T b
θS

r
p,τ,qA(Tm).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A ∈ {B,F}, 1 < p <∞, 1 < τ <∞, 0 < θ, q ⩽
∞ è rj ∈ R, bj > 0 äëÿ j = 1, . . . ,m. Òîãäà

T b
θS

r
p,τ,qA(Tm) ↪→ Sr

p,τ,qA(Tm) ↪→ T−b
θ Sr

p,τ,qA(Tm),

ëåâîå âëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè 1 < τ ⩽ q < ∞ è 1 < p < ∞ èëè
0 < q < τ <∞ è q ⩽ p <∞. Åñëè rj , bj ∈ R äëÿ j = 1, . . . ,m, òî

T b
θS

r
p,τ,min{τ,q}B(Tm) ↪→ T b

θS
r
p,τ,qF (Tm) ↪→ T−b

θ Sr
p,τ,max{τ,q}B(Tm),

ëåâîå âëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè 1 < τ ⩽ q < ∞ è 1 < p < ∞ èëè
0 < q < τ < ∞ è q ⩽ p < ∞, à ïðàâîå âëîæåíèå ïðè 0 < q < τ < ∞
è 1 < p <∞ èëè 1 < p ⩽ q <∞ è 1 < τ ⩽ q <∞.
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Ïóñòü Ω ⊂ RN ,N > 1, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂Ω. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó Lu ≡ −

N∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u
∂xj

)
+ c(x)u = ra(x)g(u), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(1)

ãäå aij ∈ C1
(
Ω
)
, i, j = 1, N , aij(x) = aji(x), x ∈ Ω, c ∈ C

(
Ω
)
,

c(x) ⩾ 0, x ∈ Ωa ∈ C
(
Ω
)
è ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ â ïîäìíîæåñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, L ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñèì íà Ω. Êðîìå òîãî, τ − íåíóëåâîé âåùå-
ñòâåííûé ïàðàìåòð, à íåëèíåéíûé ÷ëåí g ∈ C (R ; R) óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) sg(s) ̸= 0, s ∈ R, s ̸= 0;
(b) ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå g0 è g∞ òàêèå, ÷òî

lim
|s|→0

g(s)

s
= g0, lim

|s|→+∞

g(s)

s
= g∞. (2)

Çàäà÷à (1) âîçíèêàåò â ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêå ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè äèíàìèêè ïîïóëÿöèè, ãäå Ω îáîçíà÷àåò ñðåäó îáèòàíèÿ âèäà, u
ïðåäñòàâëÿåò ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè, τ−1 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïîïóëÿöèè, a(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíóòðåííþþ ñêîðîñòü ðî-
ñòà âèäà â òî÷êå x, êîòîðàÿ îòðèöàòåëüíà â íåáëàãîïðèÿòíûõ ñðåäàõ
îáèòàíèÿ è ïîëîæèòåëüíà â áëàãîïðèÿòíûõ, ãðàíè÷íîå óñëîâèå u = 0
íà ∂Ω óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íè îäíà îñîáü íå ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ∂Ω
ñðåäû îáèòàíèÿ Ω [1].

Ïóñòü p > N ôèêñèðîâàíî, à α ∈ (0, 1) âûáðàíî òàê, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî α < 1− N

p . Òîãäà, ñîãëàñíî [2, Òåîðåìà 6.2],W
2,p(Ω)

êîìïàêòíî âëîæåíî â C1, α
(
Ω
)
.

Ïóñòü E = {u ∈ C1,α : u(x) = 0, x ∈ ∂Ω} � áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, ñíàáæåííîå íîðìîé ||u||1, α. Äëÿ êàæäîãî ν ∈ {+ , −} ïóñòü
P ν = {u ∈ E : u(x) > 0, x ∈ Ω, ∂u(x)

∂n < 0, x ∈ ∂Ω}, ãäå ∂u
∂n îáîçíà-

÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω.
Ëèíåéíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Lu ≡ −

N∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u
∂xj

)
+ c(x)u = λra(x)u, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(3)

îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ãëàâíûìè ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λ+1 è λ−1 , ñîîòâåòñòâååíî, à îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè u+1 è u−1 ëåæàò â P = P+ ∪ P− [3].
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Òåîðåìà 1 Ïóñòü g0 > g∞ è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
ñîîòíîøåíèé:

λ+1
g0

< τ <
λ+1
g∞

;
λ−1
g∞

< τ <
λ−1
g0
.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ u+ è u− çàäà÷è (1) òàêèå, ÷òî u+ ∈ P+

è u− ∈ P− ñîîòâåòñòâåííî.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü g0 < g∞ è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùþùèõ

ñîîòíîøåíèé:
λ+1
g∞

< τ <
λ+1
g0

;
λ−1
g0

< τ <
λ−1
g∞

.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ u+ è u− çàäà÷è (1) òàêèå, ÷òî u+ ∈ P+

è u− ∈ P− ñîîòâåòñòâåííî.
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Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïîääåëîê ëèö (Face Anti-Spoo�ng, FAS)
([1]) ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êîìïîíåíòîì ñîâðåìåííûõ áèîìåòðè÷åñêèõ
ñèñòåì. Ìîäåëü FAS âûïîëíÿåò áèíàðíóþ êëàññèôèêàöèþ âõîäíîãî
èçîáðàæåíèÿ èëè âèäåîêàäðà íà êëàññû live (ïîäëèííîå ëèöî) è spoof
(àòàêà). Ê ðàñïðîñòðàí¼ííûì òèïàì àòàê îòíîñÿòñÿ äåìîíñòðàöèÿ
ôîòîãðàôèè, âîñïðîèçâåäåíèå âèäåîçàïèñè íà ýêðàíå óñòðîéñòâà, à
òàêæå èñïîëüçîâàíèå ïå÷àòíûõ èëè îáúåìíûõ ìàñîê. Îøèáî÷íîå
ïðèíÿòèå àòàêè ñíèæàåò áåçîïàñíîñòü ñèñòåìû, òîãäà êàê ëîæíîå
îòêëîíåíèå ïîäëèííîãî ïîëüçîâàòåëÿ óõóäøàåò óäîáñòâî ýêñïëóàòà-
öèè. Îäíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì FAS ÿâëÿåòñÿ ìåæäîìåííûé ñäâèã.

© Àëïàìûñîâ Ä.Àíäðèàíîâà À.À., 2026
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Ïîä äîìåíîì ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðèñòèê äàííûõ è ïðî-
öåññà ñú¼ìêè, âêëþ÷àÿ òèï ñåíñîðà, óñëîâèÿ îñâåùåíèÿ, ïàðàìåòðû
ñæàòèÿ è ïðîòîêîë çàïèñè. Ïðè ïåðåíîñå ìîäåëè íà ðàíåå íå âñòðå-
÷àâøèåñÿ óñëîâèÿ ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ èçìåíÿåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò
ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ òî÷íîñòè.

Áàçîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ìèíèìèçà-
öèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (Empirical Risk Minimization, ERM), ýô-
ôåêòèâíà ïðè ñîâïàäåíèè ðàñïðåäåëåíèé îáó÷àþùèõ è òåñòîâûõ
äàííûõ, îäíàêî â óñëîâèÿõ ìåæäîìåííîãî ñäâèãà ÷àñòî ïðèâîäèò ê
ïåðåîáó÷åíèþ íà äîìåííî-ñïåöèôè÷íûõ ïðèçíàêàõ. Â ñîâðåìåííîé
ëèòåðàòóðå ([2]) ïðåäëîæåí ðÿä ìåòîäîâ, íàïðàâëåííûõ íà ïîâûøå-
íèå óñòîé÷èâîñòè ìîäåëåé ê ìåæäîìåííîìó ñäâèãó.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ïîäõîäà, îòíîñÿùèå-
ñÿ ê çàäà÷àì ¾domain generalization¿: Invariant Risk Minimization
(IRM), MixStyle, SA-FAS (Separability and Alignment) è Instance-
Aware Domain Generalization (IADG). Ýòè ìåòîäû âîçäåéñòâóþò íà
ðàçëè÷íûå àñïåêòû óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè. IRM ôîðìàëèçóåò òðåáî-
âàíèå èíâàðèàíòíîñòè ðåøàþùåãî ïðàâèëà ìåæäó äîìåíàìè. Ìåòîä
MixStyle ìîäåëèðóåò ìåæäîìåííóþ âàðèàòèâíîñòü ïîñðåäñòâîì ñìå-
øèâàíèÿ ñòàòèñòèê ïðèçíàêîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ñòèëåâîå
ðàçíîîáðàçèå îáó÷àþùèõ äàííûõ. Ìåòîä SA-FAS îáúåäèíÿåò êîí-
òðàñòèâíóþ ðàçäåëèìîñòü ïðåäñòàâëåíèé è ñîãëàñîâàíèå ðåøàþùåé
ïîâåðõíîñòè ìåæäó äîìåíàìè. Ïîäõîä IADG îðèåíòèðîâàí íà ñïå-
öèôèêó çàäà÷è FAS è ïîäàâëÿåò ñòèëåâûå êîððåëÿöèè íà óðîâíå
îòäåëüíûõ ýêçåìïëÿðîâ äàííûõ. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî êàæäûé èç ìåòîäîâ ðåøàåò ëèøü ÷àñòü ïðîáëåìû äîìåííîãî
îáîáùåíèÿ. IRM îáåñïå÷èâàåò èíâàðèàíòíîñòü êëàññèôèêàöèîííîãî
ðåøåíèÿ, íî íå êîíòðîëèðóåò ñòèëåâóþ âàðèàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ.
MixStyle ýôôåêòèâíî ðàñøèðÿåò ïðîñòðàíñòâî ñòèëåâûõ âàðèàöèé,
îäíàêî íå ãàðàíòèðóåò ñîãëàñîâàííîñòè ðåøàþùåé ïîâåðõíîñòè. SA-
FAS óëó÷øàåò ãåîìåòðèþ ïðåäñòàâëåíèÿ è ñîãëàñîâàíèå êëàññèôè-
êàòîðîâ ìåæäó äîìåíàìè, òîãäà êàê IADG îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå
ïðåäìåòíî-îðèåíòèðîâàííîå ïîäàâëåíèå ñòèëåâîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
ïðèçíàêîâ.

Íà îñíîâå ïðîâåä¼ííîãî àíàëèçà ïðåäëîæåí ãèáðèäíûé ïîäõîä,
îáúåäèíÿþùèé íåñêîëüêî ìåõàíèçìîâ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Â
íåì èòîãîâàÿ ôóíêöèÿ îïòèìèçàöèè ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà
áàçîâîé ôóíêöèè ïîòåðü áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè è äîïîëíèòåëü-
íûõ ðåãóëÿðèçàòîðîâ:

L = Lcls + λ1LAIAW + λ2Lalign + λ3LSupCon,
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ãäå LAIAW ðåàëèçóåò ïîäàâëåíèå ñòèëåâîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè-
çíàêîâ íà îñíîâå èäåé IADG, Lalign îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàíèå ðå-
øàþùåãî ïðàâèëà ìåæäó äîìåíàìè ïî àíàëîãèè ñ IRM, à LSupCon

óñèëèâàåò ðàçäåëèìîñòü êëàññîâ â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Äîïîë-
íèòåëüíî ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ àóãìåíòàöèÿ ïðèçíàêîâ MixStyle, ìî-
äåëèðóþùàÿ ìåæäîìåííûé ñäâèã.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä îáúåäèíÿåò íåñêîëüêî âçàèìîäîïîëíÿþ-
ùèõ ìåõàíèçìîâ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîâ-
ìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ýòèõ êîìïîíåíòîâ ïîçâîëèò ïîâûñèòü ïåðåíî-
ñèìîñòü ìîäåëåé ðàñïîçíàâàíèÿ àòàê ïðåäúÿâëåíèÿ íà ðàíåå íåâè-
äèìûå óñëîâèÿ ñú¼ìêè.
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ÏÐÈ ÃÎÌÎÃÅÍÈÇÀÖÈÈ ÇÀÄÀ×È ÑËÎÆÍÎÃÎ
ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ1
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Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ è èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò
çàäà÷à èçó÷åíèÿ ïðîöåññà ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìå-
íà. Òåïëîâîå èçëó÷åíèå íåëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñèò îò òåìïåðà-
òóðû, à åãî ðàñïðîñòðàíåíèå îïèñûâàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçíîîáðàçíûì íåñòàíäàðòíûì
íåëèíåéíûì íåëîêàëüíûì êðàåâûì çàäà÷àì [1�4].

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ïðîåêòà ãîñóäàðñòâåííîãî çà-
äàíèÿ � FSWF-2026-0010.
© Àìîñîâ À.À., Êðûìîâ Í.Å., 2026
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ðàçðåøèìîñòè íå-
ñòàíäàðòíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è

−ε∆u = fε; x = (x1, x2) ∈ Ωε;

εDnu− αε2D2
sk(u) + g(u) = wε, x ∈ Γε\γε;

2αεD̂nk(u) + ĝ(u) = ŵε, x ∈ γε,

âîçíèêàþùåé ïðè ãîìîãåíèçàöèè çàäà÷è ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâ-
íîãî òåïëîîáìåíà â ñèñòåìå àáñîëþòíî ÷åðíûõ ñòåðæíåé êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ.

Çäåñü 0 < ε � ìàëûé ïàðàìåòð; Ωε = (ε/2, 1 − ε/2)2; Γε � ãðà-
íèöà êâàäðàòà Ωε; γε � ìíîæåñòâî åãî óãëîâûõ òî÷åê; Dn, Ds �
ïðîèçâîäíûå ïî íîðìàëè è êàñàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ ê Γε.

Êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, â îòëè÷èå îò
çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â [3], ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ìîíîòîííîñòè â
äèôôåðåíöèàëüíîì îïåðàòîðå çàäà÷è.

Óñòàíîâëåíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøå-
íèÿ è äîêàçàíà òåîðåìà ñðàâíåíèÿ.
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Â óñëîâèÿõ äåôèöèòà ðåàëüíûõ äàííûõ îá îòêàçàõ ïðîìûøëåí-
íîãî îáîðóäîâàíèÿ òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïðåäèêòèâíîé àíàëèòèêè
îêàçûâàþòñÿ ìàëîýôôåêòèâíûìè. Îñîáåííî îñòðî ýòà ïðîáëåìà ñòî-
èò â êðèòè÷åñêè âàæíûõ îòðàñëÿõ, òàêèõ êàê ýíåðãåòèêà, ãäå ïîñëåä-
ñòâèÿ àâàðèé ìîãóò áûòü êàòàñòðîôè÷åñêèìè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
îöåíêè è óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèåì îáîðóäîâàíèÿ â òàêèõ óñëîâèÿõ âû-
áðàí ïîäõîä íà îñíîâå îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì ([1], äîïîëíåííûé
ñèíòåòè÷åñêîé ãåíåðàöèåé äàííûõ è èñïîëüçîâàíèåì áîëüøèõ ÿçû-
êîâûõ ìîäåëåé êàê èñòî÷íèêà ýêñïåðòíîãî çíàíèÿ.

Â êà÷åñòâå îáúåêòîâ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ âûáðàíû âîçäóøíûå ëè-
íèè ýëåêòðîïåðåäà÷è (ÂËÝÏ), ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç
÷åòûðå êîìïîíåíòà: ñîñòîÿíèÿ èçîëÿòîðîâ, ïðîâîäîâ, îïîð è òðàñ-
ñû. Êàæäîìó êîìïîíåíòó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íîðìàëèçîâàííàÿ
îöåíêà â äèàïàçîíå [0, 1], ïîëó÷àåìàÿ ëèáî ïî ÷åê-ëèñòàì âèçóàëü-
íîãî îñìîòðà, ëèáî ïî äàííûì äàò÷èêîâ. Ïðè îòñóòñòâèè ðåàëüíûõ
äàííûõ ïðèìåíÿåòñÿ ñèíòåòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé
íà îñíîâå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìíîãîôàêòîðíàÿ ñèñòåìà îöåíêè (ÌÑÎ) îáúåäèíÿåò ÷àñòíûå
îöåíêè êîìïîíåíòîâ â åäèíóþ îáîáù¼ííóþ îöåíêó íàä¼æíîñòè. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ ãèáðèäíûé ïîäõîä: 25% � ëèíåéíàÿ âçâåøåííàÿ ñóììà è
75% �� íåëèíåéíîå ïðîèçâåäåíèå ñêîððåêòèðîâàííûõ âåðîÿòíîñòåé
ðàáîòîñïîñîáíîñòè. Âåñà êîìïîíåíòîâ (èçîëÿòîðû �� 0.41, ïðîâîäà
�� 0.29, îïîðû �� 0.16, òðàññà �� 0.14) îïðåäåëåíû ìåòîäîì àíàëèçà
èåðàðõèé ([2]) è îòðàæàþò èõ êðèòè÷íîñòü äëÿ îáùåé íàä¼æíîñòè
ñèñòåìû.

Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îá îöåíêå íåîáõîäèìîñòè ðåìîíòà ïðè-
ìåí¼í àëãîðèòì Deep Recurrent Q-Network (DRQN), ó÷èòûâàþùèé
âðåìåííóþ ïðèðîäó èçíîñà. Àãåíò îáó÷àåòñÿ ñ ε-æàäíîé ïîëèòèêîé,
îïòèìèçàòîðîì AdamW è ôóíêöèåé ïîòåðü Huber, ÷òî îáåñïå÷èâà-
åò óñòîé÷èâîñòü ê øóìó è ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåäêèõ, íî çíà÷èìûõ
ñîáûòèÿõ, òàêèõ êàê àâàðèè.

Ðàçðàáîòàíû äâå âåðñèè ñðåäû: ïðàâèëîïîäîáíàÿ (ñ äåòåðìèíè-
ðîâàííîé äèíàìèêîé è ñòîõàñòè÷íîñòüþ òîëüêî â àâàðèÿõ) è LLM-
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àññèñòèðîâàííàÿ. Âòîðàÿ ðåàëèçîâàíà íà áàçå Qwen3-4B-Instruct è
ñïîñîáíà ãåíåðèðîâàòü ýêñïåðòîïîäîáíûå ïåðåõîäû è ðåêîìåíäàöèè.

Ñðàâíèâàþòñÿ äâå ìîäåëè � îáû÷íàÿ DRQN, îáðàáàòûâàþùàÿ
îêíà ñîñòîÿíèé ôèêñèðîâàííîé äëèíû è ñáðàñûâàþùàÿ ñêðûòûå ñî-
ñòîÿíèÿ LSTM, è ðàñøèðåííàÿ DRQN-ReplayBPTT, êîòîðàÿ ÿâíî
ñîõðàíÿåò è ïåðåäà¼ò ñîñòîÿíèÿ (h, c) ìåæäó øàãàìè.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî îáå ìîäåëè îáó÷àþòñÿ óñïåøíî, íî
DRQN-ReplayBPTT äåìîíñòðèðóåò íà 15-20% ìåíüøå àâàðèé è áî-
ëåå ñòàáèëüíóþ ñîâîêóïíóþ íàãðàäó. Ýòî ñâÿçàíî ñ å¼ ñïîñîáíîñòüþ
ó÷èòûâàòü äîëãîñðî÷íóþ äèíàìèêó èçíîñà, â îòëè÷èå îò DRQN,
îãðàíè÷åííîé 12-ìåñÿ÷íûì îêíîì. Ïîäòâåðæäåíà ýôôåêòèâíîñòü
ñèíòåòè÷åñêîé ïðåäçàïèñè è ïðèìåíèìîñòü ïîäõîäà â óñëîâèÿõ ïîë-
íîãî îòñóòñòâèÿ ðåàëüíûõ äàííûõ.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî óïðàâëÿòü ñîñòî-
ÿíèåì îáîðóäîâàíèÿ äàæå ïðè îòñóòñòâèè èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ îá
îòêàçàõ. Ìîäåëü DRQN-ReplayBPTT, ñîõðàíÿþùàÿ ñêðûòûå ñîñòî-
ÿíèÿ LSTM, ïîêàçûâàåò ïðåèìóùåñòâî â ó÷¼òå ìíîãîëåòíèõ òðåíäîâ
è ïðèíÿòèè áîëåå îáîñíîâàííûõ ðåøåíèé. Èíòåãðàöèÿ LLM îòêðû-
âàåò ïóòü ê èñïîëüçîâàíèþ íåÿâíîãî ýêñïåðòíîãî çíàíèÿ, à ñèíòåòè-
÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèé ðåøàåò ïðîáëåìó ¾õîëîäíîãî ñòàðòà¿.
Â ïåðñïåêòèâå âîçìîæíà èíòåãðàöèÿ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ äëÿ àâ-
òîìàòè÷åñêîãî ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïî èçîáðàæåíèÿì,
÷òî ïîçâîëèò ïîñòðîèòü ñêâîçíîé àâòîíîìíûé öèêë äèàãíîñòèêè è
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Òðóøèí Ñ.Ì. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ñ ó÷è-

òåëåì, áåç ó÷èòåëÿ è îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì: îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ
è îãðàíè÷åíèÿ / Ñ.Ì. Òðóøèí, Â.È. Òðóøèíà. �� Èíòåðíàóêà. ��
2024. �� �43-1 (360). �� Ñ. 47-52.

2. Ñààòè, Ò. Ìåòîä àíàëèçà èåðàðõèé / Ò. Ñààòè. � Ì.:,¾Ðàäèî è
ñâÿçü¿, 1993. �� 278 ñ.

ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÄÐÎÁÍÎÉ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÀÒÀÍÃÀÍÛ-ÁÀËÅÀÍÓ-ÊÀÏÓÒÎ

ÍÀ ËÓ×Å Â ÂÅÑÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÑÎÁÎËÅÂÀ
Í.À. Àíòîíîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)

antonovna@my.msu.ru

© Àíòîíîâ Í.À., 2026

38



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ìîäåëè-
ðóþò ÿâëåíèÿ ñ ïàìÿòüþ â âÿçêîóïðóãîñòè, áèîëîãèè è àíîìàëü-
íîé äèôôóçèè [1�3]. Êëàññè÷åñêèå ÿäðà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ è Êà-
ïóòî ñëàáî ñèíãóëÿðíû; ÷òîáû èçáåæàòü ýòîãî, Àòàíãàíà è Áàëåàíó
ââåëè îïåðàòîðû ñ ðåãóëÿðíûì ÿäðîì Ìèòòàã � Ëåôôëåðà [4]. Êà-
÷åñòâåííûå ñâîéñòâà äðîáíûõ óðàâíåíèé àêòèâíî èçó÷àþòñÿ [5�6];
ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñ ABC-ïðîèçâîäíîé íà êî-
íå÷íîì îòðåçêå ïîëó÷åíû â [7], à â [8�9] àâòîðîì äîêàçàíû ýêâèâà-
ëåíòíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà, àïðèîðíûå îöåíêè, íåïðåðûâ-
íàÿ çàâèñèìîñòü îò äàííûõ è ïàðàìåòðà. Êîíñòàíòû â ýòèõ îöåí-
êàõ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò ïî T è íå ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê ïðåäåëó
T → +∞. Ïåðåõîä ê âåñîâîìó ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà H1

λ(R+) ñ âå-
ñîì e2λx ñíèìàåò ýòî îãðàíè÷åíèå. Ïîõîæèå êîíñòðóêöèè äëÿ ABC-
îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàëèñü â [10], îäíàêî çàäà÷à Êîøè íà R+ äëÿ
íèõ íå èçó÷àëàñü.

Îïðåäåëåíèå. Âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà H1
λ(R+), ãäå

λ > 0, íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé v ∈ L2
loc(R+)

ñî ñëàáîé ïðîèçâîäíîé v′, ñíàáæ¼ííîå íîðìîé

∥v∥2H1
λ
:=

∫ +∞

0

(
|v(x)|2 + |v′(x)|2

)
e2λx dx.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ α ∈ (0, 1) è v ∈ H1
λ(R+) ABC-ïðîèçâîäíîé íà-

çûâàåòñÿ (ïðè óñëîâèè B(0) = B(1) = 1)(
ABC
0 Dαv

)
(t) :=

B(α)

1− α

∫ t

0

Eα

(
− α

1−α (t− s)α
)
v′(s) ds.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè íà ïîëóîñè:

v′(t) +
(
ABC
0 Dαv

)
(t) = f(t, v(t)), t ∈ R+, v(0) = v0 ∈ R. (1)

Òåîðåìà. Îïåðàòîð (Fv)(t) := B(α)
1−α

∫ t

0
Eα(− α

1−α (t − s)α)v(s) ds

îãðàíè÷åí íà L2
λ(R+), ïðè÷¼ì

∥Fv∥L2
λ(R+) ⩽ Kλ

α ∥v∥L2
λ(R+), K

λ
α := B(α)

1−α

∫ +∞

0

Eα

(
− α

1−αξ
α
)
e−λξ dξ,

è Kλ
α → 0 ïðè λ→ +∞.

Òåîðåìà. Ïóñòü v0 ∈ R, f ∈ C(R+ × R,R). Ôóíêöèÿ v ∈ H1
λ(R+)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v(t) = v0

(
1 + B(α)

1−α Ψ(t)
)
− (Fv)(t) +

∫ t

0

f(s, v(s)) ds, t ∈ R+,
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ãäå Ψ(t) =
∫ t

0
Eα(− α

1−αξ
α) dξ.

Òåîðåìà. Ïóñòü f íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ êîíñòàíòîé L ⩾ 0, è ïóñòü f(·, 0) ∈ L2

λ(R+).
Åñëè λ > L è L/λ+Kλ

α < 1, òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
v ∈ H1

λ(R+). Óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì L ⩾ 0 ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì λ.
Òåîðåìà. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû

∥v∥L2
λ(R+) ⩽

|v0|C0 + ∥f(·, 0)∥L2
λ(R+)

1− L/λ−Kλ
α

,

ãäå C0 = C0(α, λ) ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç B(α) è Ψ è êîíå÷íà ïðè
λ > 0. Â îòëè÷èå îò [8, òåîðåìà 3], îöåíêà ðàâíîìåðíà íà âñ¼ì R+.
Òåîðåìà. Ïóñòü v, w ∈ H1

λ(R+) � ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ íà÷àëü-
íûìè çíà÷åíèÿìè v0, w0 è ïðàâûìè ÷àñòÿìè f(t, v), f(t, w) + r(t),
r ∈ L2

λ(R+). Òîãäà

∥v − w∥L2
λ(R+) ⩽

|v0 − w0|C0 + ∥r∥L2
λ(R+)/λ

1− L/λ−Kλ
α

.

Òåîðåìà. Ïóñòü g(t, v, δ) ëèïøèöåâà ïî v ñ êîíñòàíòîé L è ïî δ ñ
êîíñòàíòîé Q ⩾ 0, è vi ∈ H1

λ(R+) � ðåøåíèå (1) ñ f = g(·, ·, δi),
i = 1, 2. Òîãäà

∥v1 − v2∥L2
λ(R+) ⩽

Q |δ1 − δ2|
λ (1− L/λ−Kλ

α)
.
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Ïóñòü Ei, i = 1, . . . , n, � ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,

E = E1 × · · · × En, ∥x∥E = max
1⩽i⩽n

∥xi∥Ei
.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

Dαi
0 xi(t) ∈ Aixi(t) + Fi(t, x(t)), t ∈ [0, a], i = 1, . . . , n, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xi(0) = x0,i ∈ Ei, x′i(0) = x1,i ∈ Ei, i = 1, . . . , n, (2)

ãäå Dαi
0 � äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ãåðàñèìîâà�Êàïóòî ïîðÿäêîâ αi ∈

(1, 2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n îïåðàòîðû
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Ai : D(Ai) ⊂ Ei → Ei ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè çàìêíóòûìè, ïî-
ðîæäàþùèìè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ñèëüíî íåïðåðûâíûå ñå-
ìåéñòâà êîñèíóñ îïåðàòîð-ôóíêöèé {Ci(t)}t∈[0,a]. Ìóëüòèîïåðàòîðû
Fi : [0, a]× E ⊸ Ei óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(H1) äëÿ êàæäîãî x ∈ E ìóëüòèôóíêöèÿ t 7→ Fi(t, x), t ∈ [0, a],
äîïóñêàåò èçìåðèìûé ñåëåêòîð;

(H2) äëÿ ï.â. t ∈ [0, a] îòîáðàæåíèå x 7→ Fi(t, x) ï.í.ñâ. è ïðèíè-
ìàåò íåïóñòûå êîìïàêòíûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ;

(H3) äëÿ êàæäîãî r > 0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ωi,r ∈ L∞
+ [0, a],

òàêèå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ∥x∥E ⩽ r ñëåäóåò, ÷òî

∥Fi(t, x)∥Ei
:= sup{∥y∥Ei

: y ∈ Fi(t, x)} ⩽ ωi,r(t), ï.â. t ∈ [0, a];

(H4) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ki ∈ L∞
+ [0, a], òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðà-

íè÷åííîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ E

χEi(Fi(t, Q)) ⩽ ki(t)χE(Qi), ï.â. t ∈ [0, a],

ãäå χEi
� ìåðû íåêîìïàêòíîñòè Õàóñäîðâà â ïðîñòðàíñòâàõ Ei, Qi �

ïðîåêöèè ìíîæåñòâà Q íà Ei.
Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåãðàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2) íà

ïðîìåæóòêå [0, τ ], τ ∈ (0, a], íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ x = (x1, . . . , xn) ∈
C([0, a]; E), òàêàÿ, ÷òî

xi(t) = Gi(t)x0,i+Ki(t)x1,i+

∫ t

0

(t−s)qi−1Ti(t−s)fi(s) ds, t ∈ [0, τ ],

ãäå qi = αi/2, Gi, Ki, Ti � îïåðàòîð-ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà,
îïðåäåëåííûå íà îñíîâå ñåìåéñòâ {Ci(t)}t∈[0,a] è fi(s) ∈ Fi(t, x(t)).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1)�(H4). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò τ ∈ (0, a], òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðàëüíûõ ðåøå-
íèé çàäà÷è (1)�(2) íà îòðåçêå [0, τ ] íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà C([0, τ ], E).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1), (H2), (H4) è ñóùå-
ñòâóþò ôóíêöèè αi ∈ L∞

+ [0, a], òàêèå, ÷òî

∥Fi(t, x)∥Ei
⩽ αi(t)

(
1 + ∥xi∥E

)
äëÿ âñåõ x ∈ E è ï.â. t ∈ [0, a]. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðàëü-
íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(2) íà îòðåçêå [0, a] íåïóñòîå è êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà C([0, a], E).
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Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî En

ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0;+∞),

çàäàâàåìûõ íàáîðàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé a ≡ (a1, . . . , an) : R+ →
Rn, ñ êîòîðûìè â äàëüíåéøåì è áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñàìè óðàâíå-
íèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a ∈ En îáîçíà-
÷èì ÷åðåç S∗(a). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a) ëþáîãî óðàâ-
íåíèÿ a ∈ En îïðåäåëåíû (íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
÷àñòîòû íóëåé ω̌0(y), ω̂0(y) (ñì. [1]), (íèæíèé è âåðõíèé) ñëàáûå ïî-
êàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ν̌0◦(y), ν̂

0
◦(y) (ñì. [2]) è (íèæíèé è âåðõ-

íèé) ñèëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ν̌0•(y), ν̂
0
•(y) (ñì. [2]).

Ñïåêòðû (ò. å. ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà íåíóëåâûõ ðå-
øåíèÿõ) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò íóëåé è ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìî-
ñòè íóëåé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå
íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà èçó÷åíû â ðàáîòàõ [1-5].

Ñïåêòðû õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè íóëåé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ñîñòîÿò èç îäíîãî íåîò-

1 Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäà-
íèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò � 075-03-2026-395).
© Àðòèñåâè÷ À.Å., Ñòàø À.Õ., 2026
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ðèöàòåëüíîãî ÷èñëà (ñì. [1,2]). Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî èìååò
ìåñòî è äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà ëþáîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

(pt+ q)ny(n) + a1(pt+ q)n−1y(n−1) + · · ·+ an−1(pt+ q)ẏ + any = 0,

ãäå p, q > 0, n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R � êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ,
ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðàâíû íóëþ.

Âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè áåñêîíå÷íûõ âñþäó ðàçðûâíûõ ñïåê-
òðîâ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé ãàðàíòèðóþò ñëåäóþùèå äâå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ n ⩾ 3 è íåïóñòîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà S íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò òàêîå óðàâíå-
íèå a ∈ En, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ω0(S∗(a)) = ν0(S∗(a)) = S ∪ {0},

ïðè÷åì

ω̌0(y) = ω̂0(y) = ν̌0◦(y) = ν̂0◦(y) = ν̌0•(y) = ν̂0•(y), y ∈ S∗(a).

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî n > 2 ñóùåñòâóåò òàêîå óðàâíåíèå a ∈
En, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ν̂0(S∗(a)) = ω̂0(S∗(a)) = ([0, 1] ∩ I) ∪ {0},

ïðè÷åì
ν̂0◦(y) = ν̂0•(y) = ω̂0(y), y ∈ S∗(a).
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ÐÅØÅÍÈÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ.1

È. Â. Àñòàøîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
ÐÝÓ èìåíè Ã.Â. Ïëåõàíîâà)
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Îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê èçó÷åíèþ êà÷åñòâåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé è èõ êëàññèôèêàöèè äëÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà òèïà

y(n) = p(x, y, y′, . . . , y(n−1)) |y|k sign y, (1)

à òàêæå åãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

y(n) = p0 |y|k sign y. (2)

Äëÿ óðàâíåíèé, îäíîðîäíûõ îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèç-
âîäíûõ, èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ïðè óìíîæåíèè íà êîíñòàíòó
îñòà¼òñÿ ðåøåíèåì, à ââåäåíèå íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u = y′/y
ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîñëåäíåå ñîîòíî-
øåíèå äëÿ ðåøåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì, äà¼ò
îäíó è òó æå ôóíêöèþ.

Óðàâíåíèå (2) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, îäíàêî ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ ïðîñòàÿ

Ëåììà. Åñëè y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), òî è ôóíêöèÿ

z(x) = A y(Bx+ C), (3)

ãäå A, B, C � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì
|A|k−1 = Bn, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-11-00133).
© Àñòàøîâà È.Â., 2026
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Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè, çàäàííûå
ôîðìóëàìè uj = y(j)y−βj , j = 1, . . . , n − 1, äëÿ ðåøåíèé, ñâÿçàííûõ
ñîîòíîøåíèåì (3), ñîâïàäàþò (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé) ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå êîíñòàíò-
ïîêàçàòåëåé: βj = 1+ j(k− 1)/n. Ïîïûòêà ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (2)
â âèäå ñèñòåìû 1-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé uj îêàçûâàåòñÿ
óñïåøíîé ïðè ñïåöèàëüíîé èíòåãðàëüíîé çàìåíå íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåìîìó ñòåïåííîìó ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ (2), èìåþùåìó âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó, ñîîòâåò-
ñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîëó÷åííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Èç-
âåñòíàÿ ãèïîòåçà Êèãóðàäçå îá àñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííîì õàðàêòåðå
ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà � Ôàóëåðà, èìåþùèõ âåðòèêàëüíóþ
àñèìïòîòó (¾blow-up¿ ðåøåíèé) (ñì. [1]) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñòðåì-
ëåíèè ê íåïîäâèæíîé òî÷êå âñåõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ ïîëîæèòåëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ñì. [2]) .

Îïèñàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â Rn−1 ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) è, ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè, óðàâíåíèÿ (1)
òîëüêî íà ó÷àñòêàõ èõ çíàêîïîñòîÿíñòâà.

Îäíàêî ìîæíî ââåñòè ôóíêöèè, àíàëîãè÷íûå uj , ñ êàêîé-ëèáî
ïðîèçâîäíîé â îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ó÷àñòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ýòîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ. Îáúåäèíÿÿ
òàêèå ñèñòåìû ôóíêöèé, ìîæíî ïîëó÷èòü àòëàñ êàðò íà ãëàäêîì êîì-
ïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, äèôôåîìîðôíîì ãèïåðñôåðå Sn−1, à òàêæå
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà í¼ì.

Ýòà ñèñòåìà ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå êíåçåðîâñêèõ
è êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, à òàêæå èçó-
÷àòü èõ ñâîéñòâà è ïîëó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ðå-
øåíèé. Êðîìå ýòîãî, óäàëîñü äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Êè-
ãóðàäçå äëÿ ñëàáî íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñèëüíî íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìíîæåñòâî äàííûõ
Êîøè, ïîðîæäàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííûå blow-up ðåøåíèÿ,
èìååò ìåðó íóëü (ñì. [3]).

Áóäóò îáñóæäàòüñÿ íåðåøåííûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì
êà÷åñòâåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) è
(2).
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Ìû èçó÷àåì ïàðàáîëè÷åñêóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

ut = (a(x, t)ux)x + b(x, t)ux + p(x, t)u, (1)

(x, t) ∈ QT = (0, 1)× (0, T ), T > 0,

u(0, t) = φ(t), ux(1, t) = ψ(t), t > 0, (2)

u(x, 0) = ξ(x), 0 < x < 1, (3)

ïðè äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ íà QT ôóíêöèÿõ a, b è p, 0 < a0 ⩽ a(x, t),
íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè
ñëåäóþùèì êëàññàì: φ ∈ W 1

2 (0, T ), ψ ∈ W 1
2 (0, T ), ξ ∈ L2(0, 1). Ìû

óïðàâëÿåì òåìïåðàòóðîé φ íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà (ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ ôóíêöèÿõ ψ, ξ) è êîíòðîëèðóåì èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû
u(x0, ·) â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x0 ∈ (0, 1) íà çàäàííîì èíòåðâàëå
âðåìåíè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà. Ýòà ýêñòðåìàëüíàÿ
çàäà÷à ñ òî÷å÷íûì íàáëþäåíèåì (â òåðìèíîëîãèè [1]) îáîáùàåò çà-
äà÷ó óïðàâëåíèÿ ìèêðîêëèìàòîì, âîçíèêàþùóþ â ìîäåëè îáîãðåâà
ïðîìûøëåííûõ òåïëèö (ñì. [2, 3]).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ, (ïðîåêò � 25-11-
00133).
© Àñòàøîâà È.Â., Ëàøèí Ä.À.. Ôèëèíîâñêèé À.Â., 2026
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Çäåñü ìû ðàñøèðÿåì íàøå èññëåäîâàíèå íà âûïóêëûå ôóíêöè-
îíàëû îáùåãî âèäà è áîëåå îáùåå óðàâíåíèå (ñ ïåðåìåííûì êîýô-
ôèöèåíòîì a, êîíâåêòèâíûì ÷ëåíîì b è îáåäíÿþùèì ïîòåíöèàëîì
p).

Îïðåäåëåíèå 1. ([4]) Ïðîñòðàíñòâîì V 1,0
2 (QT ) íàçûâàåòñÿ áàíà-

õîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u ∈W 1,0
2 (QT ) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥u∥V 1,0
2 (QT ) = sup

0⩽t⩽T
∥u(x, t)∥L2(0,1) + ∥ux∥L2(QT )

òàêèõ, ÷òî t 7→ u(·, t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì [0, T ] →
L2(0, 1).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâîì W̃ 1
2 (QT ) íàçîâåì ìíîæåñòâî

ôóíêöèé η ∈ W 1
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì η(x, T ) = 0 è

η(0, t) = 0.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) � (3) íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ u ∈ V 1,0
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ u(0, t) = φ(t) è

èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
QT

(a(x, t)uxηx − b(x, t)uxη − p(x, t)uη − uηt) dx dt

=

∫ 1

0

ξ(x)η(x, 0) dx+

∫ T

0

a(1, t)ψ(t) η(1, t) dt

äëÿ âñåõ η ∈ W̃ 1
2 (QT ).

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ êàæäîå ñëàáîå ðåøåíèå â
W 1,0

2 (QT ) ïðèíàäëåæèò V
1,0
2 (QT ) ([4], ãë. 3, ï. 3).

Òåîðåìà 1. ([2,3]) Çàäà÷à (1) � (3) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå
ðåøåíèå u ∈ V 1,0

2 (QT ), è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∥u∥V 1,0
2 (QT ) ⩽ C1

(
∥φ∥W 1

2 (0,T ) + ∥ψ∥W 1
2 (0,T ) + ∥ξ∥L2(0,1)

)
,

ïðè ýòîì êîíñòàíòà C1 íå çàâèñèò îò φ, ψ è ξ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç uφ ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (3) ñ çàäàííûìè

ôóíêöèÿìè ψ ∈ W 1
2 (0, T ) è ξ ∈ L2(0, 1) è ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ φ ∈

W 1
2 (0, T ).
Ïóñòü F : L2(0, T ) → R � ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì:
1) F (y) ⩾ C2 äëÿ ëþáîãî y ∈ L2(0, T ) è íåêîòîðîãî C1;
2) îòîáðàæåíèå y 7→ F (y) íåïðåðûâíî â íóëå, ò.å. äëÿ ëþáîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}, yk ∈ L2(0, T ) òàêîé, ÷òî ∥yk∥L2(0,T ) → 0 ïðè
k → ∞, ìû èìååì F (yk) → 0;
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3) F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòðîãîé âûïóêëîñòè: äëÿ ëþáûõ y1 ̸=
y2 ∈ L2(0, T ) è α ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

F (αy1 + (1− α)y2) < αF (y1) + (1− α)F (y2).

Êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ êîíòðîëèðóåòñÿ ôóíêöèîíàëîì

J(φ) = F (uφ(x0, ·)), x0 ∈ (0, 1).

Äëÿ çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé Φ ⊂ W 1
2 (0, T )

îáîçíà÷èì m(Φ):
m(Φ) = inf

φ∈Φ
J(φ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Φ � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ0 ∈ Φ ÷òî

m(Φ) = J(φ0). (4)

.
Òåîðåìà 3. Åñëè Φ � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è φ0 ∈ Φ �

ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ
ôóíêöèÿ φ ∈ ∂Φ, ÷òî |J(φ)− J(φ0)| < ε.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâî Φ ⊂ W 1
2 (0, T ) êîíå÷-

íîìåðíî àïïðîêñèìèðóåìûì ([5]), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ôóíêöèé ϑ1, . . . , ϑN ∈ Φ è íåêîòîðîãî ÷èñëà M êàæäàÿ
ôóíêöèÿ φ ∈ Φ ïðè íåêîòîðûõ γ1, ..., γN ∈ R óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó ∥∥∥φ−

N∑
j=1

γjϑj

∥∥∥
W 1

2 (0,T )
⩽M.

Òåîðåìà 4. Åñëè ìíîæåñòâî Φ êîíå÷íîìåðíî àïïðîêñèìèðóåìî
è

F (y) → +∞ ïðè ∥y∥L2(0,T ) → ∞,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ0 ∈ Φ, äëÿ êîòîðîé âûïîë-
íåíî ñîîòíîøåíèå (4).

Òåîðåìà 5. Åñëè êîýôôèöèåíòû a, b è p â óðàâíåíèè (1) íå çà-
âèñÿò îò t, òî

m(W 1
2 (0, T )) = inf

y∈L2(0,T )
F (y).

Ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ φ0 êàê ýëåìåíò Φ èìååò ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà.
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Òåîðåìà 6. Åñëè êîýôôèöèåíòû a, b è p â óðàâíåíèè (1) íå çà-
âèñÿò îò t, Φ � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è m(Φ) > inf

y∈L2(0,T )
F (y),

òî φ0 ∈ ∂Φ.
Òåîðåìà 7. Åñëè êîýôôèöèåíòû a, b è p â óðàâíåíèè (1) íå

çàâèñÿò îò t, Φj, j = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ òàêèìè îãðàíè÷åííûìè çà-
ìêíóòûìè âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè â W 1

2 (0, T ), ÷òî Φ2 ⊂ IntΦ1

è m(Φ1) > inf
y∈L2(0,T )

F (y), òî m(Φ1) < m(Φ2).
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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáîáùåííûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð
Àáåëÿ íà îòðåçêå [a, b] ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè u è v:

(Mαφ) (x) = u

x∫
a

φ(t) dt

(x− t)1−α
+ v

b∫
x

φ(t) dt

(t− x)1−α
, 0 < α < 1.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (FEGS-2026-0004)
© Àñõàáîâ Ñ.Í., 2026
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. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îáîáùåííûé îïåðàòîð Àáåëÿ Mα

äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp(a, b), p > 1, â ñî-
ïðÿæåííîå ñ íèì ïðîñòðàíñòâî Lp′(a, b), p′ = p/(p − 1), è ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì (ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì) ïî Áîõíåðó.

Êàê èçâåñòíî, ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà ïî Áîõíåðó
(äàëåå, êðàòêî, ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà) òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿ-
òèåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèè, èãðàþùèì îñíîâîïîëà-
ãàþùóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ñîâðåìåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëè-
çà (ïîäðîáíåå ñì. [1, ïóíêò 9.1], ãäå îòìå÷åíû â ýòîé ñâÿçè ðàáîòû
Ñ. Áîõíåðà, Ì.Ì. Ãåëüôàíäà, Ä.À. Ðàéêîâà è äðóãèõ). Ñâîéñòâî ïî-
ëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ îêàçàëîñü âåñüìà ïîëåçíûì ïðè èññëåäî-
âàíèè êàê ëèíåéíûõ, òàê è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ýòè
îïåðàòîðû (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [2], [3]).

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü X áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî è X∗ - ñîïðÿæåííîå ñ íèì ïðîñòðàíñòâî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ⟨f, u⟩ çíà÷åíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà
f ∈ X∗ íà ýëåìåíòå u ∈ X. Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé èç X â X∗,
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ⟨Ax, x⟩ ⩾ 0. Åñëè ïðè ýòîì ⟨Ax, x⟩ > 0 äëÿ x ̸= 0, òî
îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X = Lp(a, b), 1 < p < ∞, ñ íîðìîé ∥ · ∥p , òî
X∗ = Lp′(a, b), p′ = p/(p− 1), è äëÿ ëþáûõ φ ∈ Lp(a, b), ψ ∈ Lp′(a, b)

∥φ∥p =

 b∫
a

|φ(x)|pdx

1/p

, ⟨φ,ψ⟩ =
b∫

a

φ(x)ψ(x) dx.

Ëåììà 1. Åñëè u ⩾ 0, v ⩾ 0 è p ⩾ 2, òî îïåðàòîð Mα äåéñòâó-
åò íåïðåðûâíî èç Lp(a, b) â Lp′(a, b) è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
(ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè, åñëè u > 0 èëè v > 0), ïðè ýòîì

∥Mαφ∥p′ ⩽
(u+ v)(b− a)α+(p−2)/p

α
∥φ∥p ∀φ ∈ Lp(a, b).

Ââåäåì îïåðàòîðû Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, ñëåäóÿ [4]:

(Iαa+u)(x) =
1

Γ(α)

x∫
a

u(t) dt

(x− t)1−α
, (Iαb−u)(x) =

1

Γ(α)

b∫
x

u(t) dt

(t− x)1−α
.

Ëåììà 2. Åñëè u ⩾ 0, v ⩾ 0 è 2/(1 + α) ⩽ p < 2, òî îïåðàòîð
Mα äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç Lp(a, b) â Lp′(a, b) è ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì (ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè, åñëè u > 0 èëè v > 0), ïðè
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ýòîì äëÿ ëþáîãî φ ∈ Lp(a, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥Mαφ∥p′ ⩽ Γ(α)n(α) (u+ v) (b− a)[p(1+α)−2]/p∥φ∥p,

ãäå n(α) = ∥Iαa+∥p→p′ = ∥Iαb−∥p→p′ ïðè p = 2/(1 + α).

Òåîðåìà 1. Åñëè u ⩾ 0, v ⩾ 0 è 2/(1 +α) ⩽ p <∞, òî îïåðàòîð
Mα äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b) â Lp′(a, b) è
ïîëîæèòåëåí (ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, åñëè u > 0 èëè v > 0), ïðè÷åì
∥Mαφ∥p′ ⩽ C1 · ∥φ∥p äëÿ ëþáîãî φ ∈ Lp(a, b), ãäå

C1 =

{
Γ(α)n(α) (u+ v) (b− a)[p(1+α)−2]/p, åñëè 2/(1 + α) ⩽ p < 2,
α−1(u+ v) (b− a)α+(p−2)/p, åñëè p ⩾ 2,

Îïåðàòîð (Mα)∗ = Γ(α)
(
v Iαa++u Iαb−

)
ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñMα,

ïðè÷åì ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1: ∥Mα∥p→p′ = ∥(Mα)∗∥p→p′ .
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Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ âû-
ÿâëåíèÿ ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [Øå-
ñòàêîâ À.À., 1990; Ìàòðîñîâ Â.Ì., 2001; Âîðîòíèêîâ Â.Â., Ðóìÿí-
öåâ Â.Â., 2001]. Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ â ïðèìåíåíèè ýòî-
ãî ìåòîäà â òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, ìîäåëèðóåìûõ
îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ôóíêöèè è ôóíê-
öèîíàëà Ëÿïóíîâà, èìåþùèõ çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ â ñè-
ëó óðàâíåíèé [Êðàñîâñêèé Í.Í., 1959; Õåéë Äæ.Ê., 1977; Ãîðÿ÷åíêî
Â.Ä., 1977]. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ àâòîíîìíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [Êðàñîâñêèé Í.Í., 1951; Rouche N., Habets
P., Laloy M., 1977; Ëåîíîâ Ã.À., Êóçíåöîâ Í.Â., 2014] ïîëó÷èëè ðàçâè-
òèå íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìèêè íåàâòîíîìíûõ
óðàâíåíèé [Sell G.R., 1967; Artstein Z., 1977; Àíäðååâ À.Ñ., Õóñàíîâ
Ä.Õ., 1998à] â ðàáîòàõ [Àíäðååâ À.Ñ. 1984; Àíäðååâ À.Ñ., Õóñàíîâ
Ä.Õ., 1998á]. Øèðîêèé êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ìî-
äåëèðîâàíèè ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè, îòâå÷àþùèìè
óãëîâûì êîîðäèíàòàì â ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ [1, 2, 3]. Â ïî-
ñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ñèñòåìû ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ñòàëè øèðî-
êî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ êîððåêöèè ðàñôàçîâûõ òàêòîâûõ èìïóëüñîâ â
èíòåãðàëüíûõ ñõåìàõ, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòíîé áàçîé êîìïüþòåðîâ
è äðóãèõ öèôðîâûõ óñòðîéñòâ, ðàçðàáîòêè òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ
[4, 5], äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ïî ýíåðãîçàòðàòàì
óïðàâëåíèÿ ðîáîòàìè-ìàíèïóëÿòîðàìè [6].

Â äîêëàäå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [7, 8, 9], èç-
ëàãàþòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíîé ñòðóêòó-
ðû ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷å-
ñêîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êà÷åñòâå ïðèêëàäíûõ ðåøàþòñÿ çà-
äà÷è îá àãðåãèðîâàíèè ñëîæíîé ñèñòåìû ñî âçàèìîñâÿçàííûìè ïîä-
ñèñòåìàìè íà îñíîâå óñòîé÷èâîñòè ïîñëåäíèõ â îòäåëüíîñòè, î ìîäå-
ëèðîâàíèè óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà ñ öèëèí-
äðè÷åñêèìè, ñôåðè÷åñêèìè, âÿçêî-óïðóãèìè øàðíèðàìè.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÇÀÌÅ×ÀÍÈÈ Ê ÌÎÄÅËÈ
ÈÌÏÓËÜÑÍÎÃÎ ÏÎÃÐÓÆÀÒÅËß

Ñ.Ä. Áàáîøèí, Ä.Â. Êîñòèí, Ò.È. Êîñòèíà
(Âîðîíåæ, ÂÃÓ, ÂÃÒÓ)

dvk605@mail.ru, tata_sti@rambler.ru

Ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû ñâàåâäàâëèâàþùåãî óñòðîéñòâà â âèäå
èìïóëüñíîãî ïîãðóæàòåëÿ áûëî îïèñàíî â ðÿäå ðàáîò [1],[2],[3]. Â íà-
ñòîÿùåé çàìåòêå äåëàåòñÿ çàìå÷àíèå î âûáîðå äîïóñêîâ íà èçãîòîâ-
ëåíèå ïîäîáíûõ óñòàíîâîê. Ïðè ýòîì îáñóæäàþòñÿ ñèëà âäàâëèâàíèÿ
è êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè, êëþ÷åâûå ïàðàìåòðû óñòðîéñòâà:

Fn =

n∑
k=1

λk cos(kω0t+ φk) (1)

© Áàáîøèí Ñ.Ä., Êîñòèí Ä.Â., Êîñòèíà Ò.È. , 2026
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Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè, çàäàâàåìûé
ôîðìóëîé

Kn =

∣∣∣∣∣∣
max

−π⩽t⩽π
Fn(t)

min
−π⩽t⩽π

Fn(t)

∣∣∣∣∣∣ (2)

äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ maxλKn = n ïðè φk = 0,
äëÿ âñåõ k è λk = (n− k + 1) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ïðè ýòîì

ωk = kω1 (3)

ãäå ω1- ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïåðâîé ïàðû äåáàëàíñîâ.
Â ðàáîòàõ [4],[5] îáñóæäàëñÿ âîïðîñ ïîÿâëåíèÿ íåòî÷íîñòè â îò-

íîøåíèè óãëîâîé ñêîðîñòè. Â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàëèñü èçìåíåíèÿ
íà êàæäîé ïàðå îòäåëüíî. Â äàííîì ñëó÷àå âàæíî èìåòü ââèäó, ÷òî
ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) íà åäèíè÷íîì îòðåçêå [−π;π] óñòà-
íîâêà áóäåò ðàáîòàòü. Íî íà äëèòåëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå îáîðîòîâ êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè
áóäåò ìåíÿòüñÿ è ïðîèçîéäåò ðàçáàëàíñèðîâêà óñòàíîâêè â ñâÿçè ñ
íåêðàòíîñòüþ óãëîâûõ ñêîðîñòåé.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå êðàòíîñòè îáîðîòîâ (3) îïðåäåëÿåò òðåáî-
âàíèå ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ ïàð äåáàëàíñîâ è îáåñïå÷èâàåò óñòîé-
÷èâóþ ðàáîòó óñòàíîâêè.

Âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ â èíæåíåðíûõ ðåøåíèÿõ âûïîëíÿ-
åòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ åäèíîãî ýëåêòðîïðèâîäà äëÿ âñåõ ïàð
äåáàëàíñîâ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äàæå ìàëûå îòëè÷èå óãëîâûõ ñêî-
ðîñòåé äåáàëàíñîâ, ñîçäàâàåìûå ðàçíûìè ýëåêòðîïðèâîäàìè ïðèâå-
äåò ê íåóñòîé÷èâîé ðàáîòå.
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ÄÈÔÔÓÇÈÈ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÄÐÎÁÍÎÉ

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ Â ÌËÀÄØÈÕ ×ËÅÍÀÕ
Ñ ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ1

À.Ê. Áàççàåâ (Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ, ÂÈÓ)
a.k.bazzaev@yandex.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôó-
çèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ â ïðÿìîóãîëüíèêå QT = {(x, t) : 0 <
x < 1, 0 < t ⩽ T}

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+r(x, t)∂β0tu−q(x, t)u+f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

ñ íåêëàññè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = u(1, t),
∂u

∂x
(1, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, (2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ 1, (3)

∂α0tu =
1

Γ(1− α)

t∫
0

uη(x, η)dη

(t− η)α
� äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïî âðå-

ìåíè ïîðÿäêà α, 0 < α < 1, ∂β0xu =
1

Γ(1− β)

t∫
0

uξ(t, ξ)dξ

(x− ξ)β
� äðîá-

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ñîãëàøåíèå �075-02-2025-1530.
© Áàççàåâ À.Ê., 2026

56



íàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ïîðÿäêà
β, 0 < β < 1.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èññëåäîâàíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ïî σ, 0 ⩽ σ ⩽ 1, ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì

∆α
0tjyi = Λy

(σ)
i + ri∆

β
0xi
y(σ) − diy

(σ)
i + fi, i = 1, 2, . . . , N − 1, (4)

aNy
(σ)
x,N = −0.5h

(
∆α

0tjyN − rN∆β
0xN

y
(σ)
N + (dNyN )(σ) − fN

)
, (5)

yj0 = yjN , j = 0, 1, 2, . . . , j0, (6)

y0i = φi, i = 0, 1, 2, . . . , N, (7)

ãäå ∆α
0tju � äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè

ïîðÿäêà α, 0 < α < 1, ∆β
0xi
u � äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðî-

èçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ïîðÿäêà β, 0 < β < 1
[1]

∆α
0tju =

1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s

)
ust , u

s
t =

us+1 − us

τ
,

∆β
0xi
u =

1

Γ(2− β)

i∑
k=1

(
x1−β
i−k+1 − x1−β

i−k

)
ux,k, ux,k =

uk − uk−1

h
.

Λy = (ayx̄)x, ai = 0.5(ki−1 + ki), ki = k(xi, t̄), di = q(xi, t̄),

fi = f ji = f(xi, t̄), φi = φ(xi), t̄ = tj + 0.5τ,

y
(σ)
i = σŷi+(1−σ)yi, ŷ = yj+1

i , y = yji , y̌ = yj−1
i , yx,N =

yN − yN−1

h
.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 ⩽ σ ⩽ 1. Òîãäà ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à (4) � (7)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [2] äëÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ïîëó-
÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà, èç êîòîðîé ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ
ñõåì è ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó â íîðìå C.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

(1− σ)τα ⩽
Γ(2− β)(2− 21−α)h2

Γ(2− α) (Γ(2− β)(2c2 + c5h2) + c4h2−β)
, 0 ⩽ σ ⩽ 1.
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Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4) � (7) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíî-
ìó óñëîâèþ è ïðàâîé ÷àñòè â íîðìå C, è äëÿ åå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ∥yj+1∥C ⩽ ∥φ∥C + Γ(2− α)τα

∑j
j′=0 ∥f j

′∥C .
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛ
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Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíèêå D = {0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t ⩽ T}
íà÷àëüíî�êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Íüþýëëà�
Óàéòõåäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé óðàâíåíèå ðåàêöèè�äèôôóçèè [1]:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ au− bu3, 0 < x < 1, 0 < t ⩽ T, (1)

u(0, t) = u1(t), u(1, t) = u2(t), 0 ⩽ t ⩽ T, (2)

u(x, 0) = u0(x), 0 ⩽ x ⩽ 1. (3)

Íà ðàçáèåíèè îòðåçêà [0, 1] îñè Ox è [0, T ] îñè Ot ââåäåì ñåòêó ñ
ïîñòîÿííûìè øàãàìè h = 1/N è τ = T/M ñîîòâåòñòâåííî.

Çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè y â óçëå (xi, tj) îáîçíà÷èì yji , áó-
äåì èñïîëüçîâàòü øàáëîí, ñîñòîÿùèé èç óçëîâ (xi±1, tj+1), (xi, tj+1),
(xi±1, tj), (xi, tj) ñ öåíòðîì â òî÷êå (xi, tj+1).

Ïðè ïðîâåäåíèè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðèìåì îáîçíà÷åíèå:

Λyi =
yi−1 − 2yi + yi+1

h2
.

Ââåäåì ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû σ, η, α, β, ïîëó-
÷èì ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ ìîäåëåé (ðàçíîñòíûõ ñõåì) c âåñàìè [2]:

yj+1
i − yji
τ

= Λ(σyj+1
i +ηyji )+αy

j+1
i (a−byji y

j
i )+βy

j
i (a−by

j+1
i yji ), (4)

© Áàðàáàø Î.Ï., Ïîëîâèíêèí È.Ï., 2026

58



ãäå 0 < i < N, 0 ⩽ j < M . Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ àïïðîêñè-
ìèðóåì òî÷íî.

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïðèìåì áåçûíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ [3]:

yji = y, yj+1
i = ŷ, yt =

ŷ − y

τ
.

Ïîãðåøíîñòü ââåä¼ííîé ñõåìû (íåâÿçêà) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàç-
íîñòü ìåæäó ñåòî÷íûì ðåøåíèåì yji è òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è
u(x, t), âû÷èñëåííûì â óçëàõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñåòêè:

ψ = σΛû+ ηΛu− ut + αû(a− bu2) + βu(a− bûu). (5)

Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ u(x, t) äîñòàòî÷íî ãëàäêîé. Âûïèøåì
ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â
îêðåñòíîñòè óçëà (xi, tj), òîãäà

Λu = u
′′

x +
h2

12
u(4)x +O(h4), ut = u

′

t +O(τ).

Îáîçíà÷èì ∂2u/∂x2 = Lu è u
′

t = u̇. Ïðè ïîäñòàíîâêå Lu = u̇ −
−u(a− bu2) â (??), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íåâÿçêè

ψ = u̇(σ + η − 1) − u(a − bu2)(σ + η − α − β) + O(h2 + τ).

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé{
σ + η = 1,

α+ β = 1,
(6)

ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàâåíñòâîì

ψ = O(h2 + τ).

Ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è ñ
íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, èçâåñòíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ êîòîðîé èìååò ëèíåéíóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü.
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Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è B(X ) � áàíàõîâà àëãåáðà
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â X , X × X � äåêàðòîâî ïðî-
èçâåäåíèå. Ëèíåéíûì îòíîøåíèåì íà X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî A ⊂ X × X . Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : D(A) ⊂ X → X
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì ãðàôèêîì, ò. å. ìíîæåñòâîì ïàð (x,Ax),
ãäå x ∈ D(A). Äàëåå âìåñòî òåðìèíà ¾ëèíåéíîå îòíîøåíèå¿ áóäåì
ïèñàòü ¾îòíîøåíèå¿. Òåðìèíîëîãèÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñîâàíà ñ [1], [2].

Îáðàòíîå ê îòíîøåíèþ A îòíîøåíèå A−1 âñåãäà ñóùåñòâóåò è
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì A−1 = {(y, x) ∈ X × X : (x, y) ∈ A}. Îò-
íîøåíèå A−1 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì, åñëè A−1 ∈ B(X ).
Ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì ρ(A) îòíîøåíèÿ A íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî òàêèõ λ ∈ C, ÷òî (A − λI)−1 ∈ B(X ), σ(A) = C \ ρ(A),
KerA = {x ∈ X : (x, 0) ∈ A}, ImA = {y ∈ X : ñóùåñòâóåò x ∈
X òàêîé, ÷òî (x, y) ∈ A}. Îòîáðàæåíèå R(·,A) → B(X ), R(λ,A) =
(A − λI)−1 ∈ B(X ), íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé îòíîøåíèÿ A. Ðàñøè-
ðåííûì ñïåêòðîì îòíîøåíèÿ A ⊂ X × X íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
σ̃(A) èç ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C̃ = C ∪ {∞}, êîòî-
ðîå ñîâïàäàåò ñ σ(A), åñëè A0 = {0}, ðåçîëüâåíòà R(λ,A), λ ∈ ρ(A),
äîïóñêàåò ãîëîìîðôíîå ðàñøèðåíèå â òî÷êó ∞ è R(∞,A) = 0. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî σ̃(A) = σ(A)∪{∞}. Áåñêîíå÷íîñòü
ïðèíàäëåæèò σ̃(A), åñëè dimA0 ⩾ 1.

Ïóñòü R(λ,A) åñòü êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Â äîêëàäå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ îáðàòèìîñòè òàêîãî îòíîøåíèÿ A.
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Îïðåäåëåíèå 1 ([2], [3]). Ïóñòü A ⊂ X × X � ëèíåéíîå îò-
íîøåíèå, ïðè÷åì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X × X çàìêíóòî.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) KerA = {0};
2) 1 ⩽ dimKerA = n <∞;
3) dimKerA = ∞;
4) KerA � äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî (èëè â D(A), èëè â X );
5) ImA = ImA;
6) îòíîøåíèå A êîððåêòíî, ò. å. KerA = 0, è

γ(A) = inf
x∈D(A)\KerA

∥Ax∥
dist (x,KerA)

> 0;

7) γ(A) > 0;
8) ImA � çàìêíóòîå äîïîëíÿåìîå â X ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàç-

ìåðíîñòè 1 ⩽ m = codim ImA <∞ (codim ImA = dimX/ImA);
9) codim ImA = ∞;
10) ImA = X ;
11) îòíîøåíèå A íåïðåðûâíî îáðàòèìî.
Åñëè äëÿ A âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè

óñëîâèé S0 = {i1, . . . , ik}, òî îòíîøåíèå A íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
S0. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Stinv (A),
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè ïî ÿäðó ÷åðåç StKer (A), à ïî îá-
ðàçó ÷åðåç StIm (A).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � îòíîøåíèå ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåí-
òîé. Òîãäà åãî ðàñøèðåííûé ñïåêòð σ̃(A) = σ(A) ∪ {∞}. Ïðè ýòîì
σ(A) ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé
êðàòíîñòè (êðîìå, âîçìîæíî, òî÷êè ∞, íå âõîäÿùåé â σ(A)).

Òåîðåìà 2. Åñëè îòíîøåíèå A íåïðåðûâíî îáðàòèìî, òî
Stinv (A) = {1, 10} = {11}. Åñëè æå 0 ∈ σ(A), òî StKer (A) = {2, 4}.
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Âñþäó ñèìâîëîì (X , d) îáîçíà÷èì ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî X ñ ðàññòîÿíèåì d : X × X −→ R+.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x : N −→ (X , d) èç ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X , d) áóäåò íàçûâàòüñÿ ñëàáî ìåíÿþùåé-
ñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü α : N −→ R+ òàêàÿ, ÷òî d(xn+1, xn) ⩽ α(n)d(x1, x0), ãäå n ⩾ 1,
α ∈ l1(N,R+).

Ìíîæåñòâî ñëàáî ìåíÿþùèõñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì l∞sl (X , d).

Ëåììà 1. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ l∞sl (X , d) ôóíäàìåí-
òàëüíà è èìååò ïðåäåë x∗ = limn→+∞ x(n), x∗ ∈ (X , d).

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f : (X , d) −→ (X , d) íàçûâàåòñÿ
ñëàáî ìåíÿþùèìñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α : N −→ R+ òàêàÿ, ÷òî

d(fn+1(x), fn(x)) ⩽ α(n)d(x0, f(x0)), x0∈(X , d), n ∈ N, α ∈ l1(N,R+).

Ïóñòü

Q(m,n) =

m−1∑
j=n

α(j), m, n ⩾ 1, m, n ∈ N. (1)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü xn = fn(x0), n ⩾ 1 ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ìå-
íÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Òîãäà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âèäà xn+1 = f(xn), n ⩾ 0 ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåí-
íîé íåïîäâèæíîé òî÷êå x∗ îòîáðàæåíèÿ f , ò.å. x∗ = f(x∗), x∗ =
limn→+∞ fnx0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè

d(fn(x0), x∗) ⩽
α(n)

1− α(n)
d(x0; f(x0)), n ⩾ 0

äëÿ ëþáîãî x0 ∈ (X , d).
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü x ∈ l∞sl (X , d), òîãäà

d(xn, x∗) ⩽
α(n)

1− α(n)
d(x1, x0), n = 0, 1, 2, . . .

© Áàñêàêîâ À.Ã., Äæîíãà Ò.Ë., 2026

62



Ñëåäñòâèå 2. Åñëè îòîáðàæåíèå f ñæèìàþùåå (ò.å.
d(f(x, y)) ⩽ qd(x, y)) è xn+1 = f(xn), òîãäà (xn) ∈ l∞sl (X , d) è
α(n) = qn, n ⩾ 1.

Ïðèìåð. Ïóñòü X äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàííîé
ìîäåëè Ëåñëè xn+1 = f(xn) ãäå f(x) = Mx, ãäå M êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà ðàçìåðíîñòü m è x ∈ Rm. Òîãäà

d(xn+1, xn) = d(Mxn,Mxn−1) ⩽ ∥M∥n∥(x1 − x0)∥,

ãäå α(n) = ∥M∥n è M ìàðêîâñêàÿ ìàòðèöà, òî ∥M∥⩽ 1 è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü x ñëàáî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè òàê êàê äëÿ âñåõ
n = 1, 2, 3, . . . è âûðàæåíèå (1) ðàâíî

Q(m,n) =
∥M∥n−∥M∥k

1− ∥M∥
⩽

∥M∥n

1− ∥M∥
−→ 0 ïðè n→ ∞.

Ëåììà 2. Åñëè îòîáðàæåíèå fn− ñæèìàþùåå äëÿ íåêîòîðîãî
n ⩾ 1, òî f− ñëàáî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ëåììà 3. Åñëè îòîáðàæåíèå f ñëàáî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè è X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî (I − f) îáðàòèìîå îòîáðà-
æåíèå.

Ëåììà 4. Åñëè äëÿ ìàðêîâñêîé ìàòðèöû M limn→+∞∥Mn+1 −
Mn∥= 0, òî ñóøåñòâóåò ïðåäåë limn→+∞Mn.

Åñëè f = M ìàðêîâñêàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë
limn→+∞ Mn = P, Px = x ∀x ∈ Rm, ò.å. P-ïðîåêòîð íà E(1,M)
ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ M.

Òåîðåìà 2. Ñòåïåíè ìàðêîâñêîé ìàòðèöû

M =

(
a b

1− a 1− b

)
ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ìåíÿþùèìèñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè |a− b| < 1.

Ëèòåðàòóðà
1. Áàñêàêîâ À. Ã. Ëåêöèè ïî àëãåáðå / À. Ã. Áàñêàêîâ. � Âîðîíåæ:

èçä-âî Âîðîíåæ. ãîñ. óí-òà, 2017. � 283 ñ.
2. Ôîìèí Ñ. Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíî-

ãî àíàëèçà / Ñ. Â. Ôîìèí, À. Í. Êîëìîãîðîâ. � Ìîñêâà : Íàóêà :
Ôèçìàòëèò, 1972. � 543 ñ.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÍÅÉÐÎÍÍÎÉ ÑÅÒÈ
63



Ñ ÌÎÄÓËßÖÈÅÉ ÍÅÉÐÎÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ
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Ïîä íåéðîìåäèàòîðàìè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ãëîáàëüíûå äëÿ
âñåé ñåòè ïåðåìåííûå. Îíè îãðàíè÷åíû äèàïàçîíîì 0 ⩽ k ⩽ 2 è
âûïîëíÿþò ôóíêöèè, ïðèáëèæ¼ííûå ê ðåàëüíûì íåéðîìåäèàòîðàì
â áèîëîãè÷åñêîì ìîçãå. Âûñîêèé óðîâåíü ñåðîòîíèíà (S) óìåíüøàåò
ñëó÷àéíûé øóì â ñåòè è óâåëè÷èâàåò ïîðîã àêòèâàöèè. Íèçêèé óðî-
âåíü ñåðîòîíèíà (S) óâåëè÷èâàåò øóì, ïîâûøàÿ âåðîÿòíîñòü ñïîí-
òàííîé àêòèâàöèè. Âûñîêèé óðîâåíü äîôàìèíà (D) óâåëè÷èâàåò âå-
ðîÿòíîñòü ñîçäàíèÿ íîâîé ñâÿçè. Íèçêèé óðîâåíü äîôàìèíà (D) ñïî-
ñîáñòâóåò óäàëåíèþ ñòàðûõ ñâÿçåé.

Ïîä ñâÿçüþ, ðåáðîì ãðàôà, ñèíàïñîì, ïîäðàçóìåâàåòñÿ âåêòîð ñî-
äåðæàùèé: âåñ ñâÿçè (ω), âûæèâàåìîñòü ñâÿçè (α), èíäåêñ íåéðîíà
îò êîòîðîãî èä¼ò ñâÿçü (lo) è èíäåêñ íåéðîíà ê êîòîðîìó èä¼ò ñâÿçü
(li):

w =
(
ω, α, lo, li

)
; |lo − li| < r

ãäå r � ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì íåéðîíû ìîãóò ñî-
çäàâàòü ñâÿçè, ïîäáèðàþùååñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Èçíà÷àëüíî ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò ñïèñîê ïðîíóìåðîâàííûõ íåé-
ðîíîâ, â ïðîöåññå ðàáîòû êîòîðîé ôîðìèðóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé
ãðàô. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ SNN (ñïàéêîâûõ íåéðîííûõ ñåòåé),
ãäå ÷àñòî ñîñðåäîòà÷èâàþòñÿ íà óâåëè÷åíèè èíôîðìàöèîííîé ¼ìêî-
ñòè ñïàéêà, äàííàÿ ìîäåëü óïðîù¼ííî èìèòèðóåò õèìè÷åñêóþ àêòèâ-
íîñòü êàæäîãî íåéðîíà, ó÷èòûâàÿ àêòèâíîñòü âñåé ñåòè. Íà êàæäîì
øàãå ðàáîòû t çíà÷åíèå íåéðîìåäèàòîðîâ äèíàìè÷åñêè ðåãóëèðóåòñÿ
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îøèáêè. Åñëè ìåäèàòîð îòëè÷åí
îò 1, îí ñòðåìèòñÿ ê 1.

Dt = Dt−1 + λ · (1−Dt−1);

ãäå λ � êîíñòàíòà îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ D ê 1.

St = St−1 · (b−
∑n

i=1 vi(t− 1)

n
+ 1);

ãäå n � îáùåå êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ â ñåòè, b � êîíñòàíòà îïðåäåëÿ-
þùàÿ ïîðîã ñðåäíåé àêòèâíîñòè ñåòè, à vi(t) � ïîòåíöèàë íåéðîíà i
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íà øàãå t. Âñå êîíñòàíòû ïîäáèðàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òîáû äî-
áèòüñÿ íåèçìåííîñòè ñâÿçåé ïðè D = 1 è S = 1. Ðàñ÷¼ò ïîòåíöèàëà
íåéðîíà vi íà øàãå t ïðè 0 ⩽ S ⩽ 1 ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

vi(t) = vi(t− 1) · δ(St) + σ(St) +

nwi∑
j=1

wij ; σ(S) ∈ [0; L]

èëè åñëè S > 1:

vi(t) = vi(t− 1) · δ(St) +

nwi∑
j=1

wij

δ(St) = 1− L+
LS3

t

8

ãäå δ(St) � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, nwi � êîëè÷åñòâî ñèíàïñîâ àê-
òèâèðîâàííûõ íà øàãå t íåéðîíîâ, ê òåêóùåìó, wij � âåñ êîíêðåòíîé
ñâÿçè j èäóùåé ê íåéðîíó i, L � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå çàòóõàíèÿ
â äèàïàçîíå 0 < L < 1 ïîäáèðàþùååñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî, a σ(S)
� ñòîõàñòè÷åñêèé øóì ëèíåéíî óáûâàþùèé ïðè ðîñòå ñåðîòîíèíà.
Ïðè ïîëó÷åíèè âåñà ñâÿçè, α óâåëè÷èâàåòñÿ íà D − 1 åñëè D > 1, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå α íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîñëå íàêîïëåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî
ïîòåíöèàëà íà ìåìáðàíå íåéðîíà ïðîèñõîäèò àêòèâàöèÿ. Ïðîâåðêà
àêòèâèðîâàí ëè íåéðîí íà øàãå t, ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå:

vi(t) > θeff (St)

θeff (St) = StT
2 − T 2 + T

ïðè óñëîâèè ÷òî íåéðîí íå íàõîäèòñÿ â ðåôðàêòîðíîì ïåðèîäå.
ãäå θeff (St) � ýôôåêòèâíûé ïîðîã àêòèâàöèè íåéðîíà, a T �

áàçîâûé ïîðîã àêòèâàöèè íåéðîíà â äèàïàçîíå 0 < T < 1, êîòîðûé
ïîäáèðàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ïîñëå àêòèâàöèè íåéðîíà åãî ïîòåíöèàë ñáðàñûâàåòñÿ äî 0 è íà-
ñòóïàåò ðåôðàêòîðíûé ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî íå ìîæåò ïðî-
èçîéòè ïîâòîðíàÿ àêòèâàöèÿ.
Êàæäûé øàã ðàáîòû ñåòè âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
- Óâåëè÷åíèå α êàæäîé ñâÿçè íà D − 1 åñëè D < 1.
- Ïîèñê ñâÿçåé ñ α < 0 è óäàëåíèå.
- Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé âî âõîäíûå íåéðîíû (åñëè åñòü äàííûå).
- Ïðîâåðêà, íå ïðåâîñõîäèò ëè ïîòåíöèàë íåéðîíîâ ïîðîã ïåðåâîç-
áóæäåíèÿ (I) ïîäáèðàþùèéñÿ ýêñïåðåìåíòàëüíî, åñëè ïðåâîñõîäèò:
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ñîçäàíèå íîâûõ ñâÿçåé ñî ñëó÷àéíûì âåñîì ω ∈ [−b; 0], îò ñëó÷àéíûõ
íåéðîíîâ, àêòèâèðîâàííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå, íå äàëüøå ÷åì r.
- Ïîèñê öåïî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíûõ àêòèâàöèé äëÿ íåéðîíîâ è ñîçäà-
íèå ñâÿçåé åñëè òàêèå èìåþòñÿ.
- Àêòèâàöèÿ íåéðîíîâ è ïðèìåíåíèå ðåôðàêòîðíîãî ïåðèîäà.
- Ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà (ðàñ÷¼ò ïîòåíöèàëîâ íåéðîíîâ).
Ìîäåëü ïðèìåíèìà äëÿ óïðàâëåíèÿ ðîáîòàìè. Îñíîâíûìè ïðåèìó-
ùåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìãíîâåííàÿ ðåàêöèÿ íà èçìåíåíèå ñðåäû (êðàòíî
t) è àäàïòàöèÿ ê íîâûì óñëîâèÿì çà ñ÷¼ò äèíàìè÷íîñòè ñâÿçåé.
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À.Ì. Áèðþêîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ)
birukovalmix@mail.ru

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïëåêñíàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ
îáùèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè:

∂u
∂t (t, z)−A(t, z,D)u = h(t, z)
u(t0, z) = φ(z),
â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè-Ëåáåãà ñ âåñîì âåêòîð-ôóíêöèé öåëûõ ïî

ïåðåìåííîé z è àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå |t − t0| < δ ïî ïåðåìåííîé t.
Ôóíêöèè èç ââåä¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ ìîãóò äîïóñêàòü ðîñò ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà ïðè z → ∞. Ïðè ýòîì òèï ðîñòà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé ìîæåò çàâèñåòü îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì îò âðåìåííîé ïå-
ðåìåííîé t.

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåí-
òû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïîñòàâ-
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ëåííàÿ çàäà÷à Êîøè ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé â óêàçàííîé øêàëå ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, è, òàêèì îáðàçîì, äàíî òî÷íîå îïèñàíèå
ñòðóêòóðû ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ýòà
êîððåêòíîñòü èìååò ìåñòî. Ïðè ýòîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàíåå â ðà-
áîòå [1] ïîäîáíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ñóïðåìóì- íîðìàìè è áûëè ïîëó÷å-
íû êðèòåðèè êîððåêòíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé øêàëå ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ çàäà÷à Êîøè ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé â ïðîñòðàíñòâàõ ñ
ñóïðåìóì-íîðìàìè è â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíòåãðàëüíûìè ìåòðèêàìè,
ñîâïàäàþò.
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Â ïîñëåäíèå ãîäû áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèäà¼òñÿ îöåíêå äåÿòåëüíî-
ñòè ïðåäïðèÿòèé ïî ÷àñòè óñòîé÷èâîñòè è ñòàáëèüíîñòè èõ ðàçâèòèÿ.
Ïðè ýòîì èíñòðóìåíòàðèé äèàãíîñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ïðîöåññîâ (ïîä êîòîðûìè ìû ïîíèìàåì ýêîíîìè÷åñêèå,
ôèíàíñîâûå, ñîöèàëüíûå, êàäðîâûå, ýêîëîãè÷åñêèå è ò.ï. ïðîöåññû,
õàðàêòåðèçóåìûå êàêèì-ëèáî îäíèì ïîêàçàòåëåì x = x(t)) ðàçðàáî-
òàí íåäîñòàòî÷íî ïîëíî. Íåêîòîðûå øàãè â ðåøåíèè îáîçíà÷åííîé
ïðîáëåìû áûëè ñäåëàíû â [1], ãäå äàíî îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâûõ è
ñòàáèëüíûõ îòðàñëåâûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîêàçàòåëè êîòî-
ðûõ ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàñïðåäåë¼ííûìè ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Îä-
íàêî íà ïðàêòèêå òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà
äàæå äëÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîýòîìó ãîðàçäî áîëåå âàæ-
íûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ.

Êëþ÷åâûå ïîëîæåíèÿ, âîñõîäÿùèå ê òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî êîí-
òðîëÿ êà÷åñòâà, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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1. íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åíèÿ âûáîðêè íàáëþäåíèé çà ïîêàçàòåëåì
x(t) çà íåñêîëüêî ïåðèîäîâ t1, t2, . . . , tn â êîíòåêñòå ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ ðÿäà ïðåäïðèÿòèé C1, C2, . . . , Ck;

2. íåîáõîäèìîñòü âûáîðà íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, õàðàêòå-
ðèçóþùèõ öåíòð è ðàçáðîñ çíà÷åíèé xi(t), è ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ñòàòèñòèê SC è SR;

3. ïîñòðî÷íàÿ îáðàáîòêà ìàññèâà X = xij â çàâèñèìîñòè îò âû-
áðàííûõ êðèòåðèåâ;

4. ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ãðàíèö èçìåíåíèÿ âåëè÷èí SC è SR,
ïîçâîëÿþùèõ â äàëüíåéøåì äåëàòü âûâîäû î ñòàáèëüíîñòè è
óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà.

Îòìåòèì, ÷òî ïóíêò 3 âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîâåäåíèå ïðåäâàðè-
òåëüíîé êëàñòåðèçàöèè äàííûõ (ïî íåïðàìåòðè÷åñêèì êðèòåðèÿì)
ñ öåëüþ âûäåëåíèÿ îäíîðîäíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ñòîëáöàì ñåãìåí-
òîâ íàáëþäåíèé, à òàêæå ïðîâåðêè ñîãëàñîâàííîñòè ñòðîê ìàòðè-
öû X. Ïðè ýòîì íåñîãëàñîâàííîñòü ñòðîê X â ñëó÷àå äèàãíîñòèêè
ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññà äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü êðèòåðèé çíà-
êîâ, âîñõîäÿùèé ê ñõåìå Áåðíóëëè, ñòàòèñòèêà êîòîðîãî èìååò âèä

Snt =
k∑

j=1

sign(xtj − M0), t = 1, ..., n, ãäå M0 � ìåäèàíà X èëè

äðóãîå öåëåâîå çíà÷åíèå ïðîöåññà x(t) [2]. Êðàåóãîëüíûì êàìíåì â
ïîñòðîåíèè äîïóñòèìûõ ãðàíèö (−c, c) èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû Sn ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ëîæíîãî ñèãíàëà (FS ) ïî ôîðìóëå

P (FS) = 2

(
1−

s∑
m=1

Cm
n 0.5n

)
, ãäå s = (n+ c− 2)/2, c � íàòóðàëüíîå

÷èñëî, èìåþùåå òó æå ÷¼òíîñòü, ÷òî è n.
Äèàãíîñòèêó ïðîöåññà x(t) íà ïðåäìåò óñòîé÷èâîñòè ïðåäëàãà-

åòñÿ îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå äâóõâûáîðî÷íîãî êðèòåðèÿ Ìóäà, ñòà-

òèñòèêà êîòîðîãî èìååò âèä M =
n∑

i=1

(
Ri − 2n+1

2

)2
, ãäå Ri � ðàíãè

ìîäóëåé îòêëîíåíèé çíà÷åíèé ñòîëáöà Xj ìàòðèöû X, èìåþùåãî n
êîìïîíåíò, îò ìåäèàíû âûáîðêè, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ñòîëáöû Xj

è Xj−1, j = 2, ..., k [3]. Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ãðàíèö èçìåíåíèÿ
âåëè÷èíû z (íîðìàëèçîâàíîé âåëè÷èíû M ) âûïîëíÿåòñÿ èñõîäÿ èç
ðàâåíñòâà |zt| = z1−α

2
, ãäå zp � êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ p, α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè.
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Àïðîáàöèÿ îáîçíà÷åííîé ìåòîäèêè ïðîâîäèëàñü íà îñíîâå ïà-
íåëüíûõ äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåãìåíòàì ðåàëüíîãî ñåêòîðà
ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè, íàáëþäàåìûì â òå÷åíèå äåñÿòè ëåò.

Ëèòåðàòóðà
1. Áîãàòîâ Å. Ì. Îá îäíîì ñòàòèñòè÷åñêîì ìåòîäå àíàëèçà ñáàëàí-

ñèðîâàííîñòè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ / Å. Ì. Áîãàòîâ, Å. Ã. Äå-
ìèäîâà // Ýêîíîìèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. � 2024. � Ò. 60,
� 1. � Ñ. 121�132.

2. Bakir S. T. A distribution-free Shewhart quality control chart
based on signed-ranks / S.T. Bakir //Quality Engineering. � 2004.
� V. 16, �. 4. � Ñ. 613�623.

3. Mood A. M. On the asymptotic e�ciency of certain nonparametric
two-sample tests /A.M. Mood // Annals of Mathematical Statistics. �
1954. � V. 25. � P. 514�522.

ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ
ÃÀËÅÐÊÈÍÀ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÍÀ ÐÅØÅÍÈÅ

À.Ñ. Áîíäàðåâ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
bondarev@math.vsu.ru

Ïóñòü äàíû âëîæåííûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàí-
ñòâà V ⊂ H ⊂ V ′, ãäå ïðîñòðàíñòâî V ′ � äâîéñòâåííîå ê V , à H ≡ H ′.
Îáà âëîæåíèÿ ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ðàññìîòðèì ïîëóòîðàëèíåé-
íóþ ïî u, v ∈ V ôîðìó a(u, v). Ïóñòü äëÿ u, v ∈ V

|a(u, v)| ⩽ µ∥u∥V ∥v∥V , Re a(u, u) ⩾ α∥u∥2V , (1)

ãäå α > 0. Ôîðìà a(u, v) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð A : V → V ′, òàêîé, ÷òî (Au, v) = a(u, v), ãäå âûðàæåíèå òèïà
(z, v) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà z ∈ V ′ íà ýëåìåíòå v ∈ V .

Ðàññìîòðèì â V ′ íà [0, T ] ïàðàáîëè÷åñêóþ çàäà÷ó:

u′(t) +Au(t) = f(t), u(0) = u(T ). (2)

Çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì
ñìûñëå. Â [1, ñ. 289] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäàííîãî f ∈ L2(0, T ;V

′)
ñóùåñòâóåò (è ïðèòîì åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå u ∈ L2(0, T ;V )

⋂
C([0, T ], H), u′ ∈ L2(0, T ;V

′) çàäà÷è (2), íàçûâàåìîå ñëàáûì.
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Ïóñòü Vh, ãäå h > 0, åñòü êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà V . Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî V ′

h, çàäàâ íà uh ∈ Vh äâîé-
ñòâåííóþ íîðìó ∥uh∥V ′

h
= sup |(uh, vh)|, ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà

áåðåòñÿ ïî âñåì vh ∈ Vh, ∥vh∥V = 1.
Ïóñòü Ph � îðòîïðîåêòîð â ïðîñòðàíñòâå H íà Vh. Îïåðàòîð Ph

äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè äî Ph : V ′ → V ′
h.

Â Vh ðàññìîòðèì ïîëóäèñêðåòíóþ ïðèáëèæåííóþ çàäà÷ó

u′h(t) + PhAuh(t) = Phf(t), uh(0) = uh(T ). (3)

×åðåç Ah îáîçíà÷èì ñóæåíèå îïåðàòîðà PhA íà Vh. Òîãäà èç ñîîò-
íîøåíèÿ (Ahuh, vh) = a(uh, vh) äëÿ uh, vh ∈ Vh è ñâîéñòâ (1) ñëåäóåò
ñàìîñîïðÿæåííîñòü è ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà Ah,
çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1

h .
Ëåììà. Ïóñòü â çàäà÷å (3) Phf(t) ∈ L2(0, T ;V

′
h). Òîãäà äëÿ ðå-

øåíèÿ uh(t) çàäà÷è (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫ T

0

(
∥uh(t)∥2H + ∥A−1

h u′h(t)∥2H
)
dt ⩽ C

∫ T

0

∥A−1
h Phf(t)∥2H dt.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Vh} ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V íàçî-
âåì ïðåäåëüíî ïëîòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈ V ∥(I − Qh)v∥V → 0
ïðè h→ 0. Çäåñü Qh � îðòîïðîåêòîð V íà Vh.

Òåîðåìà. Ïóñòü u(t) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), à uh(t) � ðå-
øåíèå çàäà÷è (3). Ïóñòü {Vh} � ïðåäåëüíî ïëîòíàÿ â V ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ. Òîãäà ïðè h→ 0∫ T

0

(
∥u(t)− uh(t)∥2H + ∥A−1

h [Phu
′(t)− u′h(t)]∥2h

)
dt→ 0.

Óñòàíîâèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D(A) =
{u ∈ V : Au ∈ H}. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî E
òàêîå, ÷òî D(A) ⊂ E ⊂ V è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

∥v∥E ⩽ δ∥Av∥H (v ∈ D(A), δ ⩾ 0). (4)

Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Vh îáëàäàþò ñâîéñòâîì

∥(I −Qh)v∥V ⩽ rh∥v∥E (v ∈ E). (5)

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü u(t) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), à uh(t) �
ðåøåíèå çàäà÷è (3). Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Vh îáëàäàþò ñâîéñòâîì
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(5), à äëÿ îïåðàòîðà A âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå (4). Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà ∫ T

0

∥u(t)− uh(t)∥2H dt ⩽ Ch2
∫ T

0

∥u(t)∥2V dt.

Åñëè æå ñëàáîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (2) òàêîå, ÷òî u ∈ L2(0, T ;E),
òî îöåíêà ñëåäóþùàÿ∫ T

0

∥u(t)− uh(t)∥2H dt ⩽ Ch4
∫ T

0

∥u(t)∥2E dt.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà{
div(D(|∇v|)(∇n− n∇v)) = 0,

−div(∇v) = f − n,
(1)

ãäå n � ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ, v � ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë;
D > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè; ôóíêöèÿ f çàäàåò íåîäíîðîäíóþ
ïëîòíîñòü èîíèçèðîâàííîé ïðèìåñè [1].

Ïóñòü Ω ∈ R2 � êîëüöî, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâàìè 0 < α ⩽ ρ ⩽ β.
Ïîñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ{

(∇v, ν)(α) = γ1, (∇v, ν)(β) = −γ2,
D(|∇v|)((∇n, ν)− n(∇v, ν))(β) = j,

(2)

ãäå ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå êîëüöà, j > 0 � ïëîòíîñòü
òîêà ýëåêòðîíîâ íà ãðàíèöå ρ = β, γi > 0, i = 1, 2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë çàâèñÿò
òîëüêî îò ïîëÿðíîãî ðàäèóñà ρ, à ïëîòíîñòü èîíèçèðîâàííîé ïðèìåñè
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ëèíåéíî çàâèñèò åùå îò ïëîòíîñòè òîêà ýëåêòðîíîâ: f(ρ) = jg1(ρ) +
g0, g1(ρ) > 0, g0 ⩾ 0. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à (1)�(2)
ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:{

φ′′ + (φρ )
′ + φ2

ρ + φφ′ − g0φ = j(g′1(ρ) + g1(ρ)φ− β
ρD(|φ|) ),

φ(α) = γ1, φ(β) = γ2,
(3)

ãäå φ(ρ) = −v′(ρ).
Çàäà÷à (3) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ ñëåäóþùåé íåñòàöèîíàð-

íîé çàäà÷è{
φ̇

D(|φ|) = φ′′ + (φρ )
′ + φ2

ρ + φφ′ − fφ+ jβ
ρD(|φ|) ,

φ(α, t) = γ1, φ(β, t) = γ2, φ(ρ, 0) = φ̃(ρ).
(4)

Òåîðåìà [2]. Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à (4) îïðåäåëÿåò äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó.

Ëèòåðàòóðà
1. Groeger K. Initial-boundary value problems describing mobile

carrier transport in semiconductor devices // Comment. Math. Univer.
Carol. � 1985. � Vol.26. � N 1. � P. 75�89.

2. Õåíðè Ä. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé /Ä. Õåíðè. � Ì. : Ìèð, 1985. � 376 c.

ÝÊÂÈÄÈÑÒÀÍÒÛ È ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ËÎÐÅÍÖÀ
À.À. Áîðòíèêîâ, Ë.Â. Ñòåíþõèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

bortnikov7maath@mail.ru, stenyuhin@mail.ru

Â ñèñòåìå xOy ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëàäêàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàí-
íàÿ êðèâàÿ

r(t) = (x(t), y(t))

ñ ñåìåéñòâîì ñâîèõ ýêâèäèñòàíò. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, íàðóøàåòñÿ
ëè ýêâèäèñòàíòíîñòü ïðè äâèæåíèè êðèâûõ. Äëÿ ýòîãî ìîäåëèðóþò-
ñÿ äâå ðàçíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Êðèâàÿ r(t) äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî è ïðÿìîëèíåé-
íî â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ v. Îíà áóäåò ñæàòà
âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó v⃗ ñêîðîñòè êðèâîé (îñîáåííî
ýòî çàìåòíî ïðè îêîëîñâåòîâîé ñêîðîñòè êðèâîé), ÷òî îïèñûâàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà.
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Îäíàêî, óãîë ∠(v⃗;Ox) ∈ (0; 2π) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ êðèâîé â ñèñòåìå xOy (äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ ëèøü îäíîãî ñëó÷àÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ìåæäó
îñüþ Ox è âåêòîðîì v⃗ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè Ox ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè). Òîãäà ïîâåðí¼ì èñõîäíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë φ.

Òåïåðü ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â íîâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, ïîñëå ÷åãî ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ýêâèäèñòàíò äëÿ ïîëó÷åííîé
êðèâîé.

Ïîëó÷àåì, ÷òî:
X ′′
ýêâ(t, λ) =

1
p · (x′(t)− v) + λ · ẏ′(t)√

ẋ2(t)+ẏ2(t)
,

Y ′′
ýêâ(tλ) = y′(t)− λ · ẋ′(t)√

ẋ2(t)+ẏ2(t)
· 1
p ,

(1)

ãäå p =
√
1− v2

c2 , c � ñêîðîñòü ñâåòà.

Èòàê, ñèñòåìà (1) îïèñûâàåò ñåìåéñòâî ýêâèäèñòàíò âèäîèçìå-
í¼ííîé êðèâîé r(t), ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè λ îò íå¼ â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè (ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèëè âðåìÿ τ = 1).

Ñëó÷àé 2. Ñíà÷àëà äëÿ èñõîäíîé êðèâîé r(t) ïîñòðîèì ñåìåé-
ñòâî ýêâèäèñòàíò.

Èõ äâèæåíèå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè,
ïîýòîìó ïîâåðí¼ì ñèñòåìó íà óãîë φ, êàê â ñëó÷àå 1.

Îñòàëîñü ïðèäàòü ñêîðîñòü, âåêòîð êîòîðîé áóäåò ñîíàïðàâëåí ñ
îñüþ Ox′, è ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

X ′′
ýêâ(t, λ) =

1
p (x

′(t)− v) + λ · ẏ′(t)√
ẋ2(t)+ẏ2(T )

· 1
p ,

Y ′′
ýêâ(tλ) = y′(t)− λ · ẋ′(t)√

ẋ2(t)+ẏ2(t)
.

(2)

Èç ñèñòåì (1) è (2) âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ñåìåéñòâà ýêâèäèñòàíò
íå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, ýêâèäèñòàíòíîñòü íàðóøàåòñÿ ïðè äâèæåíèè
êðèâîé ñ ñåìåéñòâîì ñâîèõ ïàðàëëåëüíûõ êðèâûõ.

Çàìå÷àíèå. Ýêâèäèñòàíòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè èñõîäíàÿ êðè-
âàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
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ÏÑÅÂÄÎÅÂÊËÈÄÎÂÎÉ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜÞ
Þ.Í. Áóëàòîâ (Åëåö, ÅÃÓ èì. È.À. Áóíèíà)
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà ïðîôåññîðîì Ëÿõîâûì Ë.Í.
è àâòîð âûðàæàåò åìó ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü.

Ïóñòü Rn={x=(x1, . . . , xn)}, R+
n={x: xi > 0}, R+

n={x: xi⩾0},
i=1, n è ìóëüòèèíäåêñ −γ = (−γ1, . . . ,−γn) èìååò ôèêñèðîâàííûå
ïàðàìåòðû −γi ∈ (−1, 0). Ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð Êèïðèÿíîâà èìååò âèä:

∆B−γ
=

n∑
i=1

B−γi
, B−γi

=
∂2

∂x2i
+
−γi
xi

∂

∂xi
.

Ñîãëàñíî [1] ÷èñëî −|γ| = −γ1 − . . .− γn íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
ñêðûòîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, à ÷èñëî n − |γ| > 0 ïñåâäîåâêëè-
äîâîé ðàçìåðíîñòüþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî 0<n− |γ|<1.
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Â [2] äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà −γi>−1 ïîëó÷åíà ôîðìóëà
Êèïðèÿíîâà�Áåëüòðàìè, èç êîòîðîé äëÿ ëþáîé ÷åòíîé ïî êàæäîé
êîîðäèíàòå àðãóìåíòà [3, c.21] , äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè u=u(x), x∈Rn ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∆B−γ
u(|x|) = (B−σ)r u(r), r =

√
x21 + . . .+ x2n, −σ = n− |γ| − 1 .

Âåñîâàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà â R+
n , îòâå÷àþùàÿ ïàðàìåòðó −γ ââî-

äèòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

(u, v)−γ =

∫
R+

n

u(x) v(x) x−γdx , x−γdx =

n∏
i=1

x−γi

i dxi . (1)

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé âûáèðàåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Øâàðöà Sev = Sev(R+

n ), ÷åòíûõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé
ôóíêöèé, áûñòðî óáûâàþùèõ ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè. Àññîöèèðî-
âàííîå ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìîå âåñîâîé
áèëèíåéíîé ôîðìîé (1), îáîçíà÷àåòñÿ S

′

ev,−γ .
Îïðåäåëåíèå 1. Ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå E−γ ∈ S′

ev íàçûâàåò-
ñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì Â-ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà

□−γ =
∂2

∂t2
− a2∆B−γ , a > 0, (2)

åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

□−γ E−γ(x, t) = δ−γ(|x|)δ(t) ⇐⇒ (E−γ ,□−γφ(x, t))−γ = φ(0),

ãäå (x, t) ∈ Rn
+ × (0,∞) = Rn+1

+ , δ−γ(|x|) � âåñîâàÿ δ−γ-ôóíêöèÿ Äè-
ðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå |x| = 0, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
(δ−γ , φ)−γ = φ(0), ∀φ ∈ C∞

ev (R1
+), à φ � ïðîèçâîëüíàÿ îñíîâíàÿ ôóíê-

öèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E−γ (|x|, t) B-ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðà-
òîðà (2) èìååò ñëåäóþùèé âèä [4]:

E−γ (r, t) =
1

|S1(n)|−γ

2−µrµ

Γ(µ)

∫ 1

0

(1− τ)µ−1

√
a2t2 − τr2

dτ, µ =
σ + 1

2
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0<n−|γ|<1, òîãäà ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-
øåíèå E−γ (|x|, t) B-ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà (2) ïðèíàäëåæèò
êëàññó C∞ ïî ïåðåìåííîé t íà èíòåðâàëå (0,∞) è êàê ôóíêöèÿ ïå-
ðåìåííîé t óäîâëåòâîðÿåò â êëàññå ðàñïðåäåëåíèé S′

ev,−γ ñëåäóþùèì
ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì:

E−γ (|x|, t)
t→+0−−−−→ 0,

∂E−γ (|x|, t)
∂t

t→+0−−−−→ δ−σ(r),
∂2E−γ (|x|, t)

∂t2
t→+0−−−−→ 0,
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ãäå δ−σ(r) � âåñîâàÿ δ−σ-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå
r = 0, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (δ−σ, φ)−σ = φ(0), ∀φ ∈ C∞

ev (R1
+).
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Ñåòè ðèñêà ïðèîáðåëè ïîïóëÿðíîñòü â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå,
ñì., íàïðèìåð, [1 - 5].

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äîêëàäå áóäåò óäåëåíî ìîäåëÿì ñòðàõîâà-
íèÿ (õîòÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áóäåò óêàçàíî, êàê àíàëîãè÷íûå ìîäåëè
âîçíèêàþò è â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ).

Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ (êîíòðîëÿ) ÷àñòî âûñòóïàþò êîíôèãóðà-
öèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè, ïåðåñòðàõîâàíèå è èíâåñòèöèè, êîòîðûå
ïîñòóïàþò îò àêöèîíåðîâ èçó÷àåìîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ðàçëè÷à-
þòñÿ 3 ñëó÷àÿ: èíâåñòèöèè ïðîâîäÿòñÿ â áåçðèñêîâûå àêòèâû (îáëè-
ãàöèè), â ðèñêîâûå (àêöèè) è â îáà òèïà àêòèâîâ.

Ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê âûáîðó îïòèìàëüíûõ èí-
âåñòèöèé, ïðåäåëüíîìó ïîâåäåíèþ êàïèòàëà êîìïàíèè ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì âîçðàñòàíèè ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ, à òàêæå óñòîé÷èâî-
ñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Èññëåäóþòñÿ òàêæå ïîëó÷àåìûå äè-
âèäåíäû è íàõîæäåíèå íàèáîëåå ïðèåìëåìûõ ïîðîãîâ äëÿ èõ âûïëà-
òû.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìóþ îïåðàòîðíî-äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ℓy :=
dm

dtm

(
By(n) + Cy

)
= u(t), 0 < t < T, (1)

ãäå m è n � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, B � îãðàíè÷åííàÿ áèåê-
öèÿ L2(0, T ) íà L2(0, T ), äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
ðàñïðåäåëåíèé, à îïåðàòîð C èìååò âèä

Cy =

n−1∑
k=0

y(k)(0)uk(t), uk ∈ L2(0, T ), k = 0, n− 1.

Îáîçíà÷èì N := n+m. Ïðèíàäëåæíîñòü ℓy ∈ L(0, T ) âëå÷åò

y⟨k⟩ :=
dk−n

dtk−n

(
By(n) + Cy

)
∈ AC[0, T ], k = n,N − 1,

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ñðåäñòâ ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîí-
äà � 25-21-00714, https://rscf.ru/project/25-21-00714/.
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à ñîîòâåòñòâóþùèå y ∈Wn
2 [0, T ] âñþäó ïëîòíû â L2(0, T ).

Â [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî â âèäå (1) ïðåäñòàâèìû, â ÷àñòíîñòè, äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç íåãàòèâíûõ ñîáî-
ëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ñì., íàïðèìåð, [2]), ðàâíî êàê è ðàçëè÷íûå ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì [3�5].

Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå u ∈ L2(0, T ), ïåðåâîäÿùåå ðàññìàò-
ðèâàåìóþ ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

y⟨k⟩(0) = φk,0 ∈ C, k = 0, N − 1, (2)

ãäå y⟨k⟩ := y(k) ïðè k = 0, n− 1, â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

y⟨k⟩(T ) = φk,1 ∈ C, k = 0, N − 1, (3)

è ìèíèìèçèðóþùåå çàòðà÷èâàåìûå ïðè ýòîì óñèëèÿ ∥u∥L2(0,T ).
Î÷åâèäíî, âñÿêîå ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ (1) ïðè u ∈ L2(0, T ) ïðè-

íàäëåæèò ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó òèïà Ñîáîëåâà

WN,ℓ
2 :=

{
z : z⟨k⟩ ∈ AC[0, T ], k = 0, N − 1, ℓz ∈ L2(0, T )

}
ñ íîðìîé

∥z∥WN,ℓ
2

:=

√√√√N−1∑
ν=0

|z⟨ν⟩(0)|2 + ∥ℓz∥2L2(0,T ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å∫ T

0

|ℓy(t)|2 dt→ min (4)

íà ôóíêöèÿõ y ∈WN,ℓ
2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2) è (3).

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (2)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y, ïðè-
÷åì ∥y∥WN,ℓ

2
⩽ Kmax |φk,ν |, ãäå K íå çàâèñèò îò ÷èñåë φk,ν .

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (2)�(4) ðàâíîñèëüíà êðàåâîé çàäà÷å

dn

dtn
B∗ d

2m

dt2m

(
By(n) + Cy

)
= 0, 0 < t < T,

ïðè óñëîâèÿõ (2) è (3), ãäå B∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê B.
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Î ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÊÀËÈÁÐÎÂÊÈ
ÑÎÎÑÍÎÑÒÈ ÄÀÒ×ÈÊÎÂ ÁÈÍÑ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ

ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß
Ä.À. Áóõîíîâ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êàëèáðîâêè ñîîñíîñòè èíåðöèàëüíûõ
äàò÷èêîâ áåñïëàòôîðìåííîé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû
(ÁÈÍÑ), ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è Âàáû [1]. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ñèãíàë òåðìîêîìïåíñèðîâàí è îòêàëèáðîâàí ïî ñìåùå-
íèÿì è ìàñøòàáàì [2]. Öåëü ðàáîòû � èññëåäîâàíèå óñëîâèé ïðèìå-
íèìîñòè ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû
èçìåðåíèé.

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñèñòåìû êîîðäèíàò: íîðìàëüíàÿ ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò (ÍÑÊ) gX gY gZ, îáúåêòíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÎÑÊ)
oX oY oZ è ïðèáîðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÏÑÊ) iX iY iZ. Öåíòðû
êîîðäèíàò âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ôèêñèðîâàíû îòíîñèòåëüíî îáú-
åêòà, âñå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè îðòîíîðìèðîâàííûìè ñèñòåìà-
ìè êîîðäèíàò.

Â ÍÑÊ îñü O gX ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íà Ñåâåð, îñü O gY �
ñ íàïðàâëåíèåì íà Âîñòîê, O gZ äîïîëíÿåò äî ëåâîé òðîéêè. Â ÎÑÊ
îñè O oX è O oY íàïðàâëåíû âäîëü ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé îñåé
îáúåêòà, à O oZ äîïîëíÿåò äî ëåâîé òðîéêè. Îñè ÏÑÊ íàïðàâëåíû
âäîëü îñåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ÈÄ. Ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà i ê
áàçèñó O îáîçíà÷àåì o

iM.
Ðàññìîòðèì ìåòîä. Îáúåêò óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê, ÷òîáû ñ îñüþ

O oZ ñîâïàäàëà îäíà èç îñåé ÎÑÊ, çàòåì âðàùåíèåì âîêðóã ýòîé îñè

© Áóõîíîâ Ä.À., 2026
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íà óãëû 2π/N ïîëó÷àåòñÿ N ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé. Â êàæäîì ïîëî-
æåíèè ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå èíåðöèàëüíîé âåëè÷èíû i. Ñîñòàâèì
ìàòðèöó èçìåðåíèé:

X = (ii0,
ii1, . . . ,

iiN−1). (1)

ãäå iik � âåêòîð-ñòîëáåö èçìåðåíèé â k-ì ïîëîæåíèè. Ìåòîä çà-
êëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ X = UΣVT è
â âûáîðå ñðåäè ñòðîê U âåêòîðà, íàèáîëåå áëèçêîãî ê îñè âðàùå-
íèÿ (â ñìûñëå íàèáîëüøåãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Ïîñêîëüêó
îñüþ âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ O oZ, ýòîò âåêòîð ìîæíî ñ÷èòàòü îöåíêîé
å¼ íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà. Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ âåêòîðû äëÿ îñåé
O oX è O oY .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ óãîë ìåæäó i è ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ.
Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä âûðîæäàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ φ = ±arctg 1√

2
, ò. å.

íå äà¼ò ðåøåíèÿ, à äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé φ � ðàáîòàåò êîððåêòíî. Â
ñëó÷àå, êîãäà èíåðöèàëüíûå äàò÷èêè � ýòî äàò÷èêè óãëîâîé ñêîðî-
ñòè, i � ýòî âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè è φ � ýòî
øèðîòà ðàñïîëîæåíèÿ ÁÈÍÑ.

Ïóñòü oik � çíà÷åíèÿ èíåðöèàëüíîé âåëè÷èíû â k-ì ïîëîæåíèè
â ÎÑÊ, U = ∥i∥, α0 � óãîë êóðñà íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ÈÄ, αk =
α0 +

2πk
N . Ïîëîæèì

Y = (oi0,
o i1, . . . ,

o iN−1). (2)

Â ñèëó òîãî, êàê ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, Y èìååò âèä:

Y = U

cosφ cosα0 cosφ cosα1 . . . cosφ cosαN−1

cosφ sinα0 cosφ sinα1 . . . cosφ sinαN−1

sinφ sinφ . . . sinφ

 . (3)

Â ðàáîòå íàéäåíû ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà [3] ìàòðèöû Y:

σ1 = σ2 = U

√
N

2
| cosφ|, σ3 = U

√
N | sinφ|. (4)

Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî åñëè îíè ðàçëè÷íû, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
îñè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà
ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìåòîä âûðîæäàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä òåðÿ-
åò êîððåêòíîñòü ïðè |φ| = arctg 1√

2
, à ïðè |φ| ̸= arctg 1√

2
äà¼ò ðåøåíèå

çàäà÷è.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ñîòðóäíè÷åñòâå ÀÎ ¾Êîíöåðí ¾Ñîçâåçäèå¿
è ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÂÃÓ â ðàìêàõ ïåðåäîâîé èíæåíåðíîé øêîëû ¾Ðîññèé-
ñêàÿ ýëåêòðîíèêà, èíôîêîììóíèêàöèè è ðàäèîñâÿçü¿. Àâòîð áëàãî-
äàðèò Âîñòðîâà À.Þ. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è öåííûå çàìå÷àíèÿ ïðè
åå ðåøåíèè.
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ÄËß ÌÎÄÅËÈ ÁÓÑÑÈÍÅÑÊÀ ÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈ

ÍÀ×ÀËÜÍÛÌÈ ÄÀÍÍÛÌÈ1

Å.Â. Áû÷êîâ, À.À. Çàìûøëÿåâà,
Ã.À. Ñâèðèäþê (×åëÿáèíñê, ÞÓðÃÓ (ÍÈÓ))

bychkovev@susu.ru

Ïóñòü D ⊂ Rn îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé D êëàññà C∞,
n ∈ N \ {1}, T ∈ R+. Â öèëèíäðå D × (0, T ) ðàññìîòðèì ìîäèôèöè-
ðîâàííîå óðàâíåíèå Áóññèíåñêà

L
◦
x
(2)

+Mx+N(x) = u(s, t), (1)

L = (λ−∆),M = −α2∆, N(x) = −∆(x3) ñ óñëîâèåì Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ D × (0, T ) (2)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(s, 0)− x0(s)) = 0, L(
◦
x (s, 0)− x1(s)) = 0, (3)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
ïðîåêò � 24-11-20037, https://rscf.ru/project/24-11-20037/.
© Áû÷êîâ Å.Â., Çàìûøëÿåâà À.À., Ñâèðèäþê Ã.À., 2026
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ãäå λ, α ∈ R, ◦
x è

◦
x
(2)

� ïðîèçâîäíûå Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà ïåðâîãî
è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà x ïî âðåìåíè. Óðàâíå-
íèå (1) îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå, íàïðèìåð, ìîäåëèðóåò ðàñïðîñòðàíå-
íèå äëèííûõ âîëí â ìåëêîâîäüå ñ ó÷åòîì êàïèëëÿðíûõ ýôôåêòîâ, à
íåëèíåéíûé ÷ëåí îòâå÷àåò çà êîíâåêòèâíóþ èíåðöèþ. Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ x = x(s, t) îïðåäåëÿåò âûñîòó âîëíû. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî
óïðàâëåíèÿ U è âûáåðåì â í¼ì íåïóñòîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé Uad. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè (1)�(3) ïîñòàâèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf, u ∈ Uad. (4)

Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) áóäåì èñêàòü â âèäå: x = y + η, y =
E(x), E(η) = 0. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå y � ðåøåíèå äåòåðìè-
íèðîâàííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

Ly′′tt +My +N(y) = u(s, t), (s, t) ∈ D × (0, T ),
y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂D × (0, T ),

L(y(s, 0)− y0(s)) = 0, L(y′t(s, 0)− y1(s)) = 0, s ∈ D,
(5)

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(x, u) = J(y, u) → inf, u ∈ Uad, (6)

Çàäàäèì ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí XKL2 ((XKL2)
∗). Îíî

ãèëüáåðòîâî ïî íîðìå

∥η∥2XKL2
= E

∫
D

η2 ds =

∞∑
k=1

ν2kD(ηk).

Ïðîñòðàíñòâî NKL2 áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

∥η∥4NKL2
= E

∫
D

η4 ds = E

∫
D

( ∞∑
k=1

νkηkφk

)4

ds.

Çíàÿ ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå y, íàéäåì
ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ x, âûïîëíÿÿ îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó x = η+y,
è âîçâðàùàåìñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

L
◦
x
(2)

+Mx+N(x) = u(t), (s, t) ∈ D × (0, T ),
x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂D × (0, T ),

L(x(s, 0)− x0) = 0, L(
◦
x (s, 0)− x1) = 0, s ∈ D.

(7)
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Òåîðåìà. Ïóñòü λ ⩾ λ1, òîãäà äëÿ ëþáûõ x0 = y0 + η0, x1 =
y1 + η1, ãäå η0 ∈ NKL2, η1 ∈ XKL2, y0 = E(x0) ∈ N, y1 = E(x1) ∈
X∩ coimL è ëþáûõ T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ (1)�(4) âèäà (x, u) = (y + η, u), ãäå (y, u) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è (5), (6), à x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7).
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ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â.Á. Âàñèëüåâ, ßâàð Ìóäæòàáà, À.Ñ. Òàðàñîâà
(Áåëãîðîä, ÍÈÓ ¾ÁåëÃÓ¿)

vbv57@inbox.ru

Ïóñòü Zm+1 � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà â Rm+1, C = Can
+ ×(0;+∞),

ãäå Can
+ = {x ∈ Rm : x = (x′, xm), xm > an|x′|, an > 0, an ìîæåò ïðè-

íèìàòü çíà÷åíèÿ n, 1/n, n ∈ N. Äëÿ ôóíêöèé äèñêðåòíîãî àðãóìåí-
òà ud(x̃), x̃ = (x̃1, . . . , x̃m+1) ∈ hZm+1, h > 0, ìîæíî îïðåäåëèòü äèñ-
êðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ũd(ξ) [1], Tm+1 ≡ [−π, π]m+1, ℏ = h−1.

Ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé è èõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé Ôóðüå ìû îïðåäåëèì äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà�
Ñëîáîäåöêîãî Hs(Cd) äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

(Adud)(x̃) = vd(x̃), x̃ ∈ C.d (1)

Ïðîñòðàíñòâî Hs(Cd) ñîñòîèò èõ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà Hs(hZm+1), ÷üè íîñèòåëè ñîäåðæàòñÿ â Cd. Íîðìà â ïðî-
ñòðàíñòâå Hs(Cd) èíäóöèðóåòñÿ íîðìîé ïðîñòðàíñòâà Hs(hZm) [1,3].

Åñëè Ãd(ξ) � èçìåðèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rm+1 ñ îñ-
íîâíûì êóáîì ïåðèîäîâ ℏTm+1, òî äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåíöè-
àëüíûì îïåðàòîðîì Ad ñ ñèìâîëîì Ãd(ξ) â äèñêðåòíîì êîíóñå Cd

îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïåðàòîð âèäà

(Adud)(x̃) =
∑

ỹ∈hZm+1

hm+1

∫
ℏTm+1

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Cd,

© Âàñèëüåâ Â.Á., Ìóäæòàáà ßâàð, Òàðàñîâà À.Ñ., 2026
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Ðàññìàòðèâàòü êëàññ ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

c1(1 + |ζ2|)α/2 ⩽ |Ãd(ξ)| ⩽ c2(1 + |ζ2|)α/2

ñ ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h.
Êëþ÷åâóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè èãðàåò ïîíÿòèå ïåðèîäè÷åñêîé

âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè ýëëèïòè÷åñêîãî ñèìâîëà Ãd(ξ) ñ èíäåêñîì
æ[3] - ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

Ãd(ξ) = Ad,̸=(ξ)Ad,=(ξ).

Òåîðåìà Åñëè ñèìâîë Ãd(ξ) äîïóñêàåò âîëíëàóþ ôàêòîðèçàöèþ
ñ èíäåêñîì æòàêèì, ÷òî æ−s = −n+ε, n ∈ N, |ε| < 1/2, òî äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1) èìåëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàí-
ñòâå Hs(Cd) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè vd ∈ Hs−α(Cd) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

∆
(j−1)
m+1 Ad,=(ℓvd)∣∣∣Can

+

= 0, j = 1, 2, . . . , n,

ãäå ℓvd � ïðîèçâîëüíîå ïðîäîëæåíèå vd íà H
s−α(hZm+1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñïåöèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè
èíòåãðàëà ñ ÿäðîì Ãèëüáåðòà

h

2

ℏπ∫
−ℏπ

ctg
h(η − t)

2
φ(t)dt

=

n∑
j=0

cj(e
ihη − 1)−j + (eihη − 1)−nh

2

ℏπ∫
−ℏπ

ctg
h(η − t)

2
φ(t)(eith − 1)ndt,

ãäå

c0 =
1

2

∫
S1

(1− τn)φ(τ)dτ

τ + 1
,

cj =

∫
S1

τ j−1φ(τ)dτ = ih

ℏπ∫
−ℏπ

(eiht − 1)j−1φ(t)dt, j = 1, · · · , n.

Äëÿ ñëó÷àÿ C = Rm−1 íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ (1) ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [2].
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Íà êðèâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ãåîäåçè÷åñêèå
ëèíèè, êàê àíàëîãè ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, ïðè ýòîì âî âòîðîì ñëó÷àå
ïðÿìûå ðàññìàòðèâàòü íà âñåì èõ ïðîòÿæåíèè, à âî âòîðîì � ìàëûå
êóñêè, ñ òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Êðèâèçíà � ýòî âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòêëîíåíèå êðèâîé
(ïîâåðõíîñòè) â îêðåñòíîñòè äàííîé åå òî÷êè îò êàñàòåëüíîé ïðÿ-
ìîé (êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè). Ïîíÿòèå êðèâèçíû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
òàêæå è íà îáúåêòû áîëåå îáùåé ïðèðîäû. Íàïðèìåð, â ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè êðèâèçíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó îòêëîíåíèÿ òàê íàçû-
âàåìûõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ îò åâêëèäîâûõ [5].

Ðàññìîòðèì êðèâèçíó Ãàóññà (ãàóññîâó êðèâèçíó), èëè èñêðèâ-
ëåííîñòü, îáîçíà÷àåìóþ K = k1 × k2, ãäå k1 � íàèáîëüøàÿ ãëàâíàÿ
êðèâèçíà, k2 � íàèìåíüøàÿ ãëàâíàÿ êðèâèçíà, k1 è k2 ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû äðóã ê äðóãó (ðèñ. 1).

Ãëàâíàÿ êðèâèçíà ki =
1

ri
. Èñêðèâëåííîñòü K íå èçìåíÿåòñÿ ïðè

èçãèáàíèè ïîâåðõíîñòè, äëèíû è óãëû êðèâûõ íà íåé îñòàþòñÿ íåèç-
ìåííûìè (ïîâåðõíîñòü ñäåëàíà èç àáñîëþòíî íåðàñòÿæèìîãî ìàòå-
ðèàëà, ê ïðèìåðó, èç áóìàãè, æåñòè) [5].

Âûáåðåì ïîâåðõíîñòè, ãàóññîâà êðèâèçíà êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà,
â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì øàðîâóþ ïîâåðõíîñòü (ñôåðó). Íà
ïëîñêîñòè äâå ïðÿìûå èìåþò íå áîëåå îäíîé òî÷êè, ïîýòîìó íóæíî

© Âèñèòàåâà Ì. Á., 2026

85



Ðèñ. 1: Èñêðèâëåííîñòü ïîâåðõíîñòè [5]

ïðîâåñòè íåêîòîðûå äîïóùåíèÿ äëÿ ñôåðû. ¾Â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè ïðÿìûå (áîëüøèå êðóãè) ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ. Â ýëëèï-
òè÷åñêîé ãåîìåòðèè ýòè äâå òî÷êè ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðóãó è ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè îäíîé è òîé æå òî÷êè¿ [1, c. 73]. Â ñëó÷àå
âûõîäà êàêîé-òî ÷àñòè ñôåðè÷åñêîé ôèãóðû çà ïðåäåëû ãðàíè÷íîãî
êðóãà, ìû çàìåíèì òî÷êè, ïîïàäàþùèå âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëó-
øàðèÿ, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè, êîòîðûå àïðèî-
ðè áóäóò íàõîäèòüñÿ íà èñõîäíîì ïîëóøàðèè [2].

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíà Ãàóññà K = 0, òî
ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòðàíñòâîì Åâêëèäà, â êîòîðîì ñïðàâåäëèâà
ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà. Ïðè K > 0 ìû ïåðåõîäèì ê ïðîñòðàíñòâó è
ãåîìåòðèè Ðèìàíà (ðèñ. 2á), à ïðè K < 0 ìû ïðèõîäèì ê ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî-Áîÿéè (ðèñ. 2à) [4].

(à) (á)

Ðèñ. 2: Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
(à) è ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (á) [4]

¾Åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà âñþäó ïîëîæèòåëüíà, òî ýòî � ñòðîãî
âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü¿ [3, c. 90]. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà (theorema
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egrerium) ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçãèáàíè-
ÿõ (èçîìåòðèÿõ). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íèêàêóþ ñêîëü
óãîäíî ìàëóþ ÷àñòü ñôåðû íåëüçÿ èçîãíóòü íà ïëîñêîñòü. Èçîìåò-
ðè÷íî èçãèáàåìûå (ðàçâåðòûâàþùèåñÿ) íà ïëîñêîñòü ïîâåðõíîñòè
äîëæíû îáëàäàòü íóëåâîé, ïîëíîé êðèâèçíîé. Ïðèìåðàìè ðàçâåðòû-
âàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ öèëèíäð è êîíóñ, ïðèíàäëåæàùèõ
êëàññó ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé [6]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãåîìåòðèè
Åâêëèäà ãàóññîâà êðèâèçíà ðàâíà íóëþ.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëî-
âèÿìè ïî âðåìåíè:

ε

(
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
= −u∂u

∂x
+ q(t)u

(x, t) ∈ D :=
{
x ∈ (−1, 1); t ∈ R

}
u(−1, t) = uleft(t), u(1, t) = uright(t), t ∈ R
u(x, t) = u(x, t+ T ), x ∈ [−1, 1], t ∈ R

(1)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð (0 < ε≪ 1), ôóíêöèè uleft(t), uright(t) è q(t)
� äîñòàòî÷íî ãëàäêèå T -ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé t, q(t) > 0.

Öåëü îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ h0(t), ÷òîáû
çà âðåìÿ t = T ïîëó÷èòü çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè f(x) =∫ T

0
u(x, t)dt, x ∈ [−1, 1].
Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì ìèíèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J [h0(t)] =

∫ 1

−1

(∫ T

0

U0(x, t, h0(t))dt− f(x)

)2

dx+ α

∫ T

0

(h0(t))
2
dt.

(2)
Çäåñü f(x) � íàáëþäàåìàÿ ôóíêöèÿ. U0 � íóëåâîå ïðèáëèæåíèå çàäà-
÷è (1). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàòîðîì, ïðåäíàçíà-
÷åííûì äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèè.

Äëÿ ïðèìåðà ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ áûëè âûáðàíû ñëåäó-
þùèå ïàðàìåòðû: uleft(t) = −20 + sin(t);q(t) = 5 + cos(t). Â êà÷åñòâå
òðåáóåìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà áûëà âûáðà-
íà ôóíêöèÿ x0 = 0.3 sin(2t) ,òîãäà h0(t) = −2q(t)x0(t) − uleft(t) =
−0.6 sin(2t)(5+cos(t))+20−sin(t). Èçìåíÿåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿ-
ìîé çàäà÷è è èñïîëüçóåì åãî â êà÷åñòâå íîâîé íàáëþäàåìîé ôóíê-
öèè, ïîñëå ÷åãî ïðîâîäèì îïòèìèçàöèþ. Îïòèìèçèðîâàííóþ ôóíê-

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà.
© Âýé Þéñþàíü, ×ýí Õàíü, Ëåâàøîâà Í.Ò., 2026

88



öèþ h0(t) ïîäñòàâëÿåì â ïðÿìóþ çàäà÷ó è íàõîäèì ÷èñëåííîå ðå-

øåíèå unum. Ââîäèì ôóíêöèþ F (x) =

∣∣∣∣∣T∫0 unum dt− f(x)

∣∣∣∣∣ â êà÷åñòâå

êðèòåðèÿ îöåíêè îïòèìèçàöèè.

Ðèñ. 1. Ñîåäèíåíèå
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Ðèñ. 2. ðàñøèðåíèå

Ðèñ. 3. óòîí÷åíèå
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Ðèñ. 4. ñäâèã

Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

H.T. Ãàáäðàõìàíîâà (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
gabdrakhmanova-nt@rudn.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïàðà-
ìåòðîâ óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñ-
ïîëüçîâàíà êîìïîçèöèÿ íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé è ìåòîä ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè Ñîáîëÿ -Ñòàòíèêîâà. Ìåòîä Ñîáîëÿ - Ñòàò-
íèêîâà îáëàäàåò âûñîêîé òåîðåòè÷åñêîé îáîñíîâàííîñòüþ, âìåñòå ñ
òåì, ïðè åãî ïðèìåíåíèè â ðåàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîðîé âîçíèêà-
þò ïðîáëåìû, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìû ñâÿçàííûå ñ òðåáîâàíèÿìè ê
äàííûì. Íàïðèìåð, íå âñåãäà äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå èññëåäîâàòå-
ëÿì, ÿâëÿþòñÿ ðåïðåçåíòàòèâíûìè. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ðàçðàáîòàííîãî
ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè âûñîêîêà÷åñòâåííîé íåéðîñåòåâîé
ìîäåëè èäåíòèôèêàöèè ïî äàííûì íàáëþäåíèé. Â ðàáîòå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé èñïîëüçîâàíû ñâåðòî÷íûå íåéðîñåòè
è ìåòîä òîíêîé íàñòðîéêè íåéðîñåòåé. Ñîâðåìåííûå çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûìè [1-4]. Â íàñòî-
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ÿùåå âðåìÿ, äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàíû âñåâîçìîæíûå ñïîñîáû
ñâåäåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ê çàäà÷å îäíîêðèòåðèàëüíîé.
Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ñâåðòîê, ìîæíî ìíîãîêðèòåðè-
àëüíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïðèâåñòè ê îäíîêðèòåðèàëüíîé è çàòåì,
ðåøèòü åå ñ ïîìîùüþ òàêèõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ êàê áàéåñîâñêàÿ
îïòèìèçàöèÿ [2] èëè ÑMA-ES [3]. Îäíàêî, ïðè ýòîì, ñóùåñòâóåò ñëå-
äóþùàÿ îïàñíîñòü: â ðåçóëüòàòå câåäåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çà-
äà÷è ê îäíîêðèòåðèàëüíîé èñõîäíàÿ ïðîáëåìà ïîäìåíÿåòñÿ íîâîé, è
â ðåçóëüòàòå ðåøàåòñÿ íå òà çàäà÷à.

1. Ìåòîä Ñîáîëÿ Ñòàòíèêîâà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ËÏ-
òàó. Â ìåòîäå Ñîáîëÿ - Ñòàòíèêîâà â êà÷åñòâå ïðîáíûõ òî÷êè
(èëè òî÷åê çîíäèðîâàíèÿ îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ) èñïîëüçîâàíû òî÷-
êè ËÏòàó-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèáî-ëåå ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ñðåäè âñåõ èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå
ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ ËÏ-ïîèñêà ñ ïðîñòåéøèì ñëó÷àéíûì ïîèñêîì,
íåèçìåííî ïîêàçûâàëè ïðåèìóùåñòâî ËÏ-ïîèñêà [1]. Ïðîâåäåíû ÷èñ-
ëîâûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñðàâíåíèþ ìåòîäîâ Ñîáîëÿ - Ñòàòíèêîâà è
CMA-ES. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîäîâ Ñîáîëÿ - Ñòàòíèêî-
âà ïðåâûøàåò ìåòîä CMA-ES ïî ñêîðîñòè è ïî òî÷íîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

2. Íåéðîñåòåâûå ìîäåëè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìèçàöèè
ìåòîäîì Ñîáîëÿ- Ñòàòíèêîâà âàæíà ðåïðåçåíòàòèâíîñòü äàííûõ â
äîïóñòèìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ. Çà÷àñòóþ, çíà÷åíèÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ êðèòåðèåâ â òî÷êàõ çîíäèðîâàíèÿ íåèçâåñòíû. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êðèòåðèåâ â íî-
âûõ òî÷êàõ (òî÷êàõ çîíäèðîâàíèÿ), ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íåé-
ðîñåòåâóþ ìîäåëü (ÍÑ). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÍÑ âûñîêîé òî÷íîñòè, áûëè
ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è òîïîëîãè÷å-
ñêîãî àíàëèçà äàííûõ. Ïîñëå âûäåëåíèÿ êëàñòåðîâ, áûëè ïîñòðîåíû
ÍÑ àðõèòåêòóðû CNN. Äëÿ íåêîòîðûõ êëàñòåðîâ èñïîëüçîâàí ìåòîä
òîíêîé íàñòðîéêè íåéðîñåòè.

Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ìîäåëüíûõ è íàòóðíûõ äàííûõ
ïîêàçàëè óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ

ÑÎÎÁÙÅÑÒÂ
Â.Â. Ãàíäèëÿí (Ìîñêâà, ÌÒÓÑÈ)

v.gandilyan@mtuci.ru

Ñ íà÷àëà 20-ãî âåêà, íà÷èíàÿ ñ Âèòî Âîëüòåððà, ïîñòðîåí ðÿä
äèíàìè÷åñêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâà-
þùèõ âçàèìîäåéñòâèå áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ [1-4].

Åñëè êëèìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ íå ìåíÿþòñÿ è ñëó÷àéíûå ïðèðîä-
íûå ïðîöåññû íå ïðîèñõîäÿò, òî â íåêîòîðîì çàìêíóòîì ðåãèîíå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ íîñÿò îïðåäåëåííûé çàêîíîìåðíûé
õàðàêòåð. Âîçäåéñòâèÿ ÷åëîâåêà íà äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ áèî-
ëîãè÷åñêèõ âèäîâ òðåáóþò òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ åãî ïîñëåäñòâèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü: ïóñòü â íåêîòîðîì çàìêíóòîì
ðåãèîíå ñóùåñòâóåò n áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ. ×èñëåííîñòü i-ãî âèäà â
ìîìåíò âðåìåíè t: xi(t). Òàêæå ïóñòü ñóùåñòâóåò m âòîðè÷íûõ ðå-
ñóðñîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ýòèìè âèäàìè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïîñòóïëåíèå j-ãî âèäà ðåñóðñà ïîñòîÿííûì è ðàâíûì ρj . Åñëè åäèíè-
öà i-ãî áèîëîãè÷åñêîãî âèäà èñïîëüçóåò αij êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ j-ãî
âèäà, òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:

n∑
i=1

αijxi ⩽ ρj , j = 1,m. (1)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äèíàìèêà ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋi = fi(x1, . . . , xn)xi(t), i = 1, n. (2)
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ãäå fi(x1, . . . , xn) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: fi(x1, . . . , xn) ïî xj ëèáî
íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ (åñëè i è j êîíêóðèðóþùèå âèäû), ëèáî
íåóáûâàþùàÿ (åñëè i-é âèä äëÿ j-ãî âèäà ÿâëÿåòñÿ õèùíèêîì), ò.å.
∂fi
∂xj

⩽ 0, ëèáî
∂fi
∂xj

⩾ 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ýêîëîãè÷åñêè óïðàâëÿ-
åìîì ñîñòîÿíèè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

À) ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1);
Á) xi ⩾ x̄i ⩾ 0, i = 1, n � óñëîâèå íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà

÷èñëåííîñòè i-ãî âèäà äëÿ åãî ñîõðàíåíèÿ;
Ñ) fi(x1, . . . , xn) ⩾ 0, i = 1, n.
Â î÷åíü ìíîãèõ ìîäåëÿõ fi(x1, . . . , xn) áåðåòñÿ ïåðâîå ïðèáëèæå-

íèå è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïî x1, . . . , xn. Îäíà
â ðåàëüíûõ ìîäåëÿõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíê-
öèè.

Âçàèìîäåéñòâèå èëè óïðàâëåíèå äèíàìèêîé ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷å-
ñêèõ ñîîáùåñòâ áóäåì ïîíèìàòü îòëîâ èëè èñòðåáëåíèå ÷àñòü òîãî
èëè èíîãî âèäà. Ïóñòü ui(t) (ui(t) ⩾ 0) i = 1, n ïîêàçûâàåò êàêàÿ
÷àñòü i-ãî âèäà èñòðåáëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà óðàâíåíèå
(2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ẋi(t) = (fi(x1, . . . , xn)− ui(t))xi(t). (3)

Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò äâå çàäà÷è:

1. Íàéòè òàêîå óðàâíåíèå, ÷òîáû ñèñòåìó ïðèâåñòè ê ýêîëîãè÷å-
ñêè óïðàâëÿåìîìó ñîñòîÿíèþ.

2. Èç ýòèõ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé íàéòè òî, ïðè êîòîðîì u∗i =
fi(x1, . . . , xn)i = 1, n � óðàâíåíèå áóäåò â íåêîòîðîì ñìûñëå
îïòèìàëüíî.

ßñíî, ÷òî åñëè x∗(t) = (x∗1(t), . . . , x
∗
2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ À), Á)

è Ñ), òî ïðè óïðàâëåíèè u∗i = fi(x
∗
1, . . . , x

∗
n) ÷èñëåííîñòü áèîëîãè÷å-

ñêèõ âèäîâ áóäåò ïîñòîÿííûì.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé (õèùíèê-æåðòâà, òðè áèîëîãè÷åñêèõ âè-

äà è ò.ä.) ìîæíî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó â ýêîëî-
ãè÷åñêè óïðàâëÿåìîå ñîñòîÿíèå, à òàê æå ïîñòðîèòü â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.
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ÎÁ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ
ÐÅØÅÍÈÉ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÐÅÒÜÅÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ1

Â.À. Ãîðåëîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ "ÌÝÈ")
gorelov.va@mail.ru

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïðè γ, β ∈ C,
µ⃗ = (µ1, . . . , µn) ∈ Cn ïîëîæèì γµ⃗+ β = (γµ1 + β, . . . , γµn + β). Äëÿ
âåêòîðîâ µ⃗ = (µ1, . . . , µn), η⃗ = (η1, . . . , ηn) áóäåì ïèñàòü µ⃗ ∼ η⃗, åñëè
ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà π ÷èñåë 1, . . . , n òàêàÿ, ÷òî µi − ηπ(i) ∈ Z,
i = 1, . . . , n.

Â ðàìêàõ ìåòîäà Çèãåëÿ-Øèäëîâñêîãî (ñì. [1]) â òåîðèè òðàíñ-
öåíäåíòíûõ ÷èñåë ðÿä àâòîðîâ (Â.À. Îëåéíèêîâ [2], Â.Õ. Ñàëèõîâ [3]
è äðóãèå) èññëåäîâàëè âîïðîñ îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä
C(z) ôóíêöèé 0φ3(λ⃗; (z/3)

3), ãäå

0φ3(λ⃗; z) = 1F3

(
1

λ1, λ2, λ3

∣∣∣∣ z) =

∞∑
n=0

1

(λ1)n(λ2)n(λ3)n
zn,

(λ)0 = 1, (λ)n = λ(λ+ 1) . . . (λ+ n− 1), λ⃗ = (λ1, λ2, λ3) ∈ (Q \ Z⩽0)
3,

ôóíêöèÿ 0φ3(λ⃗; z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′′ +
λ1 + λ2 + λ3

z
y′′ +

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 − λ1 − λ2 − λ3 + 1

z2
y′+

+

(
(λ1 − 1)(λ2 − 1)(λ3 − 1)

z3
− 1

z2

)
y =

(λ1 − 1)(λ2 − 1)(λ3 − 1)

z3
.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ôóíêöèÿõ 0φ3(λ⃗; (z/3)
3) ÿâëÿëèñü ñëó-

÷àÿìè áîëåå îáùèõ òåîðåì. Â ÷àñòíîñòè, èç [3, òåîðåìà 2] ñëåäó-
åò, ÷òî åñëè λ1, λ2, λ3 ∈ C \ Z⩽0, α1, . . . , αm ∈ C \ {0}, αi/αj /∈

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ
ïðîåêòà ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � FSWF-2026-0010.
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Q(ξ), i ̸= j, ξ = exp (2πi/3), òî ñîâîêóïíîñòü 3m ôóíêöèé 0φ
(k)
3 (λ⃗;

(αjz/3)
3), k = 0, 1, 2, j = 1 . . . ,m àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìà íàä

C(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà 3λ1, 3λ2, 3λ3 íå ÿâëÿþòñÿ öå-
ëûìè, îáðàçóþùèìè ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî mod 3.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àâòîðîì ïîëó÷åí áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. Ïóñòü λ1, λ2, λ3 ∈ C \ Z⩽0, α1, . . . , αm ∈ C \ {0},

αs ̸= αt, s ̸= t. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè 3m ôóíê-

öèé 0φ
(k)
3 (λ⃗;αjz), k = 0, 1, 2, j = 1 . . . ,m íàä C(z) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. λ⃗ ∼ (0, 1/3, 2/3).

2. λ⃗ ∼ λi−λ⃗ è αs = −αt ïðè íåêîòîðûõ 1 ⩽ i ⩽ 3, 1 ⩽ s < t ⩽ m.
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ÒÅÎÐÅÌÛ ÑÐÀÂÍÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÉ ÃÐÈÍÀ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß ÍÀ ÃÐÀÔÅ

Ñ. Ãîöîåâ (Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ)
cgocoev@mail.ru

Íà ãðàôå Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
L : C(Γ) ∩ C2[Γ] → C[Γ],

Lu =

−(p(x)u′)′ + q(x)u, x ∈ E(Γ),

−
∑

i∈I(x)

pi(x)u
′
iν + q(x)u, x ∈ J(Γ),

ãäå p ∈ C1[E(Γ)], q ∈ C[Γ], p > 0, q ⩾ 0 íà Γ, èíäåêñ ν îçíà÷àåò, ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðåáðå áåðåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ îò
âåðøèíû.

Äëÿ îïåðàòîðà L áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äâå êðàåâûå çàäà÷è:
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Lu = f(x), u
∣∣
∂Γ

= 0; (1)

Lu = f(x), (u′ν − αu)
∣∣∣
∂Γ

= 0, (2)

ãäå α : ∂Γ → [0,∞]. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
α = ∞ ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèîáðåòàåò âèä óñëîâèÿ
Äèðèõëå u(a) = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû êðàåâûõ çàäà÷
è áóäåì îáîçíà÷àòü L è Lα.

Ëåììà 1. Ïóñòü |∂Γ| ⩾ 2. Òîãäà êðàåâûå çàäà÷è (1) è (2) îäíîçíà÷-
íî ðàçðåøèìû äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ C[Γ].

Ôóíêöèè Ãðèíà G(x, s), Gα(x, s) êðàåâûõ çàäà÷ (1,2) ñóùåñòâóþò
è åäèíñòâåííû.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ Ãðèíà Gα(x, s) êðàåâîé çàäà÷è (2) ïîëîæè-
òåëüíà íà äåêàðòîâîì ïðîèçâäåíèè Γ ∪ {a0} × Γ ∪ {a0}.

Òåîðåìà 2. Åñëè α ̸≡ ∞ íà ∂Γ, òî Gα(x, s) > G(x, s) íà Γ× Γ.

Äàëåå íà Γ ðàññìîòðèì êðàåâûå çàäà÷è

Lu = f(x), (u′ν − α1u)
∣∣∣
∂Γ

= 0, (3)

Lu = f(x), (u′ν − α2u)
∣∣∣
∂Γ

= 0, (4)

ãäå α1, α2 : ∂Γ → [0,∞].
Îáîçíà÷èì ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâûõ çàäà÷ (3) è (4) Gα1

(x, s) è
Gα2

(x, s) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè α1 ⩾ α2 è α1 ̸≡ α2, òî Gα2
(x, s) > Gα1

(x, s) íà(
Γ ∪ {a0}

)
×
(
Γ ∪ {a0}

)
.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÈÈ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Þ.Ý. Äàíèê, Ì.Ã. Äìèòðèåâ (Ìîñêâà, ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ)

yuliadanik@gmail.com,mdmitriev@mail.ru
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Â ðàáîòå íà îñíîâå ôîðìàëèçìà ïîäõîäà D-SDRE (Discreet State-
Dependent Riccati Equation) [1-2]. äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíûõ ñâÿ-
çåé â íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ [3-6] è òåõíè-
êè ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé, èñïîëüçóþùèõ Ïàäå
àïïðîêñèìàöèè (ÏÀ) [7] ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðåãóëÿòîðîâ â äèñêðåòíûõ óïðàâëÿåìûõ íåëè-
íåéíûõ ñèñòåìàõ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íà çàäàííîì èíòåð-
âàëå. Ñíà÷àëà äåëàåòñÿ ðàçáèåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî èíòåðâàëà íà
íåñêîëüêî è ââîäÿòñÿ ïðè ýòîì ìàëûå ïàðàìåòðû âáëèçè êîíöîâ ââå-
äåííûõ ïîäèíòåðâàëîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå
ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé
Ðèêêàòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ â çà-
êîíàõ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêèõ
ïðèáëèæåíèé âáëèçè ãðàíèö èñõîäíîãî èíòåðâàëà è ãðàíè÷íûõ òî÷åê
ïîäèíòåðâàëîâ ñòðîÿòñÿ ìíîãîòî÷å÷íûå ìàòðè÷íûå àïïðîêñèìàöèè
Ïàäå.

Ïóñòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èìåþò âèä

x(t+ 1) = A(x, ε)x(t) +B(x)u(t),
A(x, ε) = A0 + εA(x), x(0) = x0,
x(t) ∈ X ⊂ Rn, u(t) ∈ Rr, t = 0, 1, 2... ,
α ⩽ ε ⩽ β,

(1)

ãäå A0 ∈ Rn×n−ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, A(x, ε) ∈ Rn×n, B(x) ∈ Rn×r,
X ⊂ Rn � çàäàííîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà ñîñòîÿíèé, áîëåå òîãî, òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñèñòåìû ñóùå-
ñòâóþò è åäèíñòâåííû â X äëÿ âñåõ t = 0, 1, 2... Òðåáóåòñÿ âûáðàòü
óïðàâëåíèå u(t), òàê ÷òîáû äîñòèãàëñÿ ìèíèìóì êðèòåðèÿ

I(u) =
1

2

∞∑
t=0

(xTQ(x, ε)x+ uTR0u) → min, (2)

ãäå Q(x, ε) ∈ Rn×n, R0 ∈ Rr×r > 0, Q(x, ε) > 0 è ìàòðèöû êðèòåðèÿ
(2)Q(x, ε), R0 ïîäáèðàþòñÿ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿòîðà â âèäå

u(x, ε) = −
[
R0 +B(x)TKB(x)

]−1
B(x)TKA(x, ε)x(t), (3)

òàê ÷òî ïðè êàæäîì õ(t) ìàòðèöàK(x, ε)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àëãåáðà-
è÷åñêîãî äèñêðåòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, ñ çàâèñÿùèìè
îò ñîñòîÿíèÿ êîýôôèöèåíòàìè, êàê â ïîäõîäå D-SDRE [1]
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AT (x, ε)KA(x, ε)−K −AT (x, ε)KB(x)R̃−1(x)BT (x)KA(x, ε)

+Q(x, ε) = 0
(4)

ãäå R̃(x) = (R0 +BT (x)KB(x)) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé ∀x ∈ X, α ⩽ ε ⩽
β.

Äàëåå ðàçáèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé èíòåðâàë íà íåñêîëüêî è
ââîäÿòñÿ ìàëûå ïàðàìåòðû âáëèçè êîíöîâ ââåäåííûõ ïîäèíòåðâà-
ëîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèé ê ðå-
øåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåòíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé Ðèêêà-
òè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ óñèëå-
íèÿ â çàêîíàõ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Íà îñíîâå àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé âáëèçè ãðàíèö èñõîäíîãî èíòåðâàëà è ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê ïîäèíòåðâàëîâ ñòðîÿòñÿ ìíîãîòî÷å÷íûå ìàòðè÷íûå àï-
ïðîêñèìàöèè Ïàäå çàäàííîãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè è Ëÿïóíîâà è îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ â ðåãóëÿòîðå
(3) è óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ
îá àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè ñòðîÿùèõñÿ ìíîãîòî÷å÷íûõ Ïàäå ðå-
ãóëÿòîðîâ.

Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ íåëèíåéíûõ çà-
äà÷, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ïðè óâåëè÷åíèè
êàê ÷èñëà ïîäèíòåðâàëîâ, òàê è ïîðÿäêà àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëè-
æåíèé â êàæäîé òî÷êå ïàðàìåòðè÷åñêîãî èíòåðâàëà, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò íà îñíîâå òàêèõ êîíñòðóêöèé ñòðîèòü êîíêðåòíûå ìåòîäû îáó÷å-
íèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ íà êàæäîé èòåðàöèè ïîÿâëÿþòñÿ áîëåå
ëó÷øèå óïðàâëåíèÿ, îáðàçóþùèå ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ïîäèíòåðâàëîâ è ïîâûøåíèÿ ïî-
ðÿäêà àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé, à òàêæå ââîäÿ ðàçëè÷íûå ñïî-
ñîáû ïîäêðåïëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ÷ëåíîâ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèåìîâ èõ óëó÷øåíèÿ,
íàïðèìåð, ðåøàÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ äîïîë-
íèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ â êàæäîé èòåðàöèè èçìåíÿÿ êîýôôèöèåíòû
â ìàòðèöàõ êðèòåðèÿ (2).
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ÎÁ ÓËÜÒÐÀÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ
Ñ ÂÅÊÒÎÐÍÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ

Ì.Í. Äåì÷åíêî (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ)
demchenko@pdmi.ras.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, âîçìó-
ùåííîìó âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì. Óðàâíåíèÿ óëüòðàãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî òèïà íå èìåþò ñòîëü øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ, êàê êëàññè÷åñêèå
(ýëëèïòè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå) óðàâíåíèÿ. Òåì
íå ìåíåå îíè âîçíèêàþò â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ è ñòàëè ïðåäìåòîì
ðÿäà èññëåäîâàíèé (ñì., íàïðèìåð, [1-5]). Îäíîé èç òàêèõ îáëàñòåé
ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà â Rd:

H = H0 + q(x), H0 = −∆.

Ïðåäëîæåííûé Ë. Ä. Ôàääååâûì ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé îáðàòíîé çàäà÷è îñíîâàí íà ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðàõ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó HU = UH0. ßäðî Øâàðöà Ω(x, y), x, y ∈ Rd,

© Äåì÷åíêî Ì.Í., 2026
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ñïëåòàþùåãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óëüòðàãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì:

(∆y −∆x + q(x)) Ω(x, y) = 0. (1)

Äàííîå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ïîèñêó äðóãèõ âîçìóùåííûõ
óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ïðèëîæå-
íèÿ â ôèçèêå. Îäíî èç òàêèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñëå-
äóþùåé ìîäèôèêàöèåé óðàâíåíèÿ (1). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ïåðå-
ìåííûõ u = (x+ y)/2, v = (x− y)/2, ïîñëåäíåå èìååò âèä(∑

k

∂2ukvk
− q(u+ v)

)
Ω(u, v) = 0.

Äàëåå, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåìåííûå u, v ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî R1,d (âìåñòî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà):

u = (u0, u1, . . . , ud), v = (v0, v1, . . . , vd),

è çàìåíèì ñòàðøèé ÷ëåí íà ñóììó ∂uα
∂vα . Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ñòàí-

äàðòíûå êîâàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ:

∂uα = (∂u0 , ∂u1 , . . . , ∂ud), ∂uα
= (∂u0 ,−∂u1 , . . . ,−∂ud),

(àíàëîãè÷íî äëÿ ∂vα , ∂vα), êîòîðûå òàêæå ïîäðàçóìåâàþò ñóììè-
ðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì. Íàêîíåö,
îò ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà q ìû ïåðåéäåì ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèà-
ëó Aα(u) � ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â R1,d, êîòîðàÿ â ñëó÷àå d = 3
ìîæåò èìåòü ñìûñë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè. Ìû ó÷òåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
äåëàåòñÿ ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Êëåéíà-Ãîðäîíà-Ôîêà è óðàâíåíèè
Äèðàêà � çàìåíèì â ñòàðøåì ÷ëåíå ïðîèçâîäíóþ ∂uα íà ñâÿçíîñòü
ñïåöèàëüíîãî âèäà (ïî ïåðåìåííîé u):

(∂uα + iAα(u))∂vαΩ(u, v) = 0. (2)

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ óðàâíåíèÿõ (1) è (2) êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò
îò îäíîé èç äâóõ ïåðåìåííûõ.

Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (2),
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ïîêà òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îäíà-
êî, åãî ðåøåíèå Ω(u, v) ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì (ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) ñâÿçàíî ñ îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â
ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
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ÌÅÒÎÄ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÞÙÈÌÈ
ÀÐÃÓÌÅÍÒÀÌÈ1

À.Ë. Äæàáðàèëîâ (Ãðîçíûé, ×ÃÓ èì. À.À. Êàäûðîâà)
ahmed_0065@mail.ru

Èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çà-
ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

l∑
j=1

m∑
µ=0

Fijµ0(x)y
(µ)
j (x) +

l∑
j=1

n∑
µ=0

N∑
v=1

Φijµv0(x)y
(µ)
j (x− εv) =Wi0(x),

(1)
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Fijµ0(x), Φijµv0(x), Wi0(x) èç êëàñ-
ñà k ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, i = 1, l. Äëÿ k = 0 áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îíè íåïðåðûâíû ïðè x ⩾ 0. Çäåñü m è n � íåîòðè-
öàòåëüíûå, à l è N � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, âåëè÷èíû εv
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì: 0 < ε1 < ε2 < · · · < εn <∞.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñ.çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè (FEGS-2026-0004).
© Äæàáðàèëîâ À.Ë., 2026

102



Äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ïî x è â ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå âíîñèì çíà÷åíèÿ yk

.
1

j (x), j = 1, l, èç (1), ïðåäâàðèòåëüíî

ðàçðåøèâ ñèñòåìó (1) îòíîñèòåëüíî yk
.
1

j (x), i = 1, e, òîãäà èìååì:

l∑
j=1

m∑
µ=0

Fijµ1(x)y
(µ)
j (x) +

l∑
j=1

n+1∑
µ=0

N∑
v=1

Φijµv1(x)y
(µ)
j (x− εv) =Wi1(x).

(2)
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé (1) è (2), ãäå i = 1, l, α = 0, 1, 2, . . . , k :

l∑
j=1

m+1∑
µ=1

Fijµα(x)y
(µ)
j (x) +

l∑
j=1

n+α∑
µ=1

N∑
v=1

Φijµvα(x)y
(µ)
j (x− εv) =Wiα(x).

(3)

Èç (3) ïðè α = 0 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà (1), ïðè α = 1 � ñèñòåìà
(2) è ò.ä. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì, åñëè íåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íå èìååò ìåñòà. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû (1)
íåëüçÿ ïîëó÷èòü, âîîáùå ãîâîðÿ, êàê ðåøåíèå êàêîé-ëèáî èç ñèñòåì
(3), α = 1, k.

Äëÿ ñèñòåì (3), α = 0, 1, 2, . . . , k, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî çàäà-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:


y
(m+p−α)
i (x) = φ

(p−α)
i , x ∈ [−εN , 0], p = 0, 1, 2, . . . , k,

α = 0, 1, 2, . . . , p,

y
(µ)
i (x0) = y

(µ)
i0 , x0 ∈ [−εN , 0], µ = 0, 1, 2, . . . ,m− 1, i = 1, l.

(4)

ãäå ôóíêöèè φi(x), i = 1, e, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû äî k-ãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà [−εw,0), à y

(µ)
i0 � íåêîòîðûå çàäàííûå ÷èñ-

ëà.

Òåîðåìà Ïóñòü m ⩾ n è i = 1, l. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî ÷èñëà α = 0, 1, . . . , k, ôóíêöèè Fijµ0(x), Φijµv0(x), Wi0(x)
k ðàç äèôôåðåíöèðóåìû è òàêîâû, ÷òî Fijµα(x), Φijµvα(x), Wiα(x),
α = 1, k íåïðåðûâíû äëÿ x ⩾ 0, òîãäà çàäà÷à (3), (4) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå yi(x) òàêîå, ÷òî ôóíêöèè y
(m+α)
i (x) íåïðåðûâíû

ïðè x ⩾ −εN . Äëÿ µ = 0, 1, 2, . . . ,m+α−1 ôóíêöèè y
(µ)
i (x) íåïðåðûâ-
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íû ïðè x ⩾ −εN , ïðè −εN ⩽ x < 0 îíè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

y
(m+p−α)
i (x) = φ

(p−α)
i (x), x ∈ [−εN , 0), p = 0, 1, 2, . . . , k,

α = 0, 1, 2, . . . , p,

y
(µ)
j (x) =

m−1∑
q=µ

y
(q)
j (x0)

(x− x0)
q−µ

(q − µ)!
+

x∫
x0

(x− τ)m−1−µ

(m− 1− µ)!
φi(τ)dτ,

(5)

à ïðè x ⩾ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

y
(µ)
j (x) =

∑
p

µp

D
(up)
α (zp)

[
∂µp−1

∂zµp−1
{Niα(z, x)z

µ}
]
z=zp

, i = 1, l, (6)

ïðè÷åì ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì êîðíÿì zp óðàâíåíèÿ

Dα(z) = |Dijα(z)| = 0, (7)

µp � êðàòíîñòü êîðíÿ zp óðàâíåíèÿ (7).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (6) òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå yi(x), óäî-
âëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (4), (5), ÷òî ñëåäóåò èç òåîðèè
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà.
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Â ñîâðåìåííîì ìèðå òðóäíî îáîéòèñü áåç êðèòè÷åñêîãî ìûøëå-
íèÿ [1]. Îãðîìíûé ïîòîê èíôîðìàöèè òðåáóåò àíàëèçà, ïåðåðàáîò-
êè, àðãóìåíòèðîâàííîñòè, äîñòîâåðíîñòè, óìåíèÿ äåëàòü ïðàâèëü-
íûå âûâîäû è ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ. Ýòà æå ïðîáëåìà ïðèñóùà îáðà-
çîâàíèþ, îñîáåííî ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ [2], ñâÿçàííûõ ñ èí-
ôîðìàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè. Ðàçâèâàòü êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå
êðàéíå âàæíî â êîíòåêñòå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, çàõâàòèâøåãî
â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíôîðìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî [3].

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ðàçâèòèÿ êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ íà ïðè-
ìåðå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñòóäåíòîâ Ìîñêîâñêîãî òåõíè÷å-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà ñâÿçè è èíôîðìàòèêè. Åñëè ãîâîðèòü î áàêàëàâ-
ðàõ, òî ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû, êàê ïðàâèëî, èçó÷àþòñÿ íà 1-2
êóðñàõ, èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è èñ-
ñëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû âêëþ÷àþò â ñå-
áÿ ëèíåéíóþ àëãåáðó è àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç è äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. Íà ôàêóëüòåòå öèôðîâîé ýêîíî-
ìèêè è ìàññîâûõ êîììóíèêàöèé ÷èòàåòñÿ îáùèé êóðñ âûñøåé ìàòå-
ìàòèêè, íî åãî íàïðàâëåíèÿ ïîäãîòîâêè èìåþò âòîðè÷íóþ òåõíè÷å-
ñêóþ íàïðàâëåííîñòü.

Ñòóäåíòû êàê áóäóùèå ñïåöèàëèñòû â IT-ñôåðå äîëæíû ãëó-
áîêî ìûñëèòü, îáëàäàòü àíàëèòè÷åñêèìè, ïðîñòðàíñòâåííûìè, ëî-
ãè÷åñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè, àíàëèçèðîâàòü è ñèíòåçèðîâàòü ó÷åáíûé
è ïðîôåññèîíàëüíûé ìàòåðèàë, íàõîäèòü ýôôåêòèâíûå ðåøåíèÿ è
óìåíüøàòü ðèñêè. Ïðè ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ îáó÷àåìûå
èíîãäà ïðèáåãàþò ê íåéðîñåòÿì è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó, ÷àñòü
çàäàíèé êîòîðûìè âûïîëíåòñÿ ñ îøèáêàìè èëè íåïîëíî. Ñòóäåí-
òû, ïðîÿâèâ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü, äîëæíû óìåòü êðèòè÷åñêè îöåíèòü
ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû, ïîäõîäû, âûêëàäêè è âûâîäû, âñå ïðîâåðèòü
è ñäåëàòü ïðàâèëüíûå çàêëþ÷åíèÿ. Îäíàêî ïðåïîäàâàòåëÿì ñòîèò
áûòü âíèìàòåëüíûìè ê ïðîöåññó îáó÷åíèÿ, îñîáåííî êàñàåìî îáúåê-
òèâíîñòè îöåíêè çíàíèé [4].

Äëÿ ðàçâèòèÿ íîâåéøèõ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé òðåáóåòñÿ êðå-
àòèâíîñòü, èííîâàöèîííîñòü è íåñòàíäàðòíîñòü. Âûðàáîòêà òàêèõ
èäåé òðåáóåò êðèòè÷åñêîãî îñìûñëåíèÿ. Óìåíèå ðåøàòü òàêîãî ðîäà
çàäà÷è õîðîøî ïðîÿâëÿåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ è êîí-
êóðñàõ. Êðîìå òîãî, ñ ýòèì òåñíî ñâÿçàíû íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ.
Âûïîëíåíèå êóðñîâûõ, âûïóñêíûõ êâàëèôèêàöèîííûõ ðàáîò, íàïè-
ñàíèå äèññåðòàöèé òðåáóþò íàó÷íîé íîâèçíû, îñíîâàòåëüíîé ïåðåðà-
áîòêè èíôîðìàöèè, óìåíèÿ âûäåëÿòü ñóùåñòâåííîå, îáîñíîâûâàòü,
âíîñèòü è äîêàçûâàòü íîâîå. Äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ, ïóáëèêà-
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öèè ñòàòåé, ó÷àñòèå â íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êðóæêàõ ïðîäâèãàþò è
ñòèìóëèðóþò òàêóþ äåÿòåëüíîñòü.

Â ïðèíÿòèè ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé, êðîìå ñêàçàííîãî, òðåáóåò-
ñÿ óìåòü âñåñòîðîííå ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå àñïåêòû, ðèñêè,
âëàäåòü îïòèìèçàöèåé.

Â ðàáîòå [4] ãîâèðèëîñü î ñåìåñòðîâûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíè-
ÿõ, âûäàâàåìûõ ñòóäåíòàì ïðåïîäàâàòåëÿìè êàôåäðû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà. Â îòëè÷èå îò çàäàíèé ÅÃÝ, ãäå ìíîãî øàáëîííîñòè,
îíè ïðåäïîëàãàþò ýëåìåíòû òâîð÷åñòâà, à â ñî÷åòàíèè ñ çàùèòîé,
âíîñÿò áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Êðîìå òîãî, ýìîöèîíàëüíûé èíòåëëåêò, êîììóíèêàòèâíûå íàâû-
êè, óìåíèå îòñòàèâàòü ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ, òðåáóþò êðèòè÷íîñòè è
óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå.

Ïðîâîäèìîå â ðàáîòå èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì àíà-
ëèçà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, èçëàãàåìîãî â [3], [4].
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Â L2(Rd) ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð Aε = − div g(x/ε)∇, ε > 0. Çäåñü g(x) � Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ (d× d)-ìàòðèöà-ôóíê-
öèÿ ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ìû èçó÷àåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé
çàäà÷è Êîøè uε(x, τ), x ∈ Rd, τ ∈ R, ε → 0, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ {

∂2τuε(x, τ) = −(Aεuε)(x, τ),

uε(x, 0) = φ(x), ∂τuε(x, 0) = ψ(x).
(1)

Àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â ñòàðøåì ïîðÿäêå áûëè
íàéäåíû â [1,2]. Ââåä¼ì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0 = −div g0∇ è
ñîîòâåòñòâóþùóþ ýôôåêòèâíóþ çàäà÷ó{
∂2τu0(x, τ) = −(A0u0)(x, τ), u0(x, 0) = φ(x), ∂τu0(x, 0) = ψ(x).

Çäåñü g0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥uε(·, τ)− u0(·, τ)∥L2(Rd) ⩽ C(1 + |τ |)1/2ε
(
∥φ∥H3/2(Rd) + ∥ψ∥H1/2(Rd)

)
.

Äîêëàä ïîñâÿù¼í íàõîæäåíèþ ïðèáëèæåíèÿ ïî L2(Rd)-íîðìå ñ
ïîãðåøíîñòüþ O(ε2) ïðè ó÷¼òå êîððåêòîðîâ. Â [3] áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ïîëó÷èòü òàêîå ïðèáëèæåíèå â òåðìèíàõ ïîðîãîâûõ õàðàêòå-
ðèñòèê íà êðàþ ñïåêòðà îïåðàòîðà A1 âîçìîæíî ëèøü äëÿ çàäà÷è
Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ñïåöèàëüíîãî âèäà:{
∂2τ ũε(x, τ) = −(Aεũε)(x, τ), ũε(x, 0) = φ̃ε(x), ∂τ ũε(x, 0) = ψ(x),

ãäå φ̃ε(x) = φ(x) + ε
∑d

j=1 Ψj(x/ε)∂jφ(x); Ψj � ñëàáîå Zd-ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

div g(x)
(
∇Ψj(x) + ej

)
= 0,

∫
(0,1)d

Ψj(x) dx = 0, j = 1, . . . , d;

à {ej}dj=1 � ñòàíäàðòíûå îðòû â Rd. Áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò:∥∥∥ũε(·, τ)− u0(·, τ)− ε

∑d
j=1 Ψj(·/ε)∂ju0(·, τ)

∥∥∥
L2(Rd)

⩽ C(1 + |τ |)ε2(∥φ∥H3(Rd) + ∥ψ∥H2(Rd)).
(2)

Çäåñü ε
∑d

j=1 Ψj(·/ε)∂ju0(·, τ) � êîððåêòîð.
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Â ñâåòå îïèñàííîãî ðåçóëüòàòà âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè íàéòè
ïðèáëèæåíèå ïî L2(Rd)-íîðìå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2) äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è {

∂2τ ǔε(x, τ) = −(Aεǔε)(x, τ),

ǔε(x, 0) = ε
∑d

j=1 Ψj(x/ε)∂jφ(x), ∂τ ǔε(x, 0) = 0.
(3)

Â ðàáîòå [4] ýòîò âîïðîñ áûë èçó÷åí â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (d = 1):
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) íàéäåíî ýôôåêòèâíîå ïðèáëèæåíèå ǔeffε :∥∥ǔε(·, τ)− ǔeffε (·, τ)

∥∥
L2(R)

⩽ C(1 + |τ |)ε2∥φ∥H4(R).

Ïðè ýòîì âêëàä â ýôôåêòèâíîå ïðèáëèæåíèå äàþò âñå êðàÿ ¾ïåðè-
îäè÷åñêèõ¿ ëàêóí â ñïåêòðå îïåðàòîðà A1.

Ýòîò ðåçóëüòàò âìåñòå ñ (2) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå ïî
L2(R)-íîðìå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2) ïðè ó÷¼òå êîððåêòîðà äëÿ ðåøå-
íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à íà èíòåðâàëå (−1, 1):{
−u′′(x) + αu′′(−x) = λu(x), −1 < x < 1,

u(−1) = 0, u(1) = β u(0),
(1)

ãäå α ∈ (−1, 1), β ∈ (−2, 2), u ∈ C2(−1, 1) ∩ C[−1, 1]. Îïåðàòîð L
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì Lu = −u′′(x)+αu′′(−x), ñîäåðæàùèì èí-
âîëþöèþ ν(x) = −x â ãëàâíîé ÷àñòè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ
íåëîêàëüíûìè çà ñ÷¼ò çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå x = 0.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä

u(x) = A sin(µx) +B cos(κµx), (2)

ãäå µ =
√
λ/(1 + α), κ =

√
(1 + α)/(1− α).

Ïîäñòàíîâêà (2) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîìó óðàâíåíèþ

sin(µ)
(
2 cos(κµ)− β

)
= 0. (3)

Èç (3) ïîëó÷àþòñÿ òðè ñåìåéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: µ(1)
k = πk

(k ∈ N) ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè u
(1)
k (x) = sin(πkx); à òàêæå

κµ
(2)
k = arccos(β/2) + 2πk è κµ

(3)
k = − arccos(β/2) + 2πk (k ∈ N) ñ

ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè

u
(j)
k (x) = sin(µ

(j)
k x) +

2

β
sin(µ

(j)
k ) cos(κµ

(j)
k x), j = 2, 3. (4)

Çàäà÷à (1) íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîé, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé òðåáóåòñÿ ñîïðÿæ¼ííàÿ çàäà÷à. Îíà
ñòðîèòñÿ ÷åðåç óñëîâèÿ ðàçðûâà ôóíêöèè v è å¼ ïðîèçâîäíîé v′ â
òî÷êå x = 0; õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷è ñîâ-
ïàäàåò ñ (3).

Äîêàçàíà ïîëíîòà è ìèíèìàëüíîñòü ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé çàäà÷è (1) â L2(−1, 1).

Íàçîâ¼ì óñëîâèåì (∗) òðåáîâàíèå µ(1)
n ̸= µ

(2,3)
k äëÿ âñåõ n, k ∈ N,

ò. å. πn ̸= 1
κ

(
± arccos β

2 + 2πk
)
.

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (∗) íà ïàðàìåòðû α, β
ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà
â L2(−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå Í.Ê. Áàðè: èç ìèíèìàëü-
íîñòè è ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1) è áåññå-
ëåâîñòè ñèñòåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðÿìîé è ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷
ñëåäóåò ñâîéñòâî áàçèñíîñòè Ðèññà.
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Ìàòðè÷íûé ïîäõîä, ñâîäÿùèé çàäà÷ó (1) ê ñèñòåìå íà [0, 1] ñ
ïîìîùüþ çàìåíû V1(x) = u(x), V2(x) = u(−x), ïîçâîëÿåò ðàñ-
ùåïèòü óðàâíåíèå íà äâà íåçàâèñèìûõ: äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû
A =

(−1 α
α −1

)
ïðèâîäèò ê ÷¼òíî-íå÷¼òíîìó ðàçëîæåíèþ, ÷òî îòêðûâà-

åò ïåðñïåêòèâó îáîáùåíèÿ íà îïåðàòîð âèäà −β u′′(x) + αu′′(−x) =
λu(x) ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïðè ïðîèçâîäíûõ.
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Ïóñòü V⃗ 1
2 (G) ⊂ W⃗ 1

2 (G) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîò-
ðèì íà V⃗ 1

2 (G) ãðàäèåíòíóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

(∇u⃗,∇v⃗)0 =

3∑
i=1

∫
G

(∇ui,∇vi) dx, (1)

ãäå u⃗ = (u1, u2, u3) ∈ V⃗ 1
2 (G) è v⃗ = (v1, v2, v3) ∈ V⃗ 1

2 (G), è ïîñòàâèì

ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïî çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó h⃗ ∈
(
W⃗ 1

2 (G)
)∗

íàé-

òè ôóíêöèþ u⃗ ∈ V⃗ 1
2 (G), òàêóþ, ÷òîáû ôîðìà (∇u⃗,∇v⃗)0 ñîâïàëà ñ

ñóæåíèåì ôóíêöèîíàëà h⃗ íà ïîäïðîñòðàíñòâî V⃗ 1
2 (G).

Èíûìè ñëîâàìè èùåòñÿ ôóíêöèÿ u⃗ ∈ V⃗ 1
2 (G), òàêàÿ, ÷òîáû äëÿ

ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè v⃗ ∈ V⃗ 1
2 (G)

(∇u⃗,∇v⃗)0 =
(
h⃗, v⃗
)
G
, (2)

ãäå
(
h⃗, v⃗
)
G
� çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà h⃗ ∈

(
W⃗ 1

2 (G)
)∗

íà ôóíêöèè

v⃗ ∈ V⃗ 1
2 (G).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ u⃗ ∈ V⃗ 1
2 (G) áóäåì â äàëüíåéøåì íàçû-

âàòü ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (2) íà ïîäïðîñòðàíñòâå

V⃗ 1
2 (G).
Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à î ïðåäñòàâëåíèè áèëè-

íåéíîé ôîðìû (1) â âèäå (2) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè äëÿ ëþáî-

ãî ôóíêöèîíàëà h⃗ ∈
(
W⃗ 1

2 (G)
)∗

èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u⃗ ∈ V⃗ 1
2 (G) è ïðè ýòîì

∥u⃗∥L⃗2(G) + ∥∇u⃗∥L⃗2(G) ⩽M
∥∥∥h⃗∥∥∥

(W⃗ 1
2 (G))

∗ , (3)

ãäå M > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò u⃗.
Óêàæåì äëÿ êàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ V⃗ 1

2 (G) ⊂ W⃗ 1
2 (G) ïîñòàâëåííàÿ

çàäà÷à êîððåêòíà.
Èìååò ìåñòî ñëåäóùàÿ
Òåîðåìà. Çàäà÷à (2) êîððåêòíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè íà ïîäïðîñòðàíñòâå V⃗ 1
2 (G) èíäóöèðîâàííàÿ íîðìà

∥u⃗∥1 = ∥u⃗∥0 + ∥∇u⃗∥0
ýêâèâàëåíòíà ãðàäèåíòíîé íîðìå

∥u⃗∥′1 = ∥∇u⃗∥0
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(çäåñü ∥·∥0 = ∥·∥L⃗2(G)).
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ÃËÀÄÊÎÑÒÜ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ ÏÐÎÑÒÎÃÎ ÑËÎß
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ÏÎÐßÄÊÀ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÇÈÃÌÓÍÄÀ

À.Þ. Åãîðîâà1, À.H. Êîíåíêîâ2 (Ðÿçàíü,
1ÐÃÐÒÓ èìåíè Â. Ô. Óòêèíà, 2ÐÃÓ èìåíè Ñ. À. Åñåíèíà)

ayu_egorova@mail.ru, an.konenkov@gmail.com

Â àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà H1+α,(1+α)/2
(
Ω̄
)
,

α ∈ (0, 1), ãëàäêîñòü ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ è åãî ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ã¼ëüäåðîâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè óñòàíîâëåíà â [1]
â ïëîñêèõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñ áîêîâîé ãðàíèöåé èç êëàñ-
ñà Æåâðå. Ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ãëàäêîñòè áî-
êîâîé ãðàíèöû îáëàñòè è êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû â [2] ïîêàçàíî,
÷òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ èç êëàññà C

◦
[0, T ] ïðèíàä-

ëåæèò ïðîñòðàíñòâó C
◦
1,1/2

(
Ω̄
)
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ è èìåþùèõ

íåïðåðûâíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïî-
ðÿäêà 1/2 ïî t, è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè t = 0.

Ìû èññëåäóåì ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â
àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Çèãìóíäà Hl

(
Ω̄
)
, l ⩾ 3, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ àíàëîãîì ïðîñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðàH l,α
(
Ω̄
)
äëÿ öåëîãî ïîêàçàòåëÿ

ãëàäêîñòè (α = 0). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Çèãìóíäà.
Â ÷àñòíîñòè, âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðî-
èçâîäíûõ ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ âáëèçè áîêîâîé
ãðàíèöû îáëàñòè.

Â ïîëóïîëîñå D+ = D∩{x > 0}, ãäå D = R× (0, T ), 0 < T <∞, ñ
¾áîêîâîé¿ ãðàíèöåé Σ0 = D̄ ∩ {x = 0} ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêóþ

© Åãîðîâà À.Þ., Êîíåíêîâ À.Í., 2026
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ïî Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

∂tu−A∂2xu = 0, (1)

ãäå u = (u1, ..., up)
T , p ∈ N, A = ||aij ||pi,j=1 � ìàòðèöà ðàçìåðà p× p ñ

âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè.
Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ φ èìååò âèä:

Uφ(x, t) =

∫ t

0

Z(x, t− τ)φ(τ)dτ

ãäå Z(x−y, t−τ) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû (1).
Îïðåäåëåíèå àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Çèãìóíäà Hl(Ω̄), l ∈ N,

ïðèâåäåíî â [3]. Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Çèãìóíäà H(−l)
m (Ω̄) îïðåäåëå-

íû â [4].
Òåîðåìà. Äëÿ m, l ∈ N è m > l + 1 îòîáðàæåíèå U : φ →

→ Uφ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà Hl
◦
(Σ0)

â H
(−l−1)
m (D+) è èç Hl

◦
(Σ0) â H◦ l+1(D̄+).
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñî ñëó÷àéíîé ñòðóê-
òóðîé, ïàðàìåòðû êîòîðîé ïîäâåðæåíû âîçäåéñòâèþ ìàðêîâñêîé öå-
ïè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìàðêîâñêàÿ
öåïü èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî. Â ìîìåíò ïåðåõîäà ñèñòåìû èç îäíî-
ãî ñòðóêòóðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿåòñÿ òàê-
æå ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû. Óñëîâèå ñêà÷êà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è
çàâèñèò îò ñëó÷àéíîé íîðìèðîâàííîé âåëè÷èíû. Â ðàííèõ ðàáîòàõ
(1), (2) ñëó÷àéíûå ñêà÷êè ïðîèñõîäèëè â ëþáîé ñëó÷àéíûé ìîìåíò
âðåìåíè íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â òîæå âðåìÿ,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ñêà÷êè íà÷èíàþò
ïðîèñõîäèòü ñ ÷àñòîòîé â êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Òî åñòü çà
êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷-
êîâ. Ïðèìåðàìè ñèñòåì ñ ÷àñòûìè èìïóëüñíûìè ïåðåõîäàìè ìîãóò
áûòü êîíñòðóêöèè ñ âîçðàñòàþùèìè âèáðàöèÿìè íà êîíå÷íîì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè, êàñêàäíûå ïåðåêëþ÷åíèÿ áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ
àïïàðàòîâ âî âíåøòàòíûõ ñèòóàöèÿõ.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû
ñêà÷êà ñèñòåìà ñ íàëè÷èåì òî÷êè êîíöåíòðàöèè ñêà÷êîâ àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâà. Íàéäåíû îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
ñêà÷êà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñî ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé

dx(t) = A(t, y(t), x(t)) dt+

l∑
ν=1

σν(t, y(t))x dwν , (1)

ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x0 ∈ Rm,
y(0) = y ∈ Y .
Â óðàâíåíèè (1) x ∈ Rn � n-ìåðíûé âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò

ñèñòåìû; âðåìÿ t èçìåíÿåòñÿ â îáëàñòè I = [0, T ]; ìàòðèöû-ôóíêöèè
A(t, y(t), x(t)), σν(t, y(t)) � çàäàíû.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ìàðêîâñêîé öåïüþ, ïðè
êàæäîì t ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà F = {y1, . . . , yk}.
Ïðîñòàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

P{y(t) = yj | y(s) = yi ̸= yj} = qij(t− s) + o(t− s),

P{y(t) = yi, s ⩽ τ ⩽ t | y(s) = yi} = 1− qi(t− s) + o(t− s),
(2)

ãäå qij � èçâåñòíûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ â j-
å, o(t − s) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì (t − s),
w(t) = {w1(t), . . . , wm(t)} � m-âåêòîðíûé ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé
ïðîöåññ.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àéíûé ìîìåíò tk ∈ I ïðîèñõîäèò ñêà÷-
êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ñòðóêòóðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Òîãäà ôàçî-
âûé âåêòîð èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ:

x(tk + 0) = Kikjk x(tk − 0) +

N∑
s=1

ξ(k)s Qs x(tk − 0), (3)

ãäå y(tk − 0) = yik , y(tk + 0) = yjk ̸= yik , Kikjk � n × n-ìàòðèöû,
i, j = 1, . . . , k, i ̸= j, îïèñûâàþùèå äåòåðìèíèðîâàííóþ êîìïîíåíòó
ñêà÷êà; Qs � ïîñòîÿííûå n×n-ìàòðèöû, s = 1, . . . , N , îïðåäåëÿþùèå
ñëó÷àéíóþ êîìïîíåíòó ñêà÷êà; ξ(k)s , s = 1, . . . , N , k ⩾ 0 � íîðìèðî-
âàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: Mξ

(k)
s = 0, M(ξ

(k)
s )2 = 1. Äëÿ êàæäîãî

ôèêñèðîâàííîãî k âåëè÷èíû {ξ(k)1 , . . . , ξ
(k)
N } � íåçàâèñèìû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà êðèòè÷åñêîé êîíöåíòðàöèè ñêà÷êîâ
îïðåäåëåíà óñëîâèåì limn→∞ tn = t∗ ∈ [0, T ].

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ ïà-
ðàìåòðîâ ñêà÷êà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (1)�(3) ñ òî÷êîé êîíöåíòðà-
öèè ñêà÷êîâ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Ðàññìîòðåí äåìîíñòðàöèîí-
íûé ìîäåëèðóþùèé ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû è ïîëó÷åíû îöåíêè ïà-
ðàìåòðîâ ñëó÷àéíûõ ñêà÷êîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óñòîé÷èâà.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, óæå ïîëó÷èâøèå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â çàäà÷àõ ìåõà-
íèêè è äðóãèõ îáëàñòÿõ [1]. Èñêîìîå ðåøåíèå, êàê è â ïðÿìûõ âàðèà-
öèîííûõ ìåòîäàõ Ðèòöà, Ãàëåðêèíà è äð., èùåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçè-
öèè êîîðäèíàòíûõ (áàçèñíûõ) ôóíêöèé. Îäíàêî ïðè ýòîì îñíîâíîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîìó âûáîðó êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ v ∈ W, ãäå W -
ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì èùåòñÿ ìèíèìóì íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà.

Äëÿ ïîñòðîåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî
ïðåäñòàâèòü îáëàñòü, â êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå, â âèäå îáúåäèíå-
íèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ñåãìåíòû, â äâóìåð-
íîì � íà ïðÿìîóãîëüíèêè è ò.ä.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ, â êîòîðîé èñ-
êîìàÿ ôóíêöèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåêîòîðûì êóñî÷-
íûì ïîëèíîìîì. Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå ïîëèíîìà, à òàêæå òðåáóåìóþ
ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ. Íà êàæäîì ýëåìåíòå âûäåëÿþòñÿ òî÷êè (óçëû),
â êîòîðûõ ôèêñèðóþòñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ: çíà÷åíèå
ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ åå ïðîèçâîäíûõ.

Íà âòîðîì ýòàïå ôîðìóëèðóåòñÿ, à çàòåì ðåøàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ
çàäà÷à ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà. Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ îáëàñòè
íà ýëåìåíòû çàäà÷à ñâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ê
ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ,
ðàâíûì ÷èñëó òî÷åê èíòåðïîëÿöèè. Òàê, â ñõåìå ñ òðåóãîëüíûìè
ýëåìåíòàìè ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ ðàâíî ñåìè, à ñ ïðÿìî-
óãîëüíûìè � äåâÿòè.
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Â îáëàñòè D = {(x, y) : x ∈ R, y > 0} ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à:

uxx(x, y) + uyy(x, y)− a ux(x− h, y)− b u(x, y) = 0, (x, y) ∈ D;

|u(x, y)| < +∞, (x, y) ∈ D;

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,

ãäå a > 0, b > 0, h ̸= 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, u0(x) �
íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.

Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåøåíèå çàäà÷è ïî-
ñòðîåíî â ÿâíîì âèäå. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôè-
öèåíòû è ñäâèã óðàâíåíèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåð-
æàùåãî îïåðàòîð ñäâèãà â ìëàäøåé ïðîèçâîäíîé, èññëåäóåòñÿ âïåð-
âûå.

Î ÂÎËÜÒÅÐÐÎÂÛÕ
ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ1

Ä.À. Çàêîðà (Ñèìôåðîïîëü, ÊÔÓ èì. Â.È.Âåðíàäñêîãî)
dmitry.zkr@gmail.com

Èññëåäóåòñÿ íåïîëíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. ßäðî ðàç-
íîñòíîãî òèïà èíòåãðàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëî-
ìîðôíóþ ïîëóãðóïïó, îêàéìë¼ííóþ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè.
Äîêàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïðàâàÿ ÷àñòü áëèçêà ê ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ïóñòü H, H0 � êîìïëåêñíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü
A, G, C � ïëîòíî îïðåäåë¼ííûå çàìêíóòûå îïåðàòîðû:

A : D(A) ⊂ H −→ H, G : D(G) ⊂ H0 −→ H0, C : D(C) ⊂ H −→ H0,

ïðè÷¼ì A, G � ñàìîñîïðÿæ¼ííûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå îïå-
ðàòîðû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ââåä¼ííûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùåé ãèïîòåçå:

1′) Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ C∗ exp(−tG)CA−1 ñèëüíî íåïðåðûâíà íà
R+ := [0,+∞).

1 Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèé-
ñêîé Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèå � 075-02-2026-1313.
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Îòñþäà, èç íåðàâåíñòâà Ãàéíöà è ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ çàìêíó-
òîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî D(A1/2) ⊂ D(C). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ωG := inf{λ ∈ σ(G)} (σ(G) � ñïåêòð îïåðàòîðà G) íèæ-
íþþ ãðàíü îïåðàòîðà G è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
ãèïîòåçû:

2′) Ñóùåñòâóåò a1 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî

ω−1
G ∥Cu∥2H0

⩽ a1∥A1/2u∥2H ∀u ∈ D(A1/2);

3′) Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð σess(A) îïåðàòîðà A íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òåí
è

{0 ̸= u ∈ D(A) : ∃λ > 0 : Au = λu} ∩KerC = ∅.

Ïî îïåðàòîðàì A, G, C ñ ó÷¼òîì ãèïîòåç 1′), 2′) ïîñòðîèì îïåðà-
òîðíûé ïó÷îê (îïåðàòîð-ôóíêöèþ) M(·) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M(λ) := I + λ2A−1 −
(
CA−1/2

)∗
(G− λI)−1

(
CA−1/2

)
.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
äëÿ íåïîëíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà:

d2u

dt2
= −Au+

t∫
0

C∗ exp
(
−G(t− s)

)
Cu(s) ds+ f(t),

u(0) = u0, u′(0) = u1. (1)

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1) íàçîâ¼ì ôóíêöèþ
u ∈ C2(R+;H) òàêóþ, ÷òî u(t) ∈ D(A), u′(t) ∈ D(A1/2) ïðè t ⩾ 0,
Au,A1/2u′ ∈ C(R+;H), âûïîëíåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è óðàâíåíèå
èç (1) äëÿ ëþáîãî t ⩾ 0.

Òåîðåìà.Ïóñòü âûïîëíåíû ãèïîòåçû 1′), 2′), 3′).
1) Åñëè u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), f ∈ C1(R+;H), òî ðåøåíèå çà-

äà÷è Êîøè (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
2) Áóäåì ñ÷èòàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî

f(t) = g(t) +

n∑
k=0

e−iσktfk(t), σ0 = 0, 0 ̸= σk ∈ R (k = 1, n),

ãäå g, fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n). Åñëè g, f ′k ∈ L1(R+;H) (k = 0, n) è
σ2
k /∈ σess(A) (k = 1, n), òî ïðè t −→ +∞ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
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øè (1) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∥∥∥A1/2
(
u(t)−

n∑
k=0

e−iσktA−1/2M−1(iσk)A
−1/2fk(t)

)∥∥∥2
H
+

+
∥∥∥u′(t) + n∑

k=1

e−iσktiσkA
−1/2M−1(iσk)A

−1/2fk(t)
∥∥∥2
H

−→ 0.

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ ïîëíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ èçó÷àëèñü â [1].
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Ïðèìåíÿÿ êîíöåïöèþ ïîòî÷å÷íîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî
Þ.Â. Ïîêîðíûì (ñì., íàïðèìåð, [1]), ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå êðà-
åâûõ çàäà÷ ñ íåãëàäêèìè ðåøåíèÿìè, ïåðèîäè÷åñêèìè è àíòèïåðèî-
äè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Èçó÷àåìûå çàäà÷è èìåþò âèä

−(pu′)(x) +
x∫
0

udQ = F (x)− F (0)− (pu′)(0),

u(0) = u(l),
u′(0) = u′(l),

(1)


−(pu′)(x) +

x∫
0

udQ = F (x)− F (0)− (pu′)(0),

u(0) = −u(l),
u′(0) = −u′(l).

(2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè p(x), F (x) èìåþò îãðàíè÷åííóþ
âàðèàöèþ íà [0, l], ïðè÷åì inf

[0,l]
p(x) > 0, p(0) = p(l); ôóíêöèÿ Q(x)
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ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [0, l]; ôóíêöèè p(x), Q(x), F (x) ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè â òî÷êàõ x = 0 è x = l. Ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) è (2) ïðèíàäëå-
æàò êëàññó àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ
èìåþò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [0, l].

Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çà-
äà÷ (1) è (2). Ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷
íàéäåíû â ÿâíîì âèäå.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ àäàïòèðîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ (1) è (2). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîãðàììû
íàïèñàíû íà ÿçûêàõ C++ è Python.
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Ïîêîðíûì (ñì., íàïðèìåð, [1]), ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çà-
äà÷ ñ ðàçðûâíûìè ðåøåíèÿìè è íåëèíåéíûìè óñëîâèÿìè. Èçó÷àå-
ìûå çàäà÷è èìåþò âèä

−(pu′µ)(x) + (pu′µ)(0) +
x∫
0

ud[Q] = F (x)− F (0),

u(0) = 0,
−p(l)u′µ(l) ∈ N[−m,m]u(l),

(1)



−
(
piui

′

µi

)
(x) +

(
piui

′

µi

)
(+0) +

∫ x

0

ui d[Qi] = F i(x)− F i(+0),

i = 1, 2, . . . , n,
n∑

i=1

pi(+0)ui
′

µi
(+0) ∈ N[−m,m]u(0),

u1(0) = u2(0) = . . . = un(0) = u(0),
ui(li) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

(2)

© Çâåðåâà Ì.Á., 2026

120



Çàäà÷à (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äåôîðìà-
öèé ðàçðûâíîé ñòðóíû (öåïî÷êè èç ñòðóí, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíà-
ìè), ðàñïîëîæåííîé âäîëü îòðåçêà [0, l], ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé
íàãðóçêè. Çàäà÷à (2) ìîäåëèðóåò äåôîðìàöèè ñèñòåìû èç n ðàçðûâ-
íûõ ñòðóí, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ðåáåð (0, li) ãåîìåòðè÷åñêîãî ãðàôà
- çâåçäû. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðóíû íåïðåðûâíî ñîåäè-
íåíû ìåæäó ñîáîé â òî÷êå x = 0, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò óçëó ãðàôà.
Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ òåðìèíîëîãèè èç [2].

Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çäåñü
îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà, ïîíèìàåìîãî â ðàñ-
øèðåííîì ñìûñëå. Ýòîò èíòåãðàë áûë ââåäåí Þ.Â. Ïîêîðíûì â [1],
êîãäà ìåðà âñÿêîé òî÷êè ðàçðûâà èíòåãðèðóþùåé ôóíêöèè ðàñùåï-
ëÿåòñÿ íà äâå ñîñòàâëÿþùèå, îïðåäåëÿåìûå ëåâûì è ïðàâûì ñêà÷-
êàìè ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î òàêîì èí-
òåãðàëå, ìû çàêëþ÷àåì ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ ïîä çíàêîì äèôôåðåí-
öèàëà, â êâàäðàòíûå ñêîáêè. Ðåøåíèÿ u(x) è ui(x), (i = 1, 2, . . . , n)
çàäà÷ (1) è (2) äîïóñêàþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà è òåðïÿò ðàçðûâ ëèøü â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèé µ(x) è
µi(x) ñîîòâåñòâåííî. Ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ êàê ïðîèçâîäíûå ïî
ìåðàì, ïîðîæäàåìûì ñòðîãî âîçðàñòàþùèìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîìåæóòêàõ ôóíêöèÿìè µ(x) è µi(x).

Íåëèíåéíûå óñëîâèÿ âîçíèêàþò â ñèëó íàëè÷èÿ ïðåïÿòñòâèÿ íà
ïåðåìåùåíèå ïðàâîãî êîíöà ñòðóíû (äëÿ çàäà÷è (1)) è óçëîâîé òî÷-
êè ñòðóííîé ñèñòåìû (äëÿ çàäà÷è (2)), ïðåäñòàâëåííîãî îòðåçêîì
[−m,m]. Ìíîæåñòâî N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíèé íîðìàëüíûé
êîíóñ ê îòðåçêó [−m,m] â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Â çàâèñèìîñòè
îò ïðèëîæåííîé âíåøíåé íàãðóçêè, îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèè F (x) äëÿ çàäà÷è (1) è F i(x) (i = 1, 2, . . . , n) äëÿ çàäà÷è (2),
ñîîòâåòñòâóþùèé êîíåö ñòðóííîé ñèñòåìû ëèáî äîñòèãíåò ãðàíè-
öû îãðàíè÷èòåëÿ, ëèáî îñòàíåòñÿ ñâîáîäíûì. Ôóíêöèè p(x) (pi(x),
i = 1, 2, . . . , n) õàðàêòåðèçóþò ñèëó íàòÿæåíèÿ ñòðóí; ôóíêöèè Q(x)
(Qi(x), i = 1, 2, . . . , n) îïèñûâàþò óïðóãîñòü âíåøíåé ñðåäû.

Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çà-
äà÷ (1) è (2). Ôîðìóëû òî÷íûõ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ íàéäåíû â ÿâíîì
âèäå. Èññëåäîâàí ðÿä êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé.
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ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ Â ÎÖÅÍÊÀÕ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ
ÊËÅÒÎ×ÍÛÕ ÑÕÅÌ: ÎÒ ÔÓÍÊÖÈÈ ØÅÍÍÎÍÀ

Ê ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÒÐÎÏÈÈ
Â.Ñ. Çèçîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

vzs815@gmail.com

Â òåîðèè ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì èññëåäóåòñÿ ôóíêöèÿ
Øåííîíà L(n) = maxf∈P2(n) L(f), ãäå L(f) � ìèíèìàëüíàÿ ïëîùàäü
ñõåìû, ðåàëèçóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ f . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êëåòî÷íûõ ñõåì [1]. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä
ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè, îñíîâàííûé íà ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè îïåðàòîðîâ è àïïàðàòå òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê íèæíèì îöåíêàì èñïîëüçóåò ïîäñ÷¼ò ÷èñ-
ëà ñõåì îãðàíè÷åííîé ïëîùàäè [2]. Äëÿ áàçèñà B (ñ ó÷¼òîì ïîâîðîòîâ
è îòðàæåíèé) ñïðàâåäëèâà ëåììà 1.

Ëåììà 1. ×èñëî N(n, k) ðàçëè÷íûõ êëåòî÷íûõ ñõåì ïëîùàäè k,
ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó

log2N(n, k) < k log2M(B) + n log2(k + 1) +O(log k). (1)

Ñðàâíèâàÿ ÷èñëî ñõåì ñ îáùèì ÷èñëîì áóëåâûõ ôóíêöèé 22
n

, ïîëó-
÷àåì íèæíþþ îöåíêó

LB(n) ⩾ 2n
log 2

logM(B)
. (2)

Äëÿ áàçèñà B0 âåëè÷èíà M(B0) = 45, îòêóäà LB0
(n) ⩾ 0.182 · 2n.

Îïåðàòîðíûé ìåòîä óëó÷øåíèÿ îöåíîê Êîìáèíàòîðíûé
ïîäõîä ó÷èòûâàåò ëèøü ëîêàëüíóþ ìîùíîñòü áàçèñà, èãíîðèðóÿ ãëî-
áàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ñîâìåñòèìîñòè ìåæäó êëåòêàìè. Äëÿ èõ ó÷¼òà
ââîäèòñÿ àïïàðàò òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé [3].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü L � êîíå÷íûé àëôàâèò êëåòîê, Q =
{0, 1, 2} � àëôàâèò ñîñòîÿíèé ãðàíèö. Êàæäîé êëåòêå ℓ ∈ L ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé îïåðàòîð Φℓ : Q 99K Q, ãäå Φℓ(s) = b(ℓ) ïðè
t(ℓ) = s, à t(ℓ), b(ℓ) � ñîñòîÿíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö.
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Äëÿ ïîëîñû øèðèíû k îïðåäåëèì òðàíñôåð-îïåðàòîð [4] Tk :
RΣk → RΣk , ãäå Σk = Qk. Åãî êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ ÷èñëîì äî-
ïóñòèìûõ ïîëîñ, ïåðåâîäÿùèõ âåðõíþþ ãðàíèöó s â íèæíþþ t:

(Tk)s,t = #
{
(ℓ1, . . . , ℓk) ∈ Lk

∣∣ Φℓk ◦ · · · ◦ Φℓ1(s) = t
}
. (3)

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè X ⊂ LZ2

, çà-
äàííîé óñëîâèÿìè ñîâìåñòèìîñòè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ h(X)
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ [5] λk = ρ(Tk):

h(X) = lim
k→∞

1

k
log λk. (4)

Ïðè ýòîì äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà k × n èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà
|Sk×n| ∼ Ckλ

n
k , n→ ∞.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêòèâíîå ÷èñëî äîïóñòèìûõ êîíôè-
ãóðàöèé ðàñò¼ò êàê λn/kk , à íå êàê M(B)n. Ýòî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü
êîíñòàíòó M(B) â îöåíêå (2) íà âåëè÷èíó k

√
λk, ÷òî äà¼ò áîëåå òî÷-

íóþ íèæíþþ ãðàíèöó.
Òåîðåìà 2. Äëÿ áàçèñà B0 è áëîêà 1× 1 ìàòðèöà T1 èìååò âèä

T1 =

11 0 0
0 26 8
0 26 0

 ,
å¼ ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ λ1 ≈ 32.4165. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íèæíÿÿ
îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà:

LB0
(n) ⩾ 2n

log 2

log λ1
≈ 0.2127 · 2n.

Äëÿ áëîêà 2 × 2 ïîëó÷åíî çíà÷åíèå λ
1/2
2 ≈ 10.771, ÷òî äà¼ò îöåíêó

LB0
(n) ⩾ 0.291 · 2n.
Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè êëåòî÷-

íûõ ñõåì, îñíîâàííûé íà ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå òðàíñôåð-îïåðàòîðà
òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè. Ìåòîä ïîçâîëÿåò:

1. çàìåíèòü ëîêàëüíóþ îöåíêó ìîùíîñòè áàçèñà íà ãëîáàëüíóþ
õàðàêòåðèñòèêó � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ;

2. ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå ÷èñëîâûå ãðàíèöû (óëó÷øåíèå ñ 0.182
äî 0.291 äëÿ áàçèñà B0);
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3. äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ñõîäèìîñòü LB(n)/2
n ê êîíñòàíòå,

çàâèñÿùåé îò áàçèñà.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì áëîêîâ áîëüøåãî
ðàçìåðà è èññëåäîâàíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëóãðóïïû ÷à-
ñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííîé áàçèñîì.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëüöåâàÿ ñåòåâàÿ ñèñòåìà

ẋ = Ax+Bu, (1)

ãäå x = x(t) ∈ Rn; u = u(t) ∈ Rm; t ∈ [0, T ]; xi � êîëè÷å-
ñòâî ïðîäóêòà (ðåñóðñà), ïîñòàâëÿåìîãî i�îìó ïîòðåáèòåëþ, ui �
êîëè÷åñòâî ïîñòàâëÿåìîãî ïðîäóêòà (ðåñóðñà), ïîñòàâëÿåìîãî j�ûì
ïîñòàâùèêîì.

Ìàòðèöà A â ñëó÷àå êîëüöåâîé ñèñòåìû èìååò íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû � ýòî êîëè÷åñòâî íåèñïîëüçîâàí-
íîãî ïðîäóêòà, âîçâðàùàåìîãî â ñåòü.
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Ïðèìåðîì òàêèõ ñèñòåì ñëóæàò êîëüöåâûå ñèñòåìû ýëåêòðîñíàá-
æåíèÿ, âîäîñíàáæåíèÿ, òåïëîñíàáæåíèÿ; ãàçî� è íåôòå� ðàñïðåäåëå-
íèÿ è ò.ä.

Íàáëþäàåìûìè âûõîäíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû
ys, s = 1, 2, ..., l, ýëåìåíòà y:

y = Cx, C : Rn → Rl. (2)

Ñèñòåìà (1) óïðàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñâÿçè

u = Ky. (3)

Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü êîìïîíåíòû ìàòðèöû C, òî åñòü îïðåäåëèòü,
êàêèå xi ñëåäóåò íàáëþäàòü, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ìàòðèöà îáðàòíîé
ñâÿçè K òàêàÿ, ÷òîáû ñèñòåìà (1)�(3) áûëà ñòàáèëèçèðóåìîé.

Ïóñòü
∧

= {λj} � ñïåêòð ìàòðèöû A+BKC.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü C è K òàêèå, ÷òî Reλj < 0.
Ïîòðåáèòåëè â ñèñòåìå (1) äâóõ âèäîâ:
� ïîòðåáèòåëè, êîòîðûå íå ïåðåâîäÿò ÷àñòü ïîëó÷àåìîãî ïðîäóê-

òà äðóãèì ïîòðåáèòåëÿì (ïàññèâíûå);
� ïîòðåáèòåëè, êîòîðûå ÷àñòü ïîëó÷àåìîãî ïðîäóêòà ïåðåâîäÿò

äðóãèì ïîòðåáèòåëÿì (àêòèâíûå).
Òåîðåìà. Åñëè â êà÷åñòâå êîìïîíåíò ys ïîëîæèòü âñå òå è

òîëüêî òå êîìïîíåíòû ñîñòîÿíèÿ x(t), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
àêòèâíûì ïîòðåáèòåëÿì, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà îáðàòíîé ñâÿ-
çè K òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà (1)�(3) ñòàáèëèçèðóåìàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óêàçàí âèä ìàòðèöû C.
Äàåòñÿ ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû K.
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ÀÇÈÌÓÒÀËÜÍÎ-ÓÃËÎÌÅÑÒÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ ÎÁÚÅÊÒÀ ÏÎ ÒÐÅÌ
ÐÅÏÅÐÍÛÌ ÒÎ×ÊÀÌ

Ì.Ñ. Èâàíîâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
Marliberty123@gmail.com

Ðàíåå áûëà èññëåäîâàíà çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèé ïðè íàõîæäåíèè êîîðäèíàò ïîäâèæíîãî îáúåêòà ïî òðåì
ðåïåðíûì òî÷êàì [1,2]. Äëÿ îïèñàíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè åå ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîèñêîì òî÷åê áèôóðêàöèè..

Ââåäåì ñîãëàñíî [3] îïðåäåëåíèå òî÷åê âåòâëåíèÿ è áèôóðêàöèè:
Ïóñòü îïåðàòîð F îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå Ω, Ω(x0, λ0) ⊂ X+̇Λ,

à çíà÷åíèÿ F ëåæàò â Y (X, Λ è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà).

F (x, λ) = 0 (1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
F (x0, λ0) = 0. (2)

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà (x0, λ0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1), åñëè äëÿ ëþáûõ r > 0 è ρ > 0 íàéäåòñÿ λ ∈ Sρ(λ0),
êîòîðîìó îòâå÷àþò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ëå-
æàùèõ â øàðå Sr(x0).

Îïðåäåëåíèå 2.Òî÷êà λ0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè óðàâ-
íåíèÿ (1), åñëè òî÷êà (x, λ0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Ïóñòü dij � íàáîð òðåõ âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, çíà-
÷åíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü äëèíàìè òðåóãîëüíèêà. Îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâî M(d12, d13, d23), êàê ìíîæåñòâî òðîåê ℓ = (ℓ1, ℓ2, ℓ3), äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

|ℓi − ℓj | ⩽ dij ⩽ ℓi + ℓj , 1 ⩽ i < j ⩽ 3, (3)

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â (3) äîñòèãàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîì èç øåñòè
íåðàâåíñòâ, ëèáî âûïîëíåíèÿ îäíîé èç òð¼õ ñèñòåì ðàâåíñòâ:

ℓ1 = 0,

d12 = ℓ2,

d13 = ℓ3,

èëè


ℓ2 = 0,

d12 = ℓ1,

d23 = ℓ3,

èëè


ℓ3 = 0,

d13 = ℓ1,

d23 = ℓ2.
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Çàäàäèì îïåðàòîð Φ(ℓ, λ) :M ×M → R3,

Φ(ℓ, λ) =

λ1λ2(ℓ21 + ℓ22 − d212)− ℓ1ℓ2(λ
2
1 + λ22 − d212)

λ1λ3(ℓ
2
1 + ℓ23 − d213)− ℓ1ℓ3(λ

2
1 + λ23 − d213)

λ2λ3(ℓ
2
2 + ℓ23 − d223)− ℓ2ℓ3(λ

2
2 + λ23 − d223)

 .

Çàòåì èçó÷èì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Φ(ℓ, λ) = 0. (4)

Òî÷êè ((0, d12, d13), (0, d12, d13)), ((d12, 0, d23), (d12, 0, d23)) è
((d13, d23, 0), (d13, d23, 0)) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ óðàâíåíèÿ (4).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Φ(ℓ̃i, λi) = 0, (5)

ãäå ℓ̃i = (ℓ1 + λ1, ℓ2 + λ2, ℓ3 + λ3).
Òîãäà òî÷êè ((0, d12, d13), (0, d12, d13)), ((d12, 0, d23), (d12, 0, d23)) è
((d13, d23, 0), (d13, d23, 0)) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ
(5).
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Ïóñòü (Ω, F, P ) âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îñíàùåííîå âîçðàñ-
òàþùåé íåïðåðûâíîé ñïðàâà ôèëüòðàöèåé F = {Ft}t∈[0,∞).

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ çà-
ïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè âèäà

dXt = F (t,Xt)dt+G(t,Xt)dWt, t ∈ [0,∞), Xt = ζ(t), t ∈ [−τ, 0],
(1)

ãäå

Wt, Ft ∈ [0,∞) � ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå,

τ ∈ [0,∞) � íåîòðèöàòåëüíîå çàïàçäûâàíèå ïî âðåìåíè,

Xt = {X(s) | s ∈ [t− τ, t]} ⊂ C([−τ, 0],R), t ∈ [0,∞),

ζ ∈ C([−τ, 0],R) � F0-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

F,G ∈ C
(
R× C([−τ, 0],R), R

)
� çàäàííûå ôóíêöèè.

(2)

Óñëîâèÿ (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ñòàíäàðòíûõ èí-
ñòðóìåíòîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ (ÿâëåíèé) â áèî-
ëîãèè, ôèçèêå, ýêîíîìèêå, îñîáåííî, â ïðèñóòñòâèè îáðàòíûõ ñâÿçåé
ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå äîëãîñðî÷íîãî ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì
(ËÑÓÇ) â ôîðìå ýâîëþöèè ïî âðåìåíè âòîðîãî ìîìåíòà ðåøåíèé,
à èìåííî

m2(Xt) = E[X2
t ] ïðè t→ ∞.

Äëÿ ÑÓÇ îáùåãî âèäà, ïîäîáíî (1) òðóäíî íàéòè òî÷íûå ðåçóëü-
òàòû èçâåñòíûõ ôóíêöèé F è G è íàëè÷èÿ ïàìÿòè â ñèñòåìå.

Îäíàêî, â ñëó÷àå ëèíåéíîãî, îäíîðîäíîãî ïî âðåìåíè ÑÓÇ ìîæíî
èññëåäîâàòü òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ êîìîìåíòà â âèäå

K2X(t, s) = E[X(t)X(s)],

êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáå ôóíêöèþ m2X. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû Ôó-
áèíè è ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî K2X
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óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çà-
ïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè.

Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî âðåìåíè óñèëåí-
íûìè ñèñòåìàìè. Äîïîëíèòåëüíî áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ óñè-
ëåííûõ ñèñòåì èìåþò íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà. Îäíî èç
âàæíûõ ñâîéñòâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà äèàãîíàëüíîé ïîëîñå

D2
τ = {(t, s)|s, t ∈ [−τ,∞), |t− s| ⩽ τ}.

Îíî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû òåîðèè ïîëóãðóïï ÷òîáû
âûâåñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé (êîìïëåêñíûõ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåò ïîâå-
äåíèå m2X ïðè t→ ∞.

Âòîðîé ðåçóëüòàò ýòîãî èññëåäîâàíèÿ êàñàòåëüíî óñèëåííûõ ñè-
ñòåì ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñëàáîé ñòàöèîíàðíîñòè ðåøå-
íèé ëèíåéíûõ è ñêàëÿðíûõ ÑÓÇ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ÑÓÇ

dXt = (a0Xt + a1Xt−τ )dt+ (b0Xt + b1Xt−τ )dWt, t ∈ [0,∞), (3)

ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè a0, a1, b0, b1. Íàñ áó-
äåò èíòåðåñîâàòü äèñêðåòíàÿ (÷èñëîâàÿ) ñõåìà óðàâíåíèÿ (3).

Ïîýòîìó íà ïåðâîì ýòàïå ìû äîëæíû âûÿñíèòü âèä óñèëåííîé
ñèñòåìû äëÿ (3). Äàëåå íàäî îïðåäåëèòü âàæíóþ ñâÿçü ñ ýâîëþöèåé
âî âðåìåíè òåõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå
âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ê ëèíåéíîé
ÑÓÇ.

Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ìû âûáèðàåì ¾ÿâíûé ìåòîä Ýé-
ëåðà¿ ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè h = τ . Òîãäà ïðèõîäèì ê ÷èñëåííîìó
ðåøåíèþ Y = {Yn}n∈N óðàâíåíèé

Yn+1 = Yn+h(a0Yn+a1Yn−1)+
√
h(b0Yn+ b1Yn−1)εn+1, n ∈ N, (4)

ãäå {εn+1}n∈N � ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ è èäåí-
òè÷íûõ N(0, 1)-ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ.

Êàê ñëåäóåò èç [1], ìîæíî íàéòè âòîðûå ìîìåíòû îò {Yn}n∈N, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò äåòåðìèíèðîâàííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-
íèÿì � òàê íàçûâàåìîé (äèñêðåòíîé ïî âðåìåíè) óñèëåííîé ñèñòåìû.
Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè â [1] íàéäåì

Zn+1 = AZn, (5)
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ãäå
Zn+1 = [E[Y 2

n+1], E[Yn+1Yn], E[Y 2
n ]]

T

A =

1 + 2a0h+ b20h 2(a1h+ b0b1h) a21h
2 + b21h

1 + a0h a1h 0
1 0 0

 . (6)

Ïåðâûé ñòîëáåö ýòîé ðåêóðñèè âûãëÿäèò òàê

E[Y 2
n+1] = E[Y 2

n ] + h(2a0 + b20)E[Y 2
n ] + 2(a1 + b0b1)E[YnYn−1]+ (7)

+b21E[Y 2
n−1] + h2(a20 + a21E[Y 2

n ] + 2a0a1E[YnYn−1] + a21E[Y 2
n−1]).

Ñóììèðîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé ïî ïåðâûì n ïîâòîðÿþùèìñÿ ñëàãà-
åìûì äàåò

E[Y 2
n+1] = E[Y 2

0 ] +

n∑
k=0

[2a0E[Y 2
k ] + 2a1E[YkYk−1] + b20E[Y 2

k ]+

+2b0b1E[YkYk−1] + b21E[Y 2
k−1]]h+ h

n∑
k=0

[a2
0 + b20E[Y 2

k ]+

+2a0a1E[YkYk−1] + a21E[Y 2
k−1]]h. (8)

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåòêà t0 − τ + τN ÿâëÿåò-
ñÿ ýêâèäèñòàíòíîé è ðàññìîòðèì ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè n =
0 . . .∞YnI(tn, tn+1) è óáåäèìñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ (8) è
ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

E[Xh(tn+1)
2] =

= E[Xh(t0)
2]+2

n∑
k=0

[a0E[Xh(tk)
2]+a1E[Xh(tk)Xh(tk−1)]](tk+1− tk)+

+

n∑
k=0

[b20E[Xh(tk)
2]+2b0b1E[Xh(tk)Xh(tk−τ)]+b21E[Xh(tk−τ)2]](tk+1−tk)+

+h

n∑
k=0

[a20+b20E[Xh(tk−1)
2]+2a0a1E[Xh(tk)Xh(tk−1)]+a21E[Xh(tk−1)

2]](tk+1−tk) =

= E[Xk(t0)
2] + 2

∫ tn+1

t0

(a0E[Xh(s)
2] + a1E[Xh(s)Xh(s− τ)])ds+

+

∫ tn+1

t0

(b20E[Xh(s)
2] + 2b0b1E[Xh(s)Xh(s− τ)] + b21E[Xh(s− τ)2])ds+
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+

∫ tn+1

t0

(a2
0+b20E[Xh(s−τ)2]+2a0a1E[Xh(s)Xh(s−τ)]+a2

1E[Xh(s−τ)2])ds.

(9)

Åñëè òåïåðü h óñòðåìèì ê íóëþ â (9) è ó÷èòûâàåì, ÷òî òîãäà
ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Xh ñòðåìèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ X óðàâíå-
íèÿ (3) â ïðîñòðàíñòâå Äåëôóð-Ìèòòåð M([−τ, t],R) (ñì. [2]), òî ìû
îæèäàåì, ÷òî îæèäàíèå X óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

E[X2
t ] = E[X2

0 ] +

∫ t

0

(2a0E[X(s)2] + 2a1E[X(s)X(s− τ)])ds+

+

∫ t

0

(b20E[X(s)2] + 2b0b1E[X(s− τ)2] + b21E[X(s− τ)2])ds. (10)

Âòîðîé ñòîëáåö ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (5) èìååò âèä

E[Yn+1Yn] = E[Y 2
n ] + h(a0E[Y 2

n ] + a1E[YnYn−1]). (11)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå íå ïðèâîäèò ê îòìåíå ñóììèðóåìûõ â îáå-
èõ ÷àñòÿõ. Äàëåå, óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè äèñêðåòíîé çàäà÷è ÷åðåç
óñòðåìëåíèå h ê íóëþ ìîæåò ïðèâåñòè ê áåñêîíå÷íûì ñóììàì. Îä-
íàêî, çàìåòèì, ÷òî (11) ýêâèâàëåíòåí ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

1

h
(E[Yn+1Yn]− E[Y 2

n ]) = (a0E[Y 2
n ] + a1E[YnYn−1]) (12)

èëè

1

h
(E[X(tn+h)X(tn)]−E[X(tn)X(tn)]) = (a0E[X(tn)

2]+a1E[X(tn)X(tn−τ)]).

(13)

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîìó ñòîëáöó ðåêóððåíòíîé ñõåìû (5) ñ ó÷åòîì
ñîîòíîøåíèé (12) è (13) óâèäèì, ÷òî ìîæíî ïîâòîðèòü ýòî ñõîäñòâî
â âèäå

1

h
(E[X(tn+h)

2]−E[X(tn)
2]) = 2(a0E[X(tn)

2]+a1E[X(tn)X(tn−τ)])+

+b20E[X(tn)
2] + 2b0b1[X(tn)X(tn − τ)] + b21E[X(tn − τ)2]+

+h(a0a1E[X(tn)X(tn − τ)] + a21E[X(tn − τ)2]). (14)

Óðàâíåíèÿ (13) è (14) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî ÿâíîãî
ìåòîäà Ýéëåðà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (5) äëÿ ìîìåíòîâ âòîðîãî
ïîðÿäêà ãåíåðèðóåìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ Y ìîæåò áûòü ïîíÿòî
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êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ âîâëå÷åííûìè ÷àñòè÷íûìè ðàçíîñòíûìè
âåëè÷èíàìè. Ïîäîáíî (10) ýòî ïðèâîäèò ê ãèïîòåçå äëÿ íåïðåðûâ-
íûõ ïî âðåìåíè óñèëåííûõ ñèñòåì äëÿ ëèíåéíûõ ÑÄÓÇ: Óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áóäóò èìåòü ðåøåíèÿ â âèäå êîìîìåíòíîé
ôóíêöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ X óðàâíåíèÿ (7).

Áëèçêèå âîïðîñû èçó÷åíû äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äðîáíûõ óðàâíå-
íèé â ðàáîòàõ [3-7]
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ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÐÅÒÜÅÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÉ ÏÐÀÂÎÉ

×ÀÑÒÜÞ1

Ì.È. Èñìàéëîâ, Ñ.À. Íóðèåâà,
Ñ.È. Äæàôàðîâà (Àçåðáàéäæàíñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé

Óíèâåðñèòåò íåôòè è ïðîìûøëåííîñòè,
Àçåðáàéäæàíñêèé óíèâåðñèòåò òóðèçìà è ìåíåäæìåíòà,

Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè Àçåðáàéäæàíà)
migdad-ismailov@rambler.ru

Â îáëàñòè D = [0, T ]× [0, π] ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

utt(t, x)− αutxx(t, x) = F (u)(t, x) (1)

ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), (2)

u(t, π) = u(t, 0) = 0, (3)

ãäå T > 0, α > 0 - ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, F - çàäàííûé, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåëèíåéíûé îïåðàòîð, φ, ψ - çàäàííûå ôóíêöèè.

Â [1] áûëî èçó÷åíî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) â B-

ïðîñòðàíñòâå B
1+ 2

q ,
2
q

p,p,T , p > 2, (ïðè p = 2 â [2], q = p
′
- ñîïðÿæåííûé

ïîêàçàòåëü ê p) â âèäå

u(t, x) =

∞∑
n=1

un(t) sinnx. (4)

Ïóñòü B
1+ 2

q ,
2
q

p),p),T - B-ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé âèäà (4):

∥u∥p),p),T = sup
0<ε<p−1

(
ε

∞∑
n=1

(
n
1+ 2

(p−ε)′ ∥un∥C
)p−ε

) 1
p−ε

+

+ sup
0<ε<p−1

(
ε

∞∑
n=1

(
n

2
(p−ε)′

∥∥∥∥dundt
∥∥∥∥
C

)p−ε
) 1

p−ε

< +∞.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôîíäà Íàóêè Àçåðáàéäæàíà
- Ãðàíò � AEF-MGC-2025-1(54)-20/03/1-M-03.
© Èñìàéëîâ Ì.È., Íóðèåâà Ñ.À., Äæàôàðîâà Ñ.È. , 2026
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp)(D) - ãðàíä ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà,
(
Lp)(D)

)′
àñ-

ñîöèèðîâàííîå ê Lp)(D) ïðîñòðàíñòâî, lp),p)−2 - B-ïðîñòðàíñòâî ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {fn}n∈N ñ íîðìîé

∥∥{fn}n∈N

∥∥
p),p)−2

= sup
0<ε<p−1

(
ε

∞∑
n=1

np−ε−2 |fn|p−ε

) 1
p−ε

,

Lp),p)−2(0, T ) - B-ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé âèäà (4):

∥u∥p),p)−2 = sup
0<ε<p−1

(
ε

∞∑
n=1

np−ε−2

∫ T

0

|un(t)|p−ε
dt

) 1
p−ε

< +∞.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u ∈ B
1+ 2

q ,
2
q

p),p),T íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(3), åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå (2) è∫ T

0

∫ π

0

{ut(t, x)vt(t, x)− αuxx(t, x)vt(t, x) + F (u)(t, x)v(t, x)} dxdt =

=

∫ π

0

(αφ
′′
(x)− ψ(x))v(0, x)dx,

äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé v(t, x) òàêèõ, ÷òî v ∈
(
W 1

p)(D)
)′

, v(T, x) = 0

äëÿ ï.â. x ∈ [0, π], v(0, x) ∈
(
Lp)(0, π)

)′
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w(t, x) =
∞∑

n=1
wn(t) sinnx,

ãäå wn(t) = φn + 1
αn2

(
1− e−αn2t

)
ψn. Ïóñòü L =

sup
0<ε<p−1

 1
αT

p−ε−1
p−ε +

(
p−ε−1
α(p−ε)

) p−ε−1
p−ε

.
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) φ ∈ C1([0, π])
⋂
W 2

p)(0, π),
{
n2φn

}
n∈N

∈ lp),p)−2, φ(0) = φ(π) = 0;

(2) ψ ∈ C([0, π])
⋂
W 1

p)(0, π), {nψn}n∈N ∈ lp),p)−2, ψ(0) = ψ(π) = 0;

(3) F : B
1+ 2

q ,
2
q

p),p),T → Lp),p)−2(0, T ), ∀u ∈ B
1+ 2

q ,
2
q

p),p),T è t ∈ [0, T ]:

∥F (u)∥Lp),p)−2(0,t)
⩽
∫ t

0

(a(τ) + b(τ) ∥u∥p),p),τ )dτ ;
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(4) ∀u, v ∈ K
(
∥u∥p),p),T ⩽ R

)
è t ∈ [0, T ]:

∥F (u)− F (v)∥Lp),p)−2(0,t)
⩽
∫ t

0

c(τ) ∥u− v∥p),p),τ dτ,

ãäå a(t), b(t), c(t) ∈ L1(0, T ), R = A exp
∫ T

0
B(t)dt, A = ∥w∥p),p),T +

L ∥a∥1, B(t) = Lb(t).
Òîãäà çàäà÷à (1)-(3) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå.
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Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ ÁÅÑÑÅËß
Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
Ì.Â. Êàáàíêî, Î.À. Íàóìîâà (Êóðñê, ÊÃÓ)

kabankom@gmail.com

Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñîâ àïïðîêñèìàöèè êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé â âåñîâîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(R+, ω(x))
êëàññè÷åñêèìè îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ
âåñîì ω(x) = x2e−

2
x . Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé â êîòîðûõ èñ-

ïîëüçîâàëèñü ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåñîì ðàññìàò-
ðèâàëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ Ñ.Á. Âàêàð÷óêà, Â.À. Àáèëîâà,
Ô.Â. Àáèëîâîé è äðóãèõ àâòîðîâ (ñì. [1,2]). Ýòà ðàáîòà ïðîäîëæàåò

ýòó òåìàòèêó.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

s2(x)y
′′ + s1(x)y

′ + λy = 0,

ãäå s2(x) � ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, à s1(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
íå âûøå ïåðâîé. Êàê èçâåñòíî, êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî-
÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè òàêîãî âèäà óðàâíåíèé.
Ñëó÷àè ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, Ëàãåððà, ×åáûø¼âà, ßêîáè ðàñìîòðå-
íû â ðàáîòàõ [1,2]. Åñëè s2(x) = x2, à s1(x)�ëèíåéíà, òî ñîáñòâåííûå

© Êàáàíêî Ì.Â., Íàóìîâà Î.À., 2026
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ôóíêöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ � ýòî ìíîãî÷ëåíû Áåññåëÿ Bn(x) (ñì. [3]).

Â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(R+, ω(x)) ìîæ-
íî çàïèñàòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ∈ L2(R+, ω(x)) ïî ìíîãî÷ëåíàì
ñèñòåìû {Bk(x)}∞k=1 è n-óþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðàçëîæåíèÿ:

f(x) =

∞∑
k=1

ck(f)Bk(x), Sn(x) =

n∑
k=1

ck(f)Bk(x).

Îïðåäåëåíèå 1. (ñì. [1]) Âåëè÷èíîé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèè f ∈ L2(R+, ω(x)) ýëåìåíòàìè ïîäïðîñòðàíñòâà Pn ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n íàçûâàåòñÿ

En(f, L2(R+, ω(x)),Pn) = inf
pn∈Pn

∥f − pn∥L2(R+,ω(x).

Åñëè X � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé èç L2(R+, ω(x), òî áóäåì îáî-
çíà÷àòü

En(X ) = sup
f∈X

En(f, L2(R+, ω(x)),Pn).

Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà

D = x2
d2

dx2
+ 2x

d

dx

è ìíîæåñòâî Lr
2(D,R+, ω(x)) ôóíêöèé f ∈ L2(R+, ω(x)), òàêèõ, ÷òî

Drf ∈ L2(R+, ω(x)). Íà îñíîâå ýòîãî ìíîæåñòâà â ðàáîòå [2] ââåäåíû

êëàññû ôóíêöèé

W r
2 (D,R+, ω(x)) = {f ∈ Lr

2(D,R+, ω(x)) : ∥Drf∥L2(R+,ω(x)) ⩽ 1}.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã òåîðåìû Ñ.Â. Âàêàð-
÷óêà èç [1].

Òåîðåìà 1. Åñëè n, s, r ∈ N, r ⩾ 2, s < r, òî áóäåò ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

sup
W r

2 (D,R+,ω(x)),f∈Pn

En(D
sf, L2(R+, ω(x)),Pn)

E
1− s

r
n (f, L2(R+, ω(x)),Pn)

⩽ 1.
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ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÔÀÇÎÂÛÕ
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Ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ âàí äåð Âààëüñà ïðèâëå÷åí ÿçûê ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Python. Â 1873 ã. Éîõàííåñ Äèäåðèê âàí äåð Âààëüñ
(1837-1923) ïðåäëîæèë óðàâíåíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñà-
íèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà æèäêîñòü-ãàç. Ýòî óðàâíåíèå ÿâèëîñü áîëü-
øèì øàãîì ê ïîíèìàíèþ ïîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ãàçîâ è æèäêîñòåé.
Óðàâíåíèå âàí äåð Âààëüñà èìååò âèä

(P +
α

V 2
)(V − β) = RT,

ãäå P � äàâëåíèå (àòì), V � îáú¼ì (ë/ìîëü), T � òåìïåðàòóðà (K),
R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ (0.0821ë · àòì/ìîëü · K), α
� ïîïðàâêà íà ïðèòÿæåíèå ìîëåêóë, β � ïîïðàâêà íà ñîáñòâåííûé
îáú¼ì ìîëåêóë.

Äëÿ óðàâíåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà èçîòåðìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãè-
ïåðáîëû ñ îñÿìè P è V â êà÷åñòâå àñèìïòîò, òàê êàê ïðè ïîñòîÿííîé
òåìïåðàòóðå T = const äàâëåíèå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî îáú¼ìó.
Äëÿ æèäêîñòè âàí äåð Âààëüñà (âåùåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâ-
íåíèþ âàí äåð Âààëüñà) ïðè T > Tc èçîòåðìû ìîíîòîííî óáûâàþò
(ïîõîæè íà èçîòåðìû èäåàëüíîãî ãàçà); ïðè T = Tc íà èçîòåðìå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåãèáà (êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà); ïðè T < Tc ïîÿâëÿåòñÿ
S-îáðàçíûé íåóñòîé÷èâûé ó÷àñòîê. Òàêîé S-îáðàçíûé ó÷àñòîê ôè-
çè÷åñêè íåðåàëèçóåì, òàê êàê ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñòàáèëüíîñòè
òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû: Pc = α
27β2 , Vc = 3β, Tc = 8α

27βR . Ïðè
êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ èñ÷åçàåò ðàçëè÷èå ìåæäó æèäêîñòüþ è ãà-
çîì, ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä æèäêîñòü-ãàç. Ïëàâíîå èçìåíåíèå
ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ñêà÷êîîáðàçíîìó èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû.

Ïðè ïðèìåíåíèè ðåäóêöèè Ôàóëåðà [9], [7] ê óðàâíåíèþ âàí äåð
Âààëüñà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x3 + ax+ b = 0 ïîâåðõíîñòè Π (ïîâåðõ-
íîñòè êàòàñòðîôû ñáîðêè Óèòíè) â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ êîîðäèíàòàìè
(x, a, b).

Ïîâåðõíîñòü Π � ýòî äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãëàäêàÿ ñòðóêòó-
ðà íà êîòîðîì çàäàåòñÿ ãëàäêèì àòëàñîì, ñîñòîÿùèì èç îäíîé êàðòû
φ : Π → R2, (x, a, b) 7→ (x, a). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ a, b ïîâåðõíîñòü
Π äàåò âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè F (x) = 1

4x
4 + a

2x
2 + bx (ïî-

òåíöèàëà êàòàñòðîôû ñáîðêè).
Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ïîñòðîåíà îáøèðíàÿ è äåòàëèçèðîâàí-

íàÿ ñåðèÿ ãðàôèêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì Python-ñêðèïòîâ äëÿ ïîäáî-
ðà ïàðàìåòðîâ âèçóàëèçàöèè (ìàñøòàáû, óãëû îáçîðà, öâåòîâûå ñõå-
ìû). Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ â Python (èçîòåðìû âàí äåð Âà-
àëüñà, ïîâåðõíîñòü êàòàñòðîôû ñáîðêè Óèòíè è åå ñå÷åíèé, ôà-
çîâûå äèàãðàììû) äëÿ ãåíåðàöèè êîäà èñïîëüçîâàíû áèáëèîòåêè
numpy è matplotlib. ÈÈ-èíñòðóìåíòû (íàïðèìåð, ChatGPT, GitHub
Copilot). Â äîêëàäå áóäóò ïðèâåäåíû ëèñòèíãè âñåõ ïðîãðàìì.
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Íà ãðàôå-çâåçäà Gt, ó êîòîðîãî äëèíû ðåáåð èçìåíÿþòñÿ âî âðå-
ìåíè ïî çàêîíàì Lj = ljL(t), lj ∈ R+, j = 1, j0 ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé
p1j(xj , t) è p0j(xj , t) ïî èçâåñòíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì µ ñëåäóþùåé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

∂uj
∂t

+
∂2uj
∂x2j

+ p1j(xj , t)
∂uj
∂xj

+ p0j(xj , t)uj = µuj , xj ∈ (0, Lj(t)),

u1(0, t) = u2(0, t)... = uj0(0, t) = 0,

u1(L1(t), t) = u2(L2(t), t)... = uj0(Lj0(t), t),

j0∑
j=1

∂uj
∂xj

∣∣∣
xj=Lj(t)

= 0, uj(xj , 0) = ζ(xj), j = 1, j0.

Ñ ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõ

yj =
xj
L(t)

, t1 = t,

ïåðåéäåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì íà ãðàôå G0 ñ
ïîñòîÿííûìè äëèíàìè ðåáåð.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
äèñêðåòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàç-
ðàáîòàííóþ â ñòàòüå [1], ïîëó÷èì ôîðìóëû ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü
èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà µn(t)
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µn(t) = −λn +D2
n

t∫
0

Rn(τ)
e−2λτ

L(τ)
dτ +

t∫
0

j0∑
j=1

lj∫
0

[
p0j(yj , τ)ωjn(yj , τ)+

+
p1j(yj , τ)

L(τ)

∂ωjn(yj , τ)

∂yj

]
ωjn(yj , τ)dyjdτ.

Çäåñü

ωjn(yj , t) =
BnjDn(t)

sin(λnlj)
sin(λnyj))e

−λnt,

Dn =

√
2λn

1− e−2λnt
, Bnj =

√√√√√√√
2

j0∑
j=1

lj −
sin(2λnlj)

2λn
sin2(λnlj)

,

λn − êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ
j0∑
j=1

ctg(λlj) = 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêîé ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ [2] íàõîäÿòñÿ èñêîìûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé p1j(xj , t) è p0j(xj , t).
Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âûñîêóþ âû-
÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè.
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Íà ãðàôå-çâåçäà Gt, ó êîòîðîãî äëèíû ðåáåð èçìåíÿþòñÿ âî âðå-
ìåíè ïî çàêîíàì Lj = ljL(t), lj ∈ R+, j = 1, j0 ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé
p1j(xj , t) è p0j(xj , t) ïî èçâåñòíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì µ ñëåäóþùåé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

∂2uj
∂t2

+
∂2uj
∂x2j

+ p1j(xj , t)
∂uj
∂xj

+ p0j(xj , t)uj = µuj , xj ∈ (0, Lj(t)),

u1(0, t) = u2(0, t)... = uj0(0, t) = 0,

u1(L1(t), t) = u2(L2(t), t)... = uj0(Lj0(t), t),

j0∑
j=1

∂uj
∂xj

∣∣∣
xj=Lj(t)

= 0, uj(xj , 0) = ζ(xj),
∂uj
∂t

∣∣∣
t=0

= ξ(xj).

Ñ ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõ

yj =
xj
L(t)

, t1 = t,

ïåðåéäåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì íà ãðàôå G0 ñ
ïîñòîÿííûìè äëèíàìè ðåáåð.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
äèñêðåòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàç-
ðàáîòàííóþ â ñòàòüå [1], ïîëó÷èì ôîðìóëû ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü
èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà µn(t)

µn(t) =

t∫
0

j0∑
j=1

lj∫
0

[∂2ωjn(yj , τ)

∂t2
+
L̇(τ)y2j − 1

L2(τ)

∂2ωjn(yj , τ)

∂y2j
−

−2
L̇(τ)

L(τ)
yj
∂2ωjn(yj , τ)

∂yj∂τ
+
p1j(yj , τ)

L(τ)

∂ωjn(yj , τ)

∂yj
+ p0jωjn(yj , τ)+

+
2L̇2(τ)− L(τ)L̈(τ)

L2(τ)
yj
∂ωjn(yj , τ)

∂yj

]
ωjn(yj , τ)dyjdτ + δn(t)
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. Çäåñü

ωjn(yj , t) =
BnjDn(t)

sin(λnlj)
sin(λnyj))e

−λnt,

Dn =

√
2λn

1− e−2λnt
, Bnj =

√√√√√√√
2

j0∑
j=1

lj −
sin(2λnlj)

2λn
sin2(λnlj)

,

λn − êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ
j0∑
j=1

ctg(λlj) = 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêîé ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ [2] íàõîäÿòñÿ èñêîìûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé p1j(xj , t) è p0j(xj , t).
Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âûñîêóþ âû-
÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè.
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Ïóñòü Ω � êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ïëîñêîñòè xOy, îãðà-
íè÷åííàÿ îòðåçêàìè AB = {(x, y) : x + y = 1, x ⩾ 0, y ⩾ 0},
DO = {y = 0, −1 ⩽ x ⩽ 0}, EO = {x = 0, −1 ⩽ y ⩽ 0} è õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèìè äóãàìè BD = {(x, y) :

√
−x+

√
y = 1, x ⩽ 0, y ⩾ 0},

EA = {(x, y) :
√
x+

√
−y = 1, x ⩾ 0, y ⩽ 0}.
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Êîîðäèíàòíûå îñè x = 0, y = 0 è ïðÿìàÿ x+ y = 0 ðàçáèâàþò Ω
íà ïÿòü îáëàñòåé: Ω0 = Ω ∩ {x > 0, y > 0}, Ωj = Ω ∩ {κj(x + y) >

0, σjx + σj−1y < 0}, ãäå κj = (−1)[(j−1)/2], σj = 1+(−1)j

2 , j = 1, 4, à
[ · ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Îáîçíà÷èì G = Ω \ {xy(x+ y) = 0}.

Â îáëàñòè G ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Lα,α[u] ≡ xuxx + yuyy + αux + αuy + (x+ y)λu = 0, (1)

ãäå α � çàäàííîå ÷èñëî, 0 < α < 1/2, à λ � ïàðàìåòð.
Çàäà÷à F (2)

λ . Íàéòè çíà÷åíèÿ λ è íåòðèâèàëüíûå ôóíêöèè u(x, y)
∈ C(Ω) ∩ C2,2

x,y(G), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèÿì:

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ AB; (2)

lim
y→−0

(−y)αuy(x, y) = − lim
y→+0

yαuy(x, y), 0 < x < 1; (3)

lim
x→−0

(−x)αux(x, y) = − lim
x→+0

xαux(x, y), 0 < y < 1; (4)

u(x, 0) = 0, (x, 0) ∈ OD; (5)

u(0, y) = 0, (0, y) ∈ OE; (6)

lim
y→+0

yαuy(x, y) + lim
y→+0

yαuy(−x, y) = 0, (x, 0) ∈ OD; (7)

lim
x→+0

xαux(x, y) + lim
x→+0

xαux(x,−y) = 0, (0, y) ∈ OE. (8)

Ñ÷èòàÿ λ ̸= 0, íåòðèâèàëüíûå â Ω0 ðåøåíèÿ çàäà÷è F (2)
λ èùåì â

âèäå u(x, y) = R(r)Φ(φ), ãäå x = r2 cos2 φ, y = r2 sin2 φ, 0 ⩽ r ⩽ 1,
0 ⩽ φ ⩽ π/2. Òîãäà èç (1) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

r2R′′(r) + (1 + 4β) rR′(r) + (4λr2 − µ)R(r) = 0, 0 < r < 1; (9)

Φ′′(φ) + 4β ctg(2φ)Φ′(φ) + µΦ(φ) = 0, 0 < φ < π/2, (10)

ãäå β = α− 1/2 è µ � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ.
Ïîëüçóÿñü îáùèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (9) è (10), íàõîäèì, ÷òî

íåòðèâèàëüíûå è íåïðåðûâíûå â Ω0 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèþ R(0) = 0, èìåþò âèä [1]

u(x, y) = r−2βJω(2
√
λ r)

{
c1F

(
β − ω

2 , β + ω
2 ,

1
2 + β; sin2 φ

)
+

+c2(sin
2 φ)1/2−βF

(
1−ω
2 , 1+ω

2 , 32 − β; sin2 φ
)}
, (11)
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ãäå ω =
√
4β2 + µ, Reω > −2β.

Èç (11) ñëåäóåò:

u(x, 0) = c1(
√
x)−2βJω(2

√
λx), 0 ⩽ x ⩽ 1;

u(0, y) = [k1(ω)c1 + k2(ω)c2](
√
y)−2βJω(2

√
λy), 0 ⩽ y ⩽ 1;

lim
y→+0

yαuy =
(
1
2 − β

)
c2 · 2−2β(

√
x)−1Jω(2

√
λx), 0 < x < 1;

lim
x→+0

xαux = −k3(ω)c1 + k4(ω)c2
22β

√
y

Jω(2
√
λy), 0 < y < 1,


(12)

ãäå k1(ω) =
Γ( 12 + β)Γ( 12 − β)

Γ( 1+ω
2 )Γ( 1−ω

2 )
, k2(ω) =

Γ( 32 − β)Γ( 12 − β)

Γ(1− β + ω
2 )Γ(1− β − ω

2 )
,

k3(ω) =
Γ2( 12 + β)

Γ(β + ω
2 )Γ(β − ω

2 )
, k4(ω) =

(1
2
− β

)
k1(ω).

Â îáëàñòè Ω1 ââîäèì W (x, y) = u(x, y) − u(−y,−x), (x, y) ∈ Ω1.
Ïîñêîëüêó Lα,α èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî (x, y) 7→ (−y,−x), èìååì
Lα,α[W ] = 0 â Ω1 è W |x+y=0 = 0. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â êîîðäèíà-
òàõ ρ =

√
x+ y, θ = x/(x+ y) è èñïîëüçóÿ (3), (6), íàõîäèì

u(x, 0) = k5(ω)c3 · 4−β(
√
x)−2βJω(2

√
λx), 0 ⩽ x ⩽ 1;(

1
2 − β

)
c2 = −k6(ω)c3 · 2−2β ,

}
(13)

ãäå k5(ω) =
Γ(1 + ω)Γ( 12 − β)

Γ(1− β + ω
2 )Γ(

1+ω
2 )

, k6(ω) =
Γ(1 + ω)Γ( 12 + β)

Γ(β + ω
2 )Γ(

1+ω
2 )

.

Àíàëîãè÷íî èç óñëîâèé (4) è (5) äëÿ îáëàñòè Ω2 ïîëó÷èì

k1(ω)c1 + k2(ω)c2 = k5(ω)c4 · 4−β ;
k3(ω)c1 + k4(ω)c2 = −k6(ω)c4 · 2−2β .

}
(14)

Èñêëþ÷àÿ c3, c4 èç (12)�(14), ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó íà c1, c2.
Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèþ k4 = ( 12 − β)k1 óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè
ïðèíèìàåò âèä k2k26 = ( 12 −β)k3k

2
5. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äîïîëíåíèÿ

Γ(z)Γ(1−z) = π/ sinπz ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèòñÿ ê òðàíñöåíäåíò-
íîìó óðàâíåíèþ

sin2
(
βπ − ωπ

2

)
= cos2

ωπ

2
− cos2(βπ), (15)

êîòîðîå ôàêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå sin
(
ωπ
2 −βπ

)
·sin ωπ

2 = 0 è ïðè
óñëîâèè Reω > −2β äîñòàâëÿåò äâå ñåðèè ðåøåíèé, ÷åðåäóþùèåñÿ
ïðè óïîðÿäî÷åíèè ïî âîçðàñòàíèþ:

ωn =

{
n+ 1 + 2β, n � íå÷¼òíîå,

n, n � ÷¼òíîå,
n ∈ N. (16)
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Èç óñëîâèÿ (2), ïîëó÷èì Jωn(2
√
λ) = 0.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç θn,m m-é ïîëîæèòåëüíûé íóëü Jωn
(z), íàõîäèì

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è F (2)
λ :

λn,m =
θ2n,m
4

, n,m ∈ N, (17)

è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â îáëàñòè Ω0:

un,m(x, y) = cn,m r−2βJωn
(θn,m r)

{
F
(
β − ωn

2 , β + ωn

2 ,
1
2 + β; sin2 φ

)
+

+κ(ωn)(sin
2 φ)1/2−βF

(
1−ωn

2 , 1+ωn

2 , 32 − β; sin2 φ
)}
, (18)

ãäå cn,m ̸= 0, φ = arctg(
√
y/

√
x), r =

√
x+ y, à κ(ωn) =

−k6(ωn)
/[
( 12 − β)k5(ωn)

]
.

Â ãèïåðáîëè÷åñêèõ îáëàñòÿõ Ωj , j = 1, 4, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ âèäîèçìåí¼ííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1).
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Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîëíîâîãî çîíäèðîâàíèÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ âîëí â íåîäíîðîäíîé äâóìåðíîé ñðåäå, ñâîäèìàÿ ê
ëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà. Óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ óñëîâèÿ íà ðàñïîëîæåíèå ëèíèé èñòî÷íèêîâ è äåòåêòîðîâ,
îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðîöåññ âîëíîâîãî çîíäèðîâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

1

c2(x)
utt(x, t)−∆u(x, t) = δ(x−z)δ(t), (x, t) ∈ R3; u(x, t)|t<0 ≡ 0. (1)

Çäåñü z ∈ R2 �ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Óðàâíåíèå (1) ìîäåëèðóåò àêó-
ñòè÷åñêèå èëè ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ â ñðåäå R3 = {(x, x3)},

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 24-21-00031).
© Êîêóðèí Ì.Þ., Ïàõìóòîâ Ä.À., 2026
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x = (x1, x2), ãäå ñâîéñòâà ñðåäû ïîñòîÿííû ïî íàïðàâëåíèþ x3.
Èñòî÷íèê äåéñòâóåò ìãíîâåííî â ìîìåíò t = 0, ðàñïîëîæåí âäîëü
ïðÿìîé (x, x3) = (z, x3) ñ èíòåíñèâíîñòüþ, íåçàâèñèìîé îò x3. Îá-
ðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè êîýôôèöèåíòà c(x) ïî
íàáëþäåíèÿì ïîëåé u(x, t; z) äëÿ ñåìåéñòâà èñòî÷íèêîâ z ∈ Z, ãäå
Z ∩ D = ∅. Ñðåäà îäíîðîäíà âíå îáëàñòè D ⊂ R2 ñ ñâÿçíûì äî-
ïîëíåíèåì: c(x) ≡ c0 ïðè x ∈ R2 \ D (c0 > 0 èçâåñòíî), à c(x) â D
íåèçâåñòíî. Íàáëþäåíèÿ âåäóòñÿ íà êðèâîé Y , Y ∩D = ∅.

Êàê ïîêàçàíî â [1], çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ∫
D

ξ(x) ln |x− y| ln |x− z| dx = G(y, z), (y, z) ∈ Y × Z, (2)

íàçûâàåìîìó äâóìåðíûì óðàâíåíèåì Ì. Ì. Ëàâðåíòüåâà. Ôóíêöèÿ
G(y, z) îïðåäåëÿåòñÿ èç íàáëþäåíèé u(y, t; z) ïðè t > 0. Êëþ÷åâîé
âîïðîñ � óñëîâèÿ íà êðèâûå Y è Z, ïðè êîòîðûõ (2) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, òî åñòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå â êëàññå êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ξ èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ξ ≡ 0.

Òðåáîâàíèÿ ïðîñòîòû èíæåíåðíûõ ðåøåíèé ïðè ñîçäàíèè òîìî-
ãðàôè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ïðèâîäÿò ê ïîñòàíîâêàì, â êîòîðûõ Y , Z
ÿâëÿþòñÿ ñåãìåíòàìè ïðÿìûõ èëè îêðóæíîñòåé. Â äîïîëíåíèå ê ðå-
çóëüòàòàì [1], [2] áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ñîäåðæàùèå Y , Z
ïðÿìûå èëè îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþò D. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êà÷å-
ñòâå Y , Z êðîìå ïðÿìûõ ìîãóò áûòü âçÿòû è íåîãðàíè÷åííûå êðèâûå
íå ïåðåñåêàþùèå D.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî M ⊂ Ω = R2\D íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé âíå D, åñëè äëÿ
ëþáîé u(x), ãàðìîíè÷åñêîé â Ω, è òàêîé, ÷òî |u(x)| ⩽ C(1+ln |x|), x ∈
Ω, |x| ⩾ R äëÿ íåêîòîðûõ C,R > 0, ðàâåíñòâî u(x) = 0, x ∈M âëå÷åò
u(x) = 0, x ∈ Ω.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Y , Z � çàìêíóòûå êðèâûå êëàññà C2, îõâà-
òûâàþùèå ìíîæåñòâî D. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå (2) îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ξ ≡ 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îäíî èç ìíîæåñòâ Y , Z åñòü îòêðûòûé ñåã-
ìåíò â íåîãðàíè÷åííîé ÷àñòè L\D ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé L ⊂ R2, à
âòîðîå � ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1. Òî-
ãäà ñîîòâåòñòâóþùåå (2) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå ξ ≡ 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íå íà
êðèâûõ, à â äâóìåðíîé îáëàñòè Y = Z = Ω ⊂ R2 \ D. Ïðè ýòîì,
ïîëàãàÿ y = z ∈ Ω, ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâåííî íåïåðåîïðåäåëåííóþ
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ïîñòàíîâêó îáðàòíîé çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò
âèä ∫

D

ξ(x) ln2 |x− y| dx = G(y), y ∈ Ω. (3)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [3].
Òåîðåìà 3. Ïóñòü Ω ⊂ R2 \ D, ãäå Ω � îáëàñòü â R2. Òîãäà

óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ξ(x) ≡ 0 â D.
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1. Ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ âáëèçè óãëîâûõ
îñîáûõ òî÷åê êðàÿ áàíàõîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ
êàê â ïðåäåëàõ "÷èñòîé" òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöèîíà-
ëîâ, òàê è â ðàìêàõ çàäà÷ ïðèêëàäíîé íàïðàâëåííîñòè � òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, òåîðèè áèôóðêàöèé ïåðèî-
äè÷åñêèõ âîëí è ò.ä. Â ýòèõ òåîðèÿõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-
þò íåëèíåéíûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è ñ ïîëóîãðàíè÷åíèÿìè

V (x) −→ inf, gk(x) ⩾ 0, x ∈M, k = 1, 2, . . . ,m,

â êîòîðûõ V (x), gk(x) � ãëàäêèå ôóíêöèîíàëû íà ãëàäêèõ áàíàõî-
âûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Òàêèå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê âîïðîñó î áèôóðêàöè-
ÿõ ýêñòðåìàëåé èç óãëîâîé òî÷êè êðàÿ áàíàõîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïåðåíîñ òåîðèè óãëîâûõ îñîáåííîñòåé íà êëàññ ôðåäãîëüìî-
âûõ ôóíêöèîíàëîâ áûë îñóùåñòâëåí Þ.È. Ñàïðîíîâûì ïîñðåäñòâîì

© Êîëåñíèêîâà È.Â., 2026
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ïðèìåíåíèÿ ìîäèôèêàöèé âàðèàöèîííîé âåðñèè ìåòîäà Ëÿïóíîâà�
Øìèäòà [2]. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî Þ.È. Ñàïðîíîâûì, À.Â. Ãíåç-
äèëîâûì, Î.Þ. Äàíèëîâîé, Î.Â. Øâûðåâîé, Ì.À. Õóññàèíîì, À.Â.
Áåëîãëàçîâûì è È.Â. Êîëåñíèêîâîé áûë ïðîàíàëèçèðîâàí ðÿä âàæ-
íûõ óãëîâûõ îñîáåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïðèëîæåíèÿìè ê íåëèíåé-
íûì çàäà÷àì ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [2],
[4]. Âûÿñíèëîñü, ÷òî âíåøíå ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è
ïðèâîäÿò â êîíå÷íîì èòîãå ê îäíîé è òîé æå çàäà÷å � èçó÷åíèþ âåòâ-
ëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ
îò ïåðåìåííûõ ξ1, ξ2 â ïîëîæèòåëüíîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè. Ñïèñîê ïðèìåðîâ òàêîãî òèïà èññëåäîâàíèé ïîñòîÿííî ðàñòåò.

2. Ïóñòü ãëàäêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ V (x, λ) çàäà-
íî ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà îñíîâíîé àðãóìåíò â âèäå äâóõ íåðàâåíñòâ,
çàäàþùèõ íåîñîáî ïåðåñåêàþùèåñÿ ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè è âûäåëÿ-
þùèõ 2−ãðàííûé óãîë: C = {x ∈ E| gi(x) ⩾ 0, i = 1, 2} (ñëó÷àé
îãðàíè÷åíèÿ â âèäå îäíîãî íåðàâåíñòâà äàåò òàê íàçûâàåìóþ êðàå-
âóþ îñîáåííîñòü).

Òî÷êà a ∈ C íàçûâàåòñÿ óñëîâíî êðèòè÷åñêîé äëÿ V (x, λ), åñ-
ëè gradHV (a, λ) îðòîãîíàëåí ãðàíè C, ñîäåðæàùåé a. Âñå êðèòè-
÷åñêèå òî÷êè a äåëÿòñÿ íà óãëîâûå (g1(a) = g2(a) = 0), êðàåâûå
(g1(a)g2(a) = 0, |g1(a)| + |g2(a)| ̸= 0) è âíóòðåííèå (g1(x)g2(x) ̸= 0).
Ìíîæåñòâî âñåõ óãëîâûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ âåðøèííîé ãðàíüþ óãëà
èëè, áîëåå êðàòêî, âåðøèíîé óãëà.

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ V (x, λ) ìîæíî ïðîâåñòè, ïåðåéäÿ ê ôóíêöèè
W (ξ) := inf

x:g(x)=ξ
V (x) � ïî êàêîé-ëèáî ñõåìå êîíå÷íîìåðíîé ðåäóê-

öèè [2]. Çäåñü g(x) = (g1, g2, . . . , gm)⊤, {gk} � íàáîð íåçàâèñèìûõ
ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ (êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ), âêëþ÷àþùèé â ñå-
áÿ ïàðó îãðàíè÷èòåëåé {g1, g2}, çàäàþùèõ óãîë.

Ôóíêöèîíàëû gi(x) ïîä÷èíåíû, êàê ïðàâèëî, äîïîëíèòåëüíûì
"òåõíè÷åñêèì" óñëîâèÿì: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî gradH gi(x) ∈ F ∀x ∈
E, ïðåäïîëàãàåòñÿ, â êàæäîì ñëîå g−1(ξ) ñóùåñòâóåò (âáëèçè íóëÿ)
åäèíñòâåííàÿ (ìîðñîâñêàÿ) ýêñòðåìàëü x = φ(ξ) è ò.ä. Ïîäìíîãîîá-
ðàçèå N , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê φ(ξ), íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùèì. Êëþ-
÷åâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóæåíèå ôóíêöèîíàëà V íà ðå-
äóöèðóþùåå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå V â óãëå C ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
ôóíêöèèW â êîîðäèíàòíîì óãëå ξ1 ⩾ 0, ξ2 ⩾ 0. Êðàòíîñòü µ̂ óãëîâîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êè x0 ∈ C îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü ôàêòîð-
àëãåáðû Q(W,a) = R[[ξ − α]]/Â(W,α), ãäå α � îáðàç a â ïðîñòðàí-
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ñòâå êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ, R[[ξ−α]] � àëãåáðà ôîðìàëüíûõ ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ îò ξ − α, à Â(W,α) � óãëîâîé ÿêîáèåâ èäåàë â R[[ξ − α]],
ïîðîæäåííûé ñëåäóþùèì íàáîðîì ôóíêöèé (òî÷íåå, òåéëîðîâñêè-
ìè ðàçëîæåíèÿìè ýòèõ ôóíêöèé): ξ1 ∂W

∂ξ1
, ξ2

∂W
∂ξ2

, ∂W
∂ξ3

, . . . , ∂W
∂ξm

.
Êðàòíîñòü µ êðàåâîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè a, ïðèíàäëåæàùåé êðàþ
g1(a)) = 0, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü ôàêòîð-àëãåáðû Q(W,a) =
R[[ξ−α]]/A(W,α), ãäå A(W,α) � êðàåâîé ÿêîáèåâ èäåàë â R[[ξ−α]],
ïîðîæäåííûé íàáîðîì ôóíêöèé: ξ1 ∂W

∂ξ1
, ∂W

∂ξ2
, . . . , ∂W

∂ξm
. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòü îñîáîé òî÷êè íà êðàå g2(a) = 0. Êðàòíîñòü
âíóòðåííåé òî÷êè a îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íîì îáðàçîì [1], êàê ðàçìåð-
íîñòü ôàêòîð-àëãåáðû Q(W,a) = R[[ξ − α]]/A(W,α), ãäå A(W,α) �
ÿêîáèåâ èäåàë â R[[ξ − α]], ïîðîæäåííûé íàáîðîì ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ: ∂W

∂ξ1
, ∂W

∂ξ2
, . . . , ∂W

∂ξm
.

Ïóñòü M̂ ∈ E × Rq � ìíîãîîáðàçèå êàòàñòðîô: M̂ = M0 ∪
M1 ∪ M2, ãäå Mk îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè f(x, λ) = 0, x ∈
Ck, dim Ker ∂[f ]k∂x (x, λ) > 0. Çäåñü C0 � âåðøèííàÿ ãðàíü óãëà, C1 �

êðàé óãëà, C2 � âíóòðåííîñòü óãëà, à [f ]k = gradH (V

∣∣∣∣
Ck

).

Êàóñòèêà Σ ôóíêöèîíàëà â óãëîâîé îñîáîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ êàòàñòðîô îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé ïðî-
åêöèè π : E × Rm → Rq: Σ = π(M̂).

Åñëè çàðàíåå èçâåñòíà îöåíêà ñâåðõó ÷èñëîì d çíà÷åíèé èíäåê-
ñîâ Ìîðñà âñåõ áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé, òî êàæäûé ðàñêëàä
áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé (bif -ðàñêëàä) îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé
L = (ljk), â êîòîðîé ýëåìåíò l

j
k ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê íà Ck.
Â ñëó÷àå óãëîâîé îñîáåííîñòè åå âåðñàëüíàÿ ðàçâåðòêà îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ W (x, λ), äëÿ êîòîðîé ñîâîêóïíîñòü ðîñòêîâ
ôóíêöèé ∂W

∂λj
(x, 0) (íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè) äàåò ñèñòåìó

ëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ â óãëîâîì êîëüöå îñîáåííîñòè Q̂0(W ). Åñëè
ýòà ñîâîêóïíîñòü ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Q̂0(W ), òî äåôîðìàöèÿ íàçûâà-
åòñÿ ìèíèâåðñàëüíîé. Åñëè ðàññìîòðåòü â êîëüöå ðîñòêîâ ãëàäêèõ
ôóíêöèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë è ïðîôàêòîðèçîâàòü åãî ïî óãëîâîìó
ÿêîáèåâó èäåàëó, òî ïîëó÷èì óñå÷åííîå óãëîâîå ëîêàëüíîå êîëüöî
Q̂∗

0(W ). Äåôîðìàöèÿ W (x, λ), äëÿ êîòîðîé W (x, 0) = 0 è ñîâîêóï-
íîñòü ðîñòêîâ ôóíêöèé ∂W

∂λj
(x, 0) îáðàçóåò áàçèñ Q̂∗

0(W ), íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííîé ìèíèâåðñàëüíîé äåôîðìàöèåé. Êàóñòèêà òàêîé äåôîð-
ìàöèè íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé è îáîçíà÷àåòñÿ Σ (÷àùå âñåãî êàóñòèêîé
îñîáåííîñòè íàçûâàþò ãëàâíóþ êàóñòèêó).
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3. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè W äâóõ ïåðå-
ìåííûõ, åå ãëàâíàÿ ÷àñòü U èìååò ñëåäóþùèé âèä: σ3

1 + ε σ
2
1 + δ σ1+

p σ1σ2 + γ σ2, σ1 = x21 + x22, σ2 = x21x
2
2.

Åñëè U � ðàçâåðòêà min−îñîáåííîñòè øåñòîãî ïîðÿäêà, òî p >
−4.

×åðåç L = (l0, l1, l2) îáîçíà÷èì bif -ðàñêëàä W (êîëè÷åñòâà ìèíè-
ìóìîâ, ñåäåë è ìàêñèìóìîâ).

Òåîðåìà 1. Åñëè L � bif−ðàñêëàä äëÿ min−îñîáåííîñòè øåñòîãî
ïîðÿäêà, òî íà êàæäîé èç ïîëóîñåé êîîîðäèíàò è íà äèàãîíàëüíûõ
ïîëóîñÿõ ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Åñëè íà îäíîé èç ýòèõ (âîñüìè) ïîëóîñåé èìååòñÿ ïàðà íåíóëåâûõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî ýòè òî÷êè ðàçíîòèïíû (ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷å-
íèÿìè èíäåêñà Ìîðñà). Ïðè ýòîì l2 ⩽ 8. Â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîãî
ðàñêëàäà l0 ⩾ 5 è l2 ⩾ 4.

Òåîðåìà 2. Åñëè L � ìàêñèìàëüíûé bif−ðàñêëàä, òî âíå äèàãî-
íàëüíûõ è êîîðäèíàòíûõ îñåé íàõîäÿòñÿ ëèøü ñåäëîâûå êðèòè÷å-
ñêèå òî÷êè (8 òî÷åê).

Ïîñëå çàìåíû x21 = y1, x
2
2 = y2 ïîëó÷èì îìáèëè÷åñêóþ òî÷-

êó ìèíèìóìà â âåðøèíå óãëà y1 ⩾ 0, y2 ⩾ o. Ìàêñèìàëüíûå
bif−ðàñêëàäû îñîáåííîñòè â íóëå ôóíêöèè W èñ÷åðïûâàþòñÿ ðàñ-
êëàäàìè (9, 12, 4), (5, 12, 8).

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ x1 = r cos(φ), x2 = r sin(φ) ïîëó÷èì
σ1 = r2, σ2 = r4

8 (1− cos(4φ)) è, ñëåäîâàòåëüíî,

W = r6 + ε r4 + δ r2 +
r4

8
(p r2(1− cos(4φ)) + γ (1− cos(4φ))).

Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êðèâûõ
M1 è M2, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè ∂V

∂r = 0 (êðèâàÿ ðàäèàëüíî
ñòàöèíàðíûõ òî÷åê) è ∂V

∂φ = 0 (êðèâàÿ òàíãåíöèàëüíî ñòàöèíàðíûõ
òî÷åê). Èç âûðàæåíèÿ W ñëåäóåò, ÷òî M1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì, ïî-
ñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ è ñîêðàùåíèÿ íà ìíîæèòåëü r,
óðàâíåíèåì

(6 +
3p

4
(1− cos(4φ)))r4 + (4ε+ 2γ (1− cos(4φ)))r2 + 2δ = 0.

Êðèâàÿ M2 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (p r2 + γ) sin(4φ) = 0. Èç ïîñëåä-
íåãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî êðèâàÿ M2 ñîñòîèò èç êîîðäèíàòíûõ è
äèàãîíàëüíûõ ïðÿìûõ ëèíèé è îêðóæíîñòè r2 = −γ

p .

150



Êàæäîìó òèïó ïåðåñå÷åíèÿM1∩M1 ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé
òèï ñòðîåíèÿ ëèíèé óðîâíÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè è ñõåìà âçàèìíûõ
ïðèìûêàíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ìîæíî îñóùåñòâèòü è â ñëó÷àå íåñèììåò-
ðè÷íûõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé.
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Â ðàáîòå íà ïðèìåðå ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî â ïîëóïîëîñå, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðå-
øåíèå èëè åãî ïðîèçâîäíûå òåðïÿò ðàçðûâ íà îïðåäåëåííîì ìíîæå-
ñòâå õàðàêòåðèñòèê âíóòðè îáëàñòè çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ, åñëè îòñóò-
ñòâóþò ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî îäíîðîäíûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ â
óãëîâûõ òî÷êàõ íà çàäàííûå ôóíêöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Â çàìûêàíèè Q̄ = [0,∞) × [0, l] îáëàñòè Q = (0,∞) × (0, l) äâóõ

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x = (x0, x1) ∈ Q ⊂ R2 ðàññìîòðèì âîëíî-
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âîå óðàâíåíèå (
∂2x0

− a2∂2x1

)
u(x) = f(x), x ∈ Q, (1)

ãäå a2, l � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ∂2x0
= ∂2/∂x0

2,
∂2x1

= ∂2/∂x1
2 � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x0 è x1 âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ê óðàâíåíèþ (1) íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂Q îáëàñòè Q ïðèñîåäèíÿþòñÿ
óñëîâèÿ Êîøè

u(0, x1) = φ(x1), ∂x0
u(0, x1) = ψ(x1), x1 ∈ [0, l], (2)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà äðóãèõ ÷àñòÿõ ãðàíèöû ∂Q

u(x0, 0) = µ(1)(x0), u(x0, l) = µ(2)(x0), x0 ∈ [0,∞). (3)

Çäåñü f : Q̄ ∋ x → f(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà Q̄, φ : [0, l] ∋
x1 → φ(x1) ∈ R, ψ : [0, l] ∋ x1 → ψ(x1) ∈ R � ôóíêöèè íà [0, l],
µ(j) : [0,∞) ∋ x0 → µ(j)(x0) ∈ R � çàäàííûå ôóíêöèè íà [0,∞),
ãëàäêîñòü êîòîðûõ áóäåò óòî÷íåíà íèæå, j = 1, 2.

Ôóíêöèè f , φ, ψ, µ(j), j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåîä-
íîðîäíûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ:

φ(0)− µ(1)(0) = δ(1),
1

a

(
dµ(1)(0)− ψ(0)

)
= δ(2),

1

a2

(
a2d2φ(0)− d2µ(1)(0) + f(0, 0)

)
= δ(3),

(4)

µ(2)(0)− φ(l) = σ(1),
1

a

(
dµ(2)(0)− ψ(l)

)
= σ(2),

1

a2

(
d2µ(2)(0)− a2d2φ(l)− f(0, l)

)
= σ(3),

(5)

ãäå dµ(j) è d2µ(j) � ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè µ(j) ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ, j = 1, 2, d2φ � ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè φ.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ çàäàííûõ ôóíêöèé óðàâíåíèÿ (1) íà
ìíîæåñòâå Q̄ è óñëîâèé (2), (3) íà îòðåçêå [0, l] è ïîëóïðÿìîé [0,∞)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå èç C2(Q̄) ýòîé çàäà-
÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (4), (5) äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà îïðåäåëåí-
íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ â îáëàñòè Q ðåøåíèå u çàäà÷è (1) � (3) âìåñòå
ñ ïðîèçâîäíûìè òåðïÿò ðàçðûâû. Ýòè ðàçðûâû ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ.
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Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x) = v(x) + g(1)(x1 − ax0) + g(2)(x1 + ax0), (6)

ãäå

v(x) =
1

2a

x0∫
0

dτ

x1+a(x0−τ)∫
x1−a(x0−τ)

f̃(τ, ξ)dξ, (7)

g(j) ∈ C2
(
D(g(j))

)
, j = 1, 2, åñëè u ∈ C2(Q̄); D(g(1)) = (−∞, l],

D(g(2)) = [0,∞), x ∈ Q̄.
Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèè φ ∈ C2[0, l], ψ ∈ C1[0, l], f ∈ C0,1

(
Q̄
)
,

µ(j) ∈ C2[0,∞), j = 1, 2, òî ôóíêöèÿ âèäà (6) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì èç êëàññà C2(Q̄) çàäà÷è (1) � (3) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ îäíîðîäíûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâà-
íèÿ (4), (5)

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé f, φ, ψ, µ(j) (j = 1, 2) íå
âûïîëíÿþòñÿ îäíîðîäíûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (4), (5), òî, êàêè-
ìè áû ãëàäêèìè ýòè ôóíêöèè íå áûëè, çàäà÷à (1) � (3) íå èìååò
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èç C2(Q̄), îïðåäåëåííîãî íà Q̄ = [0,∞)× [0, l].

Òåîðåìà 3. Åñëè çàäàííûå ôóíêöèè çàäà÷è (1) � (3) óäîâëåòâî-
ðÿþò íåîäíîðîäíûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (4), (5), òî ðåøåíèå çà-
äà÷è (1) � (3) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ñî-
ïðÿæåíèÿ, ãäå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ çàäàþòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ
x1 − ax0 = −(k − 1)l è x1 + ax0 = kl, k = 1, 2, . . ..

Î ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ ÝÌÄÅÍÀ�ÔÀÓËÅÐÀ
ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ È ÅÃÎ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ

ÄËß ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÇÀÐßÄÍÛÕ
ÑÒÀÍÖÈÉ1

Å.Â. Êîðîáêî (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,
ÐÝÓ èì. Ã.Â.Ïëåõàíîâà)
jakovi300195@yandex.ru

Èññëåäóåòñÿ äèñêðåòíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà , ÿâëÿþùååñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà [3] ñëåäóþùåãî âèäà:

∆2u(k)± kαum(k) = 0, (1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-11-00133).
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ãäå u : N(k0) → R, N(k0) := {k0, k0+1, ...}, à∆u(k)� ïåðâàÿ ðàçíîñòü,
îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∆u(k) = u(k + 1)− u(k).

×àñòíûé ñëó÷àé äàííîãî óðàâíåíèÿ

vj+1 − 2vj + vj−1 = k · v−1
j , (2)

ãäå j = 1, 2, ...; v0 = 1, v1 = 1 + k, ïîìîãàåò îïèñàòü ïðîöåññ çàðÿäêè
ýëåêòðîìîáèëåé ñ ó÷åòîì èõ ñëó÷àéíîãî ïðèáûòèÿ, ñòîõàñòè÷åñêîãî
ñïðîñà íà ýíåðãèþ íà çàðÿäíûõ ñòàíöèÿõ è õàðàêòåðèñòèê ñåòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè. Ìîäåëèðóåòñÿ ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî ïðè-
áûòèÿ ýëåêòðîìîáèëÿ íà çàðÿäíûå ñòàíöèè ñ ðàçëè÷íûìè ñòîõàñòè-
÷åñêèìè ïîòðåáíîñòÿìè â ýíåðãèè, ãäå çàðÿäíûå ñòàíöèè êëàññèôè-
öèðóäòñÿ êàê ñåðâåðû ñ ôèçè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè ðàñïðåäåëè-
òåëüíîé ñåòè. Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ðàñïðåäåëèòåëüíûõ ñåòåé òðåáóåòñÿ
èññëåäîâàòü óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñòàáèëüíîñòü ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ [3].

Äëÿ óðàâíåíèÿ (2) äîêàçûâàåòñÿ ¾ëîãàðèôìè÷åñêîå¿ ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 1. [4] Ïóñòü Vj, j = 0, 1, ... è Wj = j(2k ln(j))1/2, j =
1, 2, .... Òîãäà

lim
j→∞

Vj · (Wj)
−1 = 1.

Îöåíêè ñòåïåííîãî âèäà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1):
Òåîðåìà 2. [2,6,7] Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà γ ∈ (0, 1),

s è εi > 0, i = 1, 2, 3, 4, ÷òî ïðè P ≡ (γ + s + 1)(s + 1)−1 è
Q ≡ (γ + s + 2)(ms)−1 âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ
÷åòûðåõ óñëîâèé

1) ms > 0, s > −1, ε3 < ε1P, ε4 < ε2P, ε1 < ε3Q, ε2 < ε4Q;
2) ms < 0, s > −1, ε3 < ε1P, ε4 < ε2P, ε2 < −ε3Q, ε1 < −ε4Q;
3) ms < 0, −2 ̸= s < −1, ε4 < −ε1P, ε3 < −ε2P, ε2 < −ε3Q,

ε1 < −ε4Q;
4) ms > 0, −2 ̸= s < −1, ε4 < −ε1P, ε3 < −ε2P, ε1 < ε3Q,

ε2 < ε4Q,
òî äëÿ íåêîòîðîãî K ïðè êàæäîì k0 > K ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
u(k) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè âñåõ k ∈ N(k0) îöåíêàì

−ε1k−γ <
(
u(k)− ak−s − bk−s−1

)
· b−1ks+1 < ε2k

−γ ,

−ε3k−γ <
(
∆u(k)−∆

(
ak−s

)
−∆

(
bk−s−1

))
·

·
(
∆
(
bk−s−1

))−1
< ε4k

−γ ,
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−ε1k−γ +O
(
k−1

)
<
(
∆2u(k)−∆2

(
ak−s

)
−∆2

(
bk−s−1

))
·

·
(
∆2
(
bk−s−1

)
ms(s+ 2)−1

)−1
< ε2k

−γ +O
(
k−1

)
.
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Ðàíåå çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íîñòè, ðàññìàòðèâàë Òîìý â ðàáîòå [3], ãäå îí ïîêàçàë, ÷òî â
÷àñòíîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðåä-
ñòàâèìû â âèäå âûðàæåíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò ôîðìàëüíûå, âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû. Â ðàáîòàõ Ïóàíêàðå áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèìè ðÿäàìè. Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè â
îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ áûëà ñôîðìóëèðâàíà Ïóàíêàðå
è êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé ïðîáëåìû, áûëà ðåøå-
íà â ðàáîòàõ [4], [5]. Â ýòèõ ðàáîòàõ íàéäåí îáùèé âèä àñèìïòîòèê
ðåøåíèé äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî îáùàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè
äî ñèõ ïîð íå áûëà ðåøåíà. Èìåííî ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è è ïîñâÿ-
ùåíà äàííàÿ ðàáîòà. À èìåííî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

an (x)
(

d
dx

)n
u (x) + an−1 (x)

(
d
dx

)n−1
u (x) + ...

+ai (x)
(

d
dx

)i
u (x) + ...a0 (x)u (x) = 0,

(1)

ãäå ai (x) , i = 0, ..., n � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè. Çàäà÷à çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â îêðåñòíîñòè
îñîáûõ òî÷åê (êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è èððåãóëÿðíûõ).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñîáîé òî÷êîé
óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ r = 0. Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå
(1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
u = 0, (2)

ãäå

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
=

(
−rk+1 d

dr

)n

+

n−1∑
i=0

ãi (r)

(
−rk+1 d

dr

)i

.

Çäåñü k = −1, 0, 1, 2...., Áóäåì íàçûâàòü ýòî k ïîðÿäêîì âûðîæ-
äåíèÿ îïåðàòîðà, à ÷åðåç ãi (r) îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëî-
ìîðôíûå ôóíêöèè. B ðàáîòå [6] íàéäåíî ìèíèìàëüíîå öåëîå íåîòðè-
öàòåëüíîå çíà÷åíèå k, òî åñòü ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê âûðîæäåíèÿ,
è êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (2) óðàâ-
íåíèÿ (1) ìèíèìàëüíîå k = −1, òî ïî êëàññèôèêàöèè îñîáûõ òî÷åê,
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ââåäåííîé Ïóàíêàðå, ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà r = 0 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé,
åñëè k = 0, òî îñîáàÿ òî÷êà r = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷-
êîé. Êàê èçâåñòíî, àñèìïòîòèêè ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíûõ
îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿþòñÿ êîíîðìàëüíûìè (ñì. íàïðèìåð [7]), à èìåííî
èìåþò âèä

∑
j r

sj
∑k

i=0 a
j
i ln

i r, ãäå aji , sj � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà. (Ïîäðîáíî î êîíîðìàëüíûõ àñèìïòîòèêàõ è ìåòîäàõ èõ ïî-
ñòðîåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [10]).

Åñëè k ∈ N , òî îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ èððåãóëÿðíîé, â ýòîì ñëó-
÷àå çàïèøåì îïåðàòîð (2) â âèäå

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
= kn

((
−1

k
rk+1 d

dr

)n

+

n−1∑
i=0

ãi (r)
1

kn−i

(
−1

k
rk+1 d

dr

)i)
.

Îñíîâíûì ñèìâîëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
H
(
r,−rk+1 d

dr

)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

H0 (p) = pn +

n−1∑
i=0

ãi (0)

kn−i
pi.

Â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíîé ñèìâîë èìååò òîëüêî ïðîñòûå êîðíè,
àñèìïòîòèêè ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê áûëè ïîëó÷åíû
â ðàáîòàõ [8], [9]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîñòðîåí îáùèé âèä àñèìïòîòèê
ðåøåíèé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ìåðîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èõ èððåãó-
ëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ðåñóðãåíòíîãî àíàëèçà,
îñíîâîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà � Áîðåëÿ, â òîì
÷èñëå ìåòîä ïîâòîðíîãî êâàíòîâàíèÿ [11].

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ðåñóðãåíòíîãî àíàëèçà óðàâíåíèå ñ ìå-
ðîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2) è äåëàåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà � Áîðåëÿ. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü
àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ â âèäå ñóììû àñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç êîðíåé îñíîâíîãî ñèìâîëà.
×òîáû íàéòè âèä àñèìïòîòè÷åñêîãî ÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîð-
íþ îñíîâíîãî ñèìâîëà pi, ìîæíî ïåðåäâèíóòü ýòîò êîðåíü â íîëü ñ
ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè e

pi
r ui (r)

è ïîòîì ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íóëåâîìó êîðíþ
îñíîâíîãî ñèìâîëà. È òîò æå ìåòîä ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíåí äëÿ âñåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì
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êîðíÿì îñíîâíîãî ñèìâîëà. Ê ïðèìåðó, åñëè êîðåíü p0 ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì, òî àñèìïòîòè÷åñêèé ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó êîðíþ èìå-
åò âèä

u0 (r) = exp

(
p0
rk

+

k−1∑
i=1

α0
k−i

rk−i

)
rσ0

∞∑
i=0

b0i r. (3)

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì êàêîé âèä èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé ÷ëåí,
ñîîòâåòñòâóþùèé êðàòíîìó êîðíþ. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî
àñèìïòîòè÷åñêèå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó êîðíþ îñíîâíî-
ãî ñèìâîëà, áóäóò ëèáî êîíîðìàëüíûìè ëèáî áóäóò èìåòü âèä

u0 (r) = exp
(
P0

(
r−

1
l0

))
rσ0

∞∑
i=0

a0i r
i
l0 , (4)

çäåñü l0 ∈ N , σ0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, P0 (x) � ïîëèíîì,
ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò kl0,

∑∞
k=0 a

0
ix

i � àñèìïòîòè÷å-
ñêèé ðÿä.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî l0 áóäåì íàçûâàòü çíàìåíàòåëåì àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ÷ëåíà. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3) çíàìåíàòåëü àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòîìó êîðíþ, ðàâåí 1.

Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé ÷ëåí äëÿ êîðíÿ êðàò-
íîñòè äâà ìîæåò èìåòü çíàìåíàòåëü 1 èëè 2. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò
ñôîðìóëèðîâàí ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âèä àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàòíûì êîðíÿì îñíîâíîãî ñèìâî-
ëà. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè âèä àñèìïòîòè÷åñêîãî
÷ëåíà, â òîì ÷èñëå íàéòè åãî çíàìåíàòåëü.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîðôíûìè (ìåðîìîðôíûìè) êîýôôè-
öèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èõ îñîáûõ òî÷åê è îïèñàíèè ìåòîäà èõ ïî-
ñòðîåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé k-ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà.

Îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóåò ìåòîä.
1. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà u (r) = e−

b

rB−1 u1 (r), êîòîðàÿ
ñäâèãàåò êîðåíü îñíîâíîãî ñèìâîëà â íîëü.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.
Ìëàäøèìè ÷ëåíàìè â óðàâíåíèè îáùåãî âèäà(
−rk d

dr

)n
u+

∑n−m
i=0 ai

(
−rk d

dr

)n−i
u+ r

∑n−1
i=0 a

1
i

(
−rk d

dr

)i
u+

+r2
∑n−1

i=0 a
2
i

(
−rk d

dr

)i
u+ ...+ rk−1

∑n−1
i=0 a

k−1
i

(
−rk d

dr

)i
u+

+rk
∑n−1

i=0 a
k
i (r)

(
−r2 d

dr

)i
u = 0
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íàçûâàþòñÿ ÷ëåíû óðàâíåíèÿ âèäà ri
(
−rk d

dr

)j
ïðè óñëîâèè i

k−1+j >
m. Îò ìëàäøèõ ÷ëåíîâ íå çàâèñèò âèä àñèìïòîòèêè, îò íèõ çàâèñÿò
òîëüêî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà â (4).

3. Ïðåîáðàçîâàíèå, ïîíèæàþùåå ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè óðàâíå-
íèÿ.

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäâèíóòü
êîðåíü îñíîâíîãî ñèìâîëà îïåðàòîðà â íîëü. Âòîðîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ íåîäíîðîäíûì îñíîâíûì ñèìâî-
ëîì, è ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ìëàäøèõ ÷ëåíîâ, ïðåîáðàçóåò èñõîäíîå
óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíûì îñíîâíûì ñèìâîëîì, ïðè ýòîì
àñèìïòîòè÷åñêèå ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó êîðíþ îñíîâíîãî
ñèìâîëà èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Òðåòüå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê óðàâ-
íåíèþ ñ îäíîðîäíûì îñíîâíûì ñèìâîëîì. Îíî ïîíèæàåò ñòåïåíü âû-
ðîæäåíèÿ è, ñ ó÷åòîì ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êðàòíîñòü êîðíÿ îñ-
íîâíîãî ñèìâîëà.

Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòèõ òðåõ ïðåîáðà-
çîâàíèé èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ êîðíåì
îñíîâíîãî ñèìâîëà ìåíüøåé êðàòíîñòè.

Òåîðåìà 1. Ëþáûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)
ñî ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ m â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé (m − 1)-
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé àñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ âèäà

ui (r) = exp
(
Pi

(
r
− 1

li

))
rσi

∞∑
j=0

aijr
j ,

ãäå li ∈ N , σi � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, Pi (x) � ïîëèíîì,
ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò (m − 1)li,

∑∞
k=0 a

i
kx

i � àñèìïòî-
òè÷åñêèé ðÿä, è ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíîðìàëüíûì àñèìï-
òîòèêàì, âèäà

e
pi
li

m∑
j=1

rσj lnj r

∞∑
k=0

ai,jk rk.

Êàæäûé èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ui (r) ñîîòâåòñòâóåò
êîðíþ îñíîâíîãî ñèìâîëà pi.
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ÇÀÄÀ×À ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄËß ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÉ
ÌÎÄÅËÈ ÒÈÏÀ ÔÎÉÃÒÀ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ

ÂßÇÊÎÑÒÜÞ1

Å.È. Êîñòåíêî, À.Â. Çâÿãèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
ekaterinalarshina@mail.ru, zvyagin.a@mail.ru

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè QT = [0, T ] × Ω, ãäå T ⩾ 0, à Ω ⊂ Rn,
n = 2, 3 ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− µ△v−

µ1

Γ(1− α)
Div

∫ t

0

e
−(t−s)

λ (t− s)
−α

E(v)(s, z(s; t, x))ds+∇p ∈ Ψ(v);

div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT ;

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v(s, z(s; t, x))ds, t, τ ∈ [0, T ], x ∈ Ω;

v(t, x) |[0,T ]×∂Ω= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, v(0) = v0, x ∈ Ω.

Ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå W1 = {v ∈ L2(0, T ;V
1) ∩

L∞(0, T ;V 0), v′ ∈ L4/3(0, T ;V
−1)} áûëà äîêàçàíà â ñòàòüå [1]. Â

äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (ñì. [2], [3]) äëÿ äàííîé ìîäåëè. Ââå-
äåì ìóëüòèîòîáðàæåíèå Ψ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: (Ψ1) Îòîá-
ðàæåíèå Ψ îïðåäåëåíî íà ïðîñòðàíñòâå W1 è èìååò íåïóñòûå, êîì-
ïàêòíûå, âûïóêëûå çíà÷åíèÿ; (Ψ2) Îòîáðàæåíèå Ψ ïîëóíåïðåðûâ-
íî ñâåðõó è êîìïàêòíî; (Ψ3) Îòîáðàæåíèå Ψ ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíî;
(Ψ4) Ψ � ñëàáî çàìêíóòî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà ôóíêöèé (v, f) ∈ W1 × L2(0, T ;V
−1) íà-

çûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ,
åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò a) íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v(0) = v0, b) óñëî-
âèþ îáðàòíîé ñâÿçè f ∈ Ψ(v), c) ïðè ëþáîé φ ∈ V 1 è ï.â. t ∈ (0, T )
òîæäåñòâó

⟨v′, φ⟩ −
∫
Ω

n∑
i=1

viv
∂φ

∂xi
dx+ µ

∫
Ω

∇v : ∇φdx+

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 23-71-10026).
© Êîñòåíêî Å.È., Çâÿãèí À.Â., 2026
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+
µ1

Γ(1− α)

∫
Ω

∫ t

0

e
−(t−s)

λ (t− s)
−αE(v)(s, z(s; t, x)) ds ε(φ) dx = ⟨f, φ⟩,

çäåñü z � ÐËÏ, ïîðîæäåííûé v.

Òåîðåìà 1. [ñì. [4],[5]] Ïóñòü v0 ∈ V 0, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Ψ1)�(Ψ4). Òîãäà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ
ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ èìååò ñëàáîå ðåøåíèå.

Ââåäåì ìíîæåñòâî Σ ⊂W1×L2(0, T ;V
−1), ñîñòîÿùåé èç ðåøåíèé

çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ââåäåì Φ : Σ → R � ïðî-
èçâîëüíûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: (Φ1)
Ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ òàêîå, ÷òî Φ(v, f) ⩾ γ äëÿ âñåõ (v, f) ∈ Σ;
(Φ2) Åñëè vm ⇀ v∗ â W1, fm → f∗ â L2(0, T ;V

−1), òî Φ(v∗, f∗) ⩽
lim

m→∞
Φ(vm, fm).

Òåîðåìà 2. [ñì. [4],[5]] Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 1, ïóñòü òàêæå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (Φ1)�(Φ2). Òîãäà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàò-
íîé ñâÿçüþ èìååò ñëàáîå ðåøåíèå (v∗, f∗), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
Φ(v∗, f∗) = inf

(v,f)∈Σ
Φ(v, f).
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ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

∂z

∂t
= z − d0z|z|2 + νd1z

1∫
0

z2(t, s)ds, (1)

ãäå z = z(t, s) = z1(t, s) + iz2(t, s), t ⩾ 0, x ∈ [0, 1], d0 = 1 − ic0,
d1 = 1 + ic1, c0 > 0, c1 ∈ Rn.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïî-
êàçàíî íàëè÷èå íåêîòîðûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t ðåøåíèé, èññëåäóåòñÿ
èõ óñòîé÷èâîñòü. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íû ìåòîäàì, ïðåä-
ñòàâëåííûì â ðàáîòàõ [1], [2], [3].

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå (1) èìååò ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé

z =
1√
1 + ν

exp

(
i(c0 − νc1)t

1 + ν

)
.

Êàæäîå èç ðåøåíèé ýòîãî ñåìåéñòâà ýêñïîíåíöèàëüíî îðáè-
òàëüíî óñòîé÷èâî, åñëè ν < 1 è c0c1 > 1.

Òàêæå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóäüòàò î ïåðèîäè÷åñêèõ ïî s
ðåøåíèÿõ.

Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå (1) èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé âèäà

z = exp(ic0t+ 2πikx), k ∈ Z,

êàæäîå èç êîòîðûõ íåóñòîé÷èâî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ

1− c0c1 + ν(1 + c21) > 0.

Ëèòåðàòóðà
1. Êàùåíêî Ñ.À. Ñåìåéñòâî êóñî÷íî-ãëàäêèõ ðåøåíèé îäíîãî

êëàññà ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé / Ñ.À. Êàùåí-
êî, Ä.Ñ. Êîñòåðèí, Ñ.Ä. Ãëûçèí // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóí-
äàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. � 2023. � Ò. 69, � 2. � Ñ. 263�275.

© Êîñòåðèí Ä.Ñ., 2026

163



2. Glyzin S.D. Dynamic properties and construction of piecewise
smooth periodic solutions of integro-di�erential equations / S.D. Glyzin,
S.A. Kashchenko, D.. Kosterin // Nonlinear Phenomena in Complex
Systems. � 2024. � vol. 27, no 1. � pp. 1�11.

3. Glyzin S.D. Dynamical Properties of Periodic Solutions of Integro-
Di�erential Equations / S.D. Glyzin, S.A. Kashchenko, D.. Kosterin //
Russian Journal of Nonlinear Dynamics. � 2025. � vol. 21, no 1. �
pp. 49.

Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
Â ÀÝÐÎÄÈÍÀÌÈÊÅ

Â.À. Êîñòèí, Ä.Â. Êîñòèí, Ì.Í. Ñèëàåâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
vlkostin@mail.ru, dvk605@mail.ru, marinanebolsina@yandex.ru

Ïðè r > 1 , θ ∈ [0, l], l ∈ [0,∞), ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

∂2u(r,Θ)

∂Θ2
= r2(r2 − 1)

∂2u(r,Θ)

∂r2
+ r(1− 2r2)

∂u(r,Θ)

∂r
, (1)

îïèñûâàþùåå, ñîãëàñíî [1], ñ.308, ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê äâèæåíèÿ
ñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðèìåíåíèè ê òåëàì, îãðàíè÷åííûì ïîâåðõ-
íîñòÿìè, ñîñòàâëÿþùèìè ìàëûé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì íåâîçìóùåí-
íîãî ïîòîêà (òîíêèå êðûëüÿ, óäëèíåííûå òåëà âðàùåíèÿ).

Ðåøàåòñÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à Äèðèõëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(r, 0) = φ(r), u(r, l) = ψ(r), (2)

ãäå ôóíêöèè φ(r) è ψ(r) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C[1,∞] ñ íîðìîé
∥φ∥ = supr |φ(r)|.

Ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè äëèííû èíòåðâàëà [0, l] ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè (2), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà íà ðåøåíèå

|u(r, θ)| ⩽M(∥φ∥+ ∥ψ∥). (3)

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå. Åñëè â (2) φ(r) = cos(σ arccos 1

r ), σ ∈ [0,∞),
ψ(r) = 0, òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ 0 ⩽ l < π

σ çàäà÷à (1)-(2)
èìååò ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (3) è îíî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå

u(r, θ) =
sinσ(l − θ)

sinσl
cos(σ arccos

1

r
). (4)
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Ñëåäñòâèå. Åñëè σ = n, n = 0, 1, ..., òî ïðè óñëîâèè 0 ⩽ l < π
n

ðåøåíèå (4) èìååò âèä

u(r, θ) =
sinπ(l − θ)

sinπl
Tn(

1

r
),

ãäå Tn(z) � ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà.
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ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÅ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ
ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ: ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ

ÏÎÄÕÎÄ È ÌÅÐÛ ÍÅÎÏÐÅÄÅË�ÍÍÎÑÒÈ
À.Â. Êóçíåöîâ (Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ)

avkuz@bk.ru

Ïðåäëîæåííûå ðàíåå âåðîÿòíîñòíûå äèçúþíêòèâíûå íîðìàëü-
íûå ôîðìû (ÂÄÍÔ) [1] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñøèðåíèå êëàññè÷å-
ñêîé ÄÍÔ, â êîòîðîé êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé ñíàáæåíî âå-
ùåñòâåííûì âåñîì, îïðåäåëÿþùèì âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ äàííîãî
ëèòåðàëà â ðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç m ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm. Âåðîÿòíîñò-
íîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé íàçîâ¼ì âûðàæåíèå xξ11 ∧ · · · ∧ xξmm
ñ âåñàìè ξi ∈ R. Äëÿ êàæäîãî j = 1,m çàäàíû òðè íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè F j

−1, F
j
0 , F

j
1 : R → [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íîðìè-

ðîâêè è èíòåðïðåòèðóåìûå êàê âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ xξjj
ðåàëèçóåòñÿ êàê îòðèöàíèå xj , îòñóòñòâèå ε èëè ïåðåìåííàÿ xj ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîëíûé íàáîð äàííûõ ôóíêöèé çàäàåò îòîáðàæåíèå F.
ÂÄÍÔ åñòü äèçúþíêöèÿ n òàêèõ êîíúþíêöèé:

∨n
t=1

∧m
j=1 x

ξtj
j .

Ðàçîáü¼ì îòðåçîê [0, nm] íà èíòåðâàëû ∆tj = [j−1+(t−1)m, j+
(t− 1)m]. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÂÄÍÔ ôóíêöèþ

ZΞ(x) =

n∑
t=1

m∑
j=1

ξtj1∆tj (x),
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ãäå Ξ = (ξtj) � ìàòðèöà âåñîâ. Òîãäà âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè êàæ-
äîãî ëèòåðàëà âîññòàíàâëèâàþòñÿ êàê èíòåãðàëû îò ZΞ ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì èíòåðâàëàì. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âêëàäûâàåò ïðîñòðàí-
ñòâî ÂÄÍÔ Bm

F (n) â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî L1[0, nm] ñ íîðìîé
∥Z∥1 =

∫ nm

0
|Z|dx. Âìåñòî ñòóïåí÷àòîé ìîæíî âçÿòü è ëþáóþ äðó-

ãóþ èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà âåñîâ Ξ ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ñ

ðàñïðåäåëåíèåì P . Òîãäà êîäèðîâùèê ZΞ ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíûì ýëå-
ìåíòîì â L1. Êîìïîçèöèÿ ñ îòîáðàæåíèåì F ïîðîæäàåò ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå V(m,n) âñåõ âîçìîæíûõ ÄÍÔ ñ
ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì äèçúþíêöèé.

Òàêàÿ ñòðóêòóðà ñõîäíà ñ íå÷¼òêîé ëîãèêîé âòîðîãî ïîðÿäêà [2].
Ïåðâûé óðîâåíü (îòîáðàæåíèå F) çàäà¼ò íå÷¼òêóþ ïðèíàäëåæíîñòü
ëèòåðàëà ïîäîáíî íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó ïåðâîãî òèïà. Âòîðîé óðî-
âåíü (ñëó÷àéíîñòü âåñîâ Ξ) äåëàåò ýòó ïðèíàäëåæíîñòü íå÷¼òêîé,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò âòîðè÷íîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè â ìîäåëÿõ
âòîðîãî òèïà. Óñðåäíåíèå ïî âòîðîìó óðîâíþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ èíòåãðàëà Áîõíåðà:

Z(x) = E[ZΞ(x)] =

∫
Rn×m

ZΞ(x) dP (Ξ),

÷òî àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ öåíòðîèäà äëÿ íå÷¼òêîãî ìíîæåñòâà
âòîðîãî òèïà [3].

Äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî êîäèðîâùèêà ZΞ ðàññìîòðèì åãî îáîá-
ù¼ííûé ãðàäèåíò (ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íà ñîñåäíèõ
èíòåðâàëàõ). Âåëè÷èíà ñêà÷êà∆ξ ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ðåçêî ìåíÿ-
åòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ êàðòèíà ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè ê äðóãîìó èëè îò îäíîé ïåðåìåííîé ê äðóãîé. Ââåäåì ýíòðîïèþ
ãðàäèåíòà:

H∇(Ξ) = −
∑
k

pk log pk, pk ∝ |∆ξk|2.

Òàêæå ââåäåì ïîëíóþ ýíòðîïèþ ÂÄÍÔ:

Htot(Ξ) =
∑
t,j

−
∑

ℓ∈{−1,0,1}

p
(ℓ)
tj ln p

(ℓ)
tj

 ,

ãäå p(ℓ)tj = F j
ℓ (ξtj) � âåðîÿòíîñòè òð¼õ èñõîäîâ. Ýòà âåëè÷èíà ñëó-

æèò ãëîáàëüíîé ñêàëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêîé ¾ðàçìûòîñòè¿ ëîãè÷å-
ñêîé ôîðìû. Êëàññè÷åñêàÿ ÄÍÔ äà¼ò íóëåâóþ ýíòðîïèþ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (ÊÇ)

wtt +Bwt +Aw = F2(w) + F3(w) + F0(w), (1)

wx|x=0,x=π = wxxx|x=0,x=π = wy|y=0,y=π = wyyy|y=0,y=π = 0. (2)

Â óðàâíåíèè (1) èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
w = w(t, x, y),
∆δw = wxx + δ2wyy, Aw = γ

(
qd2∆2

δw + (1− q)d∆δw + w
)
, δ ∈ R+,

Bwt = (1− γ)wt − (1 + γq)d∆δwt, F2(w) = F21(w) + F22(w),

F21(w) = γ
(
(1− q)d2(∆δw)

2 + d(1− q)w∆δw − 2d2q
[
wx(∆δw)x +

+wy(∆δw)y
])
, F22(w) = (1− γ)(wwt −w2

t ) + d(1 + γq − 2γ)wt∆δw +

+ 2γqd(wxwxt + wywyt), F3(w) = F31(w) + F32(w),

F31(w) = γ
(
qd2(∆δw)

2w + qd(∆δw)w
2 + 2d2q

(
wx(∆δw)x +

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Ðåãèîíàëüíîãî íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè
è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (Ñîãëàøåíèå î ïðåäîñòàâëåíèè
ñóáñèäèè èç ôåäåðàëüíîãî áþäæåòà � 075-02-2026-1331).
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wy(∆δw)y
)
w
)
,

F32(w) = wwt(wt − w)− (1 + γq)dwtw∆δw − 2γqd(wxwxt + wywyt)w.

Íàêîíåö, íåëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð F0(w) ïî ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè âûøå òðåòüåãî. Ê
ÊÇ (1),(2) ìîãóò áûòü ñâåäåíû ðÿä âàðèàíòîâ ñèñòåìû Êåéíñà, â êî-
òîðîé ó÷òåíû ïðîñòðàíñòâåííûå ôàêòîðû (íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êåéíñà îäíà èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàêðîýêîíîìèêè [1-3]).

ÊÇ (1),(2) èìååò íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Â äîêëàäå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ èçëîæèòü ðåçóëüòàòû àíàëèçà íåêîòîðûõ áèôóðêàöèîííûõ
çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ñìåíå óñòîé÷èâîñòè íóëåâûì ðåøåíè-
åì ÊÇ (1),(2). Ïðè ýòîì îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå âàðèàíòû,
êîãäà áèôóðöèðóþùèå ðåøåíèÿ çàâèñÿò îò îáîèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ (ò.å. îò x è y).

Â ðàáîòå [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòâåò îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ñâåñòè ê àíàëèçó îïåðàòîðíîãî ïó÷êà

P (λ, f) = λ2f + λBf +Af = 0,

ãäå f = f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì óñëîâèÿì Íåéìàíà.
Ïóñòü ñíà÷àëà γ ∈ (0, 1). Òîãäà àíàëèç îïåðàòîðíîãî ïó÷êà

P (λ, f) ïîêàçàë, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè

q = q∗(1− ν0ε), q∗ = (
√
2− 1)2, d = d∗ = (

√
2 + 1), ν0 = ±1

ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé áëèçêèé ê êðèòè÷åñêîìó äâóêðàòíîãî íóëåâîãî
êîðíÿ è îáîáùåííûé âàðèàíò áèôóðêàöèé Òüþðèíãà-Ïðèãîæèíà.

Èíîé êðóã áèôóðêàöèîííûõ çàäà÷ âîçíèêàåò, åñëè

γ = 1 + ν1ε. (3)

Ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðà γ ó îïåðàòîðíîãî ïó÷êà P (λ, f) ïðè
ε = 0 ñóùåñòâóåò ïàðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±i. Â ýòîì ñëó÷àå ó
ÊÇ (1),(2) ïðè ν1 = 1 ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé ïðîñòðàíñòâåííî îä-
íîðîäíûé öèêë. Åñëè ê âûáîðó (3) äîáàâèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ó ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A áóäóò ñóùåñòâîâàòü
íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïðîñòðàí-
ñòâåííî íåîäíîðîäíûõ öèêëîâ.

Íàïðèìåð, ïðè γ = 1 + ν1ε, q = q∗(1 + ν2ε), d = d∗(1 + ν3ε), ãäå
q∗ = (

√
2 − 1)2, d∗ =

√
2 + 1, ν1, ν2, ν3 ∈ R, ε ∈ (0, ε0) ðåàëèçóåòñÿ

168



ñëó÷àé áëèçêèé ê êðèòè÷åñêîìó ïàðû ïðîñòûõ ÷èñòî ìíèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé è äâóêðàòíîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðíîãî ïó÷êà P (λ, f).
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Â äîêëàäå áóäåò ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà êðàòêî èçëîæèòü îñíîâ-
íûå ôàêòû ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî è îïèñàòü åå âëèÿíèå íà ïîñëå-
äóþùåå ðàçâèòèå íàó÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé î ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Èñïîëíèëîñü 200 ëåò ñî äíÿ ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî âàðèàíòà íååâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè � ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. 11 (23) ôåâðàëÿ 1826
ãîäà íà çàñåäàíèè íàó÷íîãî îáùåñòâà Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà Í.È.
Ëîáà÷åâñêèé ñäåëàë äîêëàä ¾Ñæàòîå èçëîæåíèå íà÷àë ãåîìåòðèè¿.
Â 1829 ãîäó åãî ðàáîòà ¾Î íà÷àëàõ ãåîìåòðèè¿ áûëà îïóáëèêîâàíà
â æóðíàëå ¾Êàçàíñêèé âåñòíèê¿ è ïðåäñòàâëåíà â Àêàäåìèþ íàóê.

Í.È. Ëîáà÷åâñêèé (1792-1856) ïîëó÷èë øèðîêîå åñòåñòâåííî-íà-
ó÷íîå îáðàçîâàíèå, îáó÷àÿñü â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå. Íåñîìíåííî,
ýòîò ôàêò, à òàêæå åãî íàñòîé÷èâûé è äåÿòåëüíûé õàðàêòåð ñûãðà-
ëè ñâîþ ðîëü â âûáîðå èì íàó÷íîé ïîçèöèè ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëü-
òàòîâ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà. Ëîáà÷åâ-
ñêèé âçÿë íà ñåáÿ ñìåëîñòü îñïîðèòü òðàäèöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ
î ãåîìåòðèè ðåàëüíîãî ìèðà. Îí àêòèâíî ñòàðàëñÿ ïðèâëå÷ü âíèìà-
íèå ñâîèõ ñîâðåìåííèêîâ ê íîâûì ïîëó÷åííûì èì ðåçóëüòàòàì: ñâîè
ðàáîòû íà ðóññêîì ÿçûêå ïóáëèêîâàë ÷åòûðå ðàçà, íà ôðàíöóçñêîì

© Êóíàêîâñêàÿ Î.Â., Ìàëþòèí À.Ð., Áóõîíîâ Ä.À., Ìîðîçîâ À.Â., 2026
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ÿçûêå äâà ðàçà è îäèí ðàç � íà íåìåöêîì ÿçûêå. Îäíàêî, ïðè æèçíè
îí íå ïîëó÷èë ïóáëè÷íîé ýêñïåðòíîé ïîääåðæêè.

Òåì íå ìåíåå âûÿñíèëîñü, ÷òî òùàòåëüíûå è äàëåêî ïðîäâèíó-
òûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàáîòû Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî áûëè çàìå÷åíû Ê.Ô.
Ãàóññîì. Ïî èíèöèàòèâå Ê.Ô. Ãàóññà â 1843 ã. ñîñòîÿëîñü èçáðàíèå
Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî â ÷ëåíû-êîððåñïîíäåíòû Ãåòòèíãåíñêîãî êîðî-
ëåâñêîãî íàó÷íîãî îáùåñòâà. Îí âûñîêî îòîçâàëñÿ î ðåçóëüòàòàõ,
ìåòîäàõ è ñòèëå ðàáîò Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî (è, êàê âûÿñíèëîñü, äàæå
âûó÷èë îñíîâû ðóññêîãî ÿçûêà, ÷òîáû èìåòü äîñòóï ê îðèãèíàëüíûì
òåêñòàì Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî). Öèòàòà èç ïèñüìà Ê.Ô. Ãàóññà ê àñòðî-
íîìó Ã.Õ. Øóìàõåðó (1846): ¾ß ñîáñòâåííî íå íàøåë â ñî÷èíåíèè
Ëîáà÷åâñêîãî íè îäíîãî íîâîãî äëÿ ñåáÿ ôàêòà; íî èçëîæåíèå âåñü-
ìà ðàçëè÷íî îò òîãî, êàêîå ÿ ïðåäïîëàãàë ñäåëàòü, è àâòîð òðàêòóåò
î ïðåäìåòå êàê çíàòîê â èñòèííî ãåîìåòðè÷åñêîì äóõå.¿ Â íåîïóáëè-
êîâàííûõ òðóäàõ Ãàóññà íàéäåíû ðåçóëüòàòû, ïîäòâåðæäàþùèå åãî
ñëîâà î òîì, ÷òî îí òîæå ðàçðàáàòûâàë ñõîäíûå èäåè.

Âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì ßíîøåì Áîÿè áûëè íåçàâèñèìî ïåðåîò-
êðûòû ñâîéñòâà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî (îïóáëèêîâàíî â 1833 ãîäó;
Áîÿè íàçâàë íîâóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ íàóêó îòíîñèòåëüíîé ãåîìåòðè-
åé). Ïåðâîîòêðûâàòåëÿìè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè òåïåðü ïðèçíàíû
òðè ìàòåìàòèêà: Í.È. Ëîáà÷åâñêèé, Ê.Ô. Ãàóññ, ß. Áîÿè.

Âûäàþùèéñÿ âêëàä â ïðîïàãàíäó îòêðûòèÿ Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî è
âîññòàíîâëåíèå ïàìÿòè î íåì âíåñ ìàòåìàòèê, ïðîôåññîð Êàçàíñêîãî
óíèâåðñèòåòà Àëåêñàíäð Âàñèëüåâè÷ Âàñèëüåâ. Ïî åãî èíèöèàòèâå â
1893 ãîäó â Êàçàíè ïðàçäíîâàëîñü ñòîëåòèå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.È.
Ëîáà÷åâñêîãî (ïîçæå äàòà ðîæäåíèÿ Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî áûëà óòî÷-
íåíà).

Íååâêëèäîâà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ëîáà÷åâñêîãî ïîâåðíóëà
ðàçâèòèå ãåîìåòðèè ïî íîâîìó ïóòè, ñòàëà òî÷êîé âåòâëåíèÿ íàó÷-
íîãî ïîèñêà. Óèëüÿì Êëèôôîðä íàçâàë Ëîáà÷åâñêîãî ¾Êîïåðíèêîì
ãåîìåòðèè¿. Ýòà ñèñòåìà íàøëà ñâîè ïðèìåíåíèÿ â ñîâðåìåííîé òåõ-
íèêå, òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ÿäåðíîé ôèçèêå è âûñîêîòåõíîëîãè÷-
íîé ìåäèöèíå. Íååâêëèäîâà èíòóèöèÿ ñòàëà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí-
íûì ÿâëåíèåì â èíòåëëåêòóàëüíîé ñðåäå.

Äåíü ðîæäåíèÿ Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî � 1 äåêàáðÿ 1792 ãîäà. Ñ 2024
ãîäà â ÷åñòü íàøåãî âåëèêîãî ñîîòå÷åñòâåííèêà 1 äåêàáðÿ îòìå÷àåòñÿ
Äåíü ìàòåìàòèêà. Ýòî îôèöèàëüíûé ïðîôåññèîíàëüíûé ïðàçäíèê â
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.
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Î ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÃÎ
ÐÀÇËÎÆÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÈ ÈÇ ÊËÀÑÑÀ Hα

p (G)
ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÂÅÊÒÎÐ � ÔÓÍÊÖÈßÌ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÄÈÐÀÊÀ
Â.Ì. Êóðáàíîâ, Ë.Ç. Áóêñàåâà (Àçåðáàéäæàíñêèé
Ãîñóäàðñòâåííûé Ïåäàãîãè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò, Áàêó,

Àçåðáàéäæàí)
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Ðàññìîòðèì íà èíòåðâàëå G = (0, π) îäíîìåðíûé îïåðàòîð Äèðà-
êà

Dy = By′ + P (x)y, y(x) = (y1(x), y2(x))
T
,

ãäå B =

(
0 1
−1 0

)
, P (x) =

(
p(x) 0
0 q(x)

)
, p(x) è q(x)− âåùåñòâî-

çíà÷íûå ôóíêöèè èç êëàññà Lr(G), r ⩾ 1.
Ñëåäóÿ Â.À. Èëüèíó [1], ïîä ñîáñòâåííîé âåêòîð-ôóíêöèåé îïåðà-

òîðàD, îòâå÷àþùåé âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, áóäåì
ïîíèìàòü ëþáóþ òîæäåñòâåííî íå ðàâíóþ íóëþ äâóõêîìïîíåíòíóþ
âåêòîð-ôóíêöèþ y(x), êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà Ḡ = [0, π]
è ïî÷òè âñþäó â G óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Dy = λy.

Ïóñòü L2
p(G), p ⩾ 1, ïðîñòðàíñòâî äâóõêîìïîíåíòíûõ âåêòîð-

ôóíêöèé f(x) = (f1(x), f2(x))
T ñ íîðìîé

∥f∥p =

(∫
G

|f(x)|p dx
)1/p

,

(
∥f∥∞ = sup

x∈Ḡ

vrai |f(x)|

)
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè f(x) ∈ L2
p(G), g(x) ∈ L2

q(G), p
−1+q−1 = 1, p ⩾ 1,

ñóùåñòâóåò ¾ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå¿

(f, g) =

∫
G

⟨f(x), g(x)⟩ dx =

∫
G

2∑
j=1

fj(x)gj(x)dx .

×åðåç Hα
p (0, π) , 1 ⩽ p < ∞ , α ∈ (0, 1] , îáîçíà÷èì êëàññ äâóõ-

êîìïîíåíòíûõ âåêòîð-ôóíêöèé f(x) ∈ L2
p(G) äëÿ êîòîðûõ ωp (f, δ) ⩽

M (f) δα, ãäå

ωp (f, δ) = sup
0<h⩽δ

(∫ π−h

0

|f (x+ h)− f (x)|p dx

)1/p

Íîðìà âåêòîðà f(x) ∈ Hα
p (G) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∥f∥αp ≡ ∥f∥Hα
p (G) = ∥f∥p + sup

δ>0

ωp (f, δ)

δα
.

×åðåç W 1
p (G), p ⩾ 1, îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûõ íà Ḡ äâóõêîìïîíåíòíûõ âåêòîð-ôóíêöèé f(x) , äëÿ êîòîðûõ
f ′(x) ∈ L2

p(G). Íîðìà âåêòîðà f(x) ∈ W 1
p (G), p ⩾ 1, îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé ∥f∥W 1
p (G) = ∥f∥p + ∥f ′∥p .

Ïóñòü {un(x)}∞n=1 ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ â L2
2(G) ñèñòåìà

ñîáñòâåííûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà D è {λn}∞n=1 , λn ∈ R, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ââåäåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-
ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå {un(x)}∞n=1:

σν(x, f) =
(
σ1
ν(x, f), σ

2
ν(x, f)

)T
,

σj
ν(x, f) =

∑
|λn|⩽ν

(f, un) u
j
n(x), j = 1, 2; ν > 0;

(
u1n(x), u

2
n(x)

)T
= un(x), f(x) = (f1(x), f2(x))

T
.

Íàðÿäó ñ ÷àñòè÷íîé ñóììîé σj
ν(x, f) ââåäåì òàêæå ìîäèôèöèðî-

âàííóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíê-
öèè fj(x), ò.å.

Sν(x, fj) =
1

π

∫
G

sin v(x− y)

x− y
fj(y)dy, j = 1, 2;
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Sν(x, f) = (Sν(x, f1), Sν(x, f2))
T
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

∆j
ν (f,K) =

∥∥sjν (·, f)− Sν (·, fj)
∥∥
C(K)

,

αn (f) = ⟨f,B un⟩|π0 =
(
f1 (x)u2n (x)− f2 (x)u1n (x)

)∣∣∣π
0
.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè íà êîìïàêòå K ⊂ G ðàçíîñòü ∆j
ν (f,K)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ν → +∞, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî j- ÿ êîì-
ïîíåíòà ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå
{un(x)}∞n=1 ðàâíîìåðíî ðàâíîñõîäèòñÿ íà êîìïàêòå K ⊂ G ñ ðàç-
ëîæåíèåì â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå, ñîîòâåòñòâóþùèé j-é
êîìïîíåíòû fj(x) âåêòîð-ôóíêöèè f(x).

Ãëàâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) ∈ Hα
p (0, π) , 1 ⩽ p < ∞, α ∈ (0, 1],

êîýôôèöèåíòû p(x) è q(x) ïðèíàäëåæàò êëàññó Lr(G), r > 1, è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

max

{
1

r
,
1

p
− 1

2

}
< α ⩽ 1.

Òîãäà j− àÿ êîìïîíåíòà ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-
ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå {un(x)}∞n=1 ðàâíîìåðíî ðàâíîñõîäèòñÿ íà
ëþáîì êîìïàêòå K ⊂ G ñ ðàçëîæåíèåì â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
Ôóðüå, ñîîòâåòñòâóþùèé j−îé êîìïîíåíòû fj(x), âåêòîð �ôóíê-
öèè f(x), è ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

I. ∆j
ν (f, K) ⩽ C1(K) ∥f∥αp

{
ν

1
r−1 ln ν ïðè α = 1,

ν
1
r−α ïðè max

{
1
r ,

1
p − 1

2

}
< α < 1

(1)
åñëè 1 < r <∞;

II. ∆j
ν (f, K) ⩽ C2(K) ∥f∥αp ν−α ln2 ν ïðè, max

{
0,

1

p
− 1

2

}
< α ⩽ 1,

(2)
åñëè r = ∞,
ãäå C1(K) , C2(K) ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ν ⩾ 2.
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Ñëåäñòâèå 1.Ïóñòü f(x) ∈ W 1
1 (G), êîýôôèöèåíòû p(x) è q(x)

ïðèíàäëåæàò êëàññó Lr(G), r > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà

∆ j
ν (f, K) ⩽ C3 (K) ∥f∥W 1

1 (G)

 ν1/r−1 ln ν ïðè r ∈ (1,∞) ,

ν−1 ln2 ν ïðè r = ∞,
(3)

ãäå C3(K) ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ν ⩾ 2.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè f(x) ∈ W 1

p (G), p > 1, è
è ñèñòåìû {un(x)}∞n=1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå αn (f) = 0, n = 1, 2, . . .
è êîýôôèöèåíòû p(x) è q(x) ïðèíàäëåæàò â Lr(G), r > 1. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆ j
ν (f, K) ⩽ C4 (K) ∥f∥W 1

p (G)

 ν1/r−1 ïðè r ∈ (1,∞) ,

ν−1 ln ν ïðè r = ∞,
(4)

ãäå C4(K) ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ν ⩾ 2.
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Äèôôåîìîðôèçì f : G→ G ãðóïïû Ëè G ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèç-
ìîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî [1]:

f(x ◦ y) = f(x) ◦ f(y), (1)
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äëÿ ëþáûõ x è y èç G.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó Ëè, òî÷êè êîòîðîé (ξ, η, µ, ν) ∈ G ïðåäñòàâ-

ëÿþòñÿ ìàòðèöàìè

ξ 0 µ
η ξ ν
0 0 1

 . Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ: (ξ1, η1, µ1, ν1) ◦

(ξ2, η2, µ2, ν2) = (ξ1ξ2, ξ1η2+ξ2η1, µ2ξ1+µ1, µ2η1+ν2ξ1+ν1). Åäèíèöåé
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò e = (1, 0, 0, 0).

Àâòîìîðôèçì â ãðóïïå Ëè G çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè f : (ξ, η, µ, ν) 7→ (σ1(ξ, η, µ, ν), σ2(ξ, η, µ, ν), σ3(ξ, η, µ, ν),
σ4(ξ, η, µ, ν)), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ (1). Èç (1) âûòåêàåò, ÷òî
äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà àâòîìîðôèçìà òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòå-
ìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

σ1(ξ1ξ2, ξ1η2 + ξ2η1, µ2ξ1 + µ1, µ2η1 + ν2ξ1 + ν1) =
σ1(ξ1, η1, µ1, ν1)σ1(ξ2, η2, µ2, ν2);

σ2(ξ1ξ2, ξ1η2 + ξ2η1, µ2ξ1 + µ1, µ2η1 + ν2ξ1 + ν1) =
σ1(ξ1, η1, µ1, ν1)σ2(ξ2, η2, µ2, ν2) + σ2(ξ1, η1, µ1, ν1)σ1(ξ2, η2, µ2, ν2);

σ3(ξ1ξ2, ξ1η2 + ξ2η1, µ2ξ1 + µ1, µ2η1 + ν2ξ1 + ν1) =
σ1(ξ1, η1, µ1, ν1)σ3(ξ2, η2, µ2, ν2) + σ3(ξ1, η1, µ1, ν1);
σ4(ξ1ξ2, ξ1η2 + ξ2η1, µ2ξ1 + µ1, µ2η1 + ν2ξ1 + ν1) =

σ2(ξ1, η1, µ1, ν1)σ3(ξ2, η2, µ2, ν2)+
σ1(ξ1, η1, µ1, ν1)σ4(ξ2, η2, µ2, ν2) + σ4(ξ1, η1, µ1, ν1),

ïðè÷åì ∆ =
∂(σ1, σ2, σ3, σ4)

∂(ξ, η, µ, ν)
̸= 0.

Òåîðåìà. Àâòîìîðôèçì f ãðóïïû Ëè G èìååò ñëåäóþùèé ÿâ-
íûé îáùèé âèä:

σ1 = ξ, σ2 = a22η, σ3 = a33µ+ a31ξ − a31,
σ4 = a43µ+ a22a33ν + a31η + a41ξ − a41,

ïðè÷åì a22, a33, a31, a41, a43 = const, a22a33 ̸= 0.
Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî âûøå íàéäåííûõ àâòîìîðôèçìîâ ñî-

äåðæèò âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû:

σ1 = ξ, σ2 = η, σ3 = a33µ+ a31ξ − a31,
σ4 = a43µ+ a33ν + a31η + a41ξ − a41.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÂÈÄÀ ÄÂÈÆÓÙÅÃÎÑß ÔÐÎÍÒÀ
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ÄÈÔÔÓÇÈÈ Ñ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀÌÈ ÐÀÇËÈ×ÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

ÏÎ ÐÀÇÍÛÅ ÑÒÎÐÎÍÛ ÔÐÎÍÒÀ1

Í.Ò. Ëåâàøîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)
levashovant@my.msu.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíå-
íèÿ äèôôóçèè ñ ìîäóëüíîé íåëèíåéíîñòüþ. Ýòà çàäà÷à áûëà âûäå-
ëåíà êàê óïðîùåííàÿ ïîñòàíîâêà ìîäåëè ðîñòà îïóõîëåâîé òêàíè,
ïðåäñòàâëåííîé â [1]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíà áûëà ðåäóöèðîâàíà
äî îäíîãî óðàâíåíèÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò
âèä

ε
∂u

∂t
− ε2

∂2u

∂x2
=

{
−u+ umax, u ⩾ uthr,

uG(x, t), u < uthr,
, 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 < t ⩽ T,

∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(1, t) = 0, u(x, 0) = uinit(x), 0 ⩽ x ⩽ 1. (1)

Çäåñü ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, G(x, t) > 0, umax è uthr � èçâåñòíûå
âåëè÷èíû, 0 < uthr < umax, uinit � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ
ôîðìó ôðîíòà, óáûâàþùåãî îò çíà÷åíèé umax äî íóëÿ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
u(x, t) âèäà äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïðèíàäëå-
æàùåå êëàññó.

C([0, 1]× [0, T ]) ∩ C1,0((0, 1)× [0, T ]) ∩ C2,0(((0, x̂) ∪ (x̂, 1))× [0, T ]).

Ôðîíò ôîðìèðóåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂(t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ u(x̂, t) = uthr.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå âåëè÷èí ñëåäóþùèé:
u(x, t) � ïëîòíîñòü îïóõîëåâûõ êëåòîê, íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíèöó;
umax = 1, uthr � ïëîòíîñòü êëåòîê â ïðîëèôåðàòèâíîì ñëîå (¾ïðî-
ëèôåðàöèÿ¿ îçíà÷àåò äåëåíèå êëåòîê), G(x, t) � êîíöåíòðàöèÿ êèñ-
ëîðîäà âíå îïóõîëè. Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì, ïîñêîëüêó îòíîðìèðîâàí íà êîëè÷åñòâî êëåòîê â îäíîì
ìèëëèëèòðå.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
© Ëåâàøîâà Í.Ò., 2026
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Âíóòðè îïóõîëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå u ⩾ uthr. Ôóíêöèÿ −u +
umax â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîäåëèðóåò èñòî÷íèê, êîòîðûé ïîä-
äåðæèâàåò â ýòîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííûé óðîâåíü ïëîò-
íîñòè êëåòîê umax. Òî÷êà ïîêîÿ u = umax ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâ-
íîâåñèÿ òèïà ñåäëà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè u ⩾ uthr.

Ñëàãàåìîå uG(x, t) îïèñûâàåò èñòî÷íèê íîâûõ êëåòîê â ïðîëèôå-
ðàòèâíîì ñëîå. Ñêîðîñòü äåëåíèÿ êëåòîê ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåí-
òðàöèè êèñëîðîäà â îáëàñòè âíå îïóõîëè. Óðàâíåíèå (1) ïðè u < uthr
èìååò òî÷êó ïîêîÿ u = 0 òèïà óñòîé÷èâîãî óçëà èëè óñòîé÷èâîãî ôî-
êóñà â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ uthr è G(x̂(t), t).

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òî÷êà ïîêîÿ u = 0 â îá-
ëàñòè u < uthr áóäåò èìåòü òèï óçëà èëè ôîêóñà. Â êàæäîì ñëó÷àå
äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âèäà ôðîíòà. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ïðèìåíÿëñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ
íåðàâåíñòâ [2].
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
Î ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÁÀËÊÈ

Ñ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ
Â.Ë. Ëèòâèíîâ, Ê.Â. Ëèòâèíîâà (Ìîñêâà,
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà; Ñàìàðà, ÑàìÃÒÓ)

vladlitvinov@rambler.ru

The problem under consideration, concerning the vibrations of
objects with moving boundaries, is a non-classical version of a hyperbolic
boundary value problem. To simplify its solution and justify the choice
of an appropriate solution type, equivalent integro-di�erential equations
were constructed, characterized by symmetric non-stationary kernels
and variable integration limits. The value of the integro-di�erential
equation method is particularly noticeable when moving to more complex
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dynamic systems involving concentrated masses oscillating under the
in�uence of moving loads. The proposed approach is generalized to
a wide range of model boundary value problems, taking into account
bending sti�ness, environmental resistance, and foundation elasticity.
The solution is obtained in dimensionless form with an accuracy of up
to second-order smallness with respect to the parameters describing the
boundary velocity. As a result, an approximate answer is found for the
problem of transverse vibrations of a viscoelastic beam with bending
sti�ness and damping.
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Ñèñòåìà äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, â îòëè÷èå îò øêîëüíîé
ïðîãðàììû, ÷àñòî îðèåíòèðîâàíà íà áîëåå ãëóáîêîå ïîãðóæåíèå â
ïðåäìåò, ðàáîòó ñ ìîòèâèðîâàííûìè ó÷àùèìèñÿ è ïîäãîòîâêó ê
îëèìïèàäàì èëè ïîñòóïëåíèþ â âóçû. Ýòî íàêëàäûâàåò îñîáûå òðå-
áîâàíèÿ íà ó÷èòåëÿ: îí äîëæåí áûòü ñïîñîáåí íå ïðîñòî èçëîæèòü
ìàòåðèàë, íî è âäîõíîâèòü, ðàçâèòü èññëåäîâàòåëüñêèé èíòåðåñ, íà-
ó÷èòü ïðèìåíÿòü çíàíèÿ â íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïðåïîäàâàíèå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â òàêîì êîíòåêñòå òðåáóåò îò ó÷èòå-
ëÿ íå òîëüêî âëàäåíèÿ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ, íî è óìåíèÿ ïîêàçàòü èõ
êðàñîòó, ñâÿçü ñ ðåàëüíûì ìèðîì è ïîòåíöèàë äëÿ äàëüíåéøåãî èçó-
÷åíèÿ [1]. Ðàçðàáîòêà äèàãíîñòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ äîëæíà áûòü
ìíîãîãðàííîé è îõâàòûâàòü âñå íåîáõîäèìûå êîìïåòåíöèè. 1. Òåñòè-
ðîâàíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé: Ôîðìàò: Òåñòû ñ âûáîðîì îòâåòà,
çàäàíèÿ íà óñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ, çàäà÷è ñ êðàòêèì îòâåòîì,
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òðåáóþùèå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë è ìåòîäîâ. Ñîäåðæàíèå: Âîïðîñû,
îõâàòûâàþùèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êëàññèôèêàöèþ óðàâíåíèé, ìåòî-
äû ðåøåíèÿ (ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà, óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ñèñòåìû óðàâíåíèé, ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû). 2. Îöåíêà ïåäàãîãè÷åñêîãî çíàíèÿ ïðåäìåòà (PCK):
Ôîðìàò: Ñèòóàöèîííûå çàäà÷è, àíàëèç ïåäàãîãè÷åñêèõ ñöåíàðèåâ,
ðàçðàáîòêà ïëàíîâ óðîêîâ, îòâåòû íà âîïðîñû î òèïè÷íûõ çàáëóæäå-
íèÿõ ó÷àùèõñÿ. Ñîäåðæàíèå: Çàäàíèÿ, òðåáóþùèå îò áóäóùåãî ó÷è-
òåëÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïîíèìàíèå òîãî, êàê ó÷àùèåñÿ âîñïðèíè-
ìàþò ìàòåðèàë, êàêèå òðóäíîñòè îíè èñïûòûâàþò, è êàê ýòè òðóä-
íîñòè ìîæíî ïðåîäîëåòü. Ïðèìåð: ¾Ó÷àùèåñÿ èñïûòûâàþò òðóäíî-
ñòè ñ ïîíèìàíèåì òîãî, ïî÷åìó ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî ôóíêöèé, à íå îäíó êîíêðåòíóþ
ôóíêöèþ. Ïðåäëîæèòå ñïîñîá îáúÿñíåíèÿ ýòîé êîíöåïöèè, èñïîëü-
çóÿ íàãëÿäíûå ïðèìåðû¿. 3. Îöåíêà íàâûêîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðè-
ìåíåíèÿ: Ôîðìàò: Çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïî îïèñàíèþ ðåàëüíîé ñèòóàöèè, çàäà÷è íà èíòåðïðåòàöèþ
ðåøåíèé, ðàçðàáîòêà ìîäåëåé [1]. Ñîäåðæàíèå: Çàäàíèÿ, ãäå áóäó-
ùèé ó÷èòåëü äîëæåí ïðîäåìîíñòðèðîâàòü óìåíèå ïåðåâîäèòü ðåàëü-
íûå ïðîáëåìû íà ÿçûê ìàòåìàòèêè è íàîáîðîò � èíòåðïðåòèðîâàòü
ìàòåìàòè÷åñêèå ðåøåíèÿ â êîíòåêñòå ðåàëüíîãî ìèðà. Ïðèìåð [1]:
¾Îïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîäåëèðóåò ïðî-
öåññ îõëàæäåíèÿ îáúåêòà ïî çàêîíó Íüþòîíà, è îáúÿñíèòå, êàê ïàðà-
ìåòðû ýòîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû ñ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáúåêòà
è îêðóæàþùåé ñðåäû¿. èëè ¾Äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
îïèñûâàþùåå ðîñò ïîïóëÿöèè ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ. Èí-
òåðïðåòèðóéòå ñìûñë êàæäîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ è ïðåäñêàæèòå äîë-
ãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè¿. 4. Îöåíêà óìåíèÿ äèôôåðåíöèðî-
âàòü îáó÷åíèå: Ôîðìàò: Ðàçðàáîòêà äèôôåðåíöèðîâàííûõ çàäàíèé
äëÿ ó÷àùèõñÿ ñ ðàçíûì óðîâíåì ïîäãîòîâêè, ïðåäëîæåíèå ñòðàòå-
ãèé ïîääåðæêè îòñòàþùèõ è ñòèìóëèðîâàíèÿ îäàðåííûõ ó÷åíèêîâ.
Ñîäåðæàíèå: Çàäàíèÿ, ïðîâåðÿþùèå ñïîñîáíîñòü ó÷èòåëÿ àäàïòèðî-
âàòü ñëîæíîñòü ìàòåðèàëà, ïðåäëàãàòü àëüòåðíàòèâíûå ïóòè ðåøå-
íèÿ è ñîçäàâàòü óñëîâèÿ äëÿ óñïåøíîãî îáó÷åíèÿ êàæäîãî ó÷åíèêà.
Ïðèìåð: ¾Ðàçðàáîòàéòå òðè âàðèàíòà ïðàêòè÷åñêîãî çàäàíèÿ ïî òå-
ìå ¾Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà¿ äëÿ
ó÷àùèõñÿ ñ ðàçíûì óðîâíåì ïîäãîòîâêè: áàçîâûé, ïðîäâèíóòûé è
îëèìïèàäíûé¿. 5. Îöåíêà èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèé: Ôîðìàò: Ïðàê-
òè÷åñêèå çàäàíèÿ íà èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ äëÿ ðå-
øåíèÿ è âèçóàëèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëèç ýô-

181



ôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèé â îáó÷åíèè. Ñîäåðæàíèå: Ïðî-
âåðêà íàâûêîâ ðàáîòû ñ ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì, ïîíèìàíèÿ åãî
âîçìîæíîñòåé è îãðàíè÷åíèé, à òàêæå óìåíèÿ èíòåãðèðîâàòü òåõ-
íîëîãèè â ó÷åáíûé ïðîöåññ äëÿ ïîâûøåíèÿ åãî íàãëÿäíîñòè è ýô-
ôåêòèâíîñòè. Ïðèìåð: ¾Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, íàé-
äèòå ÷èñëåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè y' = y - x, y(0) =
1 íà èíòåðâàëå [0, 2] è ïîñòðîéòå ãðàôèê ðåøåíèÿ. Îáúÿñíèòå, êàê
ïîëó÷åííûé ãðàôèê ïîìîãàåò ïîíÿòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ¿. 6. Îöåí-
êà ðàçâèòèÿ êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ è èññëåäîâàòåëüñêèõ íàâûêîâ:
Ôîðìàò: Çàäà÷è, òðåáóþùèå àíàëèçà íåïîëíîé èíôîðìàöèè, ôîð-
ìóëèðîâàíèÿ ãèïîòåç, ïðîâåäåíèÿ ìèíè-èññëåäîâàíèé, îöåíêè äîñòî-
âåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Ñîäåðæàíèå: Ïðîâåðêà ñïîñîáíîñòè áóäóùåãî
ó÷èòåëÿ íå òîëüêî ïåðåäàâàòü çíàíèÿ, íî è ôîðìèðîâàòü ó ó÷àùèõñÿ
óìåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî ìûñëèòü, ñòàâèòü âîïðîñû è èñêàòü îòâåòû.
Ïðèìåð: ¾Ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû ñòîëêíóëèñü ñ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì, äëÿ êîòîðîãî íå ñóùåñòâóåò èçâåñòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ. Îïèøèòå, êàêèå øàãè âû ïðåäïðèìåòå äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ åãî ñâîéñòâ è ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Êàêèå
âîïðîñû âû áû çàäàëè ó÷àùèìñÿ, ÷òîáû ñòèìóëèðîâàòü èõ èññëåäî-
âàòåëüñêóþ àêòèâíîñòü¿? 7. Íàáëþäåíèå çà ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëü-
íîñòüþ (ïðè íàëè÷èè âîçìîæíîñòè): Ôîðìàò: Àíàëèç âèäåîçàïèñåé
óðîêîâ, íàáëþäåíèå çà ïðîâåäåíèåì ìàñòåð-êëàññîâ, îöåíêà îáðàò-
íîé ñâÿçè îò ó÷àùèõñÿ. Ñîäåðæàíèå: Îöåíêà ðåàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ
òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé è ïåäàãîãè÷åñêèõ íàâûêîâ â óñëîâèÿõ ó÷åáíî-
ãî ïðîöåññà. Ðàçðàáîòêà êîìïëåêñíûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ èíñòðóìåí-
òîâ äëÿ îöåíêè ñïîñîáíîñòè áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè ýôôåê-
òèâíî ïðåïîäàâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå äîïîë-
íèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýòàïíûì è òðóäîåìêèì ïðî-
öåññîì [1]. Îäíàêî, èíâåñòèöèè â ýòîò ïðîöåññ îêóïÿòñÿ ïîâûøåíè-
åì êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïðèâåäåò ê áîëåå ãëóáîêîìó è îñìûñëåííîìó èçó÷åíèþ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ó÷àùèìèñÿ. Ýòè èíñòðóìåíòû ïîçâîëÿò íå òîëüêî
âûÿâèòü ñèëüíûå è ñëàáûå ñòîðîíû áóäóùèõ ó÷èòåëåé, íî è ñòàíóò
îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè àäðåñíûõ ïðîãðàìì ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêà-
öèè, íàïðàâëåííûõ íà ôîðìèðîâàíèå íåîáõîäèìûõ êîìïåòåíöèé. Â
êîíå÷íîì èòîãå, ýòî áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îáðàçîâàíèÿ è ïîäãîòîâêå íîâîãî ïîêîëåíèÿ ñïåöèàëèñòîâ, ñïî-
ñîáíûõ ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ àêòóàëüíûõ
çàäà÷.
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Îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè âåêòîð-
ôóíêöèè x ∈ C1 (R+,Rn

∗ ) äàíû â ðàáîòå [1] È.Í. Ñåðãååâà. Ïîä
ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü
ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ åãî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå âñåõ íåíóëåâûõ
ðåøåíèé, à çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ íàçîâåì ñóùåñòâåííûìè, åñëè îíî
ïðèíèìàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ, ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà (ñì. [2, 3]).

Âîçìîæíûå ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè ëèíåéíûõ îäíî-
ðîäíûõ äâóìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
[2, 3]. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿòñÿ è íà ïîêàçàòåëè
êîëåáëåìîñòè, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 [4]. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåîòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåãî íîëü, ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ ëèíåé-
íàÿ îäíîðîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, ó êîòîðîé êàæäûé èç
ñïåêòðîâ âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñîâïàäàåò ñ ýòèì ìíî-
æåñòâîì, ïðè÷åì âñå çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííû.

Òåîðåìà 2 [5]. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ ïîïàðíî ñîèçìåðèìûõ ÷èñåë ñ åäèí-
ñòâåííîé íóëåâîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé, ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ ëè-
íåéíàÿ îäíîðîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, ó êîòîðîé êàæäûé
èç ñïåêòðîâ âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñîâïàäàåò ñ ýòèì ìíî-
æåñòâîì, ïðè÷åì âñå çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííû.

Âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ìîùíîñòåé ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè ïðè ïåðåõîäå îò íåëèíåéíîé ñèñòåìû (âñå ðåøåíèÿ êîòîðîé
áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìû âïðàâî) ê ñèñòåìå åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ

1 Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäà-
íèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò � 075-03-2026-395).
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áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ [6, 7]. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ìîæíî
îáîáùèòü íà ïîêàçàòåëè áëóæäàåìîñòè.

Òåîðåìà 3 [8, 9].Ìîùíîñòü ñïåêòðà êàæäîãî ïîêàçàòåëÿ áëóæ-
äàåìîñòè ëèíåéíîé äâóìåðíîé ñèñòåìû ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïðè
íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèÿõ ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Íîâûìè ìåòîäîì âñïîìîãàòåëüíûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ïîëóî-
ãðàíè÷åííîé ñòðóíû [1], ìåòîäîì êîððåêòèðîâêè ïðîáíûõ ðåøåíèé
â êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ìîäåëüíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè ñêîðîñòÿìè [2] è ìåòîäîì íåÿâíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê [3] âûâåäåíû ÿâíûå ôîðìóëû êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé,
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè è óñëîâèÿ ñîãëà-
ñîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), íà÷àëüíûõ (2) è ãðàíè÷íûõ (3)
äàííûõ ñëåäóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû. Â
âåðõíåé ïîëóïîëîñå ïëîñêîñòè G = [0, d]×[0,+∞[ äîêàçàíà ãëîáàëü-
íàÿ òåîðåìà êîððåêòíîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è:

utt(x, t) + (a1(x, t)− a2(x, t))utx(x, t)− a1(x, t)a2(x, t)uxx(x, t)−

− a−1
2 (x, t)(a2)t(x, t)ut(x, t)− a1(x, t)(a2)x(x, t)ux(x, t) = f(x, t),

{x, t} ∈ Ġ =]0, d[×]0,+∞[, (1)

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ d, (2)

[αi(t)ut(x, t) + βi(t)ux(x, t) + γi(t)u(x, t)]|x=d̂i
= µi(t),

t ⩾ 0, i = 1, 2. (3)

Çäåñü a1, a2, f, φ, ψ, µ � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè ñâîèõ
ïåðåìåííûõ x, t íà ïîëóïîëîñå G, (−1)i+1ai(d̂i, t)αi(t) ̸= βi(t), t ⩾ 0,

� íåõàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîñûå ïðîèçâîäíûå, d̂i = (i− 1)d, i = 1, 2.
Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî k ðàç îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâàõ Ω ïëîñêîñòè R2 ñ òîïî-
ëîãèåé îãðàíè÷åííîé è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è C0(Ω) = C(Ω).

Îïðåäåëåíèå. Êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ñìåøàííîé çàäà÷è
(1)�(3) íà âåðõíåé ïîëóïîëîñå ïëîñêîñòè G íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè u ∈
C2(G) c îãðàíè÷åííûìè è íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

© Ëîìîâöåâ Ô.Å., 2026
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äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà ìíîæåñòâå G = [0, d]× [0,+∞[,
êîòîðûå â îáû÷íîì ñìûñëå ïîòî÷å÷íî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1)
âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èç Ġ =]0, d[×]0,+∞[, íà÷àëüíûì (2) è ãðàíè÷-
íûì (3) óñëîâèÿì â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èç G− Ġ.

Ñïðàâåäëèâîñòü âûâåäåííûõ ôîðìóë êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñìå-
øàííîé çàäà÷è (1)�(3) òåîðåìû ïîäòâåðæäåíà ïåðåïðîâåðêîé è èñ-
÷èñëåíèåì Wolfram Mathematica íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëü-
êî îò x èëè t è íåïðåðûâíà ïî x èëè t, òî ýòà òåîðåìà âåðíà áåç
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè.

Ñëåäñòâèå 2. Â èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè òåîðå-
ìû ïðèíàäëåæíîñòü èíòåãðàëîâ ïðîñòðàíñòâàì C1(Ωk), ãäå Ωk

ðàâíû ìíîæåñòâàì Gk, ∆3k−2∪∆3k−1 èëè ∆3k−2∪∆3k, ýêâèâàëåíò-
íà èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì C(1,0)(Ωk) èëè C(0,1)(Ωk), ãäå
C(1,0)(Ωk) è C

(0,1)(Ωk) � ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ïî x èëè t è íåïðåðûâíûõ ïî t èëè x ôóíêöèé íà Ωk.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (1) c
ïðàâîé ÷àñòüþ f = 0 ÿâíûå ôîðìóëû åäèíñòâåííûõ è óñòîé÷èâûõ
ïî φ, ψ, µ1, µ2 (â ñìûñëå Àäàìàðà) êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ êðèòå-
ðèåì êîððåêòíîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) íàéäåíû â [4].
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ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÈ ÎØÈÁÎÊ ÄËß ÇÀÄÀ×

ÖÈÔÐÎÂÎÉ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÑÈÃÍÀËÎÂ
Î.Þ. Ëîïóõèíñêèé (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

lopukhinskiy.business@mail.ru

Ôóíêöèÿ îøèáîê erf(x) = 2√
π

∫ x

0
e−t2dt øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñòàòèñòèêå è çàäà÷àõ öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèã-
íàëîâ. Â ðàáîòå ïðîâåä¼í ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïî êîëè÷åñòâó îïå-
ðàöèé, ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé è òî÷íîñòè íåñêîëüêèõ àëãîðèòìîâ âû-
÷èñëåíèÿ erf(x), ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè
ðåñóðñàìè.

� Âðåìÿ Òèï x = 1/π x = π x = 4.5
(ìñ) Ïîãðåøíîñòü Îïåðàöèè Ïîãðåøíîñòü Îïåðàöèè Ïîãðåøíîñòü Îïåðàöèè

+ × ÷ + × ÷ + × ÷
f 2.98 · 10−8 15 22 10 2.17 · 10−5 108 146 72 5.02 · 10−1 195 262 130

1 46 666 d 5.55 · 10−16 27 38 18 5.45 · 10−14 150 202 100 3.69 · 10−11 243 326 162

f 0 19 24 14 2.38 · 10−7 122 127 83 2.98 · 10−7 209 214 141
2 38 255 d 0 31 36 22 4.44 · 10−16 161 166 109 6.66 · 10−16 254 259 171

f 2.98 · 10−8 18 16 13 1.79 · 10−7 117 82 79 1.19 · 10−7 204 140 137
3 10 156 d 5.55 · 10−16 33 26 23 0 162 112 109 9.99 · 10−16 255 174 171

f 5.96 · 10−8 86 142 9 1.70 · 10−6 156 101 25 3.13 · 10−1 211 105 39
4 33 456 d 0 140 109 12 1.23 · 10−11 235 113 33 1.07 · 10−7 303 143 48

f 2.98 · 10−8 13 15 9 0 48 50 44 0 77 79 73
5 9 340 d 5.07 · 10−8 17 19 13 7.63 · 10−9 61 63 57 8.93 · 10−13 92 94 88

f 2.98 · 10−8 8 10 1 0 59 60 44 0 83 85 75
6 10 109 d 2.22 · 10−15 8 10 1 0 72 73 57 0 98 100 90

Òàáëèöà 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âû÷èñëåíèÿ erf(x).

Â ðàáîòå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
1. Ðÿä Òåéëîðà

erf(x) =
2√
π

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n! (2n+ 1)
,

2. Ðÿä èç Àáðàìîâèö�Ñòèãàí [1, ñòð. 121]

erf(z) =
2√
π
e−z2

∞∑
n=0

2n

1 · 3 · · · (2n+ 1)
z2n+1,

3. ×åðåç íèæíþþ íåïîëíóþ ãàììà-ôóíêöèþ [2, ñòð. 164]

erf(z) =
1√
π
γ

(
1

2
, z2

)
,
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4. ×åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ[1, ñòð. 121]

erf(z) =
√
2

∞∑
n=0

(−1)n
[
I2n+1/2(z

2)− I2n+3/2(z
2)
]
,

ãäå Iν(z) =
∑∞

k=0
1

k!Γ(ν+k+1)

(
z
2

)ν+2k
� ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ

ïåðâîãî ðîäà.

5. Ïðèáëèæåíèå èç Àáðàìîâèö�Ñòèãàí [1, ñòð. 122]

erf(x) = 1− (a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5)e−x2

+ ε(x),
ãäå t = 1

1+px
, p = 0.3275911, |ε| ⩽ 1.5 · 10−7

a1 = 0.25482959, a2 = −0.28449673, a3 = 1.42141374,

a4 = −1.45315202, a5 = 1.06140542

6. Ðàöèîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Êîäè [3]
• erf(x) ≈ xRlm(x2); |x| ⩽ 0.5,

• erfc(x) ≈ e−x2

Rlm(x); 0.46875 ⩽ x ⩽ 4,

• erfc(x) ≈ e−x2

x

(
1√
π
+ 1

x2Rlm

(
1/x2

))
;x ⩾ 4,

ãäå Rlm � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ñòåïåíè l â ÷èñëèòåëå è m â çíàìåíàòåëå.

Òàáëèöà 2. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ erf(x).

Âñå àëãîðèòìû (â òîì ÷èñëå ôóíêöèè Áåññåëÿ, íåïîëíóþ ãàììà-
ôóíêöèþ, ex) ÿ ðåàëèçîâàë íà ÿçûêå C++ ñàìîñòîÿòåëüíî. Â êà÷å-
ñòâå ýòàëîííîãî çíà÷åíèÿ erf(x) ïðèíèìàëîñü çíà÷åíèå èç Wolfram
Alpha. Äëÿ êàæäîãî ìåòîäà îöåíèâàëèñü ïîãðåøíîñòü è êîëè÷åñòâî
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îòäåëüíî äëÿ òèïîâ äàííûõ �oat è double.
Âðåìÿ çàìåðÿëîñü äëÿ àðãóìåíòîâ íà äèàïàçîíå x ∈ [0, 4] ñ øàãîì
5 ·10−8. Äëÿ êàæäîãî ìåòîäà èçìåðÿëîñü ñóììàðíîå âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ ïðè âû÷èñëåíèè erf(x) íà òî÷êàõ äèàïàçîíà. Ðåçóëüòàòû ñâåäåíû
â òàáëèöó 1.

Ïî èòîãó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ íàñ ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòîä �6, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò íàèâûñøóþ òî÷íîñòü (â ÷àñò-
íîñòè äëÿ òèïà double) ïðè íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå îïåðàöèé ñðåäè
âñåõ ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x è äëÿ
òî÷íîñòè �oat òàêæå õîðîøî ñåáÿ ïîêàçûâàåò ìåòîä �5.
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Î ÐÅØÅÍÈßÕ ÎÄÍÎÃÎ ÎÄÓ ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ, ÄÎÏÓÑÊÀÞÙÅÃÎ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ

Â ÔÎÐÌÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ËÀÃÐÀÍÆÀ-ÎÑÒÐÎÃÐÀÄÑÊÎÃÎ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

N(u) ≡ u(4)(t) + a(t)u′′′(t) + b(t)u′′(t) + c(t)u′(t) + d(t)u(t) = 0, t ∈ (t0, t1].(1)

Çäåñü u(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, a ∈ C3[t0, t1], b ∈ C2[t0, t1], c ∈
C1[t0, t1], d ∈ C[t0, t1] � çàäàííûå ôóíêöèè.

Ïîëîæèì

D(N) = {u ∈ C4[t0, t1] : u(t0) = u0, u
′(t0) = u′

0, u
′′(t0) = u′′

0 , u
′′′(t0) = u′′′

0 }, (2)

ãäå u0, u′0, u
′′
0 , u

′′′
0 � çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

Îòìåòèì, ÷òî

D(N ′
u) = {h ∈ C4[t0, t1] : h(t0) = 0, h′(t0) = 0, h′′(t0) = 0, h′′′(t0) = 0}.

Ââåäåì áèëèíåéíóþ ôîðìó

Φ(v, g) ≡
∫ t1

t0

v(t)g(T − t)dt, (3)

ãäå T = t0 + t1.
Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð N (1) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì íà ìíî-

æåñòâå D(N) (2) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû (3) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀t ∈ [t0, t1] âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a(t) = a(T − t),

b(t) = b(T − t)− 3a′(T − t),

c(t) = c(T − t)− 2b′(T − t) + 3a′′(T − t),

d(t) = d(T − t)− c′(T − t) + b′′(T − t)− a′′′(T − t).

Òåîðåìà 2. Åñëè îïåðàòîð N (1) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì íà
ìíîæåñòâå D(N) (2) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû (3) è âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ

b(t) =
3

8
a2(t) +

3

2
a′(t),
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c(t) =
1

16
a3(t) +

3

4
a(t)a′(t) + a′′(t),

d(t) =
1

256
a4(t) +

3

32
a2(t)a′(t) +

3

16
(a′(t))2 +

1

4
a(t)a′′(t) +

1

4
a′′′(t),

òî îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ

u(t) = e−
1
4

∫
a(t)dt(C0 + C1t+ C2t

2 + C3t
3),

ãäå C0, C1, C2, C3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Òåðìèí ¾ñêðûòàÿ ñèììåòðèÿ¿ âîçíèê â êîñìîëîãèè è äàë âîç-
ìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ñèëû êàê ñïîñîá, êîòîðûì ¾â ïðèðîäå ïîä-
äåðæèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå àáñòðàêòíûå ñèììåòðèè¿ [1, c.12]. Â ìàòå-
ìàòèêå ýòîò òåðìèí ïîÿâèëñÿ â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ âû÷èñëèòü
ðàçìåðíîñòè ôðàêòàëüíûõ ñàìîïîäîáèé, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ
ðàçìåðíîñòüþ ¾ôðàêòàëüíîé ïûëè¿. Ýòî ñâÿçàíî ñ ôàêòîì çàâèñè-
ìîñòè èíòåãðàëà ñî ñòåïåííûì âåñîì ïî êîíöåíòðè÷åñêèì ñôåðàì â
Rn îò ðàäèóñà ñôåðû òàê, êàê åñëè áû ýòà âåëè÷èíà äàâàëà ìåðó
ñôåðû â äðîáíî-ðàçìåðíîì êàê áû ¾åâêëèäîâîì¿ ïðîñòðàíñòâå.

Â ýòîé ñâÿçè ïîÿâèëñÿ áîëüøîé èíòåðåñ ê èíòåãðàëàì ýíåð-
ãèè Â-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿ-
ìè ñêðûòîé ñèììåòðèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ Bγi

= ∂2

∂x2
i
+ γi

xi

∂
∂xi

ñ äåéñòâèòåëüíûì ïà-
ðàìåòðîì γi. Èçó÷àåòñÿ èíòåãðàë ýíåðãèè ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ
Â-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ∂2u(x,t)

∂t2 −
∑n

i=1Bγi
u(x, t)=f(x, t) â öè-

ëèíäðå G=Ω×(0,∞), ãäå Ω ⊂Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. |γ| � Êî-
ýôôèöèåíò ñêðûòîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè (ìîæåò áûòü îòðèöà-
òåëüíûì), n+|γ|� ïñåâäîåâêëèäîâà ðàçìåðíîñòü Ω. Ñòðîÿòñÿ òðè òè-
ïà èíòåãðàëîâ ýíåðãèè: 1) â îáëàñòè Ω, ïðèíàäëåæàùåé âíóòðåííåé
÷àñòè xi⩾δ>0 åâêëèäîâà n-ïîëóïðîñòðàíñòâà, n+|γ| � ïðîèçâîëüíîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; 2) â îáëàñòè Ω+, ïðèëåãàþùåé ê êîîðäèíàò-
íûì ãèïåðïëîñêîñòÿì xi=0, ñ ïàðàìåòðàìè γi>−1 è 0<n+ |γ|<n; 3)
â îáëàñòè, ïîëó÷åííîé îáúåäèíåíèåì îáëàñòè Ω+ ñî ñâîèì çåðêàëü-
íûì îòðàæåíèåì îò êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé xi=0, îòâå÷àþ-
ùèõ èíäåêñó i : γi⩽− 1.

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ôóíêöèþ
u(x, t)∈C2

ev(GT )∪C1
ev

(
GT

)
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

2γu(x, t)=ρ(x)utt(x, t)− (∆Bγ )xu(x, t)=f(x, t),

∥f(t)∥Lγ
2 (Ω)∈Cev(0, T ),

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0)=φ(x), ut(x, 0)=ψ(x)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

∀ γi ⩾ −1 =⇒
(
α(x)u(xi)−β(x)

∂u

∂ν

)∣∣∣∣
x∈Γ+

= 0,

γk < −1 =⇒
(
α(x)u(x, t) + βγk

(xk)
∂u(x, t)

∂xk

) ∣∣∣∣
xk=0

= 0,
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

x=(xi, x
i), xi=(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn),

è òåðñåíîâñêîé ôîðìå ñìåøàííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

βγj
(0, xi)= lim

xj→0
β(x) x

|γj |
j , 0⩽βγj

<∞.

Çäåñü α(x) ∈ Cev(Γ
+), β(x) ∈ Cev(Γ

+), α(x) > 0, β(x) > 0, ν � íà-
ïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ. Íà ñèëüíî ñèíãóëÿðíûõ
ãðàíèöàõ Γ0

xk=0, k ⩽ n óñëîâèÿ áîëåå æåñòêèå: ïîäàâëÿÿ ñèíãóëÿð-
íîñòü (è ó÷èòûâàÿ íåâîçìîæíîñòè ðàâåíñòâ α=0 è β=0 îäíîâðåìåí-
íî íà ãðàíèöå ∂Ω+) íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû α > 0, β =

O(x
|γk|
k ), xk → 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îïðåäåëÿåò ¾ñêîðîñòü¿ ñõîäè-

ìîñòè ôóíêöèè β ê íóëþ ïðè xn → 0. Ðàíåå ïîäîáíîå óñëîâèå ââîäè-
ëîñü Ñ.À. Òåðñåíîâûì â öèêëå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [2] è èìåþùèåñÿ
òàì ññûëêè) äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñèíãóëÿðíûõ è âûðîæ-
äàþùèõñÿ óðàâíåíèé. Èíòåãðàëîì ýíåðãèè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(t) =
1

2

∫
Ω:+

(
ρ(x)u2t (x, t) + |∇xu(x, t)|2

)
xγdx+

+
1

2

∫
Γ+

α

β
u2(x, t)xγdΓ+

1

2

n∑
j=n1+1

∫
Γ0
xj=0

α

βj
u2(x, t)dΓ.

Îáùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü m⩽n, γi>−1, äëÿ i=(1,m) è γj⩽−1,

äëÿ j=(m+ 1, n). Åñëè u = u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàí-
íîé çàäà÷è â îáëàñòè G = Ω×[0,∞], òî äëÿ ëþáîãî t > 0 ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

E(t) = E(0) +

∫ t

0

∫
Ω+

uτ (x, τ)f(x, τ)dτ dx x
γ
4dx,

ãäå

E(0) =
1

2

∫
lim
Ω+

[
ρ(x)ψ2(x)+|∇φ(x)|2

]
xγdy+

+
1

2

∫
lim
Γ+

α

β
φ2(x) dxΓ +

n∑
j−n1+1

∫
Γ0={x: xj=0}

α

β
φ2(x) dxj .

Êîýôôèöèåíòó ñêðûòîé ñèììåòðèè γi â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè
βγi

ìîæíî ïðèäàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî βγi
=
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limxi→0 x
−γiβ(xi, x

i) � ýòî êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû Ýéíøòåéíà,
ââåäåííàÿ èì êàê ãðàíèöà âîçìîæíîñòè çíà÷èòåëüíîé (áåñêîíå÷íîé)
ïëîòíîñòè ìàññû â òî÷êå è åé ïðîïîðöèîíàëüíîé ýíåðãèè, ïðèâîäÿ-
ùåé ê ãðàâèòàöèîííîìó êîëëàïñó ñâåðõìàññèâíîå êîñìè÷åñêîå òåëî.

Ïîñëåäíèé ïóíêò ðàáîòû � ïðèâîäèòñÿ âûòåêàþùàÿ èç ýòèõ èñ-
ñëåäîâàíèé âîçìîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðâè÷íîé ÷åðíîé
äûðû Õîêèíãà�Ïåíðîóçà.
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Àâòîðû ðàñøèðÿþò ïîíÿòèå ââåäåííîãî ðàíåå ïðåîáðàçîâàíèå
Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà Kγ [f ](p, θ) (â ðàáîòå [1]) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âå-
ñîâûå ïàðàìåòðû ìóëüòèèíäåêñà γ = (γ1, . . . , γn) ïðèíèìàþò ñëàáî-
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ −γi∈(−1, 0). Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ìóëüòèèí-
äåêñà èñïîëüçóþòñÿ ñâåäåíèÿ î ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾èíñòðóìåíòàõ âå-
ñîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà¿, êîòîðûå íàèáîëåå ïîëíî ïðèâåäåíû
â äèññåðòàöèè [2].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Rn = {x = (x1, . . . , xn)}, R+
n = {x : xi > 0},

R+
n = {x : xi ⩾ 0}, i = 1, n, γ = (γ1, . . . , γn). Ïóñòü ⟨x, θ⟩ =∑
i

xiθi, |θ| = 1 è p = ⟨x, θ⟩ � óðàâíåíèå íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè â

Rn.

Ïóñòü −γi=−2µi+1, 12<µi<1. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé γi ââîäèì ìíî-
ãîìåðíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà Pµ

xf(x, t) = C(n, µ)×

×
π∫
0

. . .
π∫
0

f(x1 cos a1, . . . , xn cos an, t)
∏n

i=1 sin
2µi αidαi. ×åðåç ïîñðåä-

ñòâî îïåðàòîðà Ïóàññîíà ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé
S′
ev,−γ âåñîâóþ îáîáùåííóþ δ-ôóíêöèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ïîâåðõ-

íîñòè P (x)=0, x∈R+
n (êàê ïðàâèëî, ðàçìåðíîñòè n−1). Çäåñü ïðèìå-

íåíû ðåçóëüòàòû ñòàòüè [4].

Ïóñòü Sev(R+
n ) ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Ë. Øâàðöà îñ-

íîâíûõ ôóíêöèé è φ = φ(x)∈Sev(R+
n ). Âåñîâîé îáîáùåííîé δ-ôóíê-

öèåé, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïëîñ-
êîñòè ⟨x, θ⟩=p áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå

(Pγ
xδ(p−⟨x, θ⟩), φ)−γ =C(n, µ)

∫
Γ={z:P (z)=0}

φ̃(z)
n∏

i=1

z−2µ
2i dΓ(z), ãäå

C(n, µ) � êîíñòàíòà, íîðìèðóþùàÿ ìíîãîìåðíûé îïåðàòîð Ïóàññî-
íà (1) è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ z = (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n) = (Z1, Z2),{
z2i−1 = xi cosαi, 0 < αi < π, i=1, n,
z2i = xi sinαi, −∞ < z2i−1 <∞, 0 < z2i <∞.

∣∣∣∣ ,
φ̃(z) = φ

(√
z21 + z22 , . . . ,

√
z22n−1 + z22n

)
= φ̃(Z1, Z2).

K−γ-ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà. Ýòî ïðåîáðàçî-
âàíèå ââîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî P � ïëîñêîñòè:

{z∈R+
2n : ⟨z,Θ⟩ = p}, Θ=(θ1, 0, θ2, 0, θ3 . . . , 0, θn, 0) ∈ R+

2n.

Â ñëó÷àå −1<γi<0 ïðåäñòàâëåíèå Ãåëüôàíäà�Øàïèðî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K−γ [f ](θ; p)=
∫
R+

n

f(x)P−γ
x δ(p− ⟨x; θ⟩)x−γdx=K−γ [f ](Θ; p) =
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C(n, µ)
∫

Γ={z:p=⟨z ,Θ⟩}+

f̃(z)
∏n

i=1 z
2µi

2i dΓ(z).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðàñïðåäåëåíèÿ f∈S′
ev ðåîáðàçî-

âàíèÿ Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà (3) èìååò âèä
K−γ [f ](p, θ)=R(spec)

[
M1−γ [f ]

]
(p,Θ) =

= C(n, γ)
∫
Rn

∫
R+

n

f̃(Z1, Z2) Z
1−γ
2 dZ2 fdZ1,

ãäå R(spec) � ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ïî ïåðåìåííûì

ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè z2i−1, i = (1, n), M1−γ � ïðåîáðàçîâà-
íèå Ìåëëèíà (ìíîãîìåðíîå) ïî ïåðåìåííûì ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
z2i, i = (1, n), ñ ïîêàçàòåëÿìè âåñîâ 1− γ = (1− γ2, . . . , 1− γ2−n).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà òèïà Äèðàêà

By′ + V y = λy, (1)

ãäå y = col(y1(x), y2(x)),

B =
1

i

(
b−1
1 0
0 b−1

2

)
, b2 < 0 < b1, V =

(
0 P (x)

Q(x) 0

)
,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
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ôóíêöèè P,Q ∈ L1(0, π), ñ äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U1(y) = a11y1(0) + a12y2(0) + a13y1(π) + a14y2(π) = 0,
U2(y) = a21y1(0) + a22y2(0) + a23y1(π) + a24y2(π) = 0,

(2)

ãäå êîýôôèöèåíòû ajk ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à ñòðîêè
ìàòðèöû

A =

(
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îïåðàòîð Ly = By′ + V y ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â ïðî-
ñòðàíñòâå H = L2(0, π) ⊕ L2(0, π), ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L) =
{y ∈W 1

1 [0, π]⊕W 1
1 [0, π] : Ly ∈ H, Uj(y) = 0 (j = 1, 2)}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ajk (1 ⩽ j < k ⩽ 4) îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé
èç j-ãî è k-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç

E(x, λ) =

(
e11(x, λ) e12(x, λ)
e21(x, λ) e22(x, λ)

)
ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè E(0, λ) = I, ãäå I åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Èç [1] ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü∆(λ) çàäà÷è
(1), (2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó

∆(λ) = A12 +A34e
iπ(b1+b2)λ +A32e11(π, λ) +A14e22(π, λ) +A13e12(π, λ)+

+A42e21(π, λ) = ∆0(λ) +
∫ π

0
r1(t)e

ib2λtdt+
∫ π

0
r2(t)e

ib1λtdt,

ãäå ôóíêöèÿ

∆0(λ) = A12 +A34e
iπ(b1+b2)λ −A23e

iπb1λ +A14e
iπb2λ

ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïðåäåëèòåëåì çàäà÷è (3)

By′ = λy, U(y) = 0, (3)

à ôóíêöèè rj ∈ L1(0, π), j = 1, 2.
Îïðåäåëåíèå 1. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ âûðîæäåí-

íûìè, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé
a) b1 + b2 = 0, A14A23 = 0, (A12 +A34)(|A23|+ |A14|) = 0;
b) b1 + b2 ̸= 0, A14A23 = 0, A12 = A34 = 0;
c) b1 + b2 ̸= 0, A14 = A23 = 0, A12A34 = 0.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà (1), (2)
ñ âûðîæäåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿì ïðè V (x) ≡ 0 ëèáî ïóñò, ëèáî
çàïîëíÿåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, ò.å. ∆0(λ) ≡ 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ∆0(λ) ≡ 0. Îí ðåàëèçóåòñÿ, åñëè

b1 + b2 = 0, A14 = A23 = A12 +A34 = 0 (4)

èëè
b1 + b2 ̸= 0, A14 = A23 = A12 = A34 = 0. (5)

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λnl

, òàêàÿ ÷òî

|Imλnl
| < M,

ãäå M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü ïîðÿäîê ïðèñîåäèíåííûõ
ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ λnl

, îãðàíè÷åí îäíîé êîíñòàíòîé. Òî-
ãäà ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (1), (2), (4) è (1), (2), (5) íå
îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H.

Ëèòåðàòóðà
1. Lunyov A.A. On the Riesz basis property of root vectors system

for 2 × 2 Dirac type operators / A.A. Lunyov, M.M. Malamud // J.
Math. Anal. Appl. � 2016. � V. 441. � P. 57�103.

Î ÇÀÄÀ×Å ÊÎØÈ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÈÍÂÎËÞÒÈÂÍÛÌ ÎÒÊËÎÍÅÍÈÅÌ

Å.À. Ìàêñèìîâà (Ìîñêâà, ÌÒÓÑÈ)
ekamaks@bk.ru

Â îáëàñòè D = {(x, y)| |y| <
∣∣ 1
2 −

∣∣x− 1
2

∣∣∣∣} ðàññìîòðåíî äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
èíâîëþòèâíûì îòêëîíåíèåì ïî ïåðåìåííîé y:(

∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
u(x, y)− 2

y

(
p
∂

∂y
u(x, y) + q

∂

∂y
u(x,−y)

)
= 0, (1)

ãäå q ̸= 0,− 1
2 < p+ q < 1

2 .
Èíâîëþòèâíûì îòêëîíåíèåì[1] íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì

α2(t) = α(α(t)) = t.
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Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òî÷åê ïëîñêîñòè (x, y), ïðèíàäëåæàùèõ îá-
ëàñòè Ω, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå Q(x, y) ∈ Ω
òî÷êó P (α(x, y);β(x, y)) ∈ Ω. Ïðè ýòîì

α(α(x, y);β(x, y)) = x, β(α(x, y);β(x, y)) = y.

Âïåðâûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñäâè-
ãîì ðàññìîòðåíû â ðàáîòå ×. Áàááåäæà[2] è Â. Ôàéòà[3].

Âîïðîñó êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèåì ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àð-
ãóìåíòîì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû À. À. Àíäðååâà[4], À. Í. Çàðóáèíà[5],
À. Ï. Õðîìîâà[6], Ì. Ø. Áóðëóöêîé[7].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòà-
òîâ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ðàíåå[8] äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé Ýéëåðà�
Ïóàññîíà�Äàðáó, ñôîðìóëèðîâàí è ðåøåí êîððåêòíûé àíàëîã çà-
äà÷è Êîøè.

Çàäà÷à Êîøè: Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) u(x, y) ∈ C(D) â
îáëàñòè D = {(x, y)| |y| <

∣∣ 1
2 −

∣∣x− 1
2

∣∣∣∣}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
u(x, 0) = τ(x), x ∈ [0, 1]; (2)

lim
y→0

|y|2(p+q)(uy(x, y) + uy(x,−y))

+|y|2(p−q)(uy(x, y)− uy(x,−y)) = 2ν(x), x ∈ (0, 1). (3)

Â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé p, q.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà. Åñëè τ(x) ∈ Ck[0, 1], ν(x) ∈ C2(0, 1), k = 2− ⌊p+ q⌋, òî
ðåøåíèå u(x, y) ∈ C(D̄) ∩C1(D ∪ (0, 1)) ∩ C2(D) è çàäà÷à (2),(3) äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D = {(x, y)| |y| <

∣∣ 1
2 −

∣∣x− 1
2

∣∣∣∣} ïðè îãðàíè-
÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû −1/2 < p± q < 1/2 êîððåêòíà ïî Àäàìàðó.
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ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÎÁÍÀÐÓÆÅÍÈß ÄÂÓÕ
ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ ÐÀÄÈÎÈÇËÓ×ÅÍÈß Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ

ÝÊÂÈÄÈÑÒÀÍÒÍÎÉ ÊÐÓÃÎÂÎÉ ÀÍÒÅÍÍÎÉ
ÐÅØÅÒÊÈ Ñ ×ÈÑËÎÌ ÄÀÒ×ÈÊÎÂ

ÍÅ ÌÅÍÜØÅ ÏßÒÈ
À.Ð. Ìàëþòèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
malyutinaleks181003@gmail.com

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ äâóõ èñ-
òî÷íèêîâ ðàäèîëó÷åé íà àíòåííîé êîëüöåâîé ýêâèäèñòàíòíîé ðåøåò-
êå (ñ ÷èñëîì äàò÷èêîâ áîëüøåì èëè ðàâíûì ïÿòè) ïî çíà÷åíèÿì ìî-
äóëåé àìïëèòóä ñèãíàëîâ â èäåàëüíîì ñëó÷àå áåç ïîìåõ. Ñëó÷àé àí-
òåííû ñ ïÿòüþ äàò÷èêàìè ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíåå â ðàáîòå [2].

Â ñëó÷àå ïðèõîäà ñèãíàëà îò íåñêîëüêèõ èñòî÷íèêîâ íà äàò÷èêå
ñ íîìåðîì k ðåãèñòðèðóþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå çíà÷åíèÿ Uk, îïðå-
äåëÿåìûå ôîðìóëàìè:

Uk =

m∑
j=1

E(k⃗j , r⃗k, t) , E(k⃗, r⃗, t) = Aei(−ω·t+φ)ei·⃗k·r⃗, k = 1, n,

ãäå n - ÷èñëî äàò÷èêîâ, k⃗j - âîëíîâîé âåêòîð, t - âðåìÿ, r⃗k - ðàäèóñ-
âåêòîð òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, E çàâèñèò îò àìïëèòóäû A,
êðóãîâîé ÷àñòîòû ω, ôàçû φ.
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Âîëíîâîé âåêòîð k⃗j îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé ðåãèñòðèðóåìîãî ñèã-
íàëà λ, óãëîì âîçâûøåíèÿ βj è àçèìóòîì θj , ðàäèóñ-âåêòîð r⃗k óãëîì
γk è ðàäèóñîì ðåøåòêè R

k⃗j =
2 · π
λ

(cosβj cos θj , cosβj sin θj , sinβj), r⃗k = (R cos γk, R sin γk, 0).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àíòåííàÿ ðåøåòêà ðàäèóñà R ðàñïîëîæåíà ãî-
ðèçîíòàëüíî, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå êðóãà.

Ïðîáëåìà îáíàðóæåíèÿ êîëè÷åñòâà èñòî÷íèêîâ ñèãíàëîâ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îäíà ãðóïïà ñèãíàëîâ ìîæåò äàâàòü òå æå çíà÷åíèÿ,
÷òî è äðóãàÿ â òàêîì ñëó÷àå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

m1∑
j=1

E(k⃗j , r⃗k, t) =

m2∑
s=m1+1

E(k⃗s, r⃗k, t) , k = 1, n.

Â äàííîé ðàáîòå ðàçáèðàåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ íà
ïðàêòèêå ñëó÷àé, êîãäà äâà ñèãíàëà äàþò òàêèå æå çíà÷åíèÿ êàê
îäèí, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

Uk = E(k⃗1, r⃗k, t) + E(k⃗2, r⃗k, t) = E(k⃗3, r⃗k, t), (1)

äëÿ âñåõ k = 1, 2, ..., n.
Òîãäà äëÿ êâàäðàòîâ ìîäóëåé Uk ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

|U1|2 = |U2|2 = ... = |Un|2 = A2
3. (2)

Â ðàáîòå áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Íå ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííûõ ÷èñåë A1 > 0, A2 > 0,
β1, β2 ∈ (−π

2 ;
π
2 ), θ1, θ2, φ1, φ2 ∈ [0; 2π], ρ òàêèõ, ÷òî ìîäóëü êîìïëåêñ-

íîãî ÷èñëà

|A1 · eiφ1 · eiρ·cos β1 cos(θ1−γk) +A2 · eiφ2 · eiρ·cos β2 cos(θ2−γk)|,

ïðèíèìàë áû îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ γk, k = 1, 2, 3, ..., n, ãäå
n ⩾ 5 è

γk =
2 · π · (k − 1)

n
.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî 0 < ρ ⩾ π
2 è θ1 − θ2 ̸= πk, k ∈ Z.

Äàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà n ⩾ 5 ðàâåí-
ñòâà (2) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïî çíà÷åíèÿì ìîäóëåé àìïëèòóäû áåç øóìîâîé çàãðÿçíåííîñòè
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äàííûõ ìîæíî îáíàðóæèòü äâà èñòî÷íèêà.

Ëèòåðàòóðà
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÐÅÃÓËßÐÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

Ä.À. Ìàñëîâ (Ìîñêâà, ¾ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
MaslovDmA@mpei.ru

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî E ÿâëÿåòñÿ îñíàù¼ííûì áàíàõîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì [1], â êîòîðîì ∥v∥ � íîðìà ýëåìåíòà v ∈ E, è òàêæå
ââåäåíà ïîðîæäàåìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨u, v⟩, ∀u, v ∈ E,
íîðìà ∥v∥c =

√
⟨v, v⟩, ïîä÷èí¼ííàÿ íîðìå ïðîñòðàíñòâà E, òî åñòü,

∃γ > 0 : ∥v∥c ⩽ γ∥v∥ ∀v ∈ E.
Ðàññìîòðèì â E íåëèíåéíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

Au+ λGu = εB(H1u, . . . ,Hℓu), (1)

ãäå ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð; A, G, Hj � çàìêíóòûå íåîãðàíè-
÷åííûå îïåðàòîðû, òàêèå ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ D(G),
D(A) ⊂ D(Hj), j = 1, . . . , ℓ. B : E × . . . × E → E � ïîëèëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð (ℓ-ëèíåéíûé îïåðàòîð).

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1◦. Îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì.
2◦. Îïåðàòîð A + λG ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì è îáëàäàåò ñè-

ñòåìîé îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {b1, b2, . . . }, âõî-
äÿùåé â áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå ïîãðóæåíî ïðî-
ñòðàíñòâî E, {λ0,1, λ0,2 . . . } � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
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3◦. Îïåðàòîð A + λ0,mG íåïðåðûâíî îáðàòèì íà ïðîñòðàíñòâå
E\Em, m = 1, 2, . . . , ãäå {Em}∞m=1 � íàáîð îäíîìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû bm, ïðè÷¼ì Em ⊥
E\Em â ñìûñëå ââåä¼ííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ε:
λm = λ0,m + λ1,mε+ . . .+ λn,mε

n + . . . , m = 1, 2, . . . (2)

um = u0,m + u1,mε+ . . .+ un,mε
n + . . . , m = 1, 2, . . . . (3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ:

Au0,m + λ0,mGu0,m = 0,

Au1,m + λ0,mGu1,m = −λ1,mGu0,m +B(H1u0,m, . . . ,Hℓu0,m),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Aun,m + λ0,mGun,m = −
n∑

k=1

λk,mGun−k,m+

+
∑

i1+...+iℓ=n−1

B (H1ui1,m, . . . ,Hℓuiℓ,m)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê è â ëèíåéíîé òåîðèè ðåãóëÿðíûõ âîçìóùå-
íèé [2], îïðåäåëÿåì êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ (2), (3):

u0,m = bm; λ1,m =
⟨B(H1bm, . . . ,Hℓbm), bm⟩

⟨Gbm, bm⟩
,

u1,m = (A+ λ0,mG)
−1
∣∣
E\Em

[−λ1,mGbm +B(H1bm, . . . ,Hℓbm)];

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λn,m =
1

⟨Gbm, bm⟩

[ ∑
i1+...+iℓ=n−1

⟨B (H1ui1,m, . . . ,Hℓuiℓ,m) , bm⟩

]
,

un,m = (A+ λ0,mG)
−1
∣∣
E\Em

[
−

n∑
k=1

λk,mGun−k,m +

+
∑

i1+...+iℓ=n−1

B (H1ui1,m, . . . ,Hℓuiℓ,m)

]
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Òåîðåìà.Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1◦�3◦. Òîãäà çàäà÷à (1) èìå-
åò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêèå
ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ââîäèëèñü îïåðàòîðû T0 = GA−1,
Tj = HjA

−1, j = 1, . . . , ℓ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïî òåî-
ðåìå Áàíàõà î çàìêíóòîì ãðàôèêå [3].
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ÑÒÈÕÎÒÂÎÐÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÊÀÊ ÄÈÄÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÉ
ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒ ÎÑÂÎÅÍÈß ÏÐÀÂÈË:

ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ È ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÂÍÅÄÐÅÍÈß
À.Ì. Ìàòëàøîâà (ñò.Áðþõîâåöêàÿ, ÌÁÎÓ ÑÎØ � 20 èìåíè

Ã.Ê. Æóêîâà)
aleksandra.blednova@mail.ru

Íàçîâèòå ïðî ñåáÿ ïîðÿäîê öâåòîâ ðàäóãè. Ïðèçíàéòåñü, âñïîìè-
íàåòå ñðàçó ïðî îõîòíèêà? À ÷òî òàêîå ¾áèññåêòðèñà¿? Óâåðåíà, ÷òî
åñëè çàäàòü ýòîò âîïðîñ øêîëüíèêàì, òî 90% îòâåòÿò, ÷òî ýòî êðû-
ñà. È ëèøü îñòàâøèåñÿ 10% ìîãóò âñïîìíèòü, ÷òî ýòî íà ñàìîì-òî
äåëå ëó÷. Åñëè æå ñïðîñèòü ýòî ó âçðîñëûõ ëþäåé, óæå îêîí÷èâøèõ
øêîëó, òî ïðîöåíò âñïîìíèâøèõ ïðî ëó÷ áóäåò è òîãî íèæå, çàòî
ïðî êðûñó ïîìíÿò âñå. Ñ ÷åì ýòî ñâÿçàíî? Ïðîñëåæèâàåòñÿ ïðî÷íàÿ
ñâÿçü ñ ôîðìîé, â êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå. Øóòî÷íàÿ
ñòèõîòâîðíàÿ ôîðìà áûñòðåå çàïîìèíàåòñÿ, ÷åì ñêó÷íîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îïðåäåëåíèå.

×àñòî ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿìè ïàìÿòè
ó ó÷åíèêîâ, êîãäà äåëî äîõîäèò äî çàó÷èâàíèÿ ïðàâèë è îïðåäåëå-
íèé, íå èìåþùèõ õóäîæåñòâåííûõ àññîöèàöèé. Íî âîçìîæíî ñìåíà
ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè ïîìîæåò ïðåîäîëåòü ýòè òðóä-
íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîìî÷ü ó÷àùèìñÿ â
ðàçâèòèè ïàìÿòè è çàïîìèíàíèè ñëîæíûõ òåì è ïðàâèë. Äëÿ ýòîãî
ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìíåìîòåõíèêè. Â õîäå ïåäàãîãè÷åñêîé
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äåÿòåëüíîñòè áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå î ïðèìåíåíèè ðèôìîâàííûõ
ðèòìè÷íûõ ñòèõîòâîðåíèé â êà÷åñòâå ïðàâèë äëÿ çàïîìèíàíèÿ.

Îäíîé èç ñàìûõ ñëîæíûõ è îñíîâîïîëàãàþùèõ òåì â êóðñå ìà-
òåìàòèêè 5 êëàññà ÿâëÿåòñÿ òåìà ¾Îáûêíîâåííûå äðîáè¿. Èìåííî ñ
íåé ÷àñòî âîçíèêàþò ïðîáëåìû ó ó÷åíèêîâ, êîòîðûå â áóäóùåì òîëü-
êî óñóãóáëÿþòñÿ. Ïîýòîìó ïåðâîî÷åðåäíîé çàäà÷åé áûëî ïîñòàâëåíî
ïåðåðàáîòàòü îñíîâíûå ïðàâèëà èìåííî ýòîé òåìû. Çà îñíîâó áûëà
âçÿòà î÷åðåäíîñòü òåì â ó÷åáíèêå ìàòåìàòèêè 5 êëàññà Âèëåíêèíà
Í.ß.

Íàïðèìåð, ïåðâîå ïðàâèëî íà çàïîìèíàíèå òîãî, ãäå íàõîäèòñÿ
÷èñëèòåëü, à ãäå çíàìåíàòåëü, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êàæäûé ìîæåò çà âåðñòó
Âèäåòü äðîáíóþ ÷åðòó.

Íàä ÷åðòîé � ÷èñëèòåëü, çíàéòå,
Ïîä ÷åðòîþ � çíàìåíàòåëü.

Â îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ ýòà ôîðìà âíåäðÿëàñü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Â íà÷àëå èçó÷åíèÿ íîâîé òåìû ó÷åíèêàì íà äîñêå ïðåä-
ëàãàëîñü ñòèõîòâîðåíèå, â êîòîðîì áûëè ïðîïóùåíû 1-2 êëþ÷åâûõ
ñëîâà. Çàäà÷à ó÷àùèõñÿ áûëà ïðàâèëüíî çàïîëíèòü ïðîïóñêè. Ïîñëå
÷åãî ñòèõîòâîðåíèå çàïèñûâàåòñÿ â òåòðàäè, âìåñòå âñëóõ ïðîãîâàðè-
âàåòñÿ, ðàçáèðàåòñÿ êàê ïðàâèëî è äà¼òñÿ äëÿ çàó÷èâàíèÿ íàèçóñòü
â êà÷åñòâå äîìàøíåãî çàäàíèÿ. Íà ñëåäóþùåì óðîêå êòî-òî îäèí èç
êëàññà íà âûáîð ó÷èòåëÿ ðàññêàçûâàåò åãî íà îöåíêó. Òàêèì îáðà-
çîì ñðàçó â íà÷àëå óðîêà ïîâûøàåòñÿ èíòåðåñ è ó÷åáíàÿ ìîòèâàöèÿ
ó÷åíèêîâ.

Â ïàðàëëåëè ïÿòûõ êëàññîâ áûëî ðåøåíî ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò
äëÿ âûÿâëåíèÿ âëèÿíèÿ ñòèõîòâîðíîé ôîðìû ïðàâèë íà êà÷åñòâî èõ
çàó÷èâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå. Â 5 ¾À¿ êëàññå áûëî ðåøåíî
âíåäðèòü ïðèìåíåíèå ¾çàïîìèíàëîê¿. Â òî æå âðåìÿ â 5 ¾Á¿ êëàññå
ïðàâèëà èçó÷àëèñü òðàäèöèîííî ïî ó÷åáíèêó.

Íà íà÷àëî ýêñïåðèìåíòà êà÷åñòâî çíàíèé â 5 ¾Á¿ êëàññå áûëî
íåìíîãî âûøå. Îäíàêî ðåçóëüòàòû íå çàñòàâèëè ñåáÿ äîëãî æäàòü.
Íà óðîêå ðàáîòà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî 5 ¾À¿ êëàññà ñòàëà çàìåòíî
àêòèâíåé, óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî æåëàþùèõ îòâåòèòü óñòíî èëè ó
äîñêè. Òå ó÷åíèêè, êòî äî ýòîãî áûë â îòñòàþùèõ, ñòàëè ïðîÿâëÿòü
áîëüøèé èíòåðåñ ê ïðåäìåòó.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó óäàëîñü äîáèòüñÿ ðåçóëüòàòà íà ñàìîñòîÿòåëü-
íûõ. Ê ïðèìåðó, íà ñàìîñòîÿòåëüíîé ïî òåìå ¾Ñëîæåíèå è âû÷èòà-
íèå äðîáåé ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè¿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîì 5 ¾À¿
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êëàññå äîëÿ ó÷àùèõñÿ, ïðåîäîëåâøèõ ïîðîã óñïåøíîñòè ñîñòàâèëà
80%, â òî âðåìÿ êàê â 5 ¾Á¿ êëàññå ëèøü 60%.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñòèõîòâîðíàÿ ôîðìà
èçó÷åíèÿ ïðàâèë áëàãîïðèÿòíî âëèÿåò íà ïîâûøåíèå óñïåâàåìîñòè
è äàëüíåéøèé óñïåõ â èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè. Òàêèå ôîðìû èçó÷å-
íèÿ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êàê íà óðîêàõ, òàê è
âî âíåóðî÷íîé äåÿòåëüíîñòè, è äàæå ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè
òåì.
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Ïóñòü D−îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D, ñî-
ñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé, S−÷àñòü
ãðàíèöû ∂D. Ïóñòü u(y)−ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(

∆2 −∆
)
u(x) = 0, (1)

èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íå âûøå 4-ãî ïîðÿäêà â
D. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþò ðåãóëÿðíûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(x, y)
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â R3:

Φ(x, y) =
1

4π
· exp(−|x− y|)− 1

|x− y|
, x ̸= y.

Åñëè ê ïðàâîé ÷àñòè ïðèáàâèòü ïðîèçâîëüíîå ðåãóëÿðíîå ðåøå-
íèå, ðåçóëüòàò îñòàíåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:
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Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå u(x) â x ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì 

(
∆2 −∆

)
u(x) = 0 â D,

u(y) = u0(y) íà S,

∂νu(y) = u1(y) íà S,

∆u(y) = u2(y) íà S,

∂ν(∆u(y)) = u3(y) íà S.

(2)

Ýòî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé, è îíà èìååò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ, òî åñòü:

1) ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íå äëÿ ëþáûõ äàííûõ;
2) ðåøåíèå íå çàâèñèò íåïðåðûâíî îò äàííûõ Êîøè íà S [1�3].
Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ÷àñòüþ íà ãðàíèöû D. Çàäà÷à Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â D ñ äàííûìè íà S ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íàéòè
ðåøåíèå u(x) óäîâëåòâîðÿþùåå

(
∆2 −∆

)
u(x) = 0 âíóòðè D è òàêîå,

÷òî u(y) = u0(y), ∂νu(y) = u1(y),∆u(y) = u2(y) è ∂ν(∆u(y)) = u3(y)
íà S ò.å., (2).

Äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è (2)�ââåäåì èíòåãðàë ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí-
íûé äàííûìè Êîøè u0, u1, u2 è u3 íà S, à èìåííî

G(x) =

∫
S

(Φ(x− y)u3 − u2∂ν(Φ(x− y))

+∆y(Φ(x− y))u1 − u0∂νy
(Φ(x− y))

)
ds,

äëÿ x ∈ R3\S̄. Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå Φ(x − y) ÿâ-
ëÿåòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèì, òî G(x) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêîé â äîïîëíåíèå S̄. Áîëåå òîãî, èíòåãðàë G(x) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèÿ

(
∆2 −∆

)
G = 0 â R3\S̄.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå è çàäà÷è Êî-
øè (2), íåïðåðûâíîå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà âïëîòü äî S, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàë G(x)
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí èç R3\D ÷åðåç S âíóòðü D êàê âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ è u ∈ C3(D ∪ S) óðàâíåíèÿ
(1) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u(x) = lim
n→∞

∫
S

(Cn(x, y)∂v(∆u(y))−∆u(y)∂ν (Cn(x, y))

+∆y (Cn(x, y)) ∂νu(y)− u(y)∂vy (Cn(x, y))
)
dsy
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Êàðëåìàíà ïðè âñåõ x ∈ D.
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Equations / N.N. Tarkhanov. � 7-å èçä., èñïð. è äîï. � Berlin. :
Akademie Verlag, 1995.

3. Ëàâðåíòüåâ, Ì.Ì. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè è àíàëèçà / Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ, Â.Ã. Ðîìàíîâ, Ñ.Ï. Øèøàòñêèé. �
Ì. : Íàóêà, 1980. � 286 c.

ÂÒÎÐÀß ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Â ÍÅÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ1

È.Â. Ìèõàéëè÷åíêî, Ì.Ô. ×åðåïîâà (Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
zheniakovaiv@mpei.ru, cherepovamf@mpei.ru

Â ñëîå D = {(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ Rn, 0 < t < T}, 0 < T < +∞,
çàäàí ðàâíîìåðíî ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð

Lu = ∂tu−
n∑

i,j=1

aij(x, t)∂iju+

n∑
i=1

bi(x, t)∂iu+ b0(x, t)u,

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

à)
n∑

i,j=1

aij(x, t)σiσj ⩾ δ|σ|2 äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 è âñåõ (x, t) ∈

D, σ ∈ Rn;
á) aij ∈ H0,ω0(D), i, j = 1, ..., n, ãäå ω0 � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

˜̃̃
ω0(z) =

z∫
0

η−1dη

η∫
0

y−1dy

y∫
0

ω0(ξ)ξ
−1dξ < +∞, z > 0;

â) bi ∈ H0,ω1(D), i = 0, 1, ..., n, ãäå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω1 óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè.

1 Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
(ïðîåêò FSWF-2026-0010).
© Ìèõàéëè÷åíêî È.Â., ×åðåïîâà Ì.Ô., 2026
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Â D âûäåëÿåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω = {(x, t) ∈ D : xn >
g(x1, ..., xn−1, t)} c íåãëàäêîé áîêîâîé ãðàíèöåé Σ = {(x, t) ∈ Ω : xn =
g(x1, ..., xn−1, t)}, ãäå

g ∈ H1,ω2(D′), D′ = Rn−1 × (0, T ), (1)

ω2 � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

˜̃ω2(z) =

z∫
0

y−1dy

y∫
0

ω2(ξ)ξ
−1dξ < +∞, z > 0.

(Îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñì. â [1]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(x0, t0) åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìà-

ëè ê Σt0 = Σ ∩ {t = t0}, t0 ∈ [0, T ], è ÷åðåç ν(x0, t0) � âåêòîð âíóò-
ðåííåé êîíîðìàëè ê Σt0 . Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u(x, t) ïî êîíîðìàëè
ν(x0, t0) â îáëàñòè Ω îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂u(x, t)

∂ν(x0, t0)
=

n∑
i,j=1

aij(x
0, t0)Nj(x

0, t0)∂iu(x, t), (x, t) ∈ Ω.

Â Ω ðàññìîòðèì âòîðóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

Lu = 0 â Ω, u|t=0 = 0 â Ω0 = Ω ∩ {t = 0}, ∂u
∂ν

= ψ íà Σ. (2)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ψ ∈ H

0

0,ω3(Σ), (3)

ãäå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ω̃3(z) =

z∫
0

ω3(ξ)ξ
−1dξ < +∞, z > 0.

Ïóñòü ω, ϑ � ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè, ω ̸≡ 0, ϑ ̸≡ 0. Îáîçíà÷èì
÷åðåç H1,ϑ,ω(Ω) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u : Ω → R, íåïðåðûâíûõ è
îãðàíè÷åííûõ â Ω âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ∂iu, i = 1, .., n, ñ íîðìîé

∥u; Ω∥1,ϑ,ω = sup
Ω

|u(x, t)|+
n∑

i=1

sup
Ω

|∂iu(x, t)|+ sup
Ω

|∆tu(x, t)|
|∆t|1/2ϑ(|∆t|1/2)

+

+

n∑
i=1

sup
Ω

|∆x,t∂iu(x, t)|
ω(|∆x|+ |∆t|1/2)

.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà L âûïîëíåíû
óñëîâèÿ à)-â) è äëÿ áîêîâîé ãðàíèöû Σ � óñëîâèå (1). Òîãäà äëÿ ëþ-
áîé ôóíêöèè ψ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (3), ñóùåñòâóåò êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå u çàäà÷è (2). Ïðè ýòîì u ∈ H

0

1,ω4,ω5(Ω), ω4 =˜̃ω0 + ω̃2 + ω3, ω5 =
˜̃̃
ω0 + ˜̃ω2 + ω̃3, è

∥u; Ω∥1,ω4,ω5 ⩽ C|ψ; Σ|0,ω3 .

Ëèòåðàòóðà
1. Zhenyakova I.V. Jump relation for the conormal

derivative of parabolic single layer potential / Zhenyakova I.V.,
Cherepova M.F.// Applicable Analysis. � 2025. � Vol. 104, issue 5. �
P. 775-789.

Î ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÃÐÀÔÅ
ÏÐÈ ÂÒÎÐÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ Â ÓÑËÎÂÈßÕ

ÒÐÀÍÑÌÈÑÑÈÈ1

À.Â. Ìîðîçîâ, Â.Ë. Ïðÿäèåâ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
morozov@math.vsu.ru, pryad@mail.ru

Ïóñòü Γ ⊂ Rn, ãäå n ∈ N, � ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ãðàô, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî ïîíèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ìîíîãðàôèåé [1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J (Γ) ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ âåð-
øèí γ ãðàôà Γ, òîãäà R(Γ) = Γ \ J (Γ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäè-
íåíèå åãî ð¼áåð. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà
Γ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè (∂Γ = ∅).

Îñíîâíîé îáúåêò èñëåäîâàíèÿ � íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ

uxx(x, t) = utt(x, t), x ∈ R(Γ), t ∈ (0,+∞), (1)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u(x, 0) = φ(x) è ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Γ, (2)

óñëîâèÿõ ñâÿçè îáùåãî âèäà â âåðøèíàõ a ∈ J (Γ) ïðè t ∈ [0,+∞)

utt(a, t) = ga

(
t, u(a, t), ut(a, t), (u

+
h(a,b))a↔b(a, t)

)
, (3)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ñîãëàøåíèå �075-02-2026-1324.
© Ìîðîçîâ À.Â., Ïðÿäèåâ Â.Ë., 2026
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è âêëþ÷åíèÿõ
u
∣∣
γ×[0,+∞)

∈ C2 (γ × [0,+∞)) . (4)

Çäåñü u : Γ× [0,+∞) → R � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ; φ, ψ, ga èçâåñòíû, à
(u+h(a,b))a↔b îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü ïðàâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, âçÿòûõ ïî íàïðàâëåíèþ h (îò a ê b)
ïî âñåì a ñìåæíûì ñ b. Ðåøåíèå (1)�(4) áóäåì ïîíèìàòü êëàññè÷åñêè
è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíû.

Òåîðåìà Ïóñòü n = deg (a) + 2 è ôóíêöèè ga òàêîâû, ÷òî äëÿ
ëþáûõ a ∈ J (Γ) è t ∈ [0,+∞) ñóùåñòâóþò

1) Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ Mga , òàêàÿ ÷òî

|ga(t, 0, 0, . . . , 0)| ⩽Mga .

2) Íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ωa : [0,+∞) → [0,+∞),
òàêàÿ ÷òî ωa(0) = 0, à êðîìå òîãî

|ga(t, x1, x2, . . . , xn)− ga(t, y1, y2, . . . , yn)| ⩽ ηa(t) · ωa

(
n∑

k=1

|xk − yk|

)
,

ãäå ηa(t) ⩾ 0 � âñþäó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
Îñãóäà (ñì. [2]) ∫

0+

ds

ωa(s)
= ∞.

3) Íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ κa : [0,+∞) → [0,+∞),
òàêàÿ ÷òî κa(0) = 0, à êðîìå òîãî

|ga(t, x1, x2, . . . , xn)| ⩽ φa(t) · κa
(

|x1|
t+ 1

)
· x2,

ãäå φa(t) ⩾ 0 � âñþäó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è

+∞∫
ds

s · κa(s)
= ∞.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà [0,+∞) è ïðîäîëæàåìî ñêîëü óãîä-
íî äàëåêî.

Ëèòåðàòóðà
1. ÏîêîðíûéÞ.Â. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ãðàôàõ / Þ.Â. Ïîêîðíûé è äð. // Ì. :ÔÈÇÌÀÒËÈÒ. �2005. �
272 ñ.

2. Osgood W.F. Beweis der Existenz einer Losung der
Di�erentialgleichung dy

dx = f(x, y) ohne Hinzunahme der Cauchy-
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Lipschitz'schen Bedingung /W.F. Osgood // Monatsh. f. Mathematik
und Physik. �1898. V. 9. P. 331�345.

Î ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÄÍÎÉ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ØÒÓÐÌÀ-ËÈÓÂÈËËß
ÑÎ ÇÍÀÊÎÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÂÅÑÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ
Ë.Â. Íàñèðîâà (Ñóìãàèòñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò,

Áàêó, Àçåðáàéäæàí)
leyla.nasirova@sdu.edu.az

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

ℓy ≡ −(p(x)y′)′ + q(x)y = λr(x)y + f(x, y, y′, λ), 0 < x < 1, (1)

a0y(0)− b0y
′(0) = 0, (2)

a1y(1) + b1y
′(1) = 0, (3)

ãäå λ ∈ R− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, p ∈ C1([0, 1]; (0,+∞)), q ∈
C([0, 1]; [0,+∞)), r ∈ C([0, 1];R) è ñóùåñòâóþò x0, x1 ∈ [0, 1] òàêèå,
÷òî r(x0)r(x1) < 0, a0, b0, c0, d0 −äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå òà-
êèå, ÷òî |a0| + |b0| > 0, |a1| + |b1| > 0, a0b0 ⩾ 0, a1b1 ⩾ 0. Êðîìå
òîãî, íåëèíåéíûé ÷ëåí f íåïðåðûâåí íà [0, 1] × R3 è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ:∣∣∣∣f(x, y, s, λ)y

∣∣∣∣ ⩽M, x ∈ [0, 1], (y, s) ∈ R2, y ̸= 0, λ ∈ R,

ãäå M íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à (1) îïèñûâàåò äèíàìèêó ïîïóëÿöèé â ñðåäàõ

ñ ñèëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ (ñì., íàïð., [1]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (b.c.) ìíîæåñòâî ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿþùèõ

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è (3). Ïóñòü E = C1[0, 1] ∩ (b.c.)− Áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||y||1 = ||y||∞ + ||y′||∞, ãäå max

x∈[0,1]
|y(x)|.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ ∈ {+,−} è êàæäîãî ν ∈ {+,−},
ïóñòü Sν

k,σ − ìíîæåñòâî ôóíêöèé y ∈ E òàêèå, ÷òî (i) íóëè ôóíê-
öèè y(x), x ∈ [0, 1], ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ýòà ôóíêöèÿ èìååò k − 1
íóëåé â èíòåðâàëå (0, 1); (ii) ôóíêöèÿ νy(x) ïîëîæèòåëüíà â ïðàâîé

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0; (iii) σ
1∫
0

r(x)y2(x)dx > 0.

© Íàñèðîâà Ë.Â., 2026

211



Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è{
(ℓy)(x) = λr(x)y(x), 0 < x < 1,
y ∈ (b.c.),

(4)

ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, ïðîñòûìè è îáðàçóþò íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàþùóþ è íåîãðàíè÷åííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèå,
÷òî

0 < λ+1 < λ+2 < . . . < λ+k < . . . ; 0 > λ−1 > λ−2 > . . . > λ−k > . . . ,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè êàæäîì k ∈ N è êàæäîì σ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
yσk (x) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λσk ñîäåðæèòñÿ â S

ν
k,σ

[2].
Ïóñòü r1 = max

x∈[0,1]
r(x), r0 = min

x∈[0,1]
r(x).

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM < min
{
λ+1 r1, λ

−
1 r0
}
. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ è êàæäîãî ν ìíîæåñòâî òî÷åê áèôóðêàöèè
çàäà÷è (1)-(3) ïî ìíîæåñòâó R×Sν

k,σ ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì. Åñëè (λ, 0)
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè ýòîé çàäà÷è ïî ìíîæåñòâó R×Sν

k,σ, òî
λ ∈ Iσk , ãäå I

+
k = [λ+k − M

r1
, λ+k + 4M

3r1
], I−k = [λ−k + 4M

3r0
, λ−k − M

r0
].

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ è êàæäîãî ν îáîçíà÷èì ÷åðåç
Dν

k,σ îáúåäèíåíèå îòðåçêà Iσk × {0} è âñåõ êîìïîíåíòîâ ìíîæåñòâà
ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(3), êîòîðûå îòâåòâëÿþòñÿ èç îòðåçêà Iσk × {0}
ïî ìíîæåñòâó Rσ × Sν

k,σ.
Òåîðåìà 2 [3]. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 1. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ è êàæäîãî ν ìíîæåñòâî Dν
k,σ ñîäåð-

æèòñÿ â ïîëîñå Iσk × Sν
k,σ è íåîãðàíè÷åíî â R× E.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàíåå èçâåñòíûõ ðàáîò (ñì. [3] è
ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ) â äàííîé ðàáîòå îòêàçûâàåìñÿ îò
óñëîâèÿ yf(x, y, s, λ) ⩽ 0, x ∈ [0, 1], (y, s, λ) ∈ R3.

Ëèòåðàòóðà
1. Fleming W.H. A selection-migration model in population genetics

/ W.H. Fleming // J. Math. Biology � 1975. � V. 2, No. 3. � P.
219�233.

2. Àéíñ Ý.Ë. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ /
Ý.Ë. Àéíñ. � Õ. : ÃÍÒÈ, 1939. � 719 ñ.

3. Aliyev, Z.S. Bifurcation from zero or in�nity in nonlinearizable
Sturm-Liouville problems with inde�nite weight / Z.S. Aliyev, L.V.
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Ñòðîÿòñÿ ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (ÀÐ) ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé c ñ ìàëîé äèññèïàöèåé â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå [1]

ε6(Utt −KUxx) = AU + ε3qAUt, |x| <∞, t > 0. (1)

Çäåñü U(x, t, ϵ) ⊂ Rm, m ⩾ 2 íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 0 < ϵ << 1
�ìàëûé ïàðàìåòð, ìàòðèöà K = diag

{
k2i , i = 1, . . . ,m

}
äèàãîíàëü-

íàÿ,ìàòðèöû K,A− const ïîñòîÿííûå, êîýôôèöèåíò q− const, q > 0
ïîëîæèòåëüíûé, ïîñòîÿííûé. Ìàòðèöà A èìååò îäíîêðàòíîå íóëå-
âîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0, êîòîðîìó îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåê-
òîð h, îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷àñòè. Äëÿ ñèñòåìû (1) ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà
¾óçêàÿ øàïî÷êà¿

U(x, 0, ε) = U0(x/ε2), Ut(x, 0, ε) = Φ(x/ε2). (2)

Çäåñü ôóíêöèè U0(x),Φ(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå è ïðèíàäëåæàò
êëàññó Øâàðöà áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé: U0(x),Φ(x) ⊂ S̃(R1)

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà åñòü ïðîäîëæåíèå ðàáîò [2]-[3]. Ïîñòðîåííîå
ÀÐ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)- (2) èìååò âèä

U(x, 0, ϵ) =

i=3∑
i=0

(
SI
i (ζ1, t) + SII

i (ζ2, t) + Πi(ξ, τ)
)
+R, (3)

ãäå ζ1,2 = (x∓ kt)/ϵ2 , ξ = x/ϵ2, τ = t/ϵ3), k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç K,h è
h∗ - ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû AT , îòâå÷àþùèé λ = 0. Ïîëó÷åíû
óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ ÀÐ (3) ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1)- (2) . Ïîãðàíôóíêöèè Π îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ ( ïðîåêò � FSSW-2023-0004.)
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îáûêíîâåííûõ ÄÓ, ôóíêöèè ¾âñïëåñêà¿ èìåþò âèä S0 = hφ(ζ, t), ãäå
φ(ζ, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî
ïîðÿäêà (ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà)

−φt + K̃φζζζ = 0, (4)

çäåñü K̃ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äàííûå ñèñòåìû (1). Óðàíåíèå (4) èññëå-
äîâàííî, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [4]-[9]. Îöåíêà îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ
Ru,Rv â (3) ñäåëàíà ïî íåâÿçêå.
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Çàêîí Õèïñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýìïèðè÷åñêóþ çàêîíîìåðíîñòü
â ëèíãâèñòèêå [1]. Îíà îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óíèêàëüíûõ
ñëîâ V â äîêóìåíòå êàê ôóíêöèþ îò åãî äëèíû n è çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé V (n) = Knβ , à K è β � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿå-
ìûå ýìïèðè÷åñêè. Äëÿ àíãëèéñêîãî êîðïóñà òåêñòîâ ïîêàçàíî, ÷òî
K îáû÷íî ëåæèò ìåæäó 10 è 100, à β ìåæäó 0.4 è 0.6.

Ïîñëåäóþùèå íàó÷íûå ðàáîòû ïîêàçàëè, ÷òî óñòîé÷èâûå ýìïè-
ðè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ çàêîíîì Õèïñà, íàáëþ-
äàþòñÿ íå òîëüêî â ëèíãâèñòèêå, íî è â áèîëîãè÷åñêèõ, à òàêæå â
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [2]. Íàïðèìåð, â [3] áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ, êàê áàêòåðèè, ôåäåðàëüíûå àãåíòñòâà,
êîìïàíèè è óíèâåðñèòåòû, ðàçíîîáðàçèå ôóíêöèé ìîæíî àïïðîêñè-
ìèðîâàòü ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ îò ðàçìåðà ñèñòåìû, õàðàêòåðè-
çóþùåéñÿ ñóáëèíåéíûìè ïîêàçàòåëÿìè îò 0.35 äî 0.57 â çàâèñèìîñòè
îò ñèñòåìû.

Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà ðàçíîîáðàçèÿ k ïî ôàêóëüòå-
òàì ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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Òàê, äëÿ çàðóáåæíûõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, ïðèíèìàâøèõ
ó÷àñòèå â èññëåäîâàíèè, äàííûé ïàðàìåòð íàõîäèëñÿ â äèàïàçîíå
0.50− 0.59 [3].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âïåðâûå äåìîíñòðèðóåò êîëè÷åñòâåííîå èññëå-
äîâàíèå ñòðóêòóðû 40 ôàêóëüòåòîâ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â
ðàìêàõ çàêîíà Õèïñà. Âûÿâëåíà âàðèàòèâíîñòü êîýôôèöèåíòà ðàç-
íîîáðàçèÿ íà óðîâíå ôàêóëüòåòîâ, è óñòàíîâëåíî, ÷òî çíà÷åíèå ïî
óíèâåðñèòåòó ïðåâûøàåò ñòàíäàðòíîå (ïðè β ≈ 0.5), äîñòèãàÿ 0.56.
Äàííûå î ïðåïîäàâàòåëüñêîì ñîñòàâå áûëè ïðåäñòàâëåíû èç ñèñòåìû
¾ÈÑÒÈÍÀ¿ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Öåëü ðàáîòû � ïðîâåðêà ïðèìåíèìîñòè çàêîíà Õèïñà ê îáðàçî-
âàòåëüíîé ñòðóêòóðå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ðàçìåð ñèñòåìû
N îïðåäåëåí êàê ÷èñëåííîñòü ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñîñòàâà, à ðàçíî-
îáðàçèå ôóíêöèé V � êàê êîëè÷åñòâî îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì
áàêàëàâðèàòà è ìàãèñòðàòóðû.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ k ðàçíîîáðàçèÿ ñ
ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Õèïñà íà ïðèìåðå Ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Êîëè÷åñòâî ïðîãðàìì áàêàëàâðèàòà
è ìàãèñòðàòóðû, îáó÷åíèå ïî êîòîðûì ïðåäëàãàåòñÿ ôàêóëüòåòîì,
ðàâíî V = 14, êîëè÷åñòâî ïðåïîäàâàòåëåé ñîñòàâëÿåò ñîãëàñíî äàí-
íûì ñèñòåìû ¾ÈÑÒÈÍÀ¿ N = 620 ÷åëîâåê. Âûðàçèâ ÷åðåç ôîðìóëó
Õèïñà k = V

Nβ , ïîëó÷èì çíà÷åíèå k ≈ 0.5622.

Ðèñ. 2: Ñîîòíîøåíèå k è N , ïîêàçûâàþùåå ëèíåéíûé òðåíä â ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé øêàëå.
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Àíàëèç ïàðàìåòðîâ 40 ôàêóëüòåòîâ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñî-
âà ïîêàçàë, ÷òî ñðåäíèé êîýôôèöèåíò k ïî âûáîðêå ñîñòàâèë 0.56,
÷òî ïîäòâåðæäàåò ðàçâèòèå óíèâåðñèòåòà êàê òèïè÷íîé ñëîæíîé
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Óñòàíîâëåííîå çíà÷åíèå ñîîòâåò-
ñòâóåò ìèðîâûì ñòàíäàðòàì äëÿ âûñøåé øêîëû.

Ðèñ. 3: Äóãà ðàñïðåäåëåíèÿ k.

Ðîñò êîëè÷åñòâà óíèêàëüíûõ ôóíêöèé çàìåäëÿåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà
ñàìîé ñòðóêòóðû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáùèì ìàñøòàáíûì çàêîíîìåð-
íîñòÿì, íàáëþäàåìûì â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû [4].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñ ïî-
ãðàíè÷íûìè ñëîÿìè ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû òèõîíîâñêî-
ãî òèïà, âîçíèêàþùåé â äâóìåðíîé äðåéôî-äèôôóçèîííîé ìîäåëè
ïîëóïðîâîäíèêîâ ñ ñóáäåáàåâñêèìè ðàçìåðàìè:

ε2△u− ε2(A(u, x),∇u)− g(u, v, x, ε) = 0,

△v − (B(v, x),∇v)− f(u, v, x, ε) = 0, x ∈ D,
(1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå êàê íà âíóòðåííåé ãðàíèöå Γ, òàê
è íà âíåøíåé ãðàíèöå Γ∗ äâóñâÿçíîé îáëàñòèD. Çäåñü ε > 0 � ìàëûé
ïàðàìåòð.

Ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ñ ïîãðàíè÷-
íûìè ñëîÿìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé.

Â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî ïðèëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äðåéôî-
äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ïîëóïðîâîäíèêà ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçìåð
îáðàçöà ìåíüøå äåáàåâñêîé äëèíû. Ìàëûé ïàðàìåòð ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîäâèæíîñòè äûðîê è ýëåê-
òðîíîâ. Ìîäåëü ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (1), è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà
óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Äëÿ ðàäèàëüíî-
ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷åíû ÿâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
íóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ êîíöåíòðàöèé íîñèòåëåé çàðÿäà.

Ëèòåðàòóðà
1. Âàñèëüåâà À.Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãó-

ëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé / À.Á. Âàñèëüåâà, Â.Ô. Áóòóçîâ. �
Ì. : Íàóêà, 1973. � 272 ñ.

2. Nefedov N.N. Existence and stability of stationary solutions with
boundary layers in a system of fast and slow reaction-di�usion-advection
equations with KPZ nonlinearities / N.N. Nefedov, A.O. Orlov //
Theoret. and Math. Phys. � 2024. � Vol. 220, No. 1. � P. 137�153.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ, (ïðîåêò � 25-71-
10024,).
© Íèêóëèí Å.È., Êàðàìûøåâ À.Â., 2026

218



3. Karamyshev A.V. Existence and stability of stationary solutions
with boundary layers in a Tikhonov-type system arising in the
drift-di�usion model of semiconductors of sub-Debye length /
A.V. Karamyshev, E.I. Nikulin // Russian Journal of Mathematical
Physics. � 2025. � Vol. 32, No. 12. � P. 713�727.

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ
ÄÈÑÊÐÈÌÈÍÀÍÒÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ1

Â.À. Íèêèøîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
nikishov1999@yandex.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

y′ = (y − α(x))2 − c2/4. (1),

ãäå α : R → R, α ∈ C(R) è c > 0. Îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
óðàâíåíèÿ

y′ = (y − α1(x))(y − α2(x)), (2)

ãäå α1,2(·) � òàêèå íåïðåðûâíûå êîìïëåêñíî-çíà÷íûå ôóíêöèè, ÷òî
α1 ·α2 è α1+α2 ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííî-çíà÷íûìè ôóíêöèÿìè. Óðàâ-
íåíèå (2) èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [1]�[4]. Îïðåäåëåíèå òèïà äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (2) ñ êîðíÿìè ïðàâîé ÷àñòè, èìåþùèìè ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå
ïðåäåëû êàê íà +∞, òàê è íà −∞, áûëî ââåäåíî â [1].

Òåîðåìà 3. [1, T. 3] Åñëè α ∈ C1(R :→ R) è ñóùåñòâóþò ïðå-
äåëû limx→±∞ α ≡ α± ∈ R, òî ñóùåñòâóåò òàêîå c∗ ≡ c∗(α′) ∈
[0, supx∈R α(x)− infx∈R α(x)], ÷òî:

� ïðè c ∈ (c∗,+∞) óðàâíåíèå (1) èìååò 1-é òèï;
� åñëè c∗ ̸= 0, òî ïðè c = c∗ óðàâíåíèå (1) èìååò 2-é òèï;
� ïðè c ∈ (0, c∗) óðàâíåíèå (1) èìååò 3-é òèï.
Îïðåäåëåíèå 2. [1, îïð. 3] Îáîçíà÷èâ ÷åðåç RC(R) ïðîñòðàíñòâî

íåïðåðûâíûõ èíòåãðèðóåìûõ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé (â íåñîáñòâåí-
íîì ðèìàíîâñêîì ñìûñëå) âåùåñòâåííî-çíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëèì äèñêðèìèíàíòíûé îïåðàòîð D : RC(R) → R, çíà÷åíèå êîòîðîãî
íà ôóíêöèè β = α′ ∈ RC(R) åñòü c∗(α′).

Ââåä¼ííûé òàêèì îáðàçîì äèñêðèìèíàíòíûé îïåðàòîð ïîçâîëÿ-
åò ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ îïðåäåëèòü òèï áî-
ëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ (2).

Òåîðåìà 3. Äèñêðèìèíàíòíûé îïåðàòîð D : RC(R) → R îáëà-
äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-11-00133).
© Íèêèøîâ Â.À., 2026
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1) åñëè β ∈ RC(R), k ∈ R \ {0}, òî D(kβ) = k ·D
(

1
kβ
(

·
k

))
;

2) åñëè β1, β2 ∈ RC(R) è β1(x) < β2(x) äëÿ âñåõ x ∈ R, òî D(β1) ⩾
D(β2);

3) åñëè β ∈ RC(R), òî D(β) ⩽ sup
x1, x2∈R

∫ x2

x1
β(x) dx;

4) åñëè β ∈ RC(R) îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî

D(β) ⩽ 2

√
max

(
sup
x∈R

(−β(x)), 0
)
.
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Â êîíòåêñòå âîçðàñòàþùåé ñëîæíîñòè è âçàèìîçàâèñè ìîñòè ñî-
âðåìåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ðåñóðñàìè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â
ðàçðàáîòêå äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñïîñîáíûõ àäåêâàòíî îïèñûâàòü
è îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññû ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ.

Ðàññìîòðèì ðåñóðñíóþ ñåòü G(X,U), íà ìíîæåñòâå äóã êîòîðîé
çàäàíà ôóíêöèÿ p : U −→ N . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p äëÿ

© Íèòóíãà Ï., 2026
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êàæäîé âåðøèíû x çàäà¼ò ïðèîðèòåòû âûõîäÿùèõ èç íå¼ äóã ïðè
ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ðåñóðñíûõ ïîòîêîâ. Ïðè
ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

− ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå ôóíêöèè p, òåì âûøå ïðèîðèòåò äóãè;
− äëÿ êàæäîé âåðøèíû èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå |p([x]+)| =

max
u∈[x]+

{p(u)}.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèå: [x]+i = {u ∈ [x]+|p(u) = i}− ìíî-
æåñòâî äóã ïðèîðèòåòà i, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû x.

Ñîñòîÿíèÿ ðåñóðñíîé ñåòè Q(t) = (qx1
(t), . . . , qxn

(t)), qx(t) ⩾ 0
∀x ∈ [1;n]Z îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñåòè
Q(0) ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè:

qx(t+ 1) = qx(t)−
∑

y∈Γ(x)

Fxy(t) +
∑

y∈Γ−(x)

Fyx(t),

ãäå Fxy � âåëè÷èíà ðåñóðñíîãî ïîòîêà âûõîäÿùåãî ïî äóãå (x, y) â
ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

ïîëîæèì φx = 0. Äëÿ êàæäîãî i ∈ [1, max
u∈[x]+

{p(u)}]N ïîñëåäîâà-

òåëüíî âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå øàãè:
1. ïîëàãàåì q̃x = qx − φx

2. äëÿ êàæäîé âåðøèíû y ∈ Γ(x) òàêîé, ÷òî p((x, y)) = i îïðåäå-
ëÿåì:

Fxy =


rxy, q̃x > (routx )i

rxy

(rout
x )i

· q̃x, q̃x ⩽ (routx )i

3. ïîëàãàåì φx ::= φx+
∑

y∈Γ(x)

Fxy, çàòåì óâåëè÷èâàåì i íà åäèíèöó

è âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ÷àñòè÷íûõ ïîäñåòå¼ {Gi(X,Ui)} ðåñóðñíîé

ñåòè G, ãäå Ui = {u ∈ U | p(u) = i} ìíîæåñòâî äóã, îáëàäàþùèõ
ïðèîðèòåòîì i.

Èñõîäíàÿ ñåòü G íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè äëÿ êàæ-
äîé ÷àñòè÷íîé ñåòè Gi â êàæäîé å¼ âåðøèíå x âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
áàëàíñà: (routx )i = (rinx )i ∀ i ∈ [1; r]N .

Ïóñòü W =
∑
x∈X

qx(0) � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñà â ñåòè,

P = max
u∈U

{p(u)} è ïóñòü G̃i =
i⋃

k=1

Gk, òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ êàæäîãî ïðèîðèòåòà i ñåòü Gi ÿâëÿåò-
ñÿ ñèëüíî ñâÿçíîé, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîãîâûõ
çíà÷åíèé T1 ⩽ T2 ⩽ · · · ⩽ TP òàêàÿ, ÷òî ïðè Ti−1 ⩽W ⩽ Ti, òî

1. F ∗
u = 0, åñëè p(u) > i;

2. F ∗
u = ru, åñëè p(u) < i;

3. Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå Q∗ â ñåòè G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî â âèäå ñóììû Q∗ = Q∗

i−1 +Q∗
i , ãäå Q

∗
i−1 � ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå

â ïîäñåòè G̃i−1 ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñà âåëè÷èíû Ti−1, à Q
∗
i �

ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå â ïîäñåòè Gi ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñà âåëè-
÷èíû W − Ti−1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü T � ïîðîãîâîå çíà÷åíèå â ñåòè G áåç ó÷¼òà
ïðèîðèòåòîâ, òîãäà TP = T .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü W > Tr. Ñîñòîÿíèå Q
∗ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-

íûì ñîñòîÿíèåì äëÿ Q(0) â ñáàëàíñèðîâàííîé ðåñóðñíîé ñåòè G ñ
ïðèîðèòåòàìè íà äóãàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q∗ ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíûì äëÿ Q(0) â ñåòè G áåç ó÷¼òà ïðèîðèòåòîâ.
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû òèïà
¾ñòóïåíüêà¿ (äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà) äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíîé äèôôóçèåé. Ìîäåëè òà-
êîãî òèïà íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ ïîïóëÿöèîííîé
äèíàìèêè è íåëèíåéíîé òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-71-10024).
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íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:
ε2

∂

∂x

(
D(u, x, ε)

∂u

∂x

)
− ε

∂u

∂t
= f(u, x, ε), x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ],

∂u

∂x
(−1, t, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

Öåíòðàëüíîé çàäà÷åé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ è âûâîä çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [−1, 1] âûðîæäåííîå óðàâíåíèå
f (u, x, 0) = 0 èìååò äâà óñòîé÷èâûõ φ(±)(x) è îäèí íåóñòîé÷èâûé
êîðåíü. Â îòëè÷èå îò ñáàëàíñèðîâàííîãî (êðèòè÷åñêîãî) ñëó÷àÿ, èçó-
÷åííîãî â [2], çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêðèòè÷åñêèé (íåñáàëàíñèðî-
âàííûé) ðåæèì:∫ φ(+)(x)

φ(−)(x)

f (u, x, 0)D (u, x, 0) du ̸= 0, x ∈ [−1, 1] .

Ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé À. Á. Âàñèëüåâîé ïîñòðîåíî
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè. Óñëîâèå ãëàäêîãî ñøèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé
ïî îáå ñòîðîíû ôðîíòà â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïðèâîäèò ê îáûêíîâåí-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ïîëîæåíèÿ ôðîíòà. Ñêî-
ðîñòü ôðîíòà â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòå-
ãðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó, çàâèñÿùóþ îò íåëèíåéíûõ ôóíêöèé ðå-
àêöèè è äèôôóçèè.

Êëþ÷åâûì ýòàïîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è, îïðåäå-
ëÿþùåé íóëåâîé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò èñêîìîé ôóíêöèè äåëàåò ðàññìàòðèâà-
åìóþ çàäà÷ó ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé. Îäíàêî ñïåöèàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå èç [3] ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè íåëèíåéíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ äèô-
ôóçèåé, â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è ñâåñòè çàäà÷ó ê ðàíåå èçó÷åí-
íîìó ñëó÷àþ.

Ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðà-
âåíñòâ Í. Í. Íåôåäîâà äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ, à òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè ïîñòðîåííîãî àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîçâîëÿþò àíàëèòè÷åñêè
îïèñûâàòü äèíàìèêó êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð è ñëóæàò îñíîâîé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííî-àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ æåñòêèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷.
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3. Âîëîñîâ Ê. À., Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåõíîëîãè÷å-
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ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÐÅÇÊÎÃÎ ÔÐÎÍÒÀ Â ÇÀÄÀ×Å
ÐÅÀÊÖÈß-ÄÈÔÔÓÇÈß-ÀÄÂÅÊÖÈß1

À.Î. Îðëîâ, À.Ð. Ìàõìóäîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)

orlov.andrey@physics.msu.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ òèïà ¾ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ�
àäâåêöèÿ¿. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ε4
∂2u

∂x2
− ε

∂u

∂t
− εA(u, x)

∂u

∂x
− f(u, x, ε) = 0, x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ],

∂u

∂x
(±1, t, ε) = 0, t ∈ [0, T ], u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1].

Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ðåøåíèÿ, èìåþùåãî âèä ðåçêîãî ôðîíòà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå ïðîôèëÿ ðåøåíèÿ ëîêàëèçîâà-
íî â óçêîé îêðåñòíîñòè êðèâîé x∗(t, ε) íà ïðîñòðàíñòâåííîì ìàñøòà-
áå ïîðÿäêà ε3. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîôèëÿ ôðîíòà ââîäèòñÿ ðàñòÿíóòàÿ
ïåðåìåííàÿ

ξ = (x− x∗(t, ε))/ε3.

Äàííàÿ îñîáåííîñòü êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó
îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ (ñì., íàïðèìåð, [1]), ãäå øèðèíà âíóòðåí-
íåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ èìååò ïîðÿäîê ε. Â èññëåäóåìîé ïîñòàíîâêå
ñïåöèôè÷åñêèé áàëàíñ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè ïðèâîäèò ê ôîðìèðî-
âàíèþ ñóùåñòâåííî áîëåå óçêîãî (¾ðåçêîãî¿) ôðîíòà.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà.
© Îðëîâ À.Î., Ìàõìóäîâ À.Ð., 2026
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîí-
òðàñòíóþ ñòðóêòóðó òèïà ¾ñòóïåíüêà¿. Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â àêòèâíûõ ñðåäàõ (òåîðèÿ ãîðåíèÿ,
õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà, ôèçèêà ïîëóïðîâîäíèêîâ, ïîïóëÿöèîííàÿ äè-
íàìèêà), ãäå íàáëþäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæ-
äó óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Â ðàáîòå ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ìå-
òîäîì ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé À.Á. Âàñèëüåâîé. Âûâåäåíî óðàâíåíèå,
îïðåäåëÿþùåå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà â ãëàâíîì ïîðÿäêå. Ñóùå-
ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáîñíîâàíû ñ ïîìîùüþ àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ Í.Í. Íåôåäîâà.
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ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ / Þ.Â. Áîæåâîëüíîâ, Í.Í. Íåôåäîâ // ÆÂÌ è
ÌÔ. � 2010. � Ò. 50, � 2. � Ñ. 276�285.

2. Orlov A.O. Development of methods for asymptotic analysis
of moving fronts for the reaction�di�usion�advection equations /
A.O. Orlov, V.T. Volkov // RJMP. � 2025. � Vol. 32, no. 4. � P. 803�
817.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÀÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ
ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÑËÎÅÂ Â ÇÀÄÀ×Å

ÐÅÀÊÖÈß�ÄÈÔÔÓÇÈß�ÀÄÂÅÊÖÈß1

À.Î. Îðëîâ, Cþí ×æóñþàíü, Ëè ×æèöÿí, Â.Ò. Âîëêîâ
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)

orlov.andrey@physics.msu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ
óðàâíåíèÿ ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ�àäâåêöèÿ â ïîëîñå

ε4∆u = ε
(
A⃗(u, x, y, ε), ∇⃗

)
u+B(u, x, y, ε), x ∈ R, y ∈ (0, a),

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0, ε) = u0(x), u(x, a, ε) = ua(x)

è óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé x.
Ôóíêöèè A⃗(u, x, y, ε) = {A1(u, x, y, ε), A2(u, x, y, ε)} è B(u, x, y, ε)

ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, 0 < ε ≪ 1 . Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà.
© Îðëîâ À.Î., ×æóñþàíü Cþí, ×æèöÿí Ëè, Âîëêîâ Â.Ò., 2026
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ïîñòðîåíèè è îáîñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ
ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è.

Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèå ðàçëè÷íûõ ìàñøòà-
áîâ äèôôóçèè è àäâåêöèè: êîýôôèöèåíò äèôôóçèè èìååò ïîðÿäîê
O(ε4), à àäâåêöèÿ � ïîðÿäîê O(ε), ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ êà÷å-
ñòâåííî íîâûõ ýôôåêòîâ â ðåøåíèè è òðåáóåò ñóùåñòâåííîé ìîäèôè-
êàöèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäèê èññëåäîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óêà-
çàííîì ñî÷åòàíèè äèôôóçèè è àäâåêöèè âîçíèêàþò ðàçíîìàñøòàá-
íûå ïîãðàíè÷íûå ñëîè: ó ãðàíèöû y = 0 ôîðìèðóåòñÿ ñëîé òîëùèíû
O(ε3), à ó ãðàíèöû y = a � ñëîé òîëùèíû O(ε).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

B(u, x, y, 0) = 0

èìååò êîðåíü u = φ(x, y), ïðè÷åì âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Bu(φ(x, y), x, y, 0) > 0, x ∈ R, y ∈ [0, a],

A2(φ(x, 0), x, 0, 0) < 0, A2(φ(x, a), x, a, 0) < 0, x ∈ R.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé â âèäå

U(x, y, ε) = ū(x, y, ε) + L
( y
ε3
, x, ε

)
+R

(
a− y

ε
, x, ε

)
,

ãäå ū � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, à ôóíêöèè L è R îïèñûâàþò ïîãðàíè÷íûå
ñëîè ó íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðåãóëÿðíîé
÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷, à äëÿ
ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé � êðàåâûå çàäà÷è íà ïîëóïðÿìîé ñ ýêñïîíåí-
öèàëüíûì óáûâàíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y, ε) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî
ïîñòðîåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå Un(x, y, ε) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíûì â îáëàñòè x ∈ R, y ∈ [0, a]:

|u(x, y, ε)− Un(x, y, ε)| ⩽ Cεn+1.

Îáîñíîâàíèå ïðîâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ íåðàâåíñòâ Í.Í. Íåôåäîâà. Îäíàêî, ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ýòîãî
ìåòîäà òðåáóåò ñóùåñòâåííîé ìîäèôèêàöèè èç-çà àñèììåòðèè ìàñ-
øòàáîâ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.
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Êðîìå òîãî, äîêàçàíû ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü è àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.
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ÔÎÐÌÓËÀ ÒÈÏÀ ÀÒÜÈ-ÁÎÒÒÀ-ËÅÔØÅÖÀ È Å�
ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Ê ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌ Ñ ÃÐÓÏÏÀÌÈ

ÑÄÂÈÃÎÂ1

Í.Ð. Îðëîâà, À.Þ. Ñàâèí (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
izvarinanat@gmail.com, a.yu.savin@gmail.com

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíà ôîðìóëà òèïà Àòüè-Áîòòà-
Ëåôøåöà (äàëåå ÀÁË) â àáñòðàêòíîé ñèòóàöèè. Íà ãëàäêîì çàìêíó-
òîì ìíîãîîáðàçèè M ðàññìàòðèâàåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà
âèäà

0 −−−−→ C∞(M,E0)
D0−−−−→ . . .

Dm−1−−−−→ C∞(M,Em) −−−−→ 0

T0

y Tm

y
0 −−−−→ C∞(M,E0)

D0−−−−→ . . .
Dm−1−−−−→ C∞(M,Em) −−−−→ 0,

ãäå ñòðîêè � êîìïëåêñû, ñîñòîÿùèå èç íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ ãëàäêèõ ñå÷åíèé êîìïëåêñíûõ âåê-
òîðíûõ ðàññëîåíèé Ej , âåðòèêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ òàêæå ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Ìû íå äåëàåì íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ïðè-
ðîäå îïåðàòîðîâ â êîìïëåêñå è îïåðàòîðîâ, çàäàþùèõ ýíäîìîðôèçì
êîìïëåêñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî, ÷òî êîìïëåêñ èìååò ïàðàìåòðèêñ
ñ òî÷íîñòüþ äî îïåðàòîðîâ ñ ãëàäêèì ÿäðîì. Ýòî îáåñïå÷èâàåò êî-
íå÷íîìåðíîñòü êîãîìîëîãèé Hj = kerDj/imDj−1.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (ïðîåêò FSSF-2026-
0013).
© Îðëîâà Í.Ð., Ñàâèí À.Þ., 2026
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Îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî Ëåôøåöà ýíäîìîðôèçìà

L(T,D) =

m∑
j=0

(−1)jtrT̃j ,

ãäå T̃j : Hj −→ Hj � äåéñòâèå ýíäîìîðôèçìîâ â êîãîìîëîãèÿõ. Äà-
ëåå íàêëàäûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå íà âîëíîâîé ôðîíò ÿäðà
Øâàðöà ýòîãî ýíäîìîðôèçìà è åãî êîìïîçèöèé ñ îïåðàòîðàìè èç
êîìïëåêñà è åãî ïàðàìåòðèêñà. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàø îñ-
íîâíîé ðåçóëüòàò, ôîðìóëà òèïà ÀÁË, ïðèíèìàåò âèä

L(T,D) =

m∑
j=0

(−1)jτ(Tj),

ãäå τ(Tj) � ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä îïåðàòîðà Tj . Ïðè ýòîì ðåãóëÿ-
ðèçîâàííûé ñëåä îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë ñóæåíèÿ åãî
ÿäðà Øâàðöà íà äèàãîíàëü ∆ ⊂M ×M.

Â ðàáîòå äàþòñÿ äâà ïðèëîæåíèÿ ôîðìóëû (1). Âî-ïåðâûõ,
ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû, àññîöèèðîâàííûå ñ êîíå÷íîé ãðóïïîé
ñäâèãîâ íà ìíîãîîáðàçèè M [2]. Âî-âòîðûõ, ðàññìàòðèâàþòñÿ îïå-
ðàòîðû, àññîöèèðîâàííûå ñ êîìïàêòíîé ãðóïïîé Ëè, ãëàäêî äåé-
ñòâóþùåé íà ìíîãîîáðàçèèM [3-5]. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû, à äåéñòâèå ãðóïïû ïîëó-ñâîáîäíîå. Òàêæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ýíäîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåê-
ñîâ, îïðåäåëÿåìûå ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì g : M → M , èìåþùèì
òîëüêî íåâûðîæäåííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êè
ñîâïàäåíèÿ g(x) = γ(x), γ ∈ Γ, ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, ïîëó÷å-
íû ôîðìóëû Ëåôøåöà [6].
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Íàäåæíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëèòåëüíûõ ñåòåé ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ñîâðåìåííîé ýíåðãåòè÷åñêîé èí-
ôðàñòðóêòóðû. Ïðè ýòîì â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íàäåæíîñòü ñåòè
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî òåõíè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì îòäåëüíûõ ïîäñòàí-
öèé, íî è ñòðóêòóðîé ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè àíàëèçå
òàêèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàê âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ îòäåëü-
íûõ ýëåìåíòîâ [1], òàê è îáùóþ ñòðóêòóðó ñâÿçåé ìåæäó ñòàíöèÿìè
ñåòè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîäåëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàäåæ-
íîñòè òàêîé ñåòè äîëæíà êîíñòðóèðîâàòüñÿ íà îñíîâå òåîðèè ãðàôîâ
G = ⟨V,E⟩. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî âåðøèí V ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ñòàíöèé èëè ïîäñòàíöèé ñåòè, à ìíîæåñòâî ðåáåð E îïèñûâàåò
ñîåäèíåíèÿ ìåæäó íèìè. Îäíà èç âåðøèí ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê öåí-
òðàëüíàÿ ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ ñòàíöèÿ, ÷åðåç êîòîðóþ îáåñïå÷èâàåòñÿ
ïèòàíèå îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòè. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ââîäèòñÿ
âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû pj , j ∈ V â òå÷åíèå ôèêñèðîâàííîãî
èíòåðâàëà âðåìåíè.

Òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà ìîæåò íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ íàõî-
äèòüñÿ ëèáî â ðàáî÷åì, ëèáî â îòêàçàâøåì ñîñòîÿíèè, òî êîíêðåòíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ôóíêöèîíèðóþùåé ñåòè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïîäãðà-
ôîì ãðàôà G. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ìåæäó ôèêñèðîâàííîé è öåíòðàëüíîé ñòàíöèÿìè ñó-
ùåñòâóåò ïóòü ïî ðàáî÷èì âåðøèíàì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïåð-
êîëÿöèè [2] ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå ïðîòåêàíèÿ èç âåðøèíû 0, ñîîò-
âåòñòâóþùåé öåíòðàëüíîé ñòàíöèè, è âåðøèíîé j ëþáîé èç ñòàíöèé
ñåòè, ÷òî ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñ âåðîÿòíîñòüþ P (0, j). Ýòà âåðîÿò-
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íîñòü õàðàêòåðèçóåò íàäåæíîñòü âêëþ÷åíèÿ j-é ñòàíöèè â îáùóþ
ýíåðãîñèñòåìó.

Âû÷èñëåíèå òàêèõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåáîðîì
âñåõ ïóòåé èç âåðøèíû 0 ê âåðøèíå j è âû÷èñëåíèåì P (0, j) íà
îñíîâå íàáîðà âåðîÿòíîñòåé pj . Îäíàêî ÷èñëî âîçìîæíûõ ñëó÷àé-
íûõ êîíôèãóðàöèé ïðè ýòîì ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì
÷èñëà âåðøèí è ïîýòîìó òàêîé ïðÿìîé ïóòü ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæåí. Äëÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ñîçäàòü ìåòîä, èñïîëüçóþùèé
êîíêðåòíóþ ñòðóêòóðó ãðàôà.

Äëÿ ýòîãî íà ãðàôå îòìå÷àþòñÿ ò.í. òàêèå âåðøèíû ñî÷ëåíåíèÿ,
óäàëåíèå êàæäîé èç êîòîðûõ íàðóøàåò ñâÿçíîñòü ãðàôà. Åñëè èñõîä-
íûé ãðàô ðàçðåçàòü ïî âåðøèíàì ñî÷ëåíåíèÿ, òî îí ðàñïàäàåòñÿ íà
íàáîð áëîêîâ � ïîäãðàôîâ. Êàæäûé áëîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå
óñòîé÷èâûé ôðàãìåíò ñåòè, à ñàìè áëîêè ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé
ïîñðåäñòâîì ìàëîãî ÷èñëà âåðøèí. Òîãäà, ïðè ðàñ÷åòå âåðîÿòíîñòè
P (0, j), âìåñòî èññëåäîâàíèÿ ñâÿçíîñòè âåðøèíàìè âñåãî ãðàôà G,
äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè â êàæäîì èç áëîêîâ.
Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ êàðêàñíûé ãðàô, â êîòîðîì êàæäîìó áëîêó ñî-
îòâåòñòâóåò âåðøèíà, à ñâÿçü ìåæäó ïàðîé áëîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èõ
îáùåé âåðøèíîé ñî÷ëåíåíèÿ. Òàêàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ïóòü
ìåæäó äâóìÿ èíòåðåñóþùèìè âåðøèíàìè óæå íå â èñõîäíîì ñëîæ-
íîì ãðàôå. Åñëè äâå âåðøèíû (ñòàíöèè) íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ÷àñòÿõ
ãðàôà (ñåòè), òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâÿçè ìåæäó íèìè íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû â êàæäîì ïðîìåæóòî÷íîì áëîêå ñóùåñòâîâàë ïóòü ìåæäó âõîä-
íîé è âûõîäíîé âåðøèíàìè ñî÷ëåíåíèÿ. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü íàëè-
÷èÿ ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòåé íàëè÷èÿ ïóòåé
â êàæäîì èç ïðîìåæóòî÷íûõ áëîêîâ.

Ââèäó ïðåäïîëàãàåìîé ìàëîñòè ÷èñëà âåðøèí â êàæäîì èç ïðî-
ìåæóòî÷íûõ áëîêîâ, âåðîÿòíîñòü ïðîñà÷èâàíèÿ ïî êàæäîìó èç íèõ
óæå äîñòóïíà âû÷èñëåíèþ â ðåàëüíîì âðåìåíè è ïîýòîìó ðàñ÷åò íà-
äåæíîñòè ðàáîòû ñåòè ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò-
ñÿ. Ïðè ýòîì ïðîãðàììà ðàñ÷åòà íàäåæíîñòè íà îñíîâå áàçû äàííûõ
îòíîñèòåëüíî âñåõ ñâÿçåé ìåæäó ñòàíöèÿìè ñåòè ñîñòîèò â îïðåäåëå-
íèè ãðàôà, îïèñûâàþùåãî ñåòü è ìàññèâà âåðîÿòíîñòåé áåçîòêàçíîé
ðàáîòû ñòàíöèé. Ïðîãðàììà îïðåäåëÿåò âåðøèíû ñî÷ëåíåíèÿ âìå-
ñòå ñ âûäåëåíèåì áëîêîâ, à çàòåì âû÷èñëÿåò âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè
âíóòðè êàæäîãî èç íèõ. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå áëî÷íîé ñòðóêòóðû
ó ñåòè ýëåêòðîïîäñòàíöèé äàåò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîñòîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà íàäåæíîñòè åå ðàáîòû.
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Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (ÍÃÇ) ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè òèïà Äèðèõëå-Íåéìàíà

uxx + p1uxt + p2utt − q(x)u = f(x, t), (1)

u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (3)

ãäå (x, t) ∈ Q = [0, 1]× [0,+∞), p1, p2 ∈ R, ôóíêöèè, q(x), f(x, t), φ(x)
è ψ(x) êîìïëåêñíîçíà÷íûå. Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x) ∈ L1[0, 1], à f(x, t) ∈
L1(QT ), ãäå QT = [0, 1]× [0, T ], T > 0 � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî
(â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, t) èç êëàññà Q è ïèøåì
f(x, t) ∈ Q). Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå
îáîçíà÷åíèÿ: ut = ∂u

∂t , ux = ∂u
∂x , uxx = ∂2u

∂x2 , . . .
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ãèïåðáîëè÷åñêîãî (âîëíîâîãî) óðàâíå-

íèÿ (1), òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå p21 − 4p2 > 0.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîðíè ω1 è ω2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ ω2 + p1ω + p2 = 0, âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû è âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

ω1 < 0 < ω2. (4)

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ðåãóëÿðíîé ïî Áèðêãîôó [1, ñ. 66�67] ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé ÍÃÇ (1)�(3) (ñì. äàëåå (5)).

Ðàíåå [2,3] âòîðûì àâòîðîì ðàññìàòðèâàëàñü ÍÃÇ âèäà (1)�(3) ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà Äèðèõëå-Äèðèõëå. Â [2,3] ìîæíî íàéòè
ïîäðîáíóþ èñòîðèþ âîïðîñà. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà â ñëó÷àå êðàå-
âûõ óñëîâèÿ òèïà Äèðèõëå -Íåéìàíà àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùèì
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ðàññóæäåíèÿì èç [2,3], íî âîçíèêëè äîïîëíèòåëüíûå ïðîáëåìû, êî-
òîðûå óäàëîñü ïðåîäîëåòü.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ïîíèìàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3),
íàêëàäûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå òðåáîâàíèÿ íà ïàðàìåòðû çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3)
ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x, t) ïåðåìåííûõ (x, t) ∈ Q, êîòîðàÿ

a) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ux(x, t) è ut(x, t), ïðè ýòîì ux(x, t) è
ut(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è ïî x è ïî t, ôóíêöèè uxx(x, t),
uxt(x, t) è utt(x, t) èç êëàññà Q è ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè Q âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

uxt = utx,

á) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2)�(3) íà ãðàíèöå îáëàñòè Q è óðàâ-
íåíèþ (1) ïî÷òè âñþäó â Q. 2

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ïî íåîáõîäèìîñòè âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (N):

(N1) φ(x) ∈W 2
1 [0, 1], ψ(x) ∈W 1

1 [0, 1];
(N2) φ(0) = φ′(1) = 0 è ψ(0) = 0.
Îïðåäåëåíèå 2. Çàäà÷ó (1)�(3), ðåøåíèå êîòîðîé äà¼òñÿ îïðå-

äåëåíèåì 1 è äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (N), íàçîâ¼ì êëàñ-
ñè÷åñêîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷åé. 2

Ñ ÍÃÇ (1)�(3) ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

L(λ)y = 0, (5)

ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèåé L(λ), îïðåäåëÿåìîé äèôôåðåíöè-
àëüíûì âûðàæåíèåì

l(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + (λ2p2 − q(x))y

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ, è êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà
Äèðèõëå-Íåéìàíà

U1(y) := y(0) = 0, U2(y) := y′(1) = 0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, ïðåäñòàâëåííûì çäåñü, ÿâëÿåòñÿ òåîðå-
ìà î íåîáõîäèìîì óñëîâèè äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÍÃÇ (1)�(3)
è ôîðìóëà äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå q = 0. Äëÿ åå ôîð-
ìóëèðîâêè ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

a :=
ω2

ω2 − ω1
∈ (0, 1), σ := ln0

ω1

ω2

(
= ln

|ω1|
ω2

+ πi

)
,
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α(x, t) :=
t+ ω2x

ω2 − ω1
, β(x, t) :=

t+ ω1x

ω2 − ω1
,

Ψ(x) =

∫ 1

x

ψ(ξ) dξ, F (x, t) =

∫ 1

x

f(ξ, t) dξ,

φ̆(x) =


ω2φ

(x
a

)
− (ω1 + ω2)φ(1), ξ ∈ [0, a),

ω1

ω2

(
ω1φ

(
1− x

1− a

)
− (ω1 + ω2)φ(1)

)
, ξ ∈ [a, 1],

Ψ̂(x) =


Ψ
(x
a

)
, ξ ∈ [0, a);

ω1

ω2
Ψ

(
1− x

1− a

)
, ξ ∈ [a, 1],

F̂ (x, t) =


F
(x
a
, t
)
, ξ ∈ [0, a);

ω1

ω2
F

(
1− x

1− a
, t

)
, ξ ∈ [a, 1].

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, [x] è {x} åñòü öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà
x ∈ R, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4) è ôóíêöèÿ u0(x, t)
åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå q = 0. Òîãäà
φ(x) ∈ W 2

1 [0, 1], φ(0) = φ′(1) = 0, ψ(x) ∈ W 1
1 [0, 1], ψ(0) = 0, ðåøåíèå

u0(x, t) åäèíñòâåííî è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
eσ[α(x,t)]φ̆({α(x, t)})− eσ[β(x,t)]φ̆({β(x, t)})−

−
(
eσα(x,t)Ψ̂({α(x, t)})− eσβ(x,t)Ψ̂({β(x, t)})

)
−

−
∫ t

0

(
eσ[α(x,t−τ)]F̂ ({α(x, t−τ)}, τ)−eσ[β(x,t−τ)]F̂ ({β(x, t−τ)}, τ)

)
dτ

)
.

Ïîñòàíîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è îñíîâíûå èäåè åå ðåøåíèÿ
ïðèíàäëåæàò Ðûõëîâó Â.Ñ. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, ïîäãîòîâêà
ìàòåðèàëà è îôîðìëåíèå îñóùåñòâëåíû Ïàñòóõîâûì Ì.Ñ.
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ÀÏÎÑÒÅÐÈÎÐÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
Ñ ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈÅÌ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÒÈÏÀ

p(x)-ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ
Ñ.Å. Ïàñòóõîâà (Ìîñêâà, ÌÈÐÝÀ � ÐÒÓ)

pas-se@yandex.ru

1. Ïóñòü K � íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ðåôëåê-
ñèâíîì ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X è ïóñòü X∗ � äâîé-
ñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Çàôèêñèðóåì h ∈ X∗ è ðàññìîòðèì çàäà÷ó
îòûñêàíèÿ òàêîãî ýëåìåíòà u ∈ K, ÷òî

⟨Au− h,w − u⟩ ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ K, (1)

ãäå ÷åðåç ⟨f, φ⟩ îáîçíà÷àåì äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗ íà ýëå-
ìåíòå φ ∈ X. Çäåñü A : K → X∗ � îãðàíè÷åííûé êîýðöèòèâíûé
ñåìèíåïðåðûâíûé ñòðîãî ìîíîòîííûé îïåðàòîð. Çàäà÷à (1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå [1], å¼ ïðèíÿòî íàçûâàòü âàðèàöèîííûì íåðà-
âåíñòâîì. Åñëè K ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì X, ðåøåíèå u
âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
⟨Au− h,w⟩ = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ X, êîòîðîå äà¼ò ñëàáóþ ïîñòàíîâêó
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = h.

×àñòî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ò.å. A åñòü ïðîèçâîä-
íàÿ ïî Ãàòî âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà J , îïðåäåë¼ííîãî íà ìíîæåñòâå
K. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè íà K ôóíê-
öèîíàëà F (v)=J(v)−⟨h, v⟩ è å¼ ìîæíî èçó÷àòü ñðåäñòâìè âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðèâëåêàÿ òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè.

Ðåøåíèå u çàäà÷è (1) íàõîäèòñÿ ÿâíî â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Åñòå-
ñòâåííåí âîïðîñ: ìîæíî ëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈ X, ïðå-
òåíäóþùåé íà ïðèáëèæåíèå ê u, îöåíèòü êàêóþ-ëèáî ìåðó îòêëî-
íåíèÿ å¼ îò u ëèøü â òåðìèíàõ v è äàííûõ ñàìîé çàäà÷è? Îöåí-
êè òàêîãî ðîäà íàçûâàþò àïîñòåðèîðíûìè; èì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ
ëèòåðàòóðà (ñì. [2�4] è óêàçàííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ). Â êà÷åñòâå
ìåðû îòêëîíåíèÿ ìîæíî âçÿòü íîðìó ∥u−v∥X . Òîãäà àïîñòåðèîðíîé
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ñ÷èòàåì îöåíêó ∥u−v∥ ⩽M(v), v∈X, ñ ìàæîðèðóþùèì ôóíêöèîíà-
ëîì M : X → R, êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü îò äàííûõ çàäà÷è ïîìèìî
v, íî íå îò ñàìîãî ðåøåíèÿ u. Æåëàòåëüíû òàêæå ñâîéñòâà

M(v) = 0 ⇐⇒ v = u; M(v) → 0 ïðè v → u â X.

Íàëè÷èå òàêîé ìàæîðàíòû, âû÷èñëÿåìîé ÿâíî, ïîçâîëÿåò îöåíèòü
êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ v, åãî áëèçîñòü ê ðåøåíèþ u.

Íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû â ïëàíå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê çàäà÷è
òèïà (1) ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì A ïåðåìåííîãî ïîðÿä-
êà íåëèíåéíîñòè, ïðèìåðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ p(·)-ëàïëàñèàí. Ýòîò
îïåðàòîð çàäà¼òñÿ ïîòî÷å÷íûì ðàâåíñòâîì Au=−div (|∇u|p(·)−2∇u),
åñëè äîñòàòî÷íî ãëàäêè çàäåéñòâîâàííûå â í¼ì ôóíêöèè, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îïåðàòîð ââîäèòñÿ â ñëàáîé ïîñòàíîâêå. Îïåðàòîð çà-
äà÷è (1) ìîæíî óñëîæíèòü, ïåðåõîäÿ, êàê â [5], ê àíèçîòðîïíîìó
p(·)-ëàïëàñèàíó âèäà div (|∇u|p(·)−2A∇u), ãäå ìàòðèöà A=A(·) èç-
ìåðèìà, ñèììåòðè÷íà è ïîä÷èíåíà óñëîâèþ òèïà Êîðäåñà (êîòîðîå
îáåñïå÷èâàåò ñòðîãóþ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà). Àíèçîòðîïíûé p(·)-
ëàïëàñèàí íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, äëÿ íåãî íå ïðè-
åìëåì âàðèàöèîííûé ïîäõîä ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, èñ-
ïîëüçóþùèé òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè. Çäåñü ïðèìåíèì óíèâåðñàëü-
íûé ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ è íåðàâåíñòâ èç [6], îïèðàþùèéñÿ
íà ìîíîòîííîñòü çàäà÷è.

2. Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèéñÿ ê âà-
ðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì òèïà (1). Ïóñòü îáëàñòü Ω⊂RN îãðàíè-
÷åíà. Ôèêñèðóåì ïðîçâîëüíóþ ôóíêöèþ h∈Lp′(·)(Ω) è ââåä¼ì ìíî-
æåñòâî K = {v ∈ W

1,p(·)
0 (Ω) : v ⩾ φ ï.â. â Ω}, ãäå "ïðåïÿòñòâèå"

φ∈L1(Ω) òàêîâî, ÷òî K̸=∅. Çäåñü p ∈ L∞(Ω), 1 < α ⩽ p(·) ⩽ β < ∞
ï.â. â Ω è èñïîëüçîâàíû ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà ïåðåìåííî-
ãî ïîðÿäêà (ñì. [7]), ïðè÷åì p′(·) � ñîïðÿæåííûé ïî Ã¼ëüäåðó ïîêàçà-
òåëü ê p(·). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáëàñòü Ω è ïîêàçàòåëü p(·) äîïóñêàþò
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà âèäà

∥v∥p(·) ⩽ CF ∥∇v∥p(·) ∀v ∈W
1,p(·)
0 (Ω),

ãäå ∥ · ∥p(·) � íîðìà Ëþêñåìáóðãà â Lp(·)(Ω) (ñì. [7]).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà îòûñêàíèå òàêîé ôóíêöèè u ∈ K, ÷òî∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇(w − u) dx ⩾
∫
Ω

h(w − u) dx ∀w ∈ K. (2)

Ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé

Q∗ = {η ∈ Lp′(·)(Ω;RN ) : div η ∈ Lp′(·)(Ω)}
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è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈ K ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îáëàñòè
Ω íà äâå ÷àñòè Ωv

φ={x∈Ω : v(x)=φ(x)} è Ωv
0=Ω \ Ωv

φ. Êðîìå òîãî,
íàïîìíèì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå a+ = max{a, 0}.
Òåîðåìà. Ïóñòü 2 ⩽ α ⩽ p(·) ⩽ β â îáëàñòè Ω. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ u
çàäà÷è (2) è ëþáûõ v ∈ K âûïîëíåíà îöåíêà

min{∥∇(u− v)∥α−1
p(·) , ∥∇(u− v)∥β−1

p(·) } ⩽ 2β−1 inf
η∗∈Q∗

(∥(τ∗ − η∗∥p′(·)

+CF ∥div η∗ + h∥p′(·),Ωv
0
+ CF ∥(div η∗ + h)+∥p′(·),Ωv

φ
),

ãäå τ∗:=|∇v|p(·)−2∇v è CF � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà.
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñëó÷àÿõ, êîãäà α ⩽ p(·) ⩽

β ⩽ 2 â îáëàñòè Ω, ëèáî êîãäà α ⩽ p(·) ⩽ β â îáëàñòè Ω, íî α < 2
è β > 2. Êðîìå òîãî, â çàäà÷å (2) ìîæíî ïåðåéòè ê àíèçîòðîïíîìó
p(·)-ëàïëàñèàíó.

Òåìàòèêà àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ìîíî-
òîííûìè îïåðàòîðàìè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷ ñ ïðåïÿòñòâèåì òè-
ïà (2), ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñîâìåñòíî ñ Â.Å. Áîáêîâûì èç Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè ñ âû÷èñëèòåëüíûì öåíòðîì Óôèìñêîãî ôåäåðàëüíîãî
èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðè ÐÀÍ (ã. Óôà, ÐÔ), ñì. [6].
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Äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè èçó÷àåò íàëè÷èå ñâÿçíîñòè áåñ-
êîíå÷íûõ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, ïîðîæäàåìûõ áåðíóëëèåâñêèì ñëó÷àé-
íûì ïîëåì {ρ(x);∈ V } ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ρ(x) ñî çíà÷åíèÿìè {0,
1}, íà ìíîæåñòâå âåðøèí V íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî áåñêîíå÷-
íîãî ãðàôà G⟨V,Φ⟩. Ïðè ýòîì, ââèäó áåñêîíå÷íîñòè ãðàôà G, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è, îòíîøåíèå Φ ñìåæíîñòè åãî âåð-
øèí äîëæíî áûòü ñãåíåðèðîâàíî àëãîðèòìè÷åñêèì îáðàçîì. Îäíèì
èç êëàññîâ ãðàôîâ ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿþòñÿ ò.í. äåðåâüÿ
Êýéëè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷íûå ãðàôû, íå ñîäåðæà-
ùèå öèêëîâ, ñ îäíîé è òîé æå ôèêñèðîâàííîé äëÿ êàæäîãî ãðàôà
ñòåïåíüþ âñåõ åãî âåðøèí s+ 1.

Âåðîÿòíîñòü ïåðêîëÿöèè P (c), c = Pr{ρ(x) = 1} èç âåðøèíû
x ∈ V ãðàôà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå äåðåâüåâ Êýéëè íå çàâèñèò îò x, åñòü
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ íàëè÷èÿ áåñêîíå÷íîãî íåñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ
ïóòè èç ýòîé âåðøèíû íà ìíîæåñòâå {y : ρ(y) = 1}. Íà äåðåâå Êýéëè
ñòåïåíè s + 1 îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå P (c) = c(1 − Qs+1(c)), ãäå
Q(c) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ áåñêîíå÷íîãî ïóòè èç âåð-
øèíû x ñ ðåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì íà÷àëüíûì ðåáðîì {x, y} ∈ Φ,
ñîåäèíÿþùèì x ñî ñìåæíîé âåðøèíîé y.

Â ñëó÷àå äåðåâüåâ Êýéëè âåðîÿòíîñòü Q(c) ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé
ôóíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè â [0, 1], îïðåäåëÿåìîé êàê ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ

Q(c) = 1− c+ cQs(c) .

Èìååòñÿ íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì,
îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî 1, à âòîðîå ñîáñòâåííî ñóùåñòâóåò ïðè c >
c∗, ãäå c∗ � ò.í. ïîðîã ïåðêîëÿöèè, îïðåäåëÿåò íàëè÷èå ïåðêîëÿöèè
ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ P (c). Ýòî ðåøåíèå âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Q(c) â òî÷êå c = 1, ãäå îíà îáÿçàíà áûòü
ðàâíîé íóëþ.

Ïîðîã ïåðêîëÿöèè íà äåðåâüÿõ Êýéëè ðàâåí c∗ = s−1. Íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå, åñëè s = 2 è s = 3, âåðîÿòíîñòü Q(c) äàåòñÿ ÿâíûìè
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ôîðìóëàìè, â ïåðâîì ñëó÷àå

Q(c) =
1− c

c

ïðè c > 1/2, è âî âòîðîì �

Q(c) = −1

2

(
1− (4/c− 3)1/2

)
ïðè c > 1/3. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ Q(c) âûïóêëà, à ñâÿçàííàÿ ñ
íåé ôóíêöèÿ P (c) âîãíóòà.

Â ðàáîòå óñòàíîâëåí ôàêò íàëè÷èÿ ýòèõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ó
ôóíêöèé Q(c) è P (c) äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ñòåïåíè s.

Òåîðåìà 1. Âåðîÿòíîñòü Q(c) îòñóòñòâèÿ ïåðêîëÿöèè ñ ôèê-
ñèðîâàííûì íà÷àëüíûì ñìåùåíèåì èç ôèêñèðîâàííîé ôåðøèíû x
îäíîðîäíîãî äåðåâà Êýéëè G ñî ñòåïåíüþ âåðøèí s ∈ N, s ⩾ 2 íà
ñëó÷àéíîì ìíîæåñòâå, ïîðîæäàåìîì íà G îäíîðîäíûì áåðíóëëè-
åâñêèì ñëó÷àéíîìó ïîëåì, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïðè c ∈ [0, 1] è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè c ̸= s−1 ôóíêöèåé îò c, êîòî-
ðàÿ ðàâíà 1 ïðè c ∈ [0, s−1] è ìîíîòîííî óáûâàåò è âûïóêëà ïðè
c ∈ (s−1, 1).

Òåîðåìà 2. Âåðîÿòíîñòü P (c), íàëè÷èÿ ïåðêîëÿöèè èç ôèêñèðî-
âàííîé âåðøèíû x îäíîðîäíîãî äåðåâà Êýéëè G ñî ñòåïåíüþ âåðøèí
s ∈ N, s ⩾ 2 íà ñëó÷àéíîì ìíîæåñòâå, ïîðîæäàåìîì íà G îäíî-
ðîäíûì áåðíóëëèåâñêèì ñëó÷àéíîìó ïîëåì, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ïðè c ∈ [0, 1] è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè c ̸= s−1 ôóíêöèåé
îò c, êîòîðàÿ ðàâíà 0 ïðè c ∈ [0, s−1] è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
âîãíóòà ïðè c ∈ (s−1, 1).

Ëèòåðàòóðà
1. Kesten H. Percolation Theory for Mathematicians / H. Kesten. �

New York: Springer Science+Business Media, 1982. � 424 p.

ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ
ÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÒÈÏÀ ÕÀÐÒÐÈ ÂÁËÈÇÈ

ÃÐÀÍÈÖ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÒÅÐÎÂ1

À.Â. Ïåðåñêîêîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ, ÍÈÓ ÂØÝ)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ïðîåêòà ãîñóäàðñòâåííîãî çà-
äàíèÿ � FSWF-2026-0010.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî
îïåðàòîðà òèïà Õàðòðè â L2(R2)

(H− ε

∫
R2

(
1

|q − q′|
+ α ln |q − q′|+ U(|q − q′|)

)
| ψ(q′) |2 dq′)ψ =

= λψ, (1)

∥ψ∥L2(R2) = 1, (2)

ãäå

H = −1

2

( ∂2
∂q21

+
∂2

∂q22

)
+
q21 + q22

2

� äâóìåðíûé îñöèëëÿòîð, ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, à U = U(z)
� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè z ⩾ 0 ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

U(z) = U0 +
U1

z
+
U2

z2
+O

(
1

z3

)
, z → ∞.

Çäåñü α, U0, U1, U2 � êîíñòàíòû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî, åñëè ÷èñ-
ëî α = 0, òî U1 ̸= −1. Çàäà÷à (1), (2) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ðåçîíàíñíûõ,
òàê êàê îáå ÷àñòîòû äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà H ðàâíû 1.

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñòàòüè [1] îáîáùåíû íà óðàâíåíèÿ
áîëåå îáùåãî âèäà, â êîòîðûõ ïîòåíöèàë ñàìîäåéñòâèÿ ñîäåðæèò îä-
íîâðåìåííî êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë |q|−1 è ïîòåíöèàë ñ ëîãàðèôìè-
÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ln |q|, à òàêæå äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå U(|q|),
íå èìåþùåå îñîáåííîñòåé.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2) ïðè ε = 0 ðàâíû λn = n+1,
n = 0, 1, . . . . Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 è ïðè âåëè÷èíå
n ïîðÿäêà ε−1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2) äëÿ k = 0, 1, 2, . . .
çàäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëîé

λn,k(ε) = n+ 1− αε lnn

2
− εU0 −

(U1 + 1)ε lnn

2π
√
n

−

−2αεδk√
πn

+
ε(σk + νk − 8 ln 2− γ)

2π
√
n

+O

(
lnn

n2

)
, n→ ∞. (3)
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Ðàçëîæåíèå (3) îïèñûâàåò ðàñùåïëåíèå ñïåêòðà. Çäåñü γ � ïîñòî-
ÿííàÿ Ýéëåðà, ÷èñëà σk, k = 0, 1, 2, . . . , îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
σ0 = 0,

σk =

k∑
j=1

1

j
, k ∈ N.

Äëÿ ÷èñåë δk, k = 0, 1, 2, . . . , â ðàáîòå ïîëó÷åíà íîâàÿ áîëåå ïðîñòàÿ
ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû:

δk =
1

4

k∑
j=0

(−1)k−jCk−j
1/2 (Cj

−3/2)
2, k = 0, 1, 2, . . . .

Çäåñü

C0
1/2 = 1, Ck

1/2 =
(1/2)(1/2− 1) . . . (1/2− k + 1)

k!
, k ∈ N,

C0
−3/2 = 1, Ck

−3/2 = (−1)k
(3/2)(3/2 + 1) . . . (3/2 + k − 1)

k!
, k ∈ N.

Ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë νk, k = 0, 1, 2, . . . , âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå (3),
ïðèâåäåíû â [1].

Ðàçëîæåíèå (3) ïðè α > 0 îïèñûâàåò ñïåêòð îïåðàòîðà òèïà
Õàðòðè âáëèçè âåðõíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ, ïðè α < 0
� âáëèçè íèæíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ, è, íàêîíåö, ïðè
α = 0 è U1 > −1� âáëèçè íèæíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ, à
ïðè α = 0 è U1 < −1 � âáëèçè âåðõíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòå-
ðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ëîêà-
ëèçîâàíû âáëèçè îêðóæíîñòè.

Ëèòåðàòóðà
1. Pereskokov A.V. Semiclassical asymptotics of the spectrum of

a two-dimensional Hartree type operator near boundaries of spectral
clusters / A.V. Pereskokov // J. Math. Sci. � 2022. � V. 264, � 5. �
P. 617�632.
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È ÏÐÈÂÎËÆÑÊÎÃÎ ÎÊÐÓÃÎÂ È ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÈÕ
ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈß Â ÒÅ×ÅÍÈÅ ÀÍÎÌÀËÜÍÎ

ÒÅÏËÛÕ ÑÅÇÎÍÎÂ 2024-2025ÃÃ
Ý.Â.Ïåðåõîäöåâà, Ë.Â Çîëèí (Ìîñêâà, ÐÒÓ ÌÈÐÝÀ, Ìîñêâà)

Ëåòíèå ñåçîíû 2024-2025ãã, êàê èçâåñòíî, íà åâðîïåéñêîé ÷àñòè
Ðîññèè áûëè èñêëþ÷èòåëüíî àíîìàëüíî òåïëûìè. Ïîëîæèòåëüíûå
àíîìàëèè ñðåäíåé ñóòî÷íîé òåìïåðàòóðû íåîäíîêðàòíî äîñòèãàëè
7-10 è áîëåå ãðàäóñîâ, â òî âðåìÿ, êàê â ïðåäûäóùèå äîñòàòî÷íî
òåïëûå ãîäû ýòè àíîìàëèè ñîñòàâëÿëè 5-7 ãðàäóñîâ.

Ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû Ìèðîâîãî îêåàíà ïðèâîäèò ê ïîòåïëå-
íèþ êëèìàòà è ê çíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ â ïîâåäåíèè àòìîñôåð-
íûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå è ê èíîãäà íåïðåäóñìîòðåííûì â ïðîãíîçå
ñèíîïòèêîâ îïàñíûì êîíâåêòèâíûì ÿâëåíèÿì.

Íàø âûäàþùèéñÿ ó÷åíûé, ìàòåìàòèê è ãèäðîìåõàíèê, ÷ëåí-
êîððåñïîíäåíò ÀÍ ÑÑÑÐ Êèáåëü È.À. ïðåäñêàçûâàë åùå â êîíöå
50-õ è â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà, ÷òî êðàòêîñðî÷íûé ÷èñëåííûé
ïðîãíîç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ïîãîäû áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, è ñèíîïòèêè óæå ñìîãóò èì
ïîëüçîâàòüñÿ. Îäíàêî îí ïðåäóïðåæäàë, ÷òî íå òàê ïðîñòî ïðèìå-
íèòü óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè ê ïðîãíîçó ïîãîäû, íåîáõîäèìî èõ
ïðåîáðàçîâàòü è ïîíÿòü, äëÿ êàêèõ ñëó÷àåâ è êàêèìè ñëàãàåìûìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ðàçâèòèå ÝÂÌ ñ áîëüøîé ïàìÿòüþ è áûñòðîäåé-
ñòâèåì ïîçâîëèëî íàõîäèòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîãíîçà ïîãîäû.

Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè óæå äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðîãíîçèðó-
þò äàâëåíèå ó Çåìëè, ñðî÷íóþ òåìïåðàòóðó âîçäóõà ÷åðåç êàæäûå
6÷ ó Çåìëè è íà ðàçíîé âûñîòå, ñêîðîñòü ñðåäíåãî âåòðà ó Çåìëè è
äðóãèå ìåòåîýëåìåíòû - àòìîñôåðíûå ïàðàìåòðû, ïðåäñòàâëåííûå â
äîêëàäå â âèäå òàáëèöû.

Îäíàêî íåáëàãîïðèÿòíûå è îïàñíûå êîíâåêòèâíûå ÿâëåíèÿ, çà-
âèñÿùèå îò áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, òàêèå, êàê ñèëüíûå ïîëóñó-
òî÷íûå îñàäêè êîëè÷åñòâîì Q>14ìì/12÷ è øêâàëû (ñèëüíûå êðàò-
êîâðåìåííûå ïîðûâû âåòðà ñ V>20ì/ñ èëè c V> 24ì/ñ ) ìîäåëè ïðî-
ãíîçèðóþò ïîêà íåäîñòàòî÷íî õîðîøî. Ïðåäóïðåæäåííîñòü ïðîãíî-
çà ýòèõ ÿâëåíèé åùå äîñòàòî÷íî íèçêàÿ, äàæå äëÿ ñèëüíûõ îñàäêîâ
Q>14ìì/12÷ â ëó÷øåé áðèòàíñêîé ìîäåëè îíà ðàâíà Ïÿ=25-30

Îòäåëüíî äëÿ ïðîãíîçà ñèëüíûõ è îïàñíûõ ïîðûâîâ âåòðà (øêâà-
ëîâ) è äëÿ ïðîãíîçà ñèëüíûõ îñàäêîâ äâóõ ãðàäàöèé íàìè áûëè

© Ïåðåõîäöåâà Ý.Â., Çîëèí Ë.Â., 2026

241



ðàçðàáîòàíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ðàñïîçíàâàíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé íà
ôàêòè÷åñêèõ âûáîðêàõ íàëè÷èÿ è îòñóòñòâèÿ ýòèõ êîíêðåòíûõ ÿâëå-
íèé íà Åâðîïåéñêîé òåððèòîðèè Ðîññèè (ÅÒÐ). Ïðåäâàðèòåëüíî ïî
ôàêòè÷åñêèì äàííûì áûë ïðîâåäåí îòáîð ïî íàøåìó àëãîðèòìó íàè-
áîëåå èíôîðìàòèâíûõ è ìàëî çàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû äëÿ
êàæäîãî ÿâëåíèÿ è ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ èõ êîýôôèöèåíòîâ â ôóíê-
öèÿõ ðàñïîçíàâàíèÿ Fi(Õ), i=1.2,3,4. Äëÿ ðàñ÷åòà ïðîãíîçà óêàçàí-
íûõ ÿâëåíèé ñ çàäàííîé çàáëàãîâðåìåííîñòüþ â ïîëó÷åííûõ ôóíê-
öèÿõ èñïîëüçîâàëèñü ïðîãíîñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòîáðàííûõ ðàíåå
ïàðàìåòðîâ ñíà÷àëà èç ïîëóñôåðíîé ìîäåëè (àâòîð-Áåðêîâè÷ Ë.Â.),
çàòåì � èç ðåãèîíàëüíîé ìîäåëè Ãèäðîìåòöåíòðà Ðîññèè (àâòîð- Ëî-
ñåâ Â.Ì.).

Íàøè ãèäðîäèíàìèêî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîãíîçà ñèëüíûõ
îñàäêîâ è ñèëüíûõ è îïàñíûõ ìàêñèìàëüíûõ ñêîðîñòåé âåòðà óñïåø-
íî ïðîøëè îïåðàòèâíûå èñïûòàíèÿ â òðåõ Óïðàâëåíèÿõ ïî Ãèäðî-
ìåòñëóæáå, à òàêæå â Ãèäðîìåòöåíòðå Ðîññèè. Îíè áûëè ðåêîìåí-
äîâàíû òåõñîâåòàìè Óïðàâëåíèé è Ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé Ãîñêîì-
ãèäðîìåòà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îïåðàòèâíîé ïðàêòèêå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîâåäåíî óñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïðîãíîñòè÷åñêèõ îáëàñòåé âîçíèêíîâåíèÿ è ÿâëåíèé ñèëüíîãî è
îïàñíîãî âåòðà, è ÿâëåíèé ñèëüíûõ è î÷åíü ñèëüíûõ îñàäêîâ â âèäå
öâåòíûõ êàðò ïðîãíîçà ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî ïàêåòà ÈÇÎÃÐÀÔ
(àâòîð- Àëôåðîâ Þ.Â.) Äëÿ ýòîãî â óçëàõ äåêàðòîâîé ñåòêè îïåðà-
òèâíîé ðåãèîíàëüíîé ìîäåëè Ãèäðîìåòöåíòðà Ðîññèè ðàññ÷èòûâà-
þòñÿ âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ Ð1(Õ) è Ð2(Õ) ÿâëåíèé ñèëüíûõ è
î÷åíü ñèëüíûõ îñàäêîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé äèñ-
êðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé F1(X) è F2(X). Äëÿ ïåðåõîäà ê àëüòåðíàòèâ-
íîìó ïðîãíîçó ñèëüíûõ îñàäêîâ êîëè÷åñòâîì Q>14/12÷ âûäåëÿþòñÿ
îáëàñòè ñ Ð1=98

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïåðåõîäà ê àëüòåðíàòèâíîìó ïðîãíîçó îïàñíûõ
ïîðûâîâ âåòðà ñêîðîñòüþ áîëåå 24ì/ñ íà öâåòíîé êàðòå ïðîãíîçà
âûáèðàåòñÿ ïðîãíîçèðóåìàÿ îáëàñòü òàêèõ ÿâëåíèé ïî âåðîÿòíîñòè
Ð3 >=62

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñèñòåìå ÀÑÎÎÈ Ãèäðîìåò-
öåíòðà Ðîññèè åæåäíåâíî 2 ðàçà â ñóòêè ïî ñðîêó 00÷ è 12÷ Âñå-
ìèðíîãî ìåòåîðîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè (ÂÑÂ) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïî 4
öâåòíûõ êàðòû ïðîãíîçà óêàçàííûõ ÿâëåíèé äëÿ êàæäîé çàáëàãîâðå-
ìåííîñòè 12,24,36,48÷. Ïðè ðàñ÷åòå âåðîÿòíîñòåé ïðîãíîçà îïðåäå-
ëåííîé çàáëàãîâðåìåííîñòè èñïîëüçóþòñÿ ïðîãíîñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
íåîáõîäèìûõ àòìîñôåðíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãèîíàëüíîé ìîäåëè. Êàð-
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òû âûêëàäûâàþòñÿ íà ñàéò Ãëàâíîãî Âû÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà Ðîñ-
êîìãèäðîìåòà, îòêóäà èõ ìîãóò áðàòü è èñïîëüçîâàòü â îïåðàòèâíîé
ïðàêòèêå ñèíîïòèêè âñåõ óïðàâëåíèé ïî ãèäðîìåòñëóæáå Åâðîïåé-
ñêîé òåððèòîðèè Ðîññèè. Èì ðàçîñëàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåêîìåí-
äàöèè. Òàêæå â íåêîòîðûå ÓÃÌÑ êàðòû ïåðåäàþòñÿ ïî ýëåêòðîííîé
ïî÷òå.

Â ïîñëåäíèå äâà àíîìàëüíî òåïëûõ ëåòíèõ ñåçîíà 2024-2025 ãîäîâ
íà ÅÒÐ áûëà îòìå÷åíà ïîâûøåííàÿ ïîâòîðÿåìîñòü ñèëüíûõ ëèâíå-
âûõ îñàäêîâ è î÷åíü ñèëüíûõ îñàäêîâ, íåñìîòðÿ íà ïðîäîëæèòåëü-
íûå ïåðèîäû ñóùåñòâîâàíèÿ æàðêîé ïîãîäû ïðè àíòèöèêëîíàõ. Ïðè
ýòîì ïðè ïîÿâëåíèè èç Åâðîïû þæíûõ öèêëîíîâ, êàê îáû÷íî, âîçíè-
êàëè îñàäêè. Îäíàêî èíòåíñèâíîñòü îñàäêîâ óâåëè÷èëàñü, òê ïîñëå
ïåðèîäà ñèëüíîé æàðû â ñðåäíåé òðîïîñôåðå ñôîðìèðîâàëñÿ çíà÷è-
òåëüíûé ñëîé èñïàðèâøåéñÿ âëàãè, îáðóøèâàþùåéñÿ â âèäå ñèëüíûõ
ëèâíåâûõ îñàäêîâ.

Ïîñëå ñèëüíîé æàðû â ÖÔÎ 20 èþëÿ 2025 ãîäà â Ëèïåöêîé,
Òàìáîâñêîé îáëàñòÿõ îòìå÷àëèñü îñàäêè 88ìì/3÷ è 65ìì/6÷, à
21.07.2025 â Ìîñêîâñêîé îáëàñòè - â Êîëîìíå � 69ìì/12÷, â Ìîñêâå
íà ðàçíûõ ñòàíöèÿõ 49-53ìì/12÷; 26.07.2025 â Âîðîíåæñêîé , íà ìñ
Àííà áûëî îòìå÷åíî 48ìì/2÷. Êàðòû ïðîãíîçà áóäóò ïðèâåäåíû â
äîêëàäå äëÿ ìíîãèõ ñëó÷àåâ, êàê è ïðèìåðû óñïåøíîãî ïðîãíîçà
è î÷åíü ñèëüíûõ øêâàëîâ, â ÷àñòíîñòè, 9.07.25 ãîäà â Áðÿíñêîé è
Ìîñêîâñêîé îáëàñòÿõ - îïàñíîãî âåòðà, à â Øåðåìåòüåâî �âåòðà ñêî-
ðîñòüþ 33ì/ñ. Ñèíîïòèêàìè íå áûëè ïðåäóñìîòðåíû. 20.06.24 ãîäà
â Ìîñêâå è îáëàñòè áûëè îòìå÷åíû è ñïðîãíîçèðîâàíû ïîðûâû âåò-
ðà ñêîðîñòüþ 26ì/ñ. Ïîñòðàäàëè 7 ÷åëîâåê, 2 ïîãèáëè, ïîâðåæäåíû
443 àâòî. Îïàñíûå øêâàëû, íåñìîòðÿ íà íåáîëüøóþ ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü, â íàñåëåííûõ ïóíêòàõ ïðèíîñÿò áîëüøîé óùåðá. Öåíà îøèá-
êè ïðîïóñêà ÿâëåíèÿ î÷åíü âåëèêà, ïîýòîìó î÷åíü âàæíî ïîâûøåíèå
ïðåäóïðåæäåííîñòè ýòèõ ÿâëåíèé è îäíîâðåìåííî ïîâûøåíèå îöåí-
êè óñïåøíîñòè ïðîãíîçà Ïèðñè-Îáóõîâà Ò=1-à-â. Ó íàñ Òñð=0,6.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèå âûøå îïèñàííûõ ìîäåëåé
äëÿ òåððèòîðèè ÅÒÐ è îöåíêà ñèíîïòèêàìè ðåçóëüòàòîâ îïåðàòèâ-
íîãî ïðîãíîçà ïî öâåòíûì ïðîãíîñòè÷åñêèì êàðòàì äëÿ òåððèòîðèè
Óðàëà è Çàïàäíîé Ñèáèðè.

Î ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
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Â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-
äà÷à Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ

GCDα
0 x(t) + x′(t) ∈ Ax(t) + F (t, xt), t ∈ [0, a], (1)

x(s) = ϑ(s), s ∈ [−h, 0], (2)

ãäå GCDα
0 � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî ïîðÿäêà 0 <

α < 1, A : D(A) ⊂ E → E � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð (íåîáÿ-
çàòåëüíî îãðàíè÷åííûé), ïîðîæäàþùèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ
C0-ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ {T (t)}t∈[0,a]. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
F : [0, a]×C([−h, 0];E) ⊸ E èìååò âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ,
xt ∈ C([−h, 0];E) � ïðåäûñòîðèÿ ôóíêöèè äî ìîìåíòà t ∈ [0, a], ò.å.
xt(θ) = x(t + θ), θ ∈ [−h, 0], è ôóíêöèÿ ϑ ∈ C([−h, 0];E) íàïåðåä
çàäàííà. Ñ ïîìîùüþ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè óïëîòíÿþùèõ
îòîáðàæåíèé, â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èí-
òåãðàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2).
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Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäà÷ó Êîøè:

Dα
t u(t) = Au(t) + f(t), u(0) = u0,

ãäå Dα
t � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî Êàïóòî, à îïåðàòîð A ïîðîæäà-

åò C0-ïîëóãðóïïó. Ýòè çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ òåì, ÷òî
ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ u0, f(·) è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
íà êëàññàõ çàäà÷ äëÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñâÿçàíû ñïåöèàëüíûì îáðà-
çîì [3�5].

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) ñ f ≡ 0 äàåòñÿ α-ðàçðåøàþùèì ñå-
ìåéñòâîì îïåðàòîðîâ Eα(·), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôóíêöèè
Ìèòòàã-Ëåôôëåðà, è îáû÷íî åãî çàïèñûâàþò u(t) = Eα(t

αA)u0. Ìû
îáîçíà÷èì ýòî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ ÷åðåç Sα(t, A) ≡ Eα(t

αA).
Ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå

u(t) = Sα(t, A)u
0 +

∫ t

0

Pα(t− s,A)f(s)ds,

ãäå

(λαI −A)−1x =

∫ ∞

0

e−λtPα(t, A)xdt,

λα−1(λαI −A)−1x =

∫ ∞

0

e−λtSα(t, A)xdt

äëÿ ëþáûõ Reλ > ω, x ∈ E.
Ìû ðàññìîòðèì êàê ïîëóäèñêðåòèçàöèþ, òàê è ïîëíóþ äèñêðå-

òèçàöèþ çàäà÷è (1). Ïðè ýòîì äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè áóäåò äàíà
êàê äëÿ L1 ñõåìû [1,2], òàê è äëÿ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåòêà èç ñòðóí ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè, íàòÿ-
íóòàÿ â ïëîñêîñòè xOy è çàêðåïë¼ííàÿ ïî êîíòóðó êâàäðàòà Q =
[0; l]× [0; l]. Ê âíóòðåííèì óçëàì ñåòêè ïðèêðåïëåíû ãðóçû îäèíàêî-
âîé ìàññû mh; ñòðóíû îáëàäàþò ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρh è èìåþò
ïîñòîÿííîå íàòÿæåíèå σh. Äàííàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîäåëèðó-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî ãðàôà Gh = V ∪ EH ∪ EV , ãäå V -
ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, EH è EV � ìíîæåñòâà ãîðèçîíòàëüíûõ è
âåðòèêàëüíûõ ð¼áåð. Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂Gh. Êâàäðàòû ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþò-
ñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñëåäóþùåé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
íà ãðàôå Gh:

σhu
′′(x) + λρhu(x) = 0 ïðè x ∈ (EH ∪ EV ), (1)

∑
i,j∈I(vij)

σhu
′
νij

(vij) + λmhu(vij) = 0 ïðè vij ∈ V, (2)

u
∣∣
∂Gh

= 0. (3)

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàçìåðàõ ÿ÷ååê h äàííàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê ìåìáðàíå, ðàñòÿíóòîé â êâàäðàòå
Q = [0, l] × [0, l], åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ρ = 2ρhh+mh

h2 , σ = σh

h .
Ïóñòü îáùàÿ ìàññà ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, òîãäà
âåðíî ñîîòíîøåíèå 2ρhh+mh = ρh2 = const.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1) - (3) óäâîëåòâîðÿþò óðàâíåíè-
ÿì

2 cos

(
πh

l
i

)
+ 2 cos

(
πh

l
j

)
= 4 cos

(
h

√
λ
ρh
σh

)
−mh

√
λ

ρhσh
sin

(
h

√
λ
ρh
σh

)
;

(4)(
sin

(
h

√
λ
ρh
σh

))n2−1

= 0. (5)

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç óðàâíåíèÿ (4), îïèñûâàþùåãî íèçêî-
÷àñòîòíóþ ÷àñòü ñïåêòðà. Íåÿâíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîêàçûâàåò,

÷òî λij(ρh) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå
(
0, ρh2

)
. Ïðè ρh = ρh

2

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì λij

(
ρh
2

)
= σπ2

ρl2 (i
2 +

j2) + O(h2), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ, îïèñûâàþùåìó ñïåêòð
êîëåáàíèé êâàäðàòíîé ìåìáðàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà h2.
Ïðè÷¼ì ïðè (i = j) ïîãðåøíîñòü îòñóòñòâóåò ñîâñåì. Ïðè ρh = 0

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå λij(0) =

4σ

sin2

πh
2l
i

+sin2

πh
2l
j


ρh2 , êîòîðîå

ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð çàäà÷è (1) - (3) ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëå-

íèè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ρh çàêëþ÷¼í ìåæäó èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿ-
ìè, êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò ñïåêòð çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ìåìáðàíû.
Ýòîò ôàêò ñëóæèò îáîñíîâàíèåì òîãî, ÷òî çàäà÷à (1) - (3) ÿâëÿåò-
ñÿ ýôôåêòèâíîé ðåäóêöèîííîé ìîäåëüþ äëÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèÿõ ìåìáðàíû.
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ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ ÔÐÈÄÐÈÕÑÀ È ÈÕ
ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Ê ÇÀÄÀ×Å ÍÅÉÌÀÍÀ1

Ë.Â. Ïðîâîòîðîâà (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ)
prolubov2000@yandex.ru

Ïóñòü G ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ.
Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà W⃗ 1

2 (G) íà äâà
ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìûõ íîðìèðîâàííûì âåêòîðíûì ïîëåì
Φ⃗(x) è ñâÿçàííûì ñ íèì ïîëåì Ψ⃗(x), óäîâëåòâîðÿþùèì íà ãðàíèöå
óñëîâèÿì Φ⃗|Γ = τ⃗ , Ψ⃗|Γ = n⃗, ãäå τ⃗ è n⃗ � êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé
âåêòîðû ê ãðàíèöå Γ. Ñ äàííûì ðàçëîæåíèåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ñâÿçàíû ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå âåêòîð-ôóíêöèîíàëû ñëåäà

u⃗→
∫
Γ

(u⃗|Γ, τ⃗)τ⃗ dγ, u⃗→
∫
Γ

(u⃗|Γ, n⃗)n⃗ dγ,

ÿäðà êîòîðûõ îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâà

W⃗ 1
2,τ−ort(G; Γ) =

{
u⃗ ∈ W⃗ 1

2 (G) |
∫
Γ

(u⃗|Γ, τ⃗)τ⃗ dγ = 0

}
è àíàëîãè÷íî W⃗ 1

2,n-ort(G; Γ).
Ëåììà. Ïóñòü G ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé

ãðàíèöåé Γ. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè u⃗ ∈ W⃗ 1
2 (G) ñïðàâåäëè-

âî íåðàâåíñòâî∫
G

|u⃗|2 dx ⩽M

(∫
G

|∇u⃗|2 dx+

∣∣∣∣∫
Γ

(u⃗|Γ, τ⃗)τ⃗ dγ
∣∣∣∣2
)
,

ãäå M > 0 � ïîñòîÿííàÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå W⃗ 1

2,τ−ort(G; Γ) çàÿâëåííîå â Ëåì-
ìå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä, òî åñòü äëÿ ëþáîé

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ïðîåêòà ãîñóäàðñòâåííîãî çà-
äàíèÿ FSWF-2026-0010.
© Ïðîâîòîðîâà Ë.Â., 2026
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âåêòîð-ôóíêöèè u⃗ ∈ W⃗ 1
2,τ−ort(G; Γ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫

G

|u⃗|2 dx ⩽M

∫
G

|∇u⃗|2 dx,

ãäå M > 0 � ïîñòîÿííàÿ.
Íà îñíîâå íåðàâåíñòâà, óñòàíîâëåííîãî â Ëåììå, äîêàçûâàåòñÿ

êîððåêòíîñòü èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ∫
G

(∇u⃗,∇v⃗)dx =

∫
G

(⃗h, v⃗)dx

íà êàæäîì èç óêàçàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðè óñëîâèè h⃗ ∈ L⃗2(G).
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîð-

ðåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìíîé çàäà÷è Íåéìàíà −∆u⃗(x) = h⃗(x), x = (x1, x2) ∈ G,

∂u⃗

∂n

∣∣∣
Γ

= 0,
(1)

à èìåííî, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ïóñòü G ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöå-

âîé ãðàíèöåé Γ. Äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè h⃗ ∈ L⃗2(G), óäîâëåòâî-

ðÿþùåé óñëîâèþ
∫
G
(⃗h, c⃗) dx = 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå

ðåøåíèå u⃗0 ∈ W⃗ 1
2,τ−ort

(G; Γ) çàäà÷è Íåéìàíà (1). Ëþáîå äðóãîå ðå-

øåíèå èç ïðîñòðàíñòâà W⃗ 1
2 (G) îòëè÷àåòñÿ îò u⃗0 íà àääèòèâíóþ

âåêòîð-ïîñòîÿííóþ.

Ëèòåðàòóðà
1. Äóáèíñêèé Þ. À. Íåñòàíäàðòíûå êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè ïî-
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Î ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÄÍÎÃÎ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂÁËÈÇÈ

ÃÐÀÍÈÖ ÎÁËÀÑÒÈ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß1

Î.Ä. Ïðîêîïåíêî
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èì Ëîìîíîñîâà, ÐÝÓ èì. Ã.Â.Ïëåõàíîâà)

olga.prokopenko.2011@mail.ru

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà ñî ñòåïåííûì ïîòåíöèàëîì:

y′′ = xk|y|n|y′|msgn(yy′), (1)

ãäå k > 0, n > 0,m > 0. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ òîëüêî 2-ãëàäêèå
µ-ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà (0;+∞):

Îïðåäåëåíèå. [1] Ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííîå íà ïðî-
ìåæóòêå (a, b), âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîì, íàçîâåì µ-ðåøåíèåì, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, ñîâïàäàþùèõ ñ y íà íåêîòîðîì
ïîäûíòåðâàëå ïðîìåæóòêà (a, b), íî îòëè÷íûõ îò y â íåêîòîðîé
òî÷êå ïðîìåæóòêà (a, b);

2) äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êè ðåøåíèå y ëèáî íåïðî-
äîëæàåìî çà íåå, ëèáî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïðîäîëæåíèÿ,
ðàçëè÷àþùèõñÿ â òî÷êàõ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê íåé.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â [2�4], â ðàáîòå [5] ïîêàçà-
íî, ÷òî âñå µ-ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííûå íà (0;+∞), ïðè
n > 0, 0 < m < 1 ÿâëÿþòñÿ ëèáî ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèåé,
ëèáî òîæäåñòâåííûì íóëåì; ïðè n > 0,m ⩾ 1 ëèáî êîíñòàíòîé, ëè-
áî ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèåé; äîêàçàíà òåîðåìà î êëàññèôèêàöèè
ðåøåíèé âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) äîêàçàíû ñëåäóùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà 1. Åñëè k > 0, n > 0, 1 > m > 0, òî óðàâíåíèå (1)

íå èìååò òàêèõ îòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé, ÷òî y →M , ãäå M < 0,
ïðè x → +∞, êðîìå ðåøåíèé, îáðàùàþùèõñÿ â òîæäåñòâåííóþ
êîíñòàíòó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x0 > 0.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè k > 0, n > 0, 1 > m > 0, òî âñå îòðèöà-
òåëüíûå µ-ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííûå íà (0;+∞) è îò-
ðèöàòåëüíûå âáëèçè +∞, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x → +∞ èëè,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x0 > 0, îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâåííóþ êîí-
ñòàíòó. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 ïðè x → +∞,
äîêàçàíî â Òåîðåìå 3.

1 Ðàáîòà ïîääåðæèâàåòñÿ ãðàíòîì ÐÍÔ (Ïðîåêò 25-11-00133.).
© Ïðîêîïåíêî Î.Ä., 2026
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Òåîðåìà 2. Åñëè k > 0, n > 0, 1 > m > 0, òî óðàâíåíèå (1) íå
èìååò òàêèõ ðåøåíèé, ÷òî y →M , ãäå M < 0, ïðè x→ 0+.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè k > 0, n > 0, 1 > m > 0, òî âñå µ-ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííûå íà (0;+∞), è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðî-
äîëæàåìûå âëåâî çà 0, è îòðèöàòåëüíûå âáëèçè íóëÿ, ñòðåìÿòñÿ
ê −∞ ïðè x→ 0+. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé äîêàçàíî â Òåî-
ðåìå 3.

Òåîðåìà 3. Åñëè n > 0, m > 0, n+m− 1 > 0, k −m+ 2 > 0, òî
âñå ñèíãóëÿðíûå â íóëå âîçðàñòàþùèå îòðèöàòåëüíûå µ-ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííûå íà (0;+∞), èìåþò ñëåäóþùóþ àñèìï-
òîòèêó:

y = −Cx−α(1 + o(1)), x→ +0, (2)

ãäå

α =
k −m+ 2

m+ n− 1
, C =

(
(α)1−m(α+ 1)

) 1
m+n−1 . (3)
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ashova // Mathametical Modeling and Analysis. � 2016. � V. 21. �
�4. � P. 502-�521.

2. Àñòàøîâà È.Â. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà / È.Â. Àñòàøîâà. // Ïðîáëåìû ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà. � 2021. � Ò. 109. � Ñ. 11�16.

3. Àñòàøîâà È.Â. Ðàâíîìåðíûå îöåíêè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé
êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé / È.Â. Àñòàøîâà. //
Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. � 2008. � Ò. 72. � �6. � Ñ. 103�124.

4. Êîð÷åìêèíà Ò.À. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè íåîãðàíè÷åí-
íûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåëè-
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà

ε
∂x(t, s, ε)

∂t
= B

∂x(t, s, ε)

∂s
+D

∂u(t, s, ε)

∂s
(1)

ñ óñëîâèÿìè
x(0, s, ε) = α0(s), (2)

x(
T

2
, s, ε) = β0(s), (3)

x(T, s, ε) = γ0(s), (4)

ãäå t ∈ [0, T ], s ∈ [0, S], ε ∈ (0, ε0); x(t, s, ε) ∈ Rn; u(t, s, ε) ∈ Rm;
B, D � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Íàðÿäó ñ âîçìóùåííîé ñèñòåìîé (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ

ñèñòåìà (ε = 0)

B
∂x(t, s)

∂s
+Du(t, s) = 0, (5)

ñ óñëîâèÿìè

x(0, s) = α0(s), x(
T

2
, s) = β0(s), x(T, s) = γ0(s). (6)

Óñòàíàâëèâàåòñÿ âëèÿíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà íà óïðàâëÿåìîñòü
ñèñòåìû, òî åñòü íà âîçìîæíîñòü ïåðåâîäà ñèñòåìû (1) èç ïðîèçâîëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ (2) â ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå (4) ïîä âëèÿíèåì êàêîãî
ëèáî óïðàâëåíèÿ u(t, s, ε), ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (3).

Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì êàñêàäíîé äåêîìïîçèöèè [1]-
[4], áàçèðóþùåìñÿ íà ñâîéñòâàõ íåòåðîâîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ìàò-
ðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà D. Ïðîöåññ äåêîìïîçèöèè ïîëíîñòüþ çàâåð-
øàåòñÿ çà ÷èñëî øàãîâ p, íå ïðåâûøàþùåå ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà (0 ⩽ p ⩽ n). Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå
ïàðû ôóíêöèé x(t, s, ε), u(t, s, ε) - ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (1)-
(4). Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè â
óñëîâèÿõ (2)-(4) è (6).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ïðåäåëüíîé çàäà÷è (5),
(6), ñòðîèòñÿ ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è - ïàðà ôóíêöèé x(t, s),
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u(t, s). Èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è íå
ìîæåò óäîâëåòâîðèòü âñåì óñëîâèÿì (2)-(4), òî åñòü ñèñòåìà (1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé.

Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòå-
ìû (1) ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèÿ, ãåíåðèðóþùåãî ÿâëåíèå ïî-
ãðàíñëîÿ. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ òàêîå
ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è, ÷òî ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

x(t, s, ε) = x(t, s) + v(t, s, ε), (7)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ â âèäå

u(t, s, ε) = u(t, s) + w(t, s, ε), (8)

ãäå v(t, s, ε) â (7) è w(t, s, ε) â (8) - ýòî ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ âáëèçè
ëèíèé t = 0, t = T

2 , t = T .
Âûÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ ñîñòîÿíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû, à òàê-

æå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ, âëåêóùèå óïðàâëÿåìîñòü
ñèñòåìû. Äîêàçûâàåòñÿ êàñêàäíûé êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè âîçìó-
ùåííîé ñèñòåìû. Ïðèâîäèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð.
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ÔËÓÊÒÓÀÖÈÉ

À.Ì. Ðàéöèí (Ìîñêâà, ÌÒÓÑÈ)
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Çíàíèå êîîðäèíàò ýíåðãåòè÷åñêîãî öåíòðà (ÝÖ) ëàçåðíîãî ïó÷êà
ÿâëÿåòñÿ âàæíîé èíôîðìàöèåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêèõ åãî õàðàêòå-
ðèñòèê êàê øèðèíà ïó÷êà, ðàñõîäèìîñòü, êà÷åñòâî ïó÷êà, îïðåäåëÿ-
þùèõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ëàçåðíîãî èñòî÷íèêà [1-2].

Â òî÷íûõ îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåíèåì ïî-
ëîæåíèÿ ÝÖ ëàçåðíîãî ïó÷êà îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ïîãðåøíîñòè ÷à-
ñòî âûñòóïàþò ñîáñòâåííûå ôëóêòóàöèè èçëó÷åíèÿ ëàçåðà -óãëîâîå
¾äðîæàíèå¿ è ïðîñòðàíñòâåííîå ñìåùåíèå.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçìåðèòåëüíàÿ ñèñòåìà, ïîçâîëÿþùàÿ
âûäåëèòü è êîìïåíñèðîâàòü âêëàä íåñòàáèëüíîñòè èñòî÷íèêà.

Ìåòîä êîìïåíñàöèè, ðåàëèçîâàííûé â èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìå
ðàññìàòðèâàåò ñõåìó, â êîòîðîé èçëó÷åíèå ðàçäåëÿåòñÿ äåëèòåëüíîé
ïëàñòèíîé íà íåïîñðåäñòâåííî ïðîøåäøåå ÷åðåç ïëàñòèíó è ïîñòóïà-
þùåå íà èçìåðèòåëüíûé ìàòðè÷íûé ïðèåìíèê (èçìåðèòåëüíûé êà-
íàë Ò) è îòðàæåííîå îò ïëàñòèíû è ïîñòóïàþùåå íà ðåôåðåíòíûé
ìàòðè÷íûé ïðèåìíèê (êàíàë R). Ïîëîæåíèå ÝÖ ïó÷êà â èçìåðèòåëü-
íîì êàíàëå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Îáà ïðèåì-
íèêà ðàáîòàþò â ðåæèìå ñèíõðîííîãî çàõâàòà êàäðîâ. Ïóñòü äëÿ
êàæäîãî ñèíõðîííîãî êàäðà i, i = 1, 2, ...N , ãäå N−÷èñëî êàäðîâ
(èçìåðåíèé) îïðåäåëåíû ÝÖ ëàçåðíîãî ïó÷êà [1]. Äëÿ êîîðäèíàòû
XT (i)â êàíàëå Ò:

XT (i) = XT0 +X∗
T (i) + ∆XT + εx (i) ,

ãäå XT0 - ïîñòîÿííîå èñõîäíîå ñìåùåíèå ÝÖ, X∗
T (i)- èçìåðÿåìîå ïî-

ëîæåíèå ÝÖ ïó÷êà, ∆XT - ôëóêòóàöèè ëàçåðà â êàíàëå T, εx (i)- ïî-
ãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÝÖ çà ñ÷åò øóìà ìàòðè÷íîãî ïðèåìíèêà Ò.
Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êîîðäèíàòû YT (i)

YT (i) = YT0 + Y ∗
T (i) + ∆YT + εy (i) .

Äëÿ êîîðäèíàòû XR (i)â êàíàëå R:

XR (i) = XR0 +∆XR + εxR (i) ,
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ãäå XR0- ïîñòîÿííîå èñõîäíîå ñìåùåíèå ÝÖ, ∆XR - ôëóêòóàöèè ëà-
çåðà â êàíàëå R, εxR (i)- ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÝÖ çà ñ÷åò øóìà
ìàòðè÷íîãî ïðèåìíèêà R. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü
äëÿ êîîðäèíàòû YR (i)

YR (i) = YR0 +∆YR + εyR (i)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âêëàä ôëóêòóàöèé ëàçåðà â îáà êàíàëà ëèíåéíî
ñâÿçàí.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñêîìîå ïîëîæåíèå ÝÖ ëàçåðíîãî
ïó÷êà ñ ó÷åòîì êîìïåíñàöèè ôëóêòóàöèé ëàçåðà îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè êîâàðèàöèþ è äèñïåðñèþ èçìåðÿåìûõ âå-
ëè÷èí

X∗
T (i) = XT (i)−Kx∆XR(i)

Y ∗
T (i) = YT (i)−Ky∆YR(i)

i = 1, 2, . . . , N,

ãäå
∆XR(i) = XR(i)− X̄R,∆YR(i) = YR(i)− ȲR,

X̄R =
1

N

N∑
i=1

XR(i), ȲR =
1

N

N∑
i=1

YR(i),

Kx =
cov(XT , XR)

var(XR)
,Ky =

cov(YT , YR)

var(YR)
.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíà ïðàêòè÷åñêàÿ öåëåñîîáðàçíîñòü
ìåòîäà è ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü êîìïåíñàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ
êàê îòíîøåíèå ñðåäíèõ êâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé ÝÖ ïó÷êà äî è
ïîñëå êîìïåíñàöèè, ìîæåò ñîñòàâëÿòü ≈ 8÷ 10.
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ÑÒÅÏÅÍÍÛÌÈ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÌÈ Â ÌËÀÄØÈÕ
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rasulzoda55@gmail.com, idoro224@gmail.com

Ïóñòü êîíå÷íàÿ îáëàñòü D ñîäåðæèò ìíîæåñòâî d = {z : z0 =
0, z1, z = z2, ..., z = zm} , ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê è îãðàíè-
÷åííîå ïðîñòûì ëÿïóíîâñêèì êîíòóðîì Γ, îðèåíòèðîâàííûì ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïóñòü Dε = D ∩ {|z − zj | > ε}, j = 0,m.

Â îáëàñòè D0 = D \ {d}, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé :(
∂

∂z̄
− a

)
u+Au+

1

ρ1
Bū = F, (1)

ãäå 2∂z̄ = ∂x + i∂y è äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç a(z) îáîçíà÷åíî :

a(z) =

m∑
j=1

aj
ρj

+ a0(z), ρj(z) = (z̄ − z̄j)|z − zj |nj−1 nj > 1. (2)

ãäå aj � êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ôóíêöèÿ a0 ∈ Lp(D), p > 2 � ñêàëÿð-
íûå âåëè÷èíû, è

ρ1(z) = z̄|z|n−1.

Òàêæå â (1) u = {u1, u2, . . . ul} � èñêîìàÿ, F = {f1, f2, . . . fl} � èç-
âåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Îòíîñèòåëüíî îáðàòèìûõ ìàòðèö A ≡ Al×l è B ≡ Bl×l ñèñòåìà
(1) èçó÷àåòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1) êîãäà âñå ýëåìåíòû ýòèõ çàäàííûõ
ìàòðèö � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, 2) êîãäà âñå ýëåìåíòû ýòèõ çàäàííûõ
ìàòðèö � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z.

Âåêòîð-ôóíêöèþ u(z) ∈ W 1,p
loc

(
D0

)
, ãäå p > 2, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óðàâíåíèþ (1) ïî÷òè âñþäó, íàçûâàåì åãî ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì.
Îáùåèçâåñòíî, íàñêîëüêî âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ èãðàåò

òåîðèÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîçäàííàÿ È.Í. Âåêóà
[1]. Îíà èìååò ãëóáîêèå ñâÿçè ñî ìíîãèìè ðàçäåëàìè àíàëèçà, ãåîìåò-
ðèè è ìåõàíèêè, âêëþ÷àÿ êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, òåîðèþ
ïîâåðõíîñòåé, òåîðèþ îáîëî÷åê è ãàçîâóþ äèíàìèêó.

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, áûëè îáîáùåíû íà ñèñòåìû ñ íåñêîëü-
êèìè íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ïðè ðåãóëÿðíûõ êîýôôèöèåíòàõ
(ñì., íàïðèìåð, [2], [3]).
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Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè, êîýôôè-
öèåíòû ìëàäøèõ ïîðÿäêîâ êîòîðûõ èìåþò ñòåïåííûå îñîáåííîñòè,
èññëåäîâàíû íåäîñòàòî÷íî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) íàéäåíî ÿâíîå
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé è èññëåäîâàíû ãðàíè÷íûå çà-
äà÷è.
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Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè â îäíîìåð-
íîé ïîñòàíîâêå äëÿ íàñûùåííîé æèäêîñòüþ ïîðèñòîé ñðåäû. Îá-
ëàñòü èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷åíà îòðåçêîì 0 ⩽ x ⩽ L, à ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îïèñàíèå âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

−∂σ
f

∂x
+
∂p

∂x
= f(x, t), σf = ϵx +

∂ϵx
∂t

, (1)

∂q

∂x
+
∂ϵx
∂t

= φ(x, t), (2)

q = −g
(∣∣∣∣∂p∂x

∣∣∣∣) ∂p

∂x
. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà èíòåðâàëå t ∈ (0, T ] èìåþò ìåñòî êðàåâûå
óñëîâèÿ:

u(0, t) = 0, σf (L, t)− p(L, t) = F (t), p(0, t) = p(L, t) = 0. (4)

© Ðóíã Å.Â., 2026
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (t = 0) ôóíêöèè u, p ïðèíèìàþò ñëå-
äóþùèå çíà÷åíèÿ:

p(x, 0) = p0(x), u(x, 0) = u0(x). (5)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (1)�(5) ýôôåêòèâíîå íàïðÿæåíèå â ñêåëåòå çàïèñà-
íî êàê σf , ÷åðåç p(x, t) îáîçíà÷åíî äàâëåíèå æèäêîñòè â ïîðàõ, à
ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè îáîçíà÷åíà ñèìâîëîì q. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
f(x, t), φ(x, t), F (t), g(ξ), p0(x), u0(x) � çàäàííûå ôóíêöèè. Êîìïî-

íåíòà äåôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ϵx =
∂u

∂x
, u(x, t) îáî-

çíà÷àåò ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö ñêåëåòà.
Ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ñ ïðåäåëü-

íûì ãðàäèåíòîì ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
å¼ êàê ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Â ðàìêàõ ýòîé ñèñòåìû êëþ÷åâûìè íåèçâåñòíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ äâà ïàðàìåòðà: äàâëåíèå è õàðàêòåð ïåðåìåùåíèÿ æèäêîñòè
â ïîðîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îñîáåííîñòü äàííîé ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ïðåäñòàâ-
ëåííûé â óðàâíåíèè (2), ìîæåò ïîäâåðãàòüñÿ âûðîæäåíèþ. Ïðè÷èíà
ýòîãî ÿâëåíèÿ � ôóíêöèÿ g(ξ), èñïîëüçóåìàÿ â óðàâíåíèè (3), êî-
òîðàÿ ñïîñîáíà ïðèíèìàòü íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ ξ ⩽ β, ãäå β � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðèðîäíûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ïîðîãî-
âîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ: åñëè ãðàäèåíò ïðåâûøàåò ïîðîã �
æèäêîñòü íà÷èíàåò äâèæåíèå â ïîðàõ; åñëè ãðàäèåíò íèæå ïîðîãà
� æèäêîñòü îñòà¼òñÿ â ñòàòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Óêàçàííàÿ îñîáåí-
íîñòü ñîçäà¼ò ñóùåñòâåííûå ñëîæíîñòè ïðè ïðèìåíåíèè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè ïðè-
ìåíÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè âûðîæäåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîìèìî
îñíîâíîé çàäà÷è (1)�(5), èçó÷àåòñÿ òàêæå âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì
èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé çàêîí ôèëüòðàöèè

q = −
(
g

(∣∣∣∣∂p∂x
∣∣∣∣)+ ε

)
∂p

∂x
, (6)

ãäå ε > 0. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (6) îïèñûâàåò çàêîí
ôèëüòðàöèè áåç ïðåäåëüíîãî ãðàäèåíòà.

Â ñòàòüå [1] ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1)�(5) è äîêàçàíà îáîáùåííàÿ ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîñòðîåí ïî-
ëóäèñêðåòíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2), (4)�(6), óñòàíîâëå-
íà ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû
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àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëóäèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ (ïî t) âîñïîëíå-
íèé. Çàòåì äîêàçàíî, ÷òî ïðåäåë ýòèõ âîñïîëíåíèé ïðè ε → 0 ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(5). Ñõîäèìîñòü îáîñíîâàíà
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîíîòîííîñòè, øèðîêî èñïîëüçóåìîãî â èññëåäî-
âàíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì.
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1. Kosterin A. V. On the Solvability of a One-Dimensional Problem

of Filtration Consolidation with a Limiting Gradient / A. V. Kosterin,
M. F. Pavlova, E. V. Rung // Lect. Notes Comput. Sci. Eng. �2021. �
141. � 231�245 pp.
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ÊÎÍÔÎÐÌÍÎ-ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎ

ÊÅËÅÐÎÂÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ
À.Ð. Ðóñòàíîâ, Ñ.Â. Õàðèòîíîâà
(Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÃÑÓ, Îðåíáóðã, ÎÃÓ)
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Òåíçîð Âåéëÿ êîíôîðìíîé êðèâèçíû C ìíîãîîáðàçèÿ M2n îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Cijkl = Rijkl +
1

2(n− 1)
(Silgjk + Sjkgil − Sikgjl − Sjlgik)+

χ

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gilgjk).

Îïðåäåëåíèå 1. Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ
êîíôîðìíî-ðåêóððåíòíûì, åñëè åãî òåíçîð Âåéëÿ êîíôîðìíîé êðè-
âèçíû C óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ∇C = r⊗C, ãäå r � êîâàðè-
àíòíûé âåêòîð íà M . Ñëó÷àé r ̸= 0 íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðèáëèæåííî êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, òåíçîð
∇C êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

∇X(C)(Y, Z)(W )−∇X(C)(JY, Z)(JW ) +∇JX(C)(JY, Z)(W )+

∇JX(C)(Y, Z)(JW ) = 0;X,Y, Z,W ∈ X (M),

íàçîâåì C2-ðåêóððåíòíûì ìíîãîîáðàçèåì.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïðèáëèæåííî êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, òåíçîð
∇C êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

∇X(C)(Y, Z)(W )−∇X(C)(JY, JZ)(W ) +∇JX(C)(JY, Z)(W )+

∇JX(C)(Y, JZ)(W ) = 0;X,Y, Z,W ∈ X (M),

íàçîâåì C3-ðåêóððåíòíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðèáëèæåííî êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, òåíçîð
∇C êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

∇X(C)(Y, Z)(W )−∇X(C)(Y, JZ)(JW ) +∇JX(C)(JY, Z)(W )−
∇JX(C)(JY, JZ)(JW ) = 0;X,Y, Z,W ∈ X (M),

íàçîâåì C6-ðåêóððåíòíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Òåîðåìà 1. Ïðèáëèæåííî êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ C6-
ðåêóððåíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿ-
åòñÿ C2-ðåêóððåíòíûì è C3-ðåêóððåíòíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Òåîðåìà 2. Ïðèáëèæåííî êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ C6-
ðåêóððåíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåíçîð ãîëîìîðôíîé
ñåêöèîííîé êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ ïàðàëëåëåí â ïåðâîé êàíîíè÷å-
ñêîé ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 3 [1]. Êîíôîðìíî-ðåêóððåíòíîå ïðèáëèæåííî êåëåðîâî
ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n > 4 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷-
íûì ëèáî ëîêàëüíî èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà è äâóìåðíîãî êåëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ýëåêòðîííóþ âåðñèþ òåçèñîâ íåîáõîäèìî âûñëàòü ïî ýëåêòðîí-
íîìó àäðåñó vvmsh@mail.ru.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð L íà îòðåçêå [0, 1] âèäà

ℓ(y) = p0(x)y
(n) + p1(x)y

(n−1) + ...+ pn(x)y,

n−1∑
j=0

(akjy
(j)(0) + bkjy

(j)(1)) = 0, k = 1, n, (1)

ãäå p′0(x), pj(x) ∈ L1[0, 1], p0(x) ̸= 0 ∀x ∈ [0, 1].
Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè

â ðÿä ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì (ê.ô.) îïåðàòîðà L. Íàèáîëåå ïîëíî
ýòà çàäà÷è ðåøàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ äîêàçàòü ðàâíîñõîäè-
ìîñòü (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) ðàçëîæåíèé çàäàííîé ôóíêöèè â
ðÿäû ïî ê.ô. îïåðàòîðà L è â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå, òàê
êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åí.

Äàëåå èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé èç [1].
Èññëåäîâàíèå ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå. Èñòîðèþ âî-
ïðîñà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2]. Â ñëó÷àå p0(x) ≡ 1 âîïðîñ î
âëèÿíèè ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòà p1(x) íà ðàâíîñõîäèìîñòü áûë óæå
èññëåäîâàí àâòîðîì [2]. Â ñëó÷àå p0(x) ̸≡ 1 âëèÿíèå êîýôôèöèåíòîâ
p0(x) è p1(x) íà ðàâíîñõîäèìîñòü ðàíåå íå áûëî èññëåäîâàíî.

Îáîçíà÷èì η(x) :=
∫ x

0
|p0(τ)|−

1
n dτ. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ek(t) := 1√
h
exp

(
2kπit

h

)
, k ∈ Z, ãäå h = η(1), ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ê.ô.

îïåðàòîðà L0 íà îòðåçêå [0, h] âèäà

ℓ0(u) = u(n), u(k−1)(0)− u(k−1)(h) = 0, k = 1, n.

Ïóñòü λν , λ0ν , ν = 0, 1, . . . , åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ.ç.) îïå-
ðàòîðîâ L è L0, ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dδ îáëàñòü êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ïîëó÷àþùóþñÿ èç C ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå
âñåõ ñ.ç. îïåðàòîðîâ L è L0 âìåñòå ñ êðóãàìè ñ öåíòðàìè â ñ.ç. è
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà δ > 0.

Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå [1,ñ. 74�75], è èñïîëüçóÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé
ℓ(y)−λy = 0 (ñì. [2]) ïðè p1(x), p′0(x) ∈ L1[0, 1] è p0(x) ̸= 0, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñ.ç. îïåðàòîðà L ñ ãëàâíûìè ÷àñòÿìè (2kπi/h)n

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì |k| ∈ N. ßñíî, ÷òî ñ.ç. îïåðàòîðà L0 åñòü
÷èñëà λ0k = (2kπi/h)n, k = 0,±1,±2, . . . , òî åñòü ãëàâíûå ÷àñòè
àñèìïòîòèê ñ.ç. îïåðàòîðîâ L è L0 ñîâïàäàþò.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dδ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ïîëó÷àþ-
ùóþñÿ èç C ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå âñåõ ñ.ç. îïåðàòîðîâ L è L0 âìåñòå
ñ êðóãàìè ñ öåíòðàìè â ñ.ç. è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ôèêñèðîâàííîãî ðà-
äèóñà δ > 0.

Èç àñèìïòîòèêè ñ.ç. îïåðàòîðà L è ôîðìóë äëÿ ñ.ç. îïåðàòîðà L0

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rm}∞m=1 ∈ R òàêàÿ, ÷òî(
2πm/h

)n
< rm <

(
2π(m+ 1)/h

)n
,

êîíòóðû Γm := {λ ∈ C : |λ| = rm}, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî m, ëåæàò â îáëàñòè Dδ è ìåæäó ñîñåäíèìè êîíòóðàìè íà-
õîäÿòñÿ íå áîëåå äâóõ ñ.ç. λν îïåðàòîðà L, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî m, è
îäíî äâóêðàòíîå ñ.ç. λ0µ îïåðàòîðà L0. Ðàñìîòðåíèå òàêèõ êîíòóðîâ
îáóñëîâëåíî ñòðóêòóðîé îáû÷íîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå
â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå, êîòîðûé íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì
ñî ñêîáêàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rλ è R0λ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðîâ L è L0, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïóñòü

Sm(f, x) = − 1

2πi

∫
Γm

(
Rλf

)
(x) dλ,

S0m(g, t) = − 1

2πi

∫
Γm

(
R0λg

)
(t) dλ.

Èçâåñòíî [1, ñ. 92], ÷òî Sm(f, x) åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà áèîðòîãî-
íàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ê.ô. îïåðàòîðà L, ñîäåðæà-
ùàÿ ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñ.ç. λν , äëÿ êîòîðûõ |λν | < rm, à
S0m(g, t) åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
g(t) ïî ê.ô. îïåðàòîðà L0, ñîäåðæàùàÿ ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñ.ç. λ0ν = (2νπi/h)n, äëÿ êîòîðûõ |ν| ⩽ m. Òî åñòü S0m(g, t) åñòü m-ÿ
÷àñòè÷íàÿ ñóììà σm(g, t) òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
g(t), ãäå

σm(g, t) :=

m∑
k=−m

(g, ek)ek(t), ãäå (g, ek) :=
1

h

∫ h

0

g(τ)e−
2kπiτ

h dτ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ââåä¼ì ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè

ω(f, δ)p = sup
0<h⩽δ

 1−h∫
0

|f(t+ h)− f(t)|p dt

1/p

,

ω(f, δ)∞ = sup
0<h⩽δ

sup
t∈[0,1−h]

∣∣f(t+ h)− f(t)
∣∣,
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ãäå 1 ⩽ p <∞, L∞[0, 1] := C[0, 1].
Ïóñòü ω(L, δ)q := max

{
ω(p1, δ)q, ω(p

′
0, δ)q

}
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (1) ðåãóëÿðíû ïî Áèðêãîôó
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ [1, ñ. 66�67].

Ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
ôóíêöèÿ Ω(δ), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
δ→0

Ω(γδ)

Ω(δ)
= γρ ∀ γ > 0,

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé (ï.ì.ô.) â íóëå ïîðÿä-
êà ρ ∈ R. Ïðè ρ = 0 ï.ì.ô. íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíê-
öèåé (ì.ì.ô.) â íóëå. Òåîðèÿ ï.ì.ô. è ì.ì.ô. èçëîæåíà â [3].

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

f(x) ∈ Lr[0, 1], p
′
0(x), p1(x) ∈ Lq[0, 1], 1/q + 1/r = 1, 1 ⩽ q ⩽ ∞, (2)

ω(f, δ)r = O(Ω1(δ)), ω(L, δ)q = O(Ω2(δ)), δ → +0. (3)

Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèè Ω1(δ) è Ω2(δ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìåä-
ëåííîãî èçìåíåíèÿ (ÌÈ), åñëè ∃ èíòåðâàë (0, ε0), íà êîòîðîì

(à) Ω(δ) åñòü ì.ì.ô. â òî÷êå 0;
(á) Ω(δ) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé è îáëàäàåò

ñâîéñòâîì Ω(δ) → 0 ïðè δ → +0;
(â) äëÿ ëþáîãî γ > 0 ñïðàâåäëèâî Ω(δγ) ∼ Ω(δ) ïðè δ → +0, òî

åñòü ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C1 > 0 è C2 > 0 òàêèå, ÷òî

C1Ω(δ) ⩽ Ω(δγ) ⩽ C2Ω(δ).

Îáîçíà÷èì

w(x) := exp

(
− 1

n

∫ x

0

p1(τ)

p0(τ)
dτ

)
, W (x) := w(x)|p0(x)|

n−1
2n .

Èññëåäóåòñÿ ðàçíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Φm(x) := Sm(f, x)− sign(p0)W (x)σm

(
f(η−1(·))
W (η−1(·))

, η(x)

)
.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2) è (3), ôóíêöèè Ω1(δ)
è Ω2(δ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ÌÈ è òàêîâû, ÷òî

lnmΩ1

(
1

m

)
Ω2

(
1

m

)
→ 0,
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òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ (0, 1) èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü

lim
m→∞

∥Φm(x)∥C(K) = 0 (4)

è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè ïðè m≫ 1

∥Φm(x)∥C(K) ⩽ C

(
lnmΩ1

(
1

m

)
Ω2

(
1

m

)
+Ω1

(
1

m

)
+Ω2

(
1

m

))
,

ãäå C = C(f, L,K).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðè α, β > 0

ω(f, δ)r = O

(
1

lnα 1/δ

)
, ω

(
L, δ

)
q
= O

(
1

lnβ 1/δ

)
, δ → +0, (5)

òî òåîðåìà 1 ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä.
Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2) è (5), α+ β > 1, òî

äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ (0, 1) èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü (4)
è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè ïðè m≫ 1

∥Φm(x)∥C(K) ⩽ C(f, L,K)

(
lnm

lnα+β m
+

1

lnαm
+

1

lnβ m

)
.
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Ðàññìîòðèì ìàëûå äâóìåðíûå êîëåáàíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî æèäêîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðàòèôèöèðîâàíà âäîëü îñè Oy, ò.å.
ïëîòíîñòü ρ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü îò y è èìååò âèä

ρ(y) = Ae−2βy, A > 0, β > 0.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîêàçàíî, ÷òî ìàëûå êîëåáàíèÿ òàêîé æèäêîñòè îïè-
ñûâàþòñÿ äèôôåðåíööèàëüíûì óðàâíåíèåì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

∂2

∂t2

(
uxx + uyy − β2u

)
+ ω2uxx = 0, (1)

ãäå ω2 = 2βg � êâàäðàò òàê íàçûâàåìîé ÷àñòîòû Âåéñÿëÿ�Áðåíòà, g
� óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Ôóíêöèÿ u(x, y, t) â óðàâíåíèè (1) òàêîâà,
÷òî

u(x, y, t) = e−βyψ(x, y, t),

ãäå ψ(x, y, t) � ôóíêöèÿ òîêà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïî ôîðìóëàì

v1 = ψy, v2 = −ψx

îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè.
Â íà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ æèäêîñòè, ò.å. â

ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) èìååò âèä

ψ(x, y, t) = u(x, t)eβy.

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

∂2

∂t2

(
uxx − β2u

)
+ ω2uxx = 0. (2)

Â óðàâíåíèè (2) ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì íåçàâèñèìûì ïåðåìåí-
íûì βx è ωt è ñîõðàíèì äëÿ íèõ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ x è t. Òîãäà
óðàâíåíèå (2) ïðèìåò âèä

Lu ≡ ∂2

∂t2

(
uxx − u

)
+ uxx = 0. (3)

Â ðàáîòå [2] äëÿ óðàâíåíèÿ (3) èçó÷åíû çàäà÷à Êîøè è íà÷àëüíî-
ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íà áîêîâûõ
ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3) â îáëàñòè

D =
{
(x, t)

∣∣∣ 0 < x < l, 0 < t < T
}
,

ãäå l è T � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, è ïîñòàâèì ïåðâóþ
ãðàíè÷íóþ çàäà÷à.

Çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëå-
òâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u, ux, utt, uttx ∈ C(D), uttxx ∈ C(D), (4)

Lu ≡ 0, (x, t) ∈ D, (5)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, (6)

u(x, 0) = τ(x), u(x, T ) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (7)

ãäå τ(x) è φ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, τ(0) =
τ(l) = φ(0) = φ(l) = 0.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷åíà çàäà÷à (4) � (7) äëÿ óðàâíåíèÿ (3), çà-
òåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1), òàê êàê òàêàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà íå äîñòàòî÷íî èññëåäîâàíà. Ñëåäóÿ ðà-
áîòàì [3, 4] óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è,
ïðè ýòîì ðåøåíèå ïîñòðîåíî â ÿâíîì âèäå êàê ñóììà ðÿäà è äîêàçà-
íà óñòîé÷èâîñòü åãî îò äàííûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà íà ñðåäñòâà ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòà ïî ïðî-
åêòó �123021200015-5 (FMRS-2023-0015).
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Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ âäîëü áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå àâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé èçó÷àþòñÿ íàðÿäó ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ýâîëþöèîííûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ, îïèñûâàþùèì ñäâèã àðãóìåí-
òà çàäàííîé íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèè âäîëü òðàåêòîðèé
âåêòîðíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ãðàôû è ïëîñêèå îáëàñòè. Îòñóòñòâèå ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ ïîðîæäàåìîé çàäà÷åé Êîøè ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ [1].

Ïðîäîëæåíèå ñîâîêóïíîñòè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñîïîñòàâëÿåòñÿ
ñ êîñîýðìèòîâûì ðàñøèðåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, çà-
äàííîãî íà ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèÿõ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Óñòàíîâëåíî, êàêèå êîñîýðìèòîâû ðàñøèðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà àññîöèèðîâàíû ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè
ïðîäîëæåíèÿìè ôàçîâîãî ïîòîêà, à êàêèå � ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðî-
äîëæåíèÿìè òðàåêòîðèé ÷åðåç ãðàíèöó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà [1].

Ïóñòü åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E = R2 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, ñíàáæåííûì ñòàí-
äàðòíîé îäíîðîäíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω, èìåþùåé êàíî-
íè÷åñêèé âèä â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (ÎÍÁ) E =
{e1, e2} ïðîñòðàíñòâà E. Ïóñòü Q = span(e1) � ïðîñòðàíñòâî êîîðäè-
íàò è P = span(e2) � ïðîñòðàíñòâî èìïóëüñîâ. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòî-
íîâó ñèñòåìó, çàäàâàåìóþ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (E,ω) ôóíêöèåé
Ãàìèëüòîíà

H(q, p) =
1

2
p2 − 1

4
q4, (q, p) ∈ E. (1)

Òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé
óðàâíåíèé

q̇ = p, ṗ = q3, (2)

ëåæàò íà ëèíèÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H(q, p) = c, c ∈ R.
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Äëÿ êàæäîé òî÷êè z0 = (q0, p0) ∈ E = R2 îáîçíà÷èì ÷åðåç
(T∗(z0), T

∗(z0)) ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ òðàåêòîðèè
γ(z0) = {Φ(t, 0, z0), t ∈ (T∗(z0), T

∗(z0))}, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó z0
â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0. Ïðè ýòîì −∞ < T∗(z0) < T ∗(z0) < +∞
äëÿ âñåõ z0 ∈ E òàêèõ, ÷òî H(z0) ̸= 0. Ïóñòü Φ(t, (q0, p0)), t ∈
(T∗(z0), T∗(z0)) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãà-
ìèëüòîíà (2), îïðåäåëåííîå íà ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå ñóùåñòâî-
âàíèÿ.

Îïðåäåëèì òàêèå ïðîäîëæåíèÿ òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû ÷åðåç ìîìåíòû óõîäà íà áåñêîíå÷íîñòü ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ ê
ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê è ñêëåèâàíèÿ
ïî íèì êîíöîâ òðàåêòîðèé, ÷òî:

A) îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âäîëü ïðîäîëæåí-
íûõ òðàåêòîðèé ÿâëÿþòñÿ ïîòîêîì äèôôåîìîðôèçìîâ;

B) çíà÷åíèå ýíåðãèè ñîõðàíÿåòñÿ íà ïðîäîëæåííîé òðàåêòîðèè;
C) ôàçîâûé îáúåì ñîõðàíÿåòñÿ ïðîäîëæåííûì ïîòîêîì.
C âåêòîðíûì ïîëåì b = J∇H ñâÿçàí äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð L0 : C∞
0 (E) → L2(E), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

L0u(z) = (J∇H(z),∇u(z)), z ∈ E; u ∈ C∞
0 . (3)

Îïåðàòîð L0 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî îïðåäåëåííûì ñèììåòðè÷åñêèì îïåðà-
òîðîì â ïðîñòðàíñòâå H = L2(E). Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L∗

0 èìååò
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

D(L0
∗) = {u ∈ L2(E) : (J∇H,u) ∈ L2(E)}.

Ðàñøèðåíèÿ ôàçîâîãî ïîòîêà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñøèðå-
íèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà E ïîñðåäñòâîì ïðèñîåäèíåíèÿ ê íåìó
áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê � ñòîêîâ òðàåêòîðèé ∂E− = {(γ−c ,
T∗(c)), c ∈ R\{0}}

⋃
{(γ+c , T∗(c)), c ∈ R\{0}} è èñòî÷íèêîâ òðàåê-

òîðèé ∂E+ = {(γ−c ,−T∗(c)), c ∈ R\{0}}
⋃
{(γ+c ,−T∗(c)), c ∈ R\{0}}.

Äåòåðìèíèðîâàííîå ïðîäîëæåíèå òðàåêòîðèé ïîòîêà çàäàåòñÿ íåêî-
òîðûì áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ãðàíèöû ñòîêîâ ∂E− íà ãðàíè-
öó ñòîêîâ ∂E+. Ïðè ýòîì ïðîäîëæåíèÿ ñîõðàíÿþò ìåðó Ëåáåãà íà
ïðîñòðàíñòâå ôàçîâîì E è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè â òî÷-
êàõ òðàåêòîðèèè. Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ γ, äîñòèãøàÿ â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè t = Tγ òî÷êè A−

γ ∈ ∂E−, ïðîäîëæàåòñÿ â ïðàâóþ
ïîëóîêðåñòíîñòü òî÷êè Tγ òðàêòîðèåé γ′(γ) âûõîäÿùåé èç òî÷êè
A+(γ) ∈ ∂E+ â ìîìåíò âðåìåíè Tγ . Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæåíèå
ôàçîâîãî ïîòîêà çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ÷àñòè ãðàíèöû ∂E− íà åå
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÷àñòü ∂E+, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü áèåêòèâíûì è ñîõðà-
íÿþùèì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè. Òàêèå ïðîäîëæåíèÿ òðàåê-
òîðèé íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè ïðîäîëæåíèÿìè òðàåêòîðèé.

Ïîñêîëüêó ïðîäîëæåííûé ïîòîê Φ ñîõðàíÿåò ìåðó Ëåáåãà λ íà
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå E, òî îí äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(E,µ,C), 1 ⩽ p ⩽ +∞ óíèòàðíîé ãðóïïîé UΦ(t), t ∈ R òàêîé,
÷òî

UΦ(t)u(x) = u(Φ−t(x)), t ∈ R, x ∈ E.

Ïîìèìî êîñîýðìèòîâûõ ðàñøèðåíèé, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè ãàìèëüòîíîâà ïðîäëåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé,
äðóãèå ðàñøèðåíèÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñîîòâåòñòâóþò
óíèòàðíîé ãðóïïå ñ ðàññåÿíèåì àìïëèòóäû ñîñòîÿíèÿ ïðè âûõîäå ñ
êîíöåâûõ òî÷åê ãðàôà èç ìíîæåñòâà ∂E−. Òàêèå ïðîäîëæåíèÿ ìîãóò
áûòü çàäàíû ïîñðåäñòâîì óíèòàðíûõ îòîáðàæåíèé ïîäïðîñòðàíñòâà
Ker(L∗

0 − I) íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ker(L∗
0 + I) [2].

Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü E ïîñëå óäàëåíèÿ ìíîæåñòâà íóëåâîé ìå-
ðû γ0 = {h(q, p) = 0} ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ÷åòûðåõ îáëàñòåé
E>

± = {(q, p) ∈ E : h(q, p) > 0,±p > 0}, E<
± = {(q, p) ∈ E :

h(q, p) < 0,±q > 0}. Êàæäîé òî÷êå (q, p) ∈ E>
+ îäíîçíà÷íî ñîïî-

ñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî T (q, p), ðàâíîå âðåìåíè äâèæåíèÿ â ïîëå ñêîðî-
ñòåé a(q, p), (q, p) ∈ E ê òî÷êå (q, p) îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé
γ(q,p) = {(q′, p′) ∈ D>

+ : h(q′, p′) = h(q, p)} ñ îñüþ q = 0, ò.å. îò òî÷êè
(0,
√
2h(q, p)). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè T (q, p), (q, p) ∈

Ei, â îáëàñòÿõ E>
− , E

<
− , E

<
+ .

Êàæäàÿ èç ÷åòûðåõ îáëàñòåé E>
+ , E

>
− , E

<
+ , E

<
− îòîáðàæàåòñÿ íà

ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü G>
±, G

<
± èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ (c, s)

G>
± = {c = h(q, p), s = T (q, p), (q, p) ∈ E>

±};

G<
± = {c = −h(q, p), s = T (q, p), (q, p) ∈ E<

±},

äèôôåîìîðôèçìîì (q, p) → (c(q, p), s(q, p)), ñîõðàíÿþùèì ìåðó Ëå-
áåãà.

Ââåäåì îïåðàòîð çàìåíû S : L2(E) → L2(G), ïðè êàæäîì
j = 1, ..., 4 ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè u(q, p), (q, p) ∈ Ej , u ∈ L2(Ej)
ôóíêöèþ ψ(c, s), (c, s) ∈ Gj ñîãëàñíî ðàâåíñòâó u(q, p) = ψ(c(q, p),

s(q, p)), (q, p) ∈ Ej . Â ÷àñòíîñòè, h(q, p) = h̃(c(q, p), s(q, p)) åñëè
h̃(c, s) = c.

Ëåììà 1. Îïåðàòîð L̃0 : C1
0 (G) → L2(G) òàêîé, ÷òî

L̃0Su = SL0u ∀ u ∈ C1
0 (E), (4)
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äåéñòâóåò íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ ∈ C1
0 (G) ñîãëàñíî ðàâåí-

ñòâó

L̃0ψ =
∂

∂s
ψ = (J∇h̃,∇ψ).

Îïåðàòîð L̃0 ïëîòíî îïðåäåëåí, ñèììåòðè÷åí, à åãî ñîïðÿæåí-
íûé èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(L̃∗

0) = ⊕4
j=1W

0,1
2 (Gj), ãäå

W 0,1
2 (Gj) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ôóíêöèé ψj ∈

L2(Gj), îáëàäàþùèõ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé
∂
∂sψj ∈ L2(Gj). Ïðè ýòîì L̃∗

0ψ(c, s) = ∂
∂sψ(c, s)

∀ ψ ∈ D(L̃∗
0). Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ D(L̃∗

0) èìååò
ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ∂ψ = (⊕4

j=1∂ψ
+
j ) ⊕ (⊕4

j=1∂ψ
−
j ), ãäå ψj = ψ|Gj ,

∂ψ±
j = ψ|∂G±

j
. Ïðè ýòîì {∂ψ∓

j (c,±Tj(c)), c ∈ R+} ∈ L2(R+) ïðè
êàæäîì j = 1, ..., 4.

Òåîðåìà 1. Ñóæåíèå L̃J îïåðàòîðà L̃∗
0 íà ïîäïðîñòðàíñòâî

D(L̃J) ïðîñòðàíñòâà D(L̃∗
0) ÿâëÿåòñÿ êîñîýðìèòîâûì ðàñøèðåíè-

åì L̃0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

D(L̃J) = {ψ ∈ D(L̃∗
0) : ∂ψ+ = J∂ψ−}

ãäå J � óíèòàðíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ⊕4
j=1L2(R+).

Òåîðåìà 2. Äëÿ êîñîýðìèòîâà ðàñøèðåíèÿ L̃J îïåðàòîðà L̃0

íàéäåòñÿ ãðóïïà Φ̃(t), t ∈ R, ñîõðàíÿþùèõ ìåðó Ëåáåãà ïðåîáðà-
çîâàíèé ïðîñòðàíñòâå G, ïðîäîëæàþùàÿ ñäâèãè âäîëü âåêòîðíîãî
ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

h̃ ◦ Φ̃(t) = h̃ ∀ t ∈ R, (5)

etL̃J = UΦ̃(t), t ∈ R, (6)

åñëè è òîëüêî åñëè ãðóïïà etL̃J , t ∈ R, ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà L2(G) è îïåðàòîðû

ãðóïïû etL̃J êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì c óìíîæåíèÿ íà àðãó-
ìåíò c.
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(2025).

2. Àõèåçåð Í.È., Ãëàçìàí È.Ì. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â
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Î ÔÎÐÌÓËÀÕ ÄËß ÑÓÌÌ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊÐÀÒÍÛÕ
ÐßÄÎÂ ÝÉËÅÐÀ-ÇÀÃÅÐÀ

Ò.À. Ñàôîíîâà (Àðõàíãåëüñê, ÑÀÔÓ)
t.Safonova@narfu.ru

Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû

sinπz

πz
= 1− (πz)2

3!
+

(πz)4

5!
+ . . . =

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Ñëåäóÿ Ë.Ýéëåðó (1734 ã.), èç íèõ ëåãêî èçâëå÷ü òîæäåñòâî

∑
1⩽j1<j2<...<jk<+∞

k∏
l=1

1

j2l
=

π2k

(2k + 1)!
,

ÿâëÿþùååñÿ ïðè k = 1 ðåøåíèåì çíàìåíèòîé Áàçåëüñêîé çàäà÷è.
Öåëü íàñòîÿùåãî äîêëàäà - ñðåäñòâàìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà îòðåçêå îáîáùèòü
ýòî ðàâåíñòâî, ò.å. ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñóìì âèäà

U2nk = (−1)(n+1)k
∑

1⩽j1<j2<...<jk<+∞

k∏
l=1

1

(2jl)2n
,

V2nk = (−1)(n+1)k
∑

1⩽j1<j2<...<jk<+∞

k∏
l=1

1

(2jl − 1)2n

ïðè n ∈ N è k = 0, 1, . . . (U0 := 1, V0 := 1).
Ïóñòü n ⩾ 2 - ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìîùíîñòü ìíî-

æåñòâà âñåâîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n − 1} íà
ìíîæåñòâî {0, 1} ðàâíà 2n−1. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà çàíóìåðó-
åì ñèìâîëàìè ms è îïðåäåëèì ÷èñëà as(= as(n)), ïîëàãàÿ

as :=

n−1∑
j=1

(−1)ms(j)εj , s = 1, 2, . . . , 2n−1,

ãäå ε := eiπ/n, à i - ìíèìàÿ åäèíèöà (â ñëó÷àå n = 1 ìû ïîëàãàåì,
÷òî a1 = 0). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

© Ñàôîíîâà Ò.À., 2026
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Òåîðåìà 1. Ïðè n = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

U2nk =
−in+1π2nkB2nk+n

22nk+n−1(2nk + n)!
k = 0, 1, . . .

è

V2nk =
π2nkE2nk

22nk+n−1(2nk)!
, k = 1, 2, . . . ,

ãäå ÷èñëà B2nk+n è E2nk îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

B2nk+n :=

2n−1∑
s=1

(−1)ν(s) (1 + as)
2nk+n

, E2nk :=

2n−1∑
s=1

(1 + as)
2nk

,

à ÷èñëà ν(s) òàêîâû, ÷òî åñëè n = 1, òî ν(1) = 0, è åñëè n ⩾ 2,
òî ν(s) = 0, êîãäà êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ñî çíàêîì ïëþñ â ÷èñëå as
÷¼òíîå, è ν(s) = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñèìâîëîì ζ(N1, N2, . . . , Nk) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñóììó

ζ(N1, N2, . . . , Nk) :=
∑

1⩽i1<i2<...<ik<+∞

1

iN1
1 iN2

2 . . . iNk

k

,

ãäå N1, N2, . . . , Nk - íàòóðàëüíûå ÷èñëà è N1 > 1, è íàçûâàòü k-
êðàòíûìè çíà÷åíèÿìè äçåòà-ôóíêöèè Ýéëåðà-Çàãåðà. Åñëè N1 =
N2 = . . . = Nk = N , òî ýòó ñóììó îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ζ({N}k).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Ïðè n = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ζ({2n}k) =
(−1)(n+1)k+1in+1π2nk

2n−1(2nk + n)!

2n−1∑
s=1

(−1)ν(s)(1 + as)
2nk+n

è

∑
1⩽j1<j2<...<jk<+∞

k∏
l=1

1

(2jl − 1)2n
=

(−1)(n+1)kπ2nk

22nk+n−1(2nk)!

2n−1∑
s=1

(1 + as)
2nk.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîô. Ê.À. Ìèðçîåâó
çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

ÂËÈßÍÈÅ ÌÀÑØÒÀÁÈÐÎÂÀÍÈß È ÔÎÐÌÛ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÈÑÕÎÄÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ
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ÍÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÍÅ×ÅÒÊÎÉ ÊËÀÑÒÅÐÈÇÀÖÈÈ
È. À. Ñåäûõ, Ê. Í. Ìàêàðîâ (Ëèïåöê, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ËÃÒÓ)

sedykh-irina@yandex.ru, kirik0-1@yandex.ru

Êëàñòåðíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò îáúåäèíÿòü îáúåêòû â êëàñòåðû íà
îñíîâå ñõîæåñòè íåêîòîðûõ ïðèçíàêîâ, ñâîéñòâåííûõ êàæäîìó îáú-
åêòó êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà [1]. Îáúåäèíåíèå ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ
âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè. Íå÷åòêèå ìåòîäû
êëàñòåðèçàöèè ïîçâîëÿþò îäíîìó è òîìó æå îáúåêòó ïðèíàäëåæàòü
îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèì (èëè äàæå âñåì) êëàñòåðàì, íî ñ ðàçëè÷-
íîé ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè [2]. Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ äàííîãî
ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ åãî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ðàçëè÷-
íûì ïàðàìåòðàì òàêèì, êàê íà÷àëüíûå ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè,
íà÷àëüíûì öåíòðàì êëàñòåðîâ, êîëè÷åñòâó êëàñòåðîâ [3], ôîðìå äàí-
íûõ è ñïîñîáó ìàñøòàáèðîâàíèÿ äàííûõ.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ñïîñîáîâ ìàñ-
øòàáèðîâàíèÿ ïðè ðàçíûõ ôîðìàõ ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ
íà ðåçóëüòàòû íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè.

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ, òà-
êèõ êàê íîðìàëèçàöèÿ è ñòàíäàðòèçàöèÿ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò
ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ íîðìàëèçàöèè/ñòàíäàðòèçàöèè íà
ðåçóëüòàòû êëàñòåðèçàöèè, ÷àùå âñåãî ðàáîòû ñâÿçàííûå ñ ìåäèöè-
íîé, áèîëîãèåé [4-5] è ñ îïòèìàëüíûì óìåíüøåíèåì ðàçìåðíîñòè â
ìíîãîìåðíûõ äàííûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ [6-7].

Â íàøåì èññëåäîâàíèè ïîäíèìàåòñÿ âîïðîñ: ¾Êàê íåêîòîðûå ìå-
òîäû ìàñøòàáèðîâàíèÿ âëèÿþò íà ðåçóëüòàòû íå÷åòêîé êëàñòåðè-
çàöèè ðàçëè÷íûõ ôîðì ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ?¿. Äëÿ ýòîãî áûëè
ñãåíåðèðîâàíû òðè ðàçëè÷íûå âûáîðêè èç 15 000 òî÷åê, îáðàçóþ-
ùèå:

1. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ýëëèïñîèäû.

2. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëëèïñîèäû.

3. ¾Áóòîí öâåòêà¿: X,Y � çàäàâàëèñü ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë, çàäàííûõ ïî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â äèàïàçîíå (-
10;10),

Z =
√
(X2 + Y 2) + 3 · cos

(√
(X2 + Y 2)

)
+ 5.
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Â èññëåäîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ òðè ìåòîäà íå÷åòêîé êëàñòåðèçà-
öèè: íå÷åòêèõ C-ñðåäíèõ (FCM), íå÷åòêèõ c-ýëëèïñîèäîâ (FCE) è
Ãóñòàâñîíà-Êåññåëÿ (GK) [8], íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíåé ïðè-
íàäëåæíîñòè çàäàåòñÿ ñëó÷àéíî è íå ìåíÿåòñÿ, à äàííûå ðàçáèâàþò-
ñÿ íà 2�5 êëàñòåðîâ.

Äàëåå äëÿ ñðàâíåíèÿ âëèÿíèÿ ñïîñîáà ìàñøòàáèðîâàíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè íà èñõîäíûé äàí-
íûõ è ìàñøòàáèðîâàííûõ. Èñïîëüçîâàëîñü ÷åòûðå ìåòîäà ìàñøòà-
áèðîâàíèÿ: àáñîëþòíîå ìàêñèìàëüíîå ìàñøòàáèðîâàíèå (Absolute
Maximum Scaling, AMS), Min-Max íîðìàëèçàöèÿ (Min-Max Scaling,
MMS), íîðìàëèçàöèÿ ïî ñóììå (sum normalization, SN) è Z-
Ñòàíäàðòèçàöèÿ (Z-Scores).

Íèæå îïèñàíû ðåçóëüòàòû íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè äëÿ êàæäîé
ôèãóðû.

1. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ýëëèïñîèäû.
Ìàñøòàáèðîâàíèå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ýëëèï-

ñîèäîâ ñèëüíî ïîâëèÿëî íà ðåçóëüòàòû íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè ìå-
òîäàìè FCM è FCE: äàííûå ðàçáèâàþòñÿ íà êëàñòåðû ïëîñêîñòÿìè.
GK, íàîáîðîò, íå òàê ñèëüíî ïîäâåðæåí âëèÿíèþ ìàñøòàáèðîâàíèÿ:
êëàñòåðû ïî÷òè ñîîòâåòñòâóþò èñõîäíûì ýëëèïñîèäàì. Îäíàêî ïðè
íîðìàëèçàöèè ìåòîäîì SN ìåòîä GK äàåò ïî÷òè òàêîé æå ðåçóëü-
òàò, êàê è ïðè êëàñòåðèçàöèè ìåòîäîì FCM íà ìàñøòàáèðîâàííûõ
äàííûõ ìåòîäàìè SN è Z-Scores.

2. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëëèïñîèäû.
Ìàñøòàáèðîâàíèå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ýë-

ëèïñîèäîâ ñèëüíî âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè ïðè
ðàçáèåíèè âñåìè èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ. Íå÷åòêàÿ êëàñòåðèçà-
öèÿ ìåòîäîì FCM ÷àùå âñåãî ðàçáèâàåò èñõîäíûå äàííûå íà êëàñòå-
ðû ïëîñêîñòÿìè èëè êóñî÷íî-ñôåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Äàííûå
òàêæå äåëÿòñÿ ïëîñêîñòÿìè è ïðè êëàñòåðèçàöèè ìåòîäîì FCE, íî â
äàííîì ñëó÷àå ÷àùå âñåãî õîðîøî âûäåëåíû îäèí-äâà êðóïíûõ êëà-
ñòåðà, îñòàëüíûå êëàñòåðû ñîñòîÿò èç íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê.
Åñëè æå èñïîëüçîâàòü ìåòîä GK, òî ðåçóëüòàòû êëàñòåðèçàöèè íà èñ-
õîäíûõ äàííûõ è ñ íîðìàëèçàöèåé ìåòîäàìè AMS, MMS è Z-Scores
ïî÷òè îäèíàêîâû, íî ïðè ýòîì òðè ýëëèïñîèäà õîðîøî âûäåëåíû
òîëüêî ïðè ðàçáèåíèè íà 4 êëàñòåðà. Îäíàêî ïðè êëàñòåðèçàöèè íà
íîðìàëèçîâàííûõ/ñòàíäàðòèçîâàííûõ äàííûõ ìåòîäîì SN ðåçóëü-
òàò íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè GK ïîõîæ íà ðåçóëüòàò êëàñòåðèçàöèè
ìåòîäîì FCM äëÿ íîðìèðîâàííûõ äàííûõ.

3. ¾Áóòîí öâåòêà¿.
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Ðåçóëüòàòû íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè ëþáûì èç ìåòîäîâ íà ìàñ-
øòàáèðîâàííûõ äàííûõ ìåòîäàìè AMS, MMS è Z-Scores íå ñèëüíî
îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè áåç ìàñøòàáèðî-
âàíèÿ. Â îòëè÷èå îò íèõ, ìàñøòàáèðîâàíèå ìåòîäîì SN çíà÷èòåëüíî
ïîâëèÿëî íà ðåçóëüòàò íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè âñåìè ðàññìîòðåí-
íûìè ìåòîäàìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà FCM íå÷åòêàÿ êëàñòå-
ðèçàöèÿ äåëèò ìàñøòàáèðîâàííûå äàííûå ìåòîäîì SN âåðòèêàëü-
íûìè ïëîñêîñòÿìè, ïðè èñïîëüçîâàíèè FCE äàííûå äåëÿòñÿ âûïóê-
ëûìè/âîãíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè. À ïðè èñïîëüçîâàíèè GK îòíîñè-
òåëüíî õîðîøî âûäåëÿþòñÿ òîëüêî òðè êëàñòåðà.

Çàêëþ÷åíèå.
Â èññëåäîâàíèè áûëî ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ìàñøòàáèðîâàíèÿ

è ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ íà ðåçóëüòàòû íå÷åò-
êîé êëàñòåðèçàöèè. Ïðîâåä¼ííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä
íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè FCM ìåíåå ïîäâåðæåí, FCE â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ñèëüíî ïîäâåðæåí, à GK ñèëüíåå âñåãî ïîäâåðæåí âëèÿíèþ
ìàñøòàáèðîâàíèÿ äàííûõ. Òàêæå ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî òîëüêî GK
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïî÷òè ïîëíîñòüþ îïðåäåëèë ýëëèïñîè-
äû.
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ÎÒ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ

ÍÅËÈÍÅÀÐÈÇÈÐÓÅÌÛÕ ÇÀÄÀ× ÍÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ
ÇÍÀ×ÅÍÈß Ñ ÈÍÄÅÔÈÍÈÒÍÎÉ ÂÅÑÎÂÎÉ

ÔÓÍÊÖÈÅÉ
Ð.Á. Ñåéèäçàäå (Áàêó, ÁÃÓ)
rakhshandaseyidzade@gmail.com

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó

ℓu ≡ (pu′′)′′ − (qu′)′ = λru+ h(x, u, u′, u′′, u′′′, λ), x ∈ (0, l), (1)

u′(0) cosα− (pu)′′(0) sinα = 0, u(0) cosβ + Tu(0) sinβ = 0, (2)

u′(l) cos γ + (pu)′′(l) sin γ = 0, u(l) cos δ − Tu(l) sin δ = 0, (3)

ãäå λ ∈ R− âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, Tu ≡ (pu′′)′ − qu′, p ∈ C2[0, l],
p > 0, q ∈ C1[0, l], q ⩾ 0, r ∈ C[0, l] è ñóùåñòâóþò x′, x′′ ∈ [0, l] òàêèå,
÷òî r(x′)r(x′′) < 0 è α, β, γ, δ ∈ [0, π2 ]. Ôóíêöèÿ h èìååò ôîðìó h =
f + g, ãäå f, g ∈ C([0, l]×R5) è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
äëÿ ëþáûõ (x, u, s, v, w, λ) ∈ [0, l]× R5 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

uf(x, u, s, v, w, λ) ⩽ 0, ug(x, u, s, v, w, λ) ⩽ 0;
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ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî∣∣∣∣f(x, u, s, v, w, λ)u

∣∣∣∣ ⩽M, x ∈ [0, l], (u, s, v, w) ∈ R4, u ̸= 0, λ ∈ R;

g(x, u, s, v, w, λ) = o(|u|+ |s|+ |v|+ |w|) ïðè |u|+ |s|+ |v|+ |w| → ∞ ðàâ-
íîìåðíî ïî (x, λ) ∈ [0, l]×Λ äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà
Λ ⊂ R.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ çàäà÷ó{
(ℓy)(x) = λr(x)y(x), x ∈ [0, l],
y ∈ BC,

(4)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (1) ïðè h ≡ 0, ãäå ÷åðåç BC îáîçíà÷åíî ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è (3).
Â ñèëó [1, Òåîðåìà 1] ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4) ÿâëÿþòñÿ
âåùåñòâåííûìè, ïðîñòûìè è îáðàçóþò äâå íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

0 < λ+1 < λ+2 < . . . λ+k < . . . è 0 > λ−1 > λ−2 > . . . λ−k > . . . .
Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè y+k è y−k èìåþò â òî÷íîñòè k−1 ïðîñòûõ íóëåé â èíòåðâàëå
(0, l) è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

l∫
0

r(x)(y+k (x))
2dx > 0,

l∫
0

r(x)(y−k (x))
2dx < 0. (5)

Ïóñòü E = C3[0, l]∩BC − Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||y||3 =
||y||∞+ ||y′||∞+ ||y′′||∞+ ||y′′′||∞, ãäå ||y||∞ = max

x∈[ 0,1]
|y(x)|. Ñëåäóÿ [2]

÷åðåç Sν
k,σ, k ∈ N, σ, ν ∈ {+,−}, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç

E îáëàäàþùèõ îñöèëëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
çàäà÷è (4) è óäîâëåòâîðÿþùèõ èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (5).

Ïóñòü I−k = [λ−k + 5M
4r0

, λ−k ], I
+
k = [λ+k , λ

+
k + 5M

4r1
], r0 = min

x∈[ 0,l]
r(x),

r1 = max
x∈[ 0,l]

r(x).

Òåîðåìà 1 Äëÿ êàæäîãî k ∈ N, êàæäîãî σ è êàæäîãî ν ñóùåñòâó-
åò êîìïîíåíòà Cν

k,σ ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(5), êîòîðàÿ îò-
âåòâëÿåòñÿ îò îòðåçêà Iσk ×{∞} è îêðåñòíîñòü Qk,σ îòðåçêà Iσk ×{∞}
òàêèå, ÷òî (à) Cν

k,σ ⊂ Rσ ×E; (á) Cν
k,σ ∩Qk,σ ⊂ Rσ ×Sν

k,σ; (á) ëèáî ñó-
ùåñòâóåò (k′, ν′) ̸= (k, ν) òàêîå, ÷òî Cν

k,σ ïåðåñåêàåò îòðåçêà I
σ
k′ ×{∞}

ïî ìíîæåñòâó Rσ × Sν′

k′,σ, ëèáî C
ν
k,σ ñîäåðæèò (λ, 0) äëÿ íåêîòîðîãî
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λ ∈ Rσ, ëèáî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Cν
k,σ íà Rσ × {0}

íåîãðàíè÷åíà.
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ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ1

È.Í. Ñåðãååâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà)
igniserg@gmail.com

Äëÿ ôàçîâîé îáëàñòè G ⊂ R2, ëó÷à R+ ≡ [0,+∞) è ôóíêöèè
f, f ′x ∈ C(R+ ×G) ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = f(t, x), f(t, 0) ≡ 0, t ∈ R+, 0, x ∈ G. (1)

×åðåç Sδ,Bδ ⊂ R2 îáîçíà÷èì ñôåðó è ïðîêîëîòûé øàð ñ öåíòðîì â
òî÷êå 0 è ðàäèóñîì δ > 0, à ÷åðåç x(·, x0) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(0, x0) = x0 ∈ G.

Îïðåäåëèâ ðàçëè÷íûå êðàéíèå ïîêàçàòåëè âðàùàåìîñòè äâóìåð-
íîé ñèñòåìû (1), êîòîðûå, êàê îêàçûâàåòñÿ, çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ ïî
ñâîèì ñâîéñòâàì îò àíàëîãè÷íûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è áëóæ-
äàåìîñòè [1], èçó÷èì ñâÿçü ìåæäó ïîëíûìè è ðàäèàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè âðàùàåìîñòè (íåâðàùàåìîñòè) ýòîé ñèñòåìû (1) [2].

Îïðåäåëåíèå 1. Ââåäåì ñòàðøèé è ñîîòâåòñòâåííî ìëàäøèé
(ïîëíûå) ïîêàçàòåëè âðàùàåìîñòè ñèñòåìû (1): íèæíèå

θ̌+(f) ≡ lim
t→+∞

lim
x0→0

1

t
Θ(t, x(·,x0)), θ̌−(f) ≡ lim

t→+∞
lim
x0→0

1

t
Θ(t, x(·,x0))

è âåðõíèå

θ̂+(f) ≡ lim
t→+∞

lim
x0→0

1

t
Θ(t, x(·,x0)), θ̂−(f) ≡ lim

t→+∞
lim
x0→0

1

t
Θ(t, x(·,x0)),

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò � 075-03-2026-395).
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ãäå ïðè t > 0 è v ∈ C1([0, t],R2) ôóíêöèîíàë âðàùàåìîñòè Θ(t, v) �
ýòî ìîäóëü íåïðåðûâíîãî îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæäó v(t) è v(0)
ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì (ïðè τ = 0) çíà÷åíèåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ âåêòîðà u ∈ S1 è íåêîòîðîé êðèâîé qu,
çàäàííîé ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì 0 < c 7→ x0(c) ∈ Sc ñ ïðîèçâîäíîé
x′0(+0) = u íà ïðåäåëüíîì êîíöå, çàäàäèì ñîîòâåòñòâåííî ñòàðøèå
è ìëàäøèå íèæíèå è âåðõíèå u-ðàäèàëüíûå ïîêàçàòåëè âðàùàåìî-
ñòè ñèñòåìû (1) ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 1, çàìåíèâ âñþäó â åãî
ôîðìóëàõ ïðåäåëû ïðè x0 → 0 ïðåäåëàìè ïðè qu ∋ x0 → 0.

Òåîðåìà 1. Ñòàðøèé è ìëàäøèé íèæíèé è âåðõíèé ïîêàçà-
òåëè âðàùàåìîñòè ëþáîé ñèñòåìû (1) ñîâïàäàþò äëÿ êàæäîãî íà-
ïðàâëåíèÿ u ∈ S1 ñ îäíîèìåííûìè u-ðàäèàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè

θ̌+(f) = θ̌+u (f), θ̌−(f) = θ̌−u (f), θ̂+(f) = θ̂+u (f), θ̂−(f) = θ̂−u (f).

Îïðåäåëåíèå 3. Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò íèæíåé èëè
âåðõíåé ïîëíîé (ñîîòâåòñòâåííî u-ðàäèàëüíîé âäîëü íåêîòîðîé êðè-
âîé qu â íàïðàâëåíèè âåêòîðà u ∈ S1): âðàùàåìîñòüþ, åñëè âûïîë-
íåíû ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ

θ̌−(f) > 0 (θ̌−u (f) > 0), θ̂−(f) > 0 (θ̂−u (f) > 0),

íåâðàùàåìîñòüþ, åñëè âûïîëíåíû ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ

θ̌+(f) = 0 (θ̌+u (f) = 0), θ̂+(f) = 0 (θ̂+u (f) = 0).

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ïîëíîé (ñîîòâåòñòâåííî u-
ðàäèàëüíîé âäîëü êðèâîé qu ïðè u ∈ S1) íèæíåé âðàùàåìîñòüþ èëè
âåðõíåé íåâðàùàåìîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòî-
ðîãî α > 0 èëè ëþáîãî ε > 0 ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì t > 0
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 ïðè âñåõ x0 ∈ Bδ (ñîîòâåòñòâåííî
x0 ∈ Bδ ∩ qn) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

1

t
Θ(t, x(·, x0)) > α èëè

1

t
Θ(t, x(·, x0)) < ε,

à âåðõíåé âðàùàåìîñòüþ èëè íèæíåé íåâðàùàåìîñòüþ � òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíî óæå íå ïðè
êàæäîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì t > 0, à õîòÿ áû ïðè îäíîì t > T ,
ïðåâûøàþùåì ïðîèçâîëüíîå íàïåðåä çàäàííîå T > 0.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà (1) äëÿ êàêîãî-ëèáî u ∈ S1 îáëàäàåò íåêî-
òîðûì u-ðàäèàëüíûì ñâîéñòâîì (íèæíåé èëè âåðõíåé âðàùàåìî-
ñòüþ èëè íåâðàùàåìîñòüþ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáëà-
äàåò îäíîèìåííûì ïîëíûì ñâîéñòâîì.
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 íå ïåðåíîñèòñÿ íà êîëåáëåìîñòü (íåêî-
ëåáëåìîñòü) è áëóæäàåìîñòü (íåáëóæäàåìîñòü) ñèñòåìû (1).
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÎ-ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÎËÜÒÅÐÐÀ Ñ ÐÀÇÐÛÂÍÛÌÈ

ßÄÐÀÌÈ1

Ä.Í. Ñèäîðîâ, Â.Ô. ×èñòÿêîâ, Å.Â. ×èñòÿêîâà
(Èðêóòñê, ÈÐÍÈÒÓ, ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ)

elena.chistyakova@icc.ru

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé îáùåãî âèäà

A(t)x(t) +

t∫
α

K(t, s)x(s)ds = φ(t), t ∈ T = (α, β] ⊂ R1, (1)

ãäå A(t) èK(t, s) � (ν×n)-ìàòðèöû, x(t) � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,
φ(t) � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,

K(t, s) =


K1(t, s), t, s ∈ µ1

...

Km(t, s), t, s ∈ µm

,

µi = {t, s | ai−1(t) < s < ai(t)}, a0(t) = α, am(t) = t, i = 1,m,
ai(t), φ(t) ∈ C1(T ), Ki(t, s) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî t
äëÿ t, s ∈ µi,

ai(α) = α, 0 < a1(t) < a2(t) < . . . < am−1(t) < t,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçî-
âàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò � FZZS-2024-0003).
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a1(t), . . . , am−1(t) âîçðàñòàþò â ìàëîé îêðåñòíîñòè α ⩽ t ⩽ α + τ.
Òàêèì îáðàçîì, íà êðèâûõ ai(t) (ýíäîãåííûõ êðèâûõ çàïàçäûâàíèÿ)
ÿäðî K(t, s) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà. Ôóíêöèè Ki(t, s) íà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ai(t) ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû ïî íåïðåðûâíîñòè.

Ìîæíî çàïèñàòü

t∫
α

K(t, s)x(s)ds =

a1(t)∫
α

K1(t, s)x(s)ds+

a2(t)∫
a1(t)

K2(t, s)x(s)ds+ · · ·+

+

t∫
am−1(t)

Km(t, s)x(s)ds.

Ñèñòåìû (1) èçó÷àþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé

rank A(t) < min{ν, n} ∀t ∈ T, (2)

rank A(t) = min{ν, n} ∀t ∈ T. (3)

Ñèñòåìû (1) íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè, åñëè ν = n, ïåðåîïðåäåëåí-
íûìè, åñëè ν > n, è íåäîîïðåäåëåííûìè, åñëè ν < n. Äëÿ çàìêíóòîé
ñèñòåìû óñëîâèå (2) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

detA(t) = 0 ∀t ∈ T, (4)

à óñëîâèå (3) � íåðàâåíñòâó

detA(t) ̸= 0 ∀t ∈ T. (5)

Ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2), íàçûâàþò èíòåãðî- àë-
ãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (ÈÀÓ), à ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþùèå
âòîðîìó óñëîâèþ (3) ðåãóëÿðíûìè ñèñòåìàìè èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Äàííûå óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé â ôèçèêå, ýêîíîìèêå è ýêîëîãèè [1].

Äîñòàòî÷íî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðàçðûâíûõ ÿäåð
ðåøåíèÿ ÈÀÓ ìîãóò çàâèñåòü îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Â äî-
êëàäå íàìå÷åí ïîäõîä ê àíàëèçó ÈÀÓ ñ ðàçðûâíûìè ÿäðàìè è îá-
ñóæäàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÔÈÇÈÊÎ-ÈÍÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ ÄËß ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

ÒÅÏËÎÂÛÕ ÏÎËÅÉ
Â.Þ. Ñìèðíîâ, À.Þ. Àðò¼ìîâ (Ìîñêâà, ÌÀÈ)

artemov-04@inbox.ru

Ïðîåêòèðîâàíèå ñîâðåìåííûõ óçëîâ ìèêðîýëåêòðîíèêè òðåáó-
åò îïåðàòèâíîãî àíàëèçà òåïëîâûõ ðåæèìîâ ðàáîòû êîìïîíåíòîâ.
Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)
èëè ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ), îáëàäàþò âûñîêîé âû÷èñëè-
òåëüíîé ñëîæíîñòüþ ïðè ïîñòðîåíèè àäàïòèâíûõ ñåòîê. Â ñâÿçè ñ
ýòèì àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ¾öèôðîâûõ äâîéíè-
êîâ¿ íà áàçå íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå îãðà-
íè÷åíèÿ ñèñòåìû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëà
íà ïîâåðõíîñòè ïå÷àòíîé ïëàòû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à àïïðîê-
ñèìàöèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ (PDE). Â óïðîùåííîì âèäå óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
[1]:

∂T

∂t
= α

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+ f(x, y, t), (1)

ãäå:
T (x, y, t) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû;
α � îáîáùåííûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè (òåïëîïðîâîäíîñòè);
f(x, y, t) � ôóíêöèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, îïèñûâàþùàÿ ëîêà-

ëèçîâàííûé íàãðåâ îò ýëåêòðîííûõ êîìïîíåíòîâ.
Îáîçíà÷èì àïïðîêñèìàöèþ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ T (x, t) êàê

T̂ (x, t; θ). Îáó÷åíèå ñåòè çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî
ôóíêöèîíàëà îøèáêè Ltotal, âêëþ÷àþùåãî íåâÿçêó óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè [2],

LPDE =
1

Nf

Nf∑
i=1

∣∣∣∣∣∂T̂ (xi, ti)

∂t
− α∇2T̂ (xi, ti)− f(xi, ti)

∣∣∣∣∣
2

(2)

ãäå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìîâ àâòîìàòè÷å-
ñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îáùàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ïðèíèìàåò âèä:

Ltotal = ω1LPDE + ω2Ldata + ω3LBC,IC (3)

© Ñìèðíîâ Â.Þ., Àðò¼ìîâ À.Þ., 2026
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ãäå Ldata � îøèáêà íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, à LBC,IC � íåâÿç-
êà ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ àäåêâàòíîñòè ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè PINN
áûë ñïðîåêòèðîâàí è èçãîòîâëåí àïïàðàòíî-ïðîãðàììíûé èçìåðè-
òåëüíûé êîìïëåêñ. Öåëüþ ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âðåìåí-
íîãî ðÿäà òåìïåðàòóð â êîíòðîëüíîé òî÷êå äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è è âàëèäàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Êîíñòðóêöèÿ ñòåíäà âêëþ-
÷àåò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû: Ïå÷àòíàÿ ïëàòà íà áàçå êîíòðîëëåðà
TP4056, òåðìîïàðà Ê-òèïà ñ èíòåðôåéñîì íà áàçå ÀÖÏ MAX6675,
ìèêðîêîíòðîëëåð Arduino Nano, ñòåíä èç ôàíåðû.

Ýêñïåðèìåíò ðàçäåëåí íà òðè ýòàïà, êàæäûé èç êîòîðûõ èíòå-
ãðèðóåòñÿ â âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó:

1. Ñáîð äàííûõ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà: Çàïèñü êðèâîé íàãðåâà
Texp(t) îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äî óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðå-
æèìà. Ïîëó÷åííûå äàííûå â êîîðäèíàòàõ óñòàíîâêè äàò÷èêà xs èñ-
ïîëüçóþòñÿ â ôóíêöèè ïîòåðü íåéðîñåòè:

Ldata =
1

N

N∑
i=1

|T̂ (xs, ti)− Texp(ti)|2. (4)

Çäåñü:
N � êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ äàò÷èêà;
xs � ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû òî÷êè óñòàíîâêè äàò÷èêà íà

ïëàòå;
Texp(ti) � ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû, çàôèêñèðî-

âàííîå äàò÷èêîì â ìîìåíò âðåìåíè ti.
2. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è: Ïàðàìåòð òåïëîïðîâîäíîñòè α â

óðàâíåíèè íåâÿçêè íå çàäàåòñÿ àïðèîðíî, à îáúÿâëÿåòñÿ îáó÷àåìûì
ïàðàìåòðîì ñåòè. Â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè Ltotal íåéðîñåòü èäåí-
òèôèöèðóåò çíà÷åíèå α, ïðè êîòîðîì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàè-
áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè. Èñïîëüçî-
âàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ êàê ÷àñòè ïðîöåññà îïòèìèçàöèè
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðàçðàáàòûâàåìóþ ìîäåëü êàê ôèçè÷å-
ñêèé öèôðîâîé äâîéíèê ðåàëüíîãî óñòðîéñòâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðåàëèçàöèè ãèáðèäíîãî
ïîäõîäà, îáúåäèíÿþùåãî âû÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü ñ äàííûìè íàòóð-
íîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ðàçðàáîòàí èçìåðèòåëüíûé ñòåíä íà áàçå ìèêðîêîíòðîëëåðà
Arduino Nano è òåðìîïàðû Ê-òèïà (ÀÖÏ MAX6675), îáåñïå÷èâàþ-
ùèé äèñêðåòèçàöèþ òåìïåðàòóðíîãî ïðîôèëÿ ÷èïà â ðåàëüíîì âðå-
ìåíè. Ïðèìåíåíèå PINN-àðõèòåêòóðû ïîçâîëèëî óñïåøíî ðåøèòü
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îáðàòíóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè � èäåíòèôèêàöèþ êîýô-
ôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ïå÷àòíîé ïëàòû (α) ïóòåì
ìèíèìèçàöèè Ldata. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîäòâåðæäåíà
ñîïîñòàâëåíèåì ñ êëàññè÷åñêîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé (ÌÊÐ).
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîêàçûâàþò, ÷òî áåññåòî÷íûé ìåòîä PINN ÿâëÿ-
åòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ñîçäàíèÿ ñàìîêàëèáðóþùèõñÿ
ñèñòåì òåïëîâîãî ìîíèòîðèíãà. Èíòåãðàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ïîçâîëÿåò
çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðè îãðàíè÷åííîì
îáúåìå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ëèòåðàòóðà
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partial di�erential equations / M. Raissi, P. Perdikaris, G.E.
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Î ÏÎËÈÍÎÌÀÕ ÒÈÏÀ ÝÐÌÈÒÀ-ÔÅÉÅÐÀ
Â ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÌ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÈ

Þ.Ñ.Ñîëèåâ (Ìîñêâà, ÌÀÄÈ,ÌÒÓÑÈ)
su1951@mail.ru

Ðàññìîòðèì ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè
ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë

If = I(f ;x) =

1∫
−1

p(t)
f(t)

t− x
dt, −1 < x < 1, (1)

ãäå p(x) = (1 − x)α(1 + x)β , α > −1, β > −1, à f(x) � çàäàííàÿ
ïëîòíîñòü èíòåãðàëà.

×åðåç Hn,mf = Hn,m(f ;x) îáîçíà÷èì ïîëèíîì òèïà Ýðìèòà-
Ôåéåðà [1] ñòåïåíè mn− 1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì Hn,m(f ;xk)

= f(xk), H
(j)
n,m(f ;xk) = 0, k = 1, n, j = 1,m− 1.

Àïïðîêñèìèðóÿ ïëîòíîñòü èíòåãðàëà (1) ïîëèíîìîì Hn,mf , ïî-
ëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

If = I(Hn,mf ;x) +Rn,mf, (2)
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ãäå Rn,mf = Rn,m(f ;x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí.
Â ðàáîòàõ [1],[2] ðàññìîòðåíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû âèäà (2)

ïðè m=2 è m=4 ñ óçëàìè ×åáûøåâà è ßêîáè.
Ñëåäóÿ [3], ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà m = 3, α = β = − 1

2 , à xk =

cos 2k−1
2n π (k = 1, n)�íóëè ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà Tn(x) =

cos(narccosx). Òîãäà ôîðìóëà (2) ïðèíèìàåò âèä

If = I(Hn,3f ;x) +Rn,3f =

n∑
k=1

Ak(x)f(xk) +Rn,3f, (3)

Ak(x) = Bk(x) + Ck(x) +Dk(x),

Bk(x) =
(−1)k+1π(1− xxk)

√
(1− x2k)

4n3
(
1− xxk
(x− xk)3

Kn(x, xk)−

−2xk(1− xxk)(−1)k+1

(x− xk)2(1− x2k)
3
2

+
2(−1)k+1((3n2 − 2)x2k − 3n2 − 1)

(x− xk)(1− x2k)
3
2

),

Ck(x) =
(−1)kπxk

√
(1− x2k)

8n3
(
Kn(x, xk)

(x− xk)2
− 2xk(−1)k+1

(x− xk)(1− x2k)
3
2

),

Dk(x) =
(−1)k+1π(n2 − 1)

√
(1− x2k)

8n3(x− xk)
Kn(x, xk),

Kn(x, xk) = U3n−1 + 3Un−1 − 2(−1)k+1√
(1−x2

k)
, Un(x) =

sin(n+1)arccosx√
(1−x2)

-

ïîëèíîì ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà.
×åðåç Hµ(M ; [−1; 1]) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f(x), îïðåäåëåí-

íûõ íà [−1, 1] è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà:

|f(x1)− f(x2)| ⩽M |x1 − x2|µ, x1, x2 ∈ [−1, 1], 0 < µ ⩽ 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) ∈ Hµ(M ; [−1, 1]), 0 < µ ⩽ 1. Òîãäà äëÿ
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Rn,3f∥C = O
(
n−µ ln2 n

)
.

Ïóñòü m = 4, α = β = 0,a xk(−1 = xn < xn−1 < ... < x2 < x1 = 1)
� íóëè ïîëèíîìà (1 − x2)Pn−2(x), ãäå Pn(x) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà
ñòåïåíè n. Ñëåäóÿ ðàáîòå [4], ðàññìîòðèì ïîëèíîìHn,4f = Hn,4(f ;x)
,ñòåïåíè 4n− 7, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì Hn,4(f ;xk) = f(xk),
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H
(j)
n,4(f ;xk) = 0, k = 1, n, j = 1, 3, Hn,4(f ;−1) = f(−1), Hn,4(f ; 1) =

f(1). Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) ïðèìåò âèä

If = I(Hn,4f ;x) +Rn,4f =

n∑
k=1

Fk(x)f(xk) +Rn,4f. (4)

Êîýôôèöèåíòû Fk(x) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4) âû÷èñëÿþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
(3). Ïðèâåäåì îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x) ∈ Hµ(M ; [−1, 1]), 0 < µ ⩽ 1. Òîãäà äëÿ
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Rn,4f∥C = O
(
n−1 ln1+[µ] n

)
([µ]- öåëàÿ ÷àñòü öåëàÿ ÷àñòü µ).
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Î ÑÈÑÒÅÌÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ
Ñ ÊÀÓÇÀËÜÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ1

Ì.Ñ. Ñîðîêà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
marya.afanasowa@yandex.ru

Ïóñòü E1, . . . , En � ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, E =
E1 × · · · × En. Ñèìâîëîì C îáîçíà÷èì C ([0, T ];E1) × C ([0, T ];E2) ×
· · · × C ([0, T ];En) .

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîí-
äà (ïðîåêò � 23-71-10026).
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñëå-
äóþùåãî âèäà

x1(t) ∈ G1(t)x
0
1 + S1 ◦ Q1(x1, x2, · · · , xn)(t), t ∈ [0, T ];

x2(t) ∈ G2(t)x
0
2 + S2 ◦ Q2(x1, x2, · · · , xn)(t), t ∈ [0, T ];

...
xn(t) ∈ Gn(t)x

0
n + Sn ◦ Qn(x1, x2, · · · , xn)(t), t ∈ [0, T ];

ãäå Qi : C → Cv(Lpi([0, T ];Ei)) � ìíîãîçíà÷íûå êàóçàëüíûå îïåðà-
òîðû ñ çàìêíóòûìè âûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè, Si : Lpi([0, T ];Ei) →
C([0, T ];Ei) � ëèíåéíûå êàóçàëüíûìè îïåðàòîðû, xi ∈ C([0, T ];Ei),
îïåðàòîð-ôóíêöèè Gi(·) çàäàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

Gi(t) =

∫ ∞

0

ξqi(θ)Ui(t
qiθ)dθ,

â êîòîðîì ξqi(·) îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå ξqi(θ) =
1
qi
θ
−1− 1

qi Ψqi(θ
−1/qi),

Ψqi(θ) = 1
π

∑∞
n=1(−1)n−1θ−qin−1 Γ(nqi+1)

n! sin(nπqi), θ ∈ R+, à Ui(·) �
C0-ïîëóãðóïïû, i = 1, · · · , n.

Ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x1(0) = x01 ∈ E1, x2(0) = x02 ∈ E2, . . . , xn(0) = x0n ∈ En.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ òðàåêòîðèé äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèîíàëüíû-
ìè âêëþ÷åíèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðèè òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñòåïåíè äëÿ óïëîòíÿþùèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Â êà-
÷åñòâå ïðèëîæåíèé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíû îáîáùåííûå òåî-
ðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ñèñòåì äâóõ âàæíûõ êëàññîâ: ïîëóëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîëóëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà èç èíòåðâàëà
(0, 1).
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅÆÈÌÎÂ
ÎÄÍÎÉ ÐÅËÅÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ
À.Â. Ñòåïàíîâ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÂÍÈÈÌ èì. Ä.È. Ìåíäåëååâà)

stepanov17@yandex.ru

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì â
ëèíåéíîì îáúåêòå è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûì óïðàâëåíèåì (ðåëå ñ
ãèñòåðåçèñîì):

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− τ) + c u(t), u(t) = f(σ(t)), σ(t) = γ′x(t), (1)

ãäå x(t) ∈ Rn, A, B � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, c, γ ∈ Rn,
τ > 0 � ïîñòîÿííîå çàïàçäûâàíèå. Ãèñòåðåçèñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
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f(σ) èìååò âèä

f(σ) =

{
m1, σ ⩽ l2,

m2, σ ⩾ l1,
l1 < l2, m1 < m2,

ïðè ýòîì f(σ(t)) = f(σ(t− 0)).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè B = 0 ñèñòåìà èìååò T0-ïåðèîäè÷åñêèé

ðåæèì x0(t) ñ âðåìåíàìè ïåðåõîäà t01, t
0
2 (T0 = t01 + t02) è òî÷êàìè

ïåðåêëþ÷åíèÿ

x01 = x0(0), x02 = x0(t
0
1), γ′x01 = l1, γ′x02 = l2.

Ïóñòü
γ′(Ax0i + cmi) ̸= 0, i = 1, 2; τ < min(t01, t

0
2).

Äëÿ íåâîçìóù¼ííîãî ðåæèìà ïðè B = 0 èçâåñòåí êðèòåðèé îðáè-
òàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè [1]: ρ(M0) < 1, ãäå

M0 =

(
I − (Ax02 + cm2)γ

′

γ′(Ax02 + cm2)

)
eAt01

(
I − (Ax01 + cm1)γ

′

γ′(Ax01 + cm1)

)
eAt02 .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè B = 0 âûïîëíåíû óêàçàííûå âûøå óñëî-
âèÿ è ρ(M0) < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
ìàòðèö B ñ ∥B∥ < ε0 ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííûé (ëî-
êàëüíî) T -ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, áëèçêèé ê x0(t). Ýòîò ðåæèì
îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ, à åãî ïàðàìåòðû t1, t2,
x1, x2 íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò B. Ïðè ∥B∥ → 0 èìååì: T → T0,
x(t) → x0(t) ðàâíîìåðíî íà [0, T0].

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ èìåííî óñëîâèèå
ρ(M0) < 1 (à íå, íàïðèìåð, ãóðâèöåâîñòü ìàòðèöû A).
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Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ∈ Rn, n = 2, 3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîé ãðàíèöåé, íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [0, T ], T > 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à (ñì. [1]�[5]):

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− µ0∆v − µ1

∂∆v

∂t
− 2µ1Div

(
n∑

i=1

vi
∂E(v)
∂xi

)
−

−2µ1Div
(
E(v)Wρ(v)−WρE(v)

)
−

− µ2

Γ(1− α)
Div

∫ t

0

(t− s)−αE(v)
(
s, z(s; t, x)

)
ds+∇p = f, (1)

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v
(
s, z(s; t, x)

)
ds, t, τ ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (2)

div v(t, x) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (3)

v|t=0 = v0, v|[0,T ]×∂Ω = 0. (4)

Çäåñü v(x, t) = (v1, ..., vn) � âåêòîð�ôóíêöèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû ñðåäû, p = p(x, t) � ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ, f = f(x, t) � ôóíê-
öèÿ ïëîòíîñòè âíåøíèõ ñèë, z(τ, t, x) � òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ñðå-
äû, óêàçûâàþùàÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèöû æèä-
êîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x, µ0, µ1 > 0,
µ2 ⩾ 0, 0 < α < 1 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. E(v) = (Eij(v))i=1,...,n

j=1,...,n,

Eij(v) =
1

2

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
� òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. W (v) =

(Wij(v))
i=1,...,n
j=1,...,n, Wij(v) =

1

2
(
∂vi
∂xj

− ∂vj
∂xi

) � òåíçîð çàâèõðåííîñòè.

Wρ(v) =
∫
Rn ρ(x − y)W (y)dy, ãäå ρ : Rn → Rn � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ

êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, òàêàÿ ÷òî
∫
Rn ρ(y)dy = 1 è ρ(x) = ρ(y) äëÿ

x è y ñ îäèíàêîâûìè åâêëèäîâûìè íîðìàìè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;V

−1), v0 ∈ V 1. Ñëàáûì
ðåøåíèåì íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(4) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈
W1 = {v : v ∈ L∞(0, T, V 1), v′ ∈ L2(0, T, V

1)}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v(0) = v0 è ðàâåíñòâó∫

Ω

∂v

∂t
φ dx−

∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
∂φj

∂xi
dx+ µ0

∫
Ω

∇v : ∇φdx−

−µ1

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vi
∂xj

∂2φj

∂xi∂xk
dx− µ1

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vj
∂xi

∂2φj

∂xi∂xk
dx+
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+µ1

∫
Ω

∇(
∂v

∂t
) : ∇φdx+ 2µ1

∫
Ω

(E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v)) : ∇φdx+

+
µ2

Γ(1− α)

(∫ t

0

(t− s)−αE(v)(s, z(v)(s; t, x)) ds, E(φ)
)
= ⟨f, φ⟩.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;V
−1) è v0 ∈ V 1. Òîãäà íà÷àëüíî�

êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(4) èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå v ∈W1.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀÕ
Ë.È. Ñóõî÷åâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

l.suhocheva@yandex.ru

Ïóñòü A : Rn → R � ñèììåòðè÷åñêèé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð,
λmin è λmax ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå åãî ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, òîãäà ñëåäóþùèå äâà íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû [1]:√

λmax

λmin
+

√
λmin

λmax
⩽ 2

√
n

n− 1
, (1)
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λmax

λmin
⩽

(
√
n+ 1)

2

n− 1
. (2)

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Rn (x ∈ Rn) c ||x|| = 1, îáî-
çíà÷èì {{ei}, i = 2, 3, . . . , n} ìíîæåñòâî âñåõ îðòîíîðìèðîâàííûõ
áàçèñîâ â ïîäïðîñòðàíñòâå {x}⊥. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòíîøåíèé (1)
è (2) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî

Óòâåðæäåíèÿ.

(Ax, x) ⩾ max{(Ae2, x) + . . .+ (Aen, x)}, (3)

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì {ei}, i = 2, 3, . . . , n ⊂ {x}⊥,
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(Ax, x) ⩾

√
n− 1

n
||Ax||. (4)

Çàìåòèì, ÷òî (3) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ: â ëþáîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå {ei}, i = 2, 3, . . . , n ⊂ {x}⊥ áóäåò

(x− e2 − e3 − . . .− en, Ax) ⩾ 0.

Ñåðèÿ ðàâíîñèëüíûõ íåðàâåíñòâ äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü (1)
è (2). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
êðèòåðèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå ìàòðèöû ñ äîìèíèðóþùåé ãëàâíîé äèàãî-
íàëüþ â êàæäîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå Rn [1].
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Ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä

H = J
∑
m,τ

[(
−→
S m

−→
S m+τ ) + α

∑
m,τ

(
−→
S m

−→
S m+2τ )]−H

∑
m

Sz
m, (1)

ãäå J < 0− ïàðàìåòð áèëèíåéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèå äëÿ
áëèæàéøèõ ñîñåäåé, 0 ⩽ α ⩽ 1− îòíîøåíèå ïàðàìåòðà áèëèíåéíîãî
îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèå äëÿ âòîðûõ ñîñåäåé ê ïàðàìåòðó áèëèíåé-
íîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèå äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, H = gµBB,
g− ïàðàìåòð, g ≈ 2, 2− ãèðîìàãíèòíûé êîíñòàíò, µB− ìàãíåòîí Áî-
ðà, B− èíòåíñèâíîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

−→
S m = (Sx

m, S
y
m, S

z
m)− îïå-

ðàòîð àòîìíîãî ñïèíà âåëè÷èíû s = 1/2 â óçëå m, à ïî τ âåäåòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì. Ïîëîæèì S±

m = Sx
m ± iSy

m,
ãäå S+

m è S−
m ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíèæòîæåíèÿ

ìàãíîíà â óçëå m. Ãàìèëüòîíèàí (1) äåéñòâóåò â ñèììåòðè÷åñêîì
Ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ0 âåêòîð, íàçûâàå-
ìûé âàêóóìíûì è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè S+

mφ0 = 0,
Sz
mφ0 = (1/2)φ0, ãäå ||φ0|| = 1. Âåêòîðû {S−

mS
−
n φ0} îïèñûâàåò ñî-

ñòîÿíèå ñèñòåìû äâóõìàãíîíîâ, íàõîäÿùåãîñÿ â óçëàõ m è n, ñî çíà-
÷åíèÿìè ñïèíà s = 1/2. Ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýòè âåêòîðû,
îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃2. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äâóõìàãíîííûõ
ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H2 ñóæåíèå îïåðàòîðà H
íà ïîäïðîñòðàíñòâå H̃2.

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî H̃2 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàòîðà H. Îïåðàòîð H2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì
îïåðàòîðîì, êîòîðûé ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð H2, äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå l2((Z

ν)2) ïî ôîðìóëå

(H2f)(p, q) = J
∑
τ

{(δp,q+τ + δp+τ,q − 2)f(p, q)− 1

2
δp−τ,qf(p− τ, q)−

−1

2
δp,q−τf(p, q−τ)−

1

2
δp+τ,qf(p+τ, q)−

1

2
δp,q+τf(p, q+τ)+

1

2
f(p−τ, q)+

+
1

2
f(p, q−τ)+1

2
f(p+τ, q)+

1

2
f(p, q+τ)}+α{(δp+2τ,q+δp,q+2τ−2)f(p, q)−

−1

2
δp,q−2τf(p, q − 2τ)− 1

2
δp−2τ,qf(p− 2τ, q)− 1

2
δp,q+2τf(p, q + 2τ)−

−1

2
δp+2τ,qf(p+ 2τ, q) +

1

2
f(p− 2τ, q) +

1

2
f(p, q − 2τ) +

1

2
f(p+ 2τ, q)+
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+
1

2
f(p, q + 2τ)}+ 2Hf(p, q) (2)

ãäå δk,j− ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñàì îïåðàòîð H2 íà âåêòîð ψ ∈ H̃2

äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

H2ψ =
∑
p,q

(H2f)(p, q)S
−
p S

−
q φ0. (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: F : l2((Z
ν)2) →

L2((T
ν)2) ≡ H̃2, ãäå T ν− ν− ìåðíûé òîð, ñíàáæåííûé íîðìèðîâàí-

íîé ìåðîé Ëåáåãà dλ, ò.å., λ(T ν) = 1.
Òåîðåìà 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò îïåðàòîð H2 â

îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð H̃2, äåéñòâóþùèé â ïðî-
ñòðàíñòâå Lsymm

2 ((T ν)2).
Ïóñòü ôèêñèðîâàí ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ ñèñòåìû x+y = Λ. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç L2(ΓΛ) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, êâàäðàòè÷íî èíòåãðè-
ðóåìûõ ïî ìíîãîîáðàçèþ ΓΛ = {(x, y) : x+ y = Λ}. Èçâåñòíî [1], ÷òî
îïåðàòîð H̃2 è ïðîñòðàíñòâî H̃2 ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìîé èíòå-
ãðàë H̃2 =

∫
T ν

⊕
H̃2ΛdΛ, H̃2 =

∫
T ν

⊕
H̃2ΛdΛ îïåðàòîðîâ H̃2Λ è ïðî-

ñòðàíñòâ H̃2Λ òàê, ÷òî ïðîñòðàíñòâà H̃2Λ îêàæóòñÿ èíâàðèàíòíûìè
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ H̃2Λ.

Ïóñòü ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ ñèñòåìû Λ = π. Èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ν = 1 è ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ ñèñòåìû Λ =
π. Òîãäà îïåðàòîð H̃2Λ èìååò ðîâíî òðè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèå z1 =

0, z2 = −4J −H + 2Jα3

1+α è z3 = −4J −H + 2J(1+2α)2

1+α , ëåæàùåå íèæå

íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H̃2Λ.
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Ìåëàíîìà êîæè õàðàêòåðèçóåòñÿ âûñîêîé ìåòàñòàòè÷åñêîé àê-
òèâíîñòüþ, ïðè ýòîì ïîðàæåíèå ðåãèîíàðíûõ ëèìôàòè÷åñêèõ óçëîâ
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïðîãíîñòè÷åñêèì ôàêòîðîì è îïðåäåëÿåò ñòà-
äèþ çàáîëåâàíèÿ è òàêòèêó ëå÷åíèÿ. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ñòàäèðî-
âàíèÿ � áèîïñèÿ ñòîðîæåâîãî ëèìôàòè÷åñêîãî óçëà � ÿâëÿåòñÿ èí-
âàçèâíûì è ñîïðîâîæäàåòñÿ ðèñêîì îñëîæíåíèé, ÷òî îáóñëàâëèâàåò
íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè íåèíâàçèâíûõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ðèñêà ìåòàñòàçèðîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè, â êîòîðîé ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ∈ {0, 1} ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ìåòàñòàòè÷åñêîãî
ïîðàæåíèÿ ðåãèîíàðíûõ ëèìôàòè÷åñêèõ óçëîâ, à âåêòîð ïðèçíàêîâ
x ∈ Rn âêëþ÷àåò êëèíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïàöèåíòà, ïàðàìåòðû
ïåðâè÷íîé îïóõîëè, óëüòðàçâóêîâûå è ýëàñòîãðàôè÷åñêèå ïðèçíàêè
ëèìôàòè÷åñêèõ óçëîâ, à òàêæå ðåçóëüòàòû ñöèíòèãðàôèè è ìîðôî-
ëîãè÷åñêîé âåðèôèêàöèè.

Èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

log
p(x)

1− p(x)
= β0 +

n∑
i=1

βixi. (1)

p(x) =
1

1 + e−(β0+
∑

βixi)
. (2)

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ:

ℓ(β) =

N∑
j=1

[yj log p(xj) + (1− yj) log(1− p(xj))] . (3)

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïðîäåìîíñòðèðîâàëà âûñîêóþ äèñêðèìèíà-
öèîííóþ ñïîñîáíîñòü: AUC ≈ 0,95.

Îïòèìàëüíûé ïîðîã êëàññèôèêàöèè îïðåäåëÿëñÿ ïî èíäåêñó
Þäåíà:

J = Se+ Sp− 1. (4)

Ïðè p∗ = 0,272 äîñòèãàåòñÿ áàëàíñ õàðàêòåðèñòèê: Se ≈ 0,85,
Sp ≈ 0,96, Acc ≈ 0,93.

Íà îñíîâå ìîäåëè ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êàëüêóëÿòîð, âû÷èñ-
ëÿþùèé âåðîÿòíîñòü p(x) è êàòåãîðèþ ðèñêà ïàöèåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåð-
ïðåòèðóåìûé èíñòðóìåíò ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ ñ âûñîêîé ïðî-
ãíîñòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ è ïðàêòè÷åñêîé ïðèìåíèìîñòüþ.
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Àäàïòèâíûå ñèñòåìû ñïîñîáíû èçìåíÿòü ïîâåäåíèå è ñâîþ ñòðóê-
òóðó ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ èëè äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
ïðè èçìåíåíèè âíåøíèõ óñëîâèé. Âåêòîðíàÿ ýíòðîïèéíàÿ ìîäåëü [1]
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå òàêèõ ñèñòåì. Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó
â âèäå íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y = (Y1, . . . , Ym), êîìïî-
íåíòû êîòîðîãî èìåþò äèñïåðñèè σ2

Yj
. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ

(äàëåå, ýíòðîïèÿ) H(Y) ñîñòîèò èç ýíòðîïèéíûõ ìåð õàîòè÷íîñòè
HV (Y) è ñàìîîðãàíèçàöèè (çàâèñèìîñòè) GR(Y) [2]

H(Y) = HV (Y)−GR(Y), (1)

ãäå HV (Y) =
m∑
j=1

lnσYj +
m∑
i=j

κj , κj =
∫ +∞
−∞ pY 0

j
(x) ln pY 0

j
(x)dx � ýí-

òðîïèè ïî ïëîòíîñòÿì îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ åäèíè÷íû-

ìè äèñïåðñèÿìè, Y 0
j = Yj/σYj

, GR(Y) = − 1
2

m∑
k=2

ln(1 − R2
Yk|Y1...Yk−1

),

R2
Yk|Y1...Yk−1

� èíäåêñ äåòåðìèíàöèè ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Yk îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1 . . . Yk−1.

Ýíòðîïèéíàÿ ìåðà HV (Y) îäíîâðåìåííî õàðàêòåðèçóåò èçìåíå-
íèÿ â ïîâåäåíèè ñèñòåìû, âûçâàííûå, êàê íåñëó÷àéíîé äèíàìèêîé
(òðåíäîì) ñâîéñòâ ñèñòåìû, òàê è ýôôåêòîì ñëó÷àéíîñòè. Ïîýòîìó
ïîâåäåíèå âî âðåìåíè êàæäîé êîìïîíåíòû Yj ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé èç ñóììû âçàèìíî íåçàâèñè-
ìûõ òðåíäà Ỹj è ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé (øóì) εj , ò. å. Yj = Ỹj +εj
è σ2

Yj
= σ2

Ỹj
+ σ2

εj .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî lnσYj = lnσỸj
+ ln

(
σYj

σỸj

)
, âìåñòî ðàçëîæåíèÿ (1)

èìååì
H(Y) = HD(Y) +HS(Y)−GR(Y), (2)

ãäå HD(Y) =
m∑
j=1

lnσỸj
+

m∑
j=1

κj � ýíòðîïèéíàÿ ìåðà äèíàìè÷íîñòè,

HS(Y) =
m∑
j=1

ln

(
σYj

σỸj

)
⩾ 0 � ýíòðîïèéíàÿ ìåðà ñëó÷àéíîñòè.
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Ýíòðîïèéíàÿ ìåðà ñëó÷àéíîñòè îöåíèâàåòñÿ â áåçðàçìåðíîé øêà-
ëå. Ýòî ïîçâîëèò ñòàíäàðòèçèðîâàòü îöåíêó ñòàáèëüíîñòè ïîâåäåíèÿ
àíàëèçèðóåìîé ñèñòåìû. Ìèíèìóì HS(Y) ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå 0,
ïðè ýòîì âñå σYj

= σỸj
, ò. å. εj = 0.

Ìîíèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìîæíî âûïîëíÿòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïîñòóïàòåëüíîñòü ðàçâèòèÿ ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü êàê
ïîâåäåíèå âåêòîðà (HV (Y), GR(Y)). Ýòà âåëè÷èíà ïîçâîëÿåò ó÷åñòü,
êàê îáùóþ òðàåêòîðèþ ðàçâèòèÿ, òàê è ëîêàëüíûå ôëóêòóàöèè, è â
HV (Y), è â GR(Y). Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû áóäåì òðàêòîâàòü â âèäå
âåêòîðà (HD(Y),HS(Y)), õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîñèòåëüíûå ôëóê-
òóàöèè ýíòðîïèéíîé ìåðû äèíàìè÷íîñòè. Ñòàáèëüíîñòü ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ ñèñòåìû îïèøåì ñ ïîìîùüþ ýíòðîïèéíîé ìåðû ñëó÷àéíîñòè
HS(Y), ÷åì îíà âûøå, òåì ìåíåå ñòàáèëüíî ôóíêöèîíèðóåò ñèñòåìà.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

A
d2u

dt2
= (B + εD)

du

dt
+ Cu(t, ε), (1)

u(0, ε) = u0(ε),
du

dt
(0, ε) = u1(ε), (2)

ãäå çàäàíû: A,B,C,D � îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåé-
ñòâóþùèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X2;
u0(ε), u1(ε) � ãîëîìîðôíûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0 ôóíêöèè èç
X1; t ∈ T = [0; tk], ε ∈ E = (0; ε0).
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Îïåðàòîð A ïîëàãàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì ñ íóëåâûì èíäåêñîì. Èñ-
ñëåäóåòñÿ ñëó÷àé îáëàäàíèÿ èì îäíîìåðíûì ÿäðîì.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âîç-
íèêàåò ÿâëåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (äàëåå, ïîãðàíñëîÿ) [1], [2] âáëèçè
òî÷êè t = 0. Òàêèå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ðåãóëÿðíîñòè âû-
ðîæäåíèÿ.

Çàäà÷à

A
d2ū

dt2
= B

dū

dt
+ Cū(t) + f(t), (3)

u(0) = ū0,
dū

dt
(0) = ū1, (4)

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ê çàäà÷å (1), (2).
Èñïîëüçóåòñÿ
Ñâîéñòâî. [3]

X1 = KerA⊕ CoimA, X2 = ImA⊕ CokerA,

ãäå CoimA � ïðÿìîå äîïîëíåíèå ê ÿäðó KerA, CokerA � äåôåêò;
dimKerA = dimCokerA < ∞(= 1); ñóæåíèå Ã îïåðàòîðà A íà
CoimA èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé Ã−1.

Ââåäåì ïðîåêòîð Q íà CokerA, ïîëóîáðàòíûé îïåðàòîð A− =
Ã−1(I − Q) (I îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â ñîîòâåòñòâóþùåì
ïîäïðîñòðàíñòâå). Çàôèêñèðóåì íåíóëåâîé ýëåìåíò z ∈ KerA, ýëå-
ìåíò ψ ∈ CokerA. Â CokerA îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨·, ·⟩
òàê, ÷òî ⟨ψ,ψ⟩ = 1.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Îáîçíà÷èì SA−B,A−D,A−C

i1,i2,i3
ñóììó ïî âñåâîçìîæíûì ïåðåñòàíîâ-

êàì èç i1 ýëåìåíòîâ A−B, i2 ýëåìåíòîâ A−D, i3 ýëåìåíòîâ A−C.
Ïóñòü âûïîëíåíî
Óñëîâèå 1.

SA−B,A−D,A−C
i1,i2,i3

=

= A−BSA−B,A−D,A−C
i1−1,i2,i3

+A−DSA−B,A−D,A−C
i1,i2−1,i3

+A−CSA−B,A−D,A−C
i1,i2,i3−1 .

Îáîçíà÷èì:

Γm = {(i1, i2, i3) : ij ∈ N ∪ {0}, j = 1, 2, 3, i1 + i2 + i3 = m},

Hrs =
1

r!s!

∂r+s

∂λr∂εs

∞∑
m=0

∑
Γm

λi1+i2+2i3εi2SA−B,A−D,A−C
i1,i2,i3

∣∣∣∣∣
(λ,ε)=(0,0)

,
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d00 = ⟨QBz, ψ⟩, d01 = ⟨QDz, ψ⟩,

d10 = ⟨(QBA−B +QC)z, ψ⟩, d11 = ⟨(QBA−D +QDA−B)z, ψ⟩,

d12 = ⟨QDA−Dz,ψ⟩,

di0 = ⟨(QBHi0 +QCHi−1,0)z, ψ⟩,

dij = ⟨(QBHij +QDHi,j−1 +QCHi−1,j)z, ψ⟩, j = 1, 2, . . . , i− 1,

dii = ⟨(QBHii +QDHi,i−1)z, ψ⟩,

di,i+1 = ⟨QDHiiz, ψ⟩, i = 2, 3, . . . .

Ñëó÷àé 1. Âûïîëíåíî óñëîâèå d00 ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò
ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà T ðåøåíèÿ u(t, ε) çàäà÷è (1), (2) ê
ðåøåíèþ u ū(t) çàäà÷è (3), (4).

Ñëó÷àé 2. Âûïîëíåíî óñëîâèå 1, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî q = min{i :
i = 1, 2, . . . , p}, òàêîå, ÷òî dij = 0, j = 0, 1, . . . , i+ 1, i = 0, 1, ..., p− 2,
è dp−1,q ̸= 0. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

Re
dp−1,q

dp0
> 0

èìååò ìåñòî ÿâëåíèå ïîãðàíñëîÿ. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðå-
ãóëÿðíîñòè âûðîæäåíèÿ.
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Àðòåðèàëüíîå äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç áàçîâûõ ïîêàçàòåëåé
ñîñòîÿíèÿ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ðàííåãî âûÿâëåíèÿ ðèñêîâ îñëîæíåíèé. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ìîíè-
òîðèíãà âàæíû àâòîìàòèçàöèÿ, âîñïðîèçâîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ è
óñòîé÷èâîñòü ê ïîìåõàì, âîçíèêàþùèì ïðè áûòîâûõ èçìåðåíèÿõ. Â
äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îñöèëëîìåò-
ðè÷åñêîì èçìåðåíèè äàâëåíèÿ â ìàíæåòå è ïîñëåäóþùåé ìàòåìàòè-
÷åñêîé îáðàáîòêå âðåìåííîãî ðÿäà, ïîçâîëÿþùåé âûäåëÿòü ïóëüñà-
öèîííûå îñöèëëÿöèè è ïîëó÷àòü îöåíêè ñèñòîëè÷åñêîãî è äèàñòîëè-
÷åñêîãî äàâëåíèÿ.

Íà âõîä ìîäåëè ïîñòóïàåò àíàëîãîâûé ñèãíàë, ïîëó÷àåìûé ñ äàò-
÷èêà äàâëåíèÿ è ïåðåäàâàåìûé íà êîìïüþòåð ÷åðåç ìèêðîêîíòðîë-
ëåð. Ïåðâûì øàãîì âûïîëíÿåòñÿ âàëèäàöèÿ äàííûõ íà ïðåäìåò ïó-
ñòûõ/íåðåàëèñòè÷íûõ çíà÷åíèé è îøèáîê ÷òåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ñèãíàë
ïðèâîäèòñÿ ê ìì ðò. ñò. ñòàíäàðòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç èçìåðÿå-
ìîãî àíàëîãîâîãî óðîâíÿ. Äàëåå ìîäåëü âûäåëÿåò èíôîðìàòèâíûé
ôðàãìåíò çàïèñè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñíèæåíèþ äàâëåíèÿ â ìàíæåòå
ïîñëå äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà. Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ èç ìàññèâà
èçìåðåíèé âûáèðàåòñÿ ó÷àñòîê ïåðåõîäà îò íàãíåòàíèÿ ê ñïàäó, äî-
ïîëíèòåëüíî îòñåêàÿ çíà÷åíèÿ, çàâåäîìî âûõîäÿùèå çà îæèäàåìûå
ïðåäåëû ÑÀÄ/ÄÀÄ. Íà ýòîì æå ýòàïå ïðåäóñìîòðåíû êîíòðîëüíûå
ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ñåàíñà íà äîñòàòî÷íóþ äëèòåëüíîñòü, äîñòè-
æåíèå óðîâíÿ äëÿ ïîëíîãî ïåðåæàòèÿ àðòåðèè è ò. ï., ÷òîáû îòáðàñû-
âàòü èçìåðåíèÿ, ôèçè÷åñêè íå ñïîñîáíûå äàòü íàäåæíûé ðåçóëüòàò.

Îñíîâíóþ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòàâëÿåò âûäåëåíèå
îñöèëëÿöèé èç ñèãíàëà äàâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ îêîííàÿ
ìåäèàííàÿ ôèëüòðàöèÿ � äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ áåð¼òñÿ îêíî èç 41
òî÷êè (öåíòðàëüíàÿ è 20 ñîñåäíèõ ñëåâà è ñïðàâà), ïî êîòîðîìó âû-
÷èñëÿåòñÿ ìåäèàííàÿ îöåíêà, à îñöèëëÿöèîííàÿ êîìïîíåíòà îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê îòêëîíåíèå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ îò ìåäèàííîãî ôîíà. Òà-
êîé ïîäõîä óñòîé÷èâ ê âûáðîñàì è íå òðåáóåò ïîäáîðà ñëîæíîé àï-
ïðîêñèìàöèîííîé ôóíêöèè ïðè ðó÷íîì íàãíåòàíèè è íåðîâíîì ñïóñ-
êå äàâëåíèÿ. Ïîñëå âûäåëåíèÿ îñöèëëÿöèé âûïîëíÿåòñÿ ïîäàâëåíèå
âûñîêî÷àñòîòíîãî øóìà, êàê ïðàâèëî âîçíèêàþùåãî èç-çà äâèæåíèÿ
ðóêè èëè ìåõàíè÷åñêèõ ïîìåõ ñ ïîìîùüþ öèôðîâîãî ôèëüòðà ×åáû-
øåâà 4-ãî ïîðÿäêà. Äàííûé ôèëüòð áûë âûáðàí èç-çà ðåçêîãî ïåðåõî-
äà ìåæäó ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ è ïîëîñîé ïîäàâëåíèÿ è ïðèåìëåìîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Ôèíàëüíûì øàãîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îöåíêà äàâëåíèÿ ïî îñöèë-
ëÿöèÿì. Ñðåäè îòôèëüòðîâàííûõ îñöèëëÿöèîííûõ çíà÷åíèé âûáè-
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ðàåòñÿ ýêñòðåìóì ïî ìîäóëþ; åìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè è
èñõîäíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ â ìàíæåòå, ÷òî ïðèíèìàåòñÿ êàê îöåíêà
ñèñòîëè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Äèàñòîëè÷åñêîå äàâëåíèå â ìîäóëå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî êîýôôèöèåíòíîìó ïðàâèëó, à òàêæå äîïîëíèòåëüíî ðàñ-
ñ÷èòûâàþòñÿ ïóëüñîâîå è ìåäèàííîå äàâëåíèå äëÿ ðàñøèðåíèÿ äèà-
ãíîñòè÷åñêîé èíôîðìàòèâíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: êàëèáðîâêà è î÷èñòêà
ñèãíàëà, âûäåëåíèå ó÷àñòêà ñïóñêà, èçâëå÷åíèå îñöèëëÿöèé ìåäèàí-
íûì îêíîì, ÷àñòîòíàÿ ôèëüòðàöèÿ, îöåíêà ÑÀÄ/ÄÀÄ è ïðîèçâîä-
íûõ ïîêàçàòåëåé. Ìîäåëü ðåàëèçîâàíà â ñîñòàâå ïðîãðàììíîãî ïðè-
ëîæåíèÿ è îðèåíòèðîâàíà íà ïðèìåíåíèå íåêâàëèôèöèðîâàííûìè
ïîëüçîâàòåëÿìè ïðè ñîõðàíåíèè âîñïðîèçâîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðàåâîé çàäà÷è

∂u

∂t
= −∂v

∂x
+ µu− γu2 − u3,

∂v

∂t
= −∂u

∂x
, (1)

u
∣∣
x=0

= 0,

(
β
∂v

∂x
+ v

) ∣∣∣∣
x=1

= β
(
µu− γu2 − u3

) ∣∣
x=1

, (2)

âîçíèêàþùåé êàê êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë àíñàìáëÿ íåëèíåéíûõ îñ-
öèëëÿòîðîâ ñ êóáè÷åñêè-êâàäðàòè÷íîé ëîêàëüíîé äèíàìèêîé. Ïðå-
äåëüíûé ñëó÷àé γ = 0, îòâå÷àþùèé ÷èñòî êóáè÷åñêîé íåëèíåéíî-
ñòè, èññëåäîâàí â ñòàòüå [1], à â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âëèÿ-
íèå äîïîëíèòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî −γu2 íà ñòðóêòóðó
è óñòîé÷èâîñòü ðåæèìîâ ñàìîîðãàíèçàöèè.

Ñëó÷àé (γ = Cµ, µ ≪ 1). Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûå àññèìïòî-
òè÷åñêèå ìåòîäû (ñì. [1]) ê çàäà÷å (1)�(2), ïîëó÷àåì óêîðî÷åííóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé íà êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû êðèòè÷åñêèõ ìîä:

ξ̇l =
[
δl − dl |ξl|2 −

∞∑
m=1
m̸=l

dl,m |ξm|2
]
ξl, l ⩾ 1. (3)

Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (3) áëèçêè ê ñâîéñòâàì ðå-
øåíèé ñèñòåìó, ïîëó÷åííîé äëÿ ÷èñòî êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè [1].
Â íåé ñóùåñòâóþò îäíîìîäîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

Ol = {(η1, η2, . . .) : ηl > 0, ηm = 0 ïðè âñåõ m ̸= l}. (4)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè γ = O(µ) êâàäðàòè÷íîå ñëàãàåìîå íå âëèÿåò íà
íàáëþäàåìûé áèôóðêàöèîííûé ñöåíàðèé.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è (1)�(2) ïðè C = 1 ïîäòâåðæäà-
åò àíàëèòè÷åñêèå âûâîäû.

Ñëó÷àé (γ = O(1)). Â ýòîé ñèòóàöèè óðàâíåíèÿ íà àìïëèòó-
äû (3) ñîõðàíÿþò îáùóþ ñòðóêòóðó, îäíàêî êîýôôèöèåíòû δl, dl è
dl,m ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûå îò êîýôôèöèåíòîâ
èñõîäíîé ñèñòåìû. Ýòî èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðèâîäèò ê êà÷å-
ñòâåííîìó èçìåíåíèþ äèíàìèêè: ìîãóò ìåíÿòüñÿ áèôóðêàöèîííûå
çíà÷åíèÿ, îòäåëÿþùèå îäíîìîäîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå
ìîãóò âîçíèêàòü è èñ÷åçàòü íîâûå ìíîãîìîäîâûå àòòðàêòîðû.

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è (1)�(2) âûïîëíÿëîñü ïî âñåé
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòè (µ, γ) â ðàìêàõ äâóõ âçàèìîäîïîëíÿ-
þùèõ ñòðàòåãèé èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Â ïåðâîé ñåðèè ÷èñëåííûõ
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ýêñïåðèìåíòîâ γ ôèêñèðîâàëñÿ, à µ óâåëè÷èâàëñÿ îò ìàëûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà (µ ≪ 1) äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà O(1). Âî âòîðîé ñåðèè
ôèêñèðîâàëñÿ ïàðàìåòð µ, à γ óâåëè÷èâàëîñü îò O(µ) äî O(1).

Îáà ïîäõîäà âûÿâëÿþò ïåðåõîä îò îäíîðîäíûõ ïî ìîäå ê ìíî-
ãîìîäîâûì ðåæèìàì. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ è γ íàáëþäàþòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî îäíîìîäîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óâåëè÷åíèå γ
ïðè ôèêñèðîâàííîì µ, ðàâíî êàê è óâåëè÷åíèå µ ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì γ = O(1), ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ìîä, ïðèâî-
äÿ ê óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûõ ðåæèìîâ áîëåå âûñî-
êîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
γ = 0. Âçàèìîäåéñòâèå êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî è ñòàáèëèçèðóþ-
ùåãî êóáè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî îïðåäåëÿåò ôîðìèðîâàíèå è óñòîé÷è-
âîñòü ïîëó÷åííûõ ñòðóêòóð.
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Ðàññìîòðèì ðÿäû (1)
∞∑
k=1

xk, (2)
∞∑
k=1

yk ñ ÷ëåíàìè èõ íîðìèðîâàí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà N .
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ðÿäû (1), (2) ñõîäÿòñÿ, òî ðÿä

(3)
∞∑
k=1

(xk + yk) ñõîäèòñÿ è S
(3) = S(1) + S(2), ãäå S(1), S(2), S(3) �

ñóììû ñîîòâåòñòâåííî ðÿäîâ (1), (2), (3) ([1, ñ.52]).
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî ïðè ëþáîì α ∈ R ðÿä

(4)
∞∑
k=1

αxk ñõîäèòñÿ è S(4) = αS(1), ãäå S(4) � ñóììà ðÿäà (4).

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ðÿäû (1), (2) ñõîäÿòñÿ, òî ïðè ëþáûõ α, β ∈
R ðÿä (5)

∞∑
k=1

(αxk + βyk) ñõîäèòñÿ è S(5) = αS(1) + βS(2), ãäå S(5)

� ñóììà ðÿäà (5); â ÷àñòíîñòè, ñõîäèòñÿ ðÿä (6)
∞∑
k=1

(xk − yk) è

S(6) = S(1) − S(2), ãäå S(6) � ñóììà ðÿäà (6).
Çàìå÷àíèå 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàìå÷àíèé 1, 2.
Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ðÿäû (1), (2) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, òî ïðè

ëþáûõ α, β ∈ R ðÿä (5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, â ÷àñòíîñòè, ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî ðÿä (6) ([1, ñ.53]).

Ïóñòü m ∈ N, m ⩾ 2. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ
íîðìû â àëãåáðå L(E) è êîëüöåâîå ñâîéñòâî ýòîé àëãåáðû, ïîëó÷àåì
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñîîòâåòñòâåííî

Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ ëþáûõ F1, F2, ..., Fm ∈ L(E) ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî ∥F1 + F2 + ...+ Fm∥ ⩽ ∥F1∥+ ∥F2∥+ ...+ ∥Fm∥.

Çàìå÷àíèå 6. Äëÿ ëþáûõ F1, F2, ..., Fm ∈ L(E) ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî ∥F1F2 · ... · Fm∥ ⩽ ∥F1∥∥F2∥ · ... · ∥Fm∥.

Ñëåäñòâèåì çàìå÷àíèÿ 6 ÿâëÿåòñÿ
Çàìå÷àíèå 7. Äëÿ ëþáîãî F ∈ L(E) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥Fm∥ ⩽ ∥F∥m.
Çàìå÷àíèå 8. Èçâåñòíî ([2, ñ.129]), ÷òî èç àáñîëþòíîé ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

uk ñ ÷ëåíàìè èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò åãî

ñõîäèìîñòü, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

uk

∥∥∥∥∥ ⩽
∞∑
k=1

∥uk∥,

â ÷àñòíîñòè, èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

F k ñ ÷ëåíàìè èç

áàíàõîâîé àëãåáðû L(E) ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü è∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

F k

∥∥∥∥∥ ⩽
∞∑
k=1

∥F k∥
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(ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìîòðåí â [1, ñ.126]).
Îïåðàòîðíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sinX, cosX îïðåäå-

ëÿþòñÿ íà L(E) ñóììàìè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ([1, ñ.132],
[3]): ïðè êàæäîì X ∈ L(E)

sinX =

∞∑
k= 0

(−1)kX 2k+1

(2k + 1)!
, cosX =

∞∑
k= 0

(−1)kX 2k

(2k)!
. (1)

Îïðåäåëåíèÿ (7) êîððåêòíû â ñèëó çàìå÷àíèÿ 8. Çàìåòèì, ÷òî sinX,
cosX ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó îïåðàòîðíûõ ôóíêöèé

S (L(E), L(E)) =
{
f : L(E) ⊇ D(f)

f→R(f) ⊆ L(E)
}
.

Ïóñòü X ∈ L(E), X ôèêñèðîâàí. Íàïîìíèì ([3]), ÷òî sinX,
cosX � ýòî êîíêðåòíûå îïåðàòîðû èç àëãåáðû L(E), äåéñòâóþùèå
â ïðîñòðàíñòâå E ñîîòâåòñòâåííî ïî ïðàâèëó: äëÿ ëþáîãî u ∈ E

(sinX)u =

∞∑
k= 0

(−1)k
X 2k+1u

(2k + 1)!
, (cosX)u =

∞∑
k= 0

(−1)k
X 2ku

(2k)!
.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Y = sinX íåïðåðûâíà íà L(E), ò.å. ÷òî â
ëþáîé ôèêñèðîâàííîé îïåðàòîðíîé òî÷êå X ∈ L(E)

lim
H→O

∆Y (X) = O, (2)

ãäå ∆Y (X) = Y (X + H) − Y (X), H � ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà. Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, ðàâåíñòâî (8) îçíà÷àåò, ÷òî

∥∆Y (X)∥ →
H→O

0. (3)

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ Y = sinX íåïðåðûâíà â îïåðàòîðíîé òî÷êå
X = O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî sinO = O, ïîëó÷àåì
∆Y (O) = sinH. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ∥sinF∥ ⩽ sh∥F∥ ([1, ñ.132])
ïðè F = H, èìååì (10) ∥∆Y (O)∥ ⩽ sh∥H∥. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè sht íà R, â ÷àñòíîñòè, å¼ íåïðåðûâíîñòè â òî÷-
êå t = 0: sht→

t→0
sh0 = 0, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (10) ñõîäèòñÿ ê

íóëþ ïðè H → O, ò.å. ïðè ∥H∥ → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâ
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (9) ïðè X = O. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ Y = sinX íåïðåðûâíà íà L(E).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 îñòàëîñü ïîêàçàòü íåïðåðûâ-
íîñòü ôóíêöèè Y = sinX â ëþáîé ôèêñèðîâàííîé îïåðàòîðíîé òî÷-
êå X ∈ L(E), X ̸= O. Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 3, ïîëó÷àåì

∆Y (X) = H +

∞∑
k=1

Vk, (4)

ãäå

Vk =
(−1)k

(2k + 1)!

[
(X +H)

2k+1 −X 2k+1
]
. (5)

Â ñèëó çàìå÷àíèé 4, 8

∥∆Y (X)∥ ⩽ ∥H∥+
∞∑
k=1

∥Vk∥. (6)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (12), ïðåîáðàçóåì Vk. Ïðèðàùåíèå H áåð¼òñÿ
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïîýòîìó îïåðàòîðû X è H â îáùåì ñëó÷àå
íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàñêðûòèÿ âûðà-
æåíèÿ (X +H)

2k+1 ïðèìåíÿòü îïåðàòîðíûé áèíîì Íüþòîíà íåëüçÿ.
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (X +H)

2k+1
= (X +H)

2k
(X +H), ïîëó÷àåì

V1 = − 1
3!

(
XHX +HX2 +H2X +X2H +XH2 +HXH +H3

)
,

...............................................................................................

Vk = (−1)k

(2k+1)!

(
X2k−1HX +HX2k +H2kX + ...+

+X2kH +XH2k +H2k−1XH +H2k+1
)
,

...............................................................................................

(7)

Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíî-
øåíèÿ (14) â îòäåëüíûå áëîêè Bi, i = 1, 2k + 1, ãäå Bi � ñóììà âñåõ
ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îïåðàòîðíûé ìíîæèòåëü
H ðîâíî i ðàç:

B1 = X2k−1HX +HX2k + ...+X2kH,
.............................................................................

Bi = X2k−iHiX +HiX2k+1−i + ...+X2k+1−iHi, (8)

.............................................................................
B2k+1 = H2k+1.
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ([4,
ñ.48]), ïðèõîäèì ê âûâîäó: ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ñîîò-
íîøåíèÿ (15) ðàâíî Ci

2k+1. Â ñèëó (14)

Vk =
(−1)k

(2k + 1)!

2k+1∑
i=1

Bi. (9)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ôîðìóëû äëÿ ñóììû áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ([4, ñ.72]) ÷èñëî ñëàãàåìûõ â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (14) ðàâíî 22k+1−1. Â ñèëó (16) ñîîòíîøåíèÿ (11), (13)
ïðèíèìàþò âèä

∆Y (X) = H +

∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!

2k+1∑
i=1

Bi,

∥∆Y (X)∥ ⩽ ∥H∥+
∞∑
k=1

∥∥∥∥∥ (−1)k

(2k + 1)!

2k+1∑
i=1

Bi

∥∥∥∥∥. (10)

Èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü íîðìû â àëãåáðå L(E) è çàìå÷àíèå 5, ïîëó-
÷àåì

ak =

∥∥∥∥∥ (−1)k

(2k + 1)!

2k+1∑
i=1

Bi

∥∥∥∥∥ ⩽
1

(2k + 1)!

2k+1∑
i=1

∥Bi∥ = bk. (11)

Ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèÿ 5 � 7, èìååì

∥Bi∥ ⩽ ∥X∥2k−i∥H∥i∥X∥+ ∥H∥i∥X∥2k+1−i
+ ...+ ∥X∥2k+1−i∥H∥i,

ò.å.
∥Bi∥ ⩽ Ci

2k+1∥H∥i∥X∥2k+1−i
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2k+1∑
i=1

∥Bi∥ ⩽ ∥H∥
2k+1∑
i=1

Ci
2k+1∥H∥i−1∥X∥2k+1−i

. (12)

Íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè H → O, ò.å. ïðè ∥H∥ →
0, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∥H∥ ⩽ ∥X∥ è âìåñòî (19) çàïèñàòü
îöåíêó âèäà

2k+1∑
i=1

∥Bi∥ ⩽ ∥H∥∥X∥2k
2k+1∑
i=1

Ci
2k+1. (13)
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Äàëåå,
2k+1∑
i=1

Ci
2k+1 <

2k+1∑
i=0

Ci
2k+1 = 22k+1. (14)

Â ñèëó (20), (21)

2k+1∑
i=1

∥Bi∥ < 22k+1∥H∥∥X∥2k,

ñëåäîâàòåëüíî,

bk <
22k+1∥H∥∥X∥2k

(2k + 1)!
= ck. (15)

Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñ

dk =
22k+1∥X∥2k

(2k + 1)!

ñõîäèòñÿ, èáî D = lim
k→∞

dk+1

dk
= 0 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñ ck =

∥H∥dk ñõîäèòñÿ è
∞∑
k=1

ck = ∥H∥
∞∑
k=1

dk. (16)

Ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿä ñ bk ñõîäèòñÿ è â ñèëó (22), (23)

∞∑
k=1

bk ⩽ ∥H∥
∞∑
k=1

dk. (17)

Â ñèëó (18), (24)
∞∑
k=1

ak ⩽ ∥H∥
∞∑
k=1

dk. (18)

Â ñèëó (17), (25)

∥∆Y (X)∥ ⩽ ∥H∥+ ∥H∥
∞∑
k=1

dk. (19)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (26) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè H → O, îòêóäà
ñëåäóåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (9). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ Y = cosX íåïðåðûâíà íà L(E).
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Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
sinBt, cosBt, çàäàííûõ íà R ðàâåíñòâàìè

sinBt =

∞∑
k= 0

(−1)kt2k+1B 2k+1

(2k + 1)!
, cosBt =

∞∑
k= 0

(−1)kt2kB 2k

(2k)!
,

äîêàçàíà â [3] (çäåñü B ∈ L(E), B ôèêñèðîâàí).
Çàìåòèì, ÷òî sinBt, cosBt ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó îïåðàòîðíûõ

ôóíêöèé

S (R, L(E)) =
{
f : R ⊇ D(f)

f→R(f) ⊆ L(E)
}
.
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ÎÁ ÈÐÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ×ÈÑËÀÕ
Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà)

vasiliyfomin@bk.ru

Ïóñòü Υ � ìíîæåñòâî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, Υ(0,1) =
{α ∈ Υ|α ∈ (0, 1)}, Q(0,1) = {a ∈ Q|a ∈ (0, 1)} =
{p/q|p, q ∈ N; q ⩾ 2, p < q, (p, q) = 1}. Â ñèëó ïîëíîòû ìíîæåñòâà R
([1, ñ.37]) èìååì R = Q ∪ Υ, (0, 1) = Q(0,1) ∪ Υ(0,1), ïðè ýòîì Q,
Q(0,1) � ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà ([2, ñ.86], [3, ñ.92]); Υ, Υ(0,1) � ìíîæå-
ñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà ([1, ñ.50]), ò.å.

cardQ = cardQ(0,1) < cardΥ = cardΥ(0,1),

ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ R, (0, 1) ïðåîáëàäàþò èð-
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëåñîîáðàçíî ðàñøèðèòü êðóã
êîíêðåòíûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íàïîìíèì êëàññè÷åñêèå ïðèìå-
ðû èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

√
2 ([2, ñ.58]); e, π ([4, ñ.122, 124]).

© Ôîìèí Â.È., 2026
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Ïóñòü n ∈ N, n ⩾ 3. Â [5, 6] ïîêàçàíî, ÷òî íà êðèâîé Ln : ν =
n
√
1− µn, µ ∈ (0, 1), íåò ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî p/q ∈ Q(0,1) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå αn,p/q = n
√
1− (p/q)

n ∈
Υ(0,1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë Mn =
{
αn,p/q = n

√
1− (p/q)

n|p/q ∈ Q(0,1)

}
. Ýëåìåíòû ìíîæå-

ñòâàMn ìîæíî çàïèñàòü â âèäå αn,p/q = n
√
qn − pn/q, ñëåäîâàòåëüíî,

n
√
qn − pn ∈ Υ. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èððàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë Kn = {βn,p,q = n
√
qn − pn|p, q ∈ N; q ⩾ 2, p < q, (p, q) = 1}.

Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë K =
∞⋃

n=3
Kn òîæå ñ÷¼òíî êàê îáú-

åäèíåíèå ñ÷¼òíîé ñèñòåìû ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ([2, ñ.85]). Â öåëÿõ íà-
ãëÿäíîñòè ýëåìåíòû ìíîæåñòâ Kn (n ∈ N, n ⩾ 3) ìîæíî çàïèñûâàòü
â âèäå òàáëèö. Íàïðèìåð, òàêàÿ òàáëèöà äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
K3 èìååò âèä

q\p 1 2 3 4 5 6 7 ...
2 3

√
7 � � � � � � �

3 3
√
26 3

√
19 � � � � � �

4 3
√
63 � 3

√
37 � � � � �

5 3
√
124 3

√
117 3

√
98 3

√
61 � � � �

6 3
√
215 � � � 3

√
91 � � �

7 3
√
342 3

√
335 3

√
316 3

√
279 3

√
218 3

√
127 � �

... ... ... ... ... ... ... ... ...

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ëþáûõ α ∈ Υ, a ∈ Q, a ̸= 0, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ëþáîãî a ∈ N, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå aα ∈ Υ.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 ïîëó÷àåì ïðè ëþáîì m ∈ N, m ⩾ 2, ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Kn,m = {mβn,p,q|βn,p,q ∈ Kn}

è, òåì ñàìûì, ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

K̂ = K ∪

( ∞⋃
m=2

∞⋃
n=3

Kn,m

)
.

Äàííûé äîêëàä ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ðàáîòå [7].
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Î ÄÈÇÚÞÍÊÒÍÛÕ ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÛÕ
ÑÅÌÅÉÑÒÂÀÕ ÊÎÌÏÀÊÒÎÂ Â RN

Î.Ä. Ôðîëêèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
olga-frolkina@yandex.ru

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ëåôøåöà�Ìåíãåðà�Íåáåëèíãà�
Ïîíòðÿãèíà�Òîëñòîâîé, êàæäûé k-ìåðíûé êîìïàêò îáëàäàåò òîïî-
ëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì â R2k+1. Â ñëó÷àå k-ìåðíîãî ïîëèýäðà X, â
R2k+1 ìîæíî âëîæèòü ïðîèçâåäåíèå X × I [1, Thm. 1.5]; îäíàêî ýòî
óòâåðæäåíèå �íå âèäèò�, êàê áóäóò âëîæåíû îòäåëüíûå ýêçåìïëÿðû
X × {t}, t ∈ I. Ñì. òàêæå [2, Cor. 4.7].

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâà X,X ′ ⊂ RN âëîæåíû ýêâèâà-
ëåíòíî (èëè îáúåìëåìî ãîìåîìîðôíû), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ãî-
ìåîìîðôèçì h : RN ∼= RN , ÷òî h(X) = X ′. Ïèøåì h : (RN , X) ∼=
(RN , X ′).

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè âëîæåíèé � òÿæåëàÿ. Åñëè X � êàíòî-
ðîâî ìíîæåñòâî, îòðåçîê èëè îêðóæíîñòü, òî âñå âëîæåíèÿ X → R2

ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó (òåîðåìû Àíòóàíà è Æîðäàíà�Øåíôëè-
ñà). Äëÿ âëîæåíèé S1 â R3 ýòî îáøèðíàÿ òåîðèÿ óçëîâ (êîòîðàÿ, ê
òîìó æå, îãðàíè÷èâàåòñÿ ðó÷íûìè óçëàìè, ò.å. ýêâèâàëåíòíûìè ïî-
ëèýäðàëüíûì). Äàæå â ñëó÷àå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà X â R3 èìåþòñÿ
ëèøü ÷àñòè÷íûå êëàññèôèêàöèè íåêîòîðûõ î÷åíü îãðàíè÷åííûõ ñå-
ìåéñòâ.

Â òåîðèè âëîæåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàåò k-ìåðíûé êîìïàêò Ìåí-
ãåðà Mk

N ⊂ RN , ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì êàíòîðîâà ìíîæåñòâà è

© Ôðîëêèíà Î.Ä., 2026
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êîâðà Ñåðïèíñêîãî. Âñÿêèé k-ìåðíûé êîìïàêò, âëîæèìûé â RN , ìî-
æåò áûòü âëîæåí â Mk

N (ãèïîòåçà Ìåíãåðà, äîêàçàíà Ì.À. Øòàíü-
êî [3, 4], äëÿ N = 2k + 1 � Ëåôøåöåì â 1931). Îäíàêî, åñëè X
óæå âëîæåí â RN , òî íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íîâîå âëîæåíèå
X ↪→ Mk

N ⊂ RN áóäåò ýêâèâàëåíòíî ïåðâîíà÷àëüíîìó. Ñóùåñòâîâà-
íèå ýêâèâàëåíòíîãî âëîæåíèÿ, �çàãîíÿþùåãî� X â Mk

N , ðàâíîñèëü-
íî íåðàâåíñòâó demX ⩽ k. (Çäåñü dem � �ðàçìåðíîñòü âëîæåíèÿ�
Øòàíüêî [3, 4]. Ïî ñóòè, ðàâåíñòâî dimX = dem X = k îçíà÷àåò,
÷òî X âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî k-ìåðíîìó ïîëèýäðó.)

Â 1989 ã. Áýéêåð è Ëýéäåêåð ïîñòàâèëè âîïðîñ [5, ñ. 209]: Ïóñòü
X ⊂ R2k+1 � k-ìåðíûé êîíòèíóóì; âåðíî ëè, ÷òî â R2k+1 ìîæíî
ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ êîìïàêòîâ {Xα | α ∈
A}, ãäå |A| = c è (R2k+1, Xα) ∼= (R2k+1, X) äëÿ êàæäîãî α ∈ A ?

Áýéêåð è Ëýéäåêåð ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå demX ⩽ k îòâåò ïîëî-
æèòåëåí [5]. Â äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè demX > k èìåþòñÿ
ïðèìåðû îáîèõ ñîðòîâ. Ïðè ïîñòðîåíèè �íåãàòèâíûõ� ïðèìåðîâ èñ-
ïîëüçóåòñÿ êîìïàêò Ôðàíêëà�Ïîíòðÿãèíà [6] (ñð. [7] è [8]).

Êðîìå òîãî, â äîêëàäå áóäåò ïîëó÷åíî ïðîñòîå, íî èíòåðåñíîå
ñëåäñòâèå ðåçóëüòàòà Áýéêåðà�Ëýéäåêåðà. Èìåííî:

Ïðåäëîæåíèå. Â R3 ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî {Xα} ïîïàð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âëîæåíèÿ
h : Z → R3, ãäå Z � îêðóæíîñòü, îòðåçîê èëè êàíòîðîâî ìíîæå-
ñòâî, èìååì {α | (R3, Xα) ∼= (R3, h(Z))} = c.

Ýòî óñèëèâàåò ðåçóëüòàòû Øåðà (1969) è Àïîäàêà (1981). Ñì. [9].
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ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ
ÐÅØÅÍÈß ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÀÌÈ
È ÄÐÎÁÍÎÉ ×ÀÑÒÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
Å.Â. Ôðîëîâà, È.Â. Áàðûøåâà, Í.È. Òðóñîâà

(Ëèïåöê, ËÃÏÓ èìåíè Ï.Ï. Ñåìåíîâà-Òÿí-Øàíñêîãî)
barysheva_iv@mail.ru

Ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ÈÄÓ) ñ ÷àñòíûìè
èíòåãðàëàìè ñâÿçàíû óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-Ôåëëåðà, ìîäåëèðóþ-
ùèå ðàçëè÷íûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ÈÄÓ(

Dβ
ak+, tαk

u
)
(x) = (Ku)(x) + f(x) (1)

ñ ëåâîñòîðîííåé äðîáíîé ÷àñòíîé ïîèçâîäíîé â ñìûñëå Ðèìàíà-
Ëèóâèëëÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè è èíòå-
ãðàëàìè äðîáíîãî ïîðÿäêà èçó÷àëèñü â (1), (2), è, äîïîëíèòåëüíî, ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè äëÿ ôóíêöèé òð¼õ ïåðåìåííûõ â (3).

Ïóñòü D = {x : ai ⩽ xi ⩽ bi, i = 1, n} � êîíå÷íûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä â Rn; α, α � ìóëüòèèíäåêñû. äîïîëíÿþùèå äðóã äðóãà äî
ïîëíîãî ìóëüòèèíäåêñà (1, 2, ..., n); m � ðàçìåðíîñòü ïàðàëëåëåïèïå-
äà Dxα

(1 ⩽ m ⩽ n) è ÷àñòíî-èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

(Ku)(x) =

n∑
m=1

∑
α

(
K(m)

α u
)
(x), (2)

© Ôðîëîâà Å.Â., Áàðûøåâà È.Â., Òðóñîâà Í.È., 2026
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ãäå (
K(m)

α u
)
(x) =

∫ bm

am

. . .

∫ b2

a2

∫ b1

a1

kα(x; tα)u(tα;xα) dtα, (3)

α � ìóëüòèèíäåêñ, ñîäåðæàùèé íîìåðà ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâà-
íèÿ, α � íîìåðà ïåðåìåííûõ, ñâîáîäíûõ îò èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè÷åì
äëÿ êàæäîãî K(m)

α ìóëüòèèíäåêñ α ôèêñèðîâàí.
×åðåç C(D) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ

sup-íîðìîé, à ôóíêöèþ kα(x; tα) áóäåì íàçûâàòü L1-íåïðåðûâíîé
è L1-îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïðè êàæäîì x
ôóíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå L1. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íîðìîé ∥kα∥CL1 = supx∈D

∫
Dtα

|kα(x; tα)|dtα
îáîçíà÷èì CL1 = C(D;L1(Dtα)).

×åðåç Ctαk
(D) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íàD âìåñòå

ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî tαk
ôóíêöèåé u(x).

Ëåâîñòîðîííÿÿ ÷àñòíàÿ ïîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì(

Dβ
ak+, tαk

u
)
(x) =

1

Γ(1− β)

∂

∂tαk

∫ tαk

ak

u(x)

(t− tαk
)β
dtαk

,

(tαk
> ak), ãäå Γ(z) =

∫∞
0
yz−1e−ydy � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëèì ëåâîñòîðîííèé äðîáíûé èíòåãðàë ïî tαk
Ðèìàíà-

Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β ïðè 0 < β < 1 è u ∈ CL1 ñëåäóþùèì ðà-
âåíñòâîì(

Iβak+, tαk
u
)
(x) =

1

Γ(β)

∂

∂tαk

∫ tαk

ak

u(x)

(t− tαk
)1−β

dtαk
,

(tαk
> ak). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó òèïà Êîøè äëÿ ÈÄÓ (1) ñ

äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì(
I1−β
ak+, tαk

u
)
(tα1 , ..., tαk

, ..., tαm ;xα) =

= φ(tα1 , ..., tαk−1
, tαk+1

, ..., tαm ;xα). (4)

Òåîðåìà. Ïóñòü kα(x; tα) � L1-íåïðåðûâíàÿ è L1-îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ, 0 < β < 1. Òîãäà çàäà÷à Êîøè äëÿ ÈÄÓ(

Dβ
ak+,tαk

u
)
(x) = (K(m)

αk
u)(x) + f(x)

ñ óñëîâèåì (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â Ctαk
(D).
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ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÌÎÄÅËÈ ÄÂÈÆÅÍÈß
ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÁÈÍÃÀÌÀ1

Å.Í. Õàðèòîíîâà, À.Â. Çâÿãèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
liza.kharitonova.2025@mail.ru, zvyagin.a@mail.ru

Â ïåðèîäè÷åñêîé îáëàñòè Ω =
∏n

i=1(0, li) ⊂ Rn, n = 2, 3 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòè Áèíãàìà (ñì. [1]�
[2]):

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
−Div σ +∇p = f,

σ =

{
2µ(θ)E(v) + τ∗ E(v)

|E(v)| , for |E(v)| ̸= 0;

|σ| ⩽ τ∗, for |E(v)| = 0;

div v = 0,

v(x, 0) = a(x).

Çäåñü v(x, t) = (v1, ..., vn) � âåêòîð�ôóíêöèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû ñðåäû, p = p(x, t) � ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ, f = f(x, t) � ôóíê-
öèÿ ïëîòíîñòè âíåøíèõ ñèë, σ(x, t) � äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé, µ > 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, τ∗ > 0 � ïðåäåë òåêó÷åñòè,

E(v) = (Eij(v))i=1,...,n
j=1,...,n, Eij(v) =

1

2

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
� òåíçîð ñêîðîñòåé

äåôîðìàöèè.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-11-00056).
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå a ∈ V 1. Ñëà-
áûì ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòè Áèíãàìà
íàçûâàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé (v, σ), v ∈ W = {v ∈ L2(0, T ;V ), v′ ∈
L4/3(0, T ;V

∗)}, σ ∈ L2(Ω × (0, T ))n
2

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáîé
ïðîáíîé ôóíêöèè φ ∈ V 1 è ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) ðàâåíñòâó

⟨v′(t), φ⟩ −
n∑

i,j=1

∫
Ω

vi(t)vj(t)
∂φj

∂xi
dx+

∫
Ω

σ(x, t) : ε(φ) dx = ⟨f(t), φ⟩,

ñîîòíîøåíèþ Áèíãàìà è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v|t=0 = v0.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïî-

ëó÷åííàÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [3]�[5]:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü a ∈ V 1 è f ∈ L2(0, T ;V

∗). Òîãäà ïàðà ôóíê-
öèé (v, σ) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ
æèäêîñòè Áèíãàìà.
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Ïóñòü R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî RT íå÷åòêèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë [1]. À èìåííî íå÷åòêèõ ÷èñåë
âèäà z̃ = (z−, z1, z+), îïðåäåëÿåìûõ òðîéêîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
z− < z1 < z+, ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè âèäà

µz̃(x) =



x− z−

z1 − z−
, åñëè z− ⩽ x ⩽ z1,

z+ − x

z+ − z1
, åñëè z1 ⩽ x ⩽ z+,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Â ôîðìóëå (1) z1 =Mz̃ � ìîäàëüíîå (íàèáîëåå âîçìîæíîå) çíà÷åíèå
z̃.

Îòìåòèì, ÷òî ñìûñë äàííîãî íå÷åòêîãî òðåóãîëüíîãî ÷èñëà �
îêîëî ¾z1¿. Äëÿ íå÷åòêèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë z̃, w̃ ∈ RT , èìåþùèõ
âèä z̃ = (z−, z1, z+) è w̃ = (w−, w1, w+), ñîîòíîøåíèå z̃ = w̃ ýê-
âèâàëåíòíî z− = w−, z1 = w1, z+ = w+. Ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ââîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì [1] z̃ + w̃ =
(z−+w−, z1+w1, z++w+). Óìíîæåíèå íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c > 0
äàåò cz̃ = (cz−, cz1, cz+), à óìíîæåíèå íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (−c)
äàåò (−c)z̃ = (−cz+,−cz1,−cz−).

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî r ∈ R òðàêòóåòñÿ êàê òðåóãîëüíîå, ó êîòîðî-
ãî r± = r1 = r.

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è ïîëóðàçìàõà
íå÷åòêîãî òðåóãîëüíîãî ÷èñëà z̃ = (z−, z1, z+). À èìåííî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì z̃ íàçûâàþò âåùåñòâåííîå ÷èñëî m(z̃) = (y+ + y−)/2, à
ïîëóðàçìàõîì ÷èñëî r(z̃) = (y+ − y−)/2.

Ïóñòü èíòåðâàë (0, T ) ⊂ R è ỹ : (0, T ) > RT � íå÷åòêîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ âèä ỹ(t) = (y−(t), y1(t), y+(t)) ïðè ∀ t ∈ [0, T ].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì è ñâîéñòâàìè îáîáùåííûõ ïðîèç-
âîäíûõ (ñì., íàïð., [2, 3]) ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Åñëè íå÷åòêîçíà÷íàÿ òðåóãîëüíàÿ ôóíêöèÿ (1)-îáîá-
ùåííî äèôôåðåíöèðóåìà ỹ(t) = (y−(t), y1(t), y+(t)), òî åå îáîá-
ùåííàÿ (1)-ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä (D1

1 ỹ)(t) = ((y−)′(t), (y1)′(t),
(y+)′(t)). Åñëè ỹ(t) � (2)-îáîáùåííî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t ∈
(0, T ), òî åå îáîáùåííàÿ (2)-ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä (D1

2 ỹ)(t) =
((y+)′(t), (y1)′(t), (y−)′(t)).

Çàìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò òèïîâ ïðîèçâîäíîé ìåíÿþòñÿ
òîëüêî êðàéíèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðîåê.

Ëåììà 2. Ïóñòü ỹ(t) � (1)-îáîáùåííî äèôôåðåíöèðóåìà è
ïðîèçâîäíàÿ (D1

1 ỹ)(t) � (1)-îáîáùåííî äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà åå
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îáîáùåííàÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä (D2
1,1ỹ)(t) = ((y−)′′(t),

(y1)′′(t), (y+)′′(t)).
Ïóñòü ỹ(t) (1)-äèôôåðåíöèðóåìà, à ïðîèçâîäíàÿ (D1

1 ỹ)(t) �
(2)-äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ (D2

1,2(t)ỹ)(t) =
((y+)′′(t), (y1)′′(t), (y−)′′(t)).

Ïóñòü ỹ(t) (2)-äèôôåðåíöèðóåìà, à ïðîèçâîäíàÿ (D1
2 ỹ)(t) � (1)-

äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà (D2
2,1ỹ)(t) = ((y+)′′(t), (y1)′′(t), (y−)′′(t)).

Ïóñòü ỹ(t) (2)-äèôôåðåíöèðóåìà, à (D1
2 ỹ)(t) òàêæå (2)-äèô-

ôåðåíöèðóåìà. Òîãäà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ (D2
2,2ỹ)(t) = ((y−)′′(t),

(y1)′′(t), (y+)′′(t)).
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íå÷åòêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(ÍÄÓ) âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

ỹ′′(t) + p(t)y′(t) + q(t)ỹ(t) = f̃(t) (2)

â ïðåäïîëîæåíèÿõ p(t), q(t) ⩾ 0 (∀ t ∈ (0, T )) � íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè, à ỹ(t) = (f−(t), f1(t), f+(t)) � íå÷åòêîçíà÷íàÿ òðåóãîëüíàÿ
ôóíêöèÿ ñ íåïðåðûâíûìè êîìïîíåíòàìè.

Óðàâíåíèå (2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

ỹ(0) = (y−(0), y1(0), y+(0)), (3)

(D1
1 ỹ)(0) = ((y−)′(0), (y1)′(0), (y+)′(0)) (4)

ëèáî âìåñòî (4) ïðè óñëîâèÿõ

(D1
2 ỹ)(0) = ((y+)′(0), (y1)′(0), (y−)′(0)) (5)

â çàâèñèìîñòè îò òèïà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.
1) Ïóñòü ðåøåíèå ÍÄÓ (1) ỹ(t) îáîáùåííî (1)-äèôôåðåí-

öèðóåìî, è åãî ïðîèçâîäíàÿ D1
1 ỹ(t) òàêæå îáîáùåííî (1)-äèô-

ôåðåíöèðóåìà. Òîãäà óðàâíåíèå (2) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
(D2

1,1ỹ)(t) + p(t)(D1
1 ỹ)(t) + q(t)ỹ(t) = f̃(t). Ýòî óðàâíåíèå â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ëåììàìè 1, 2 ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ)

(y−)′′(t) + p(t)(y−)′(t) + q(t)y−(t) = f−(t),

(y1)′′(t) + p(t)(y1)′(t) + q(t)y1(t) = f1(t),

(y+)′′(t) + p(t)(y+)′(t) + q(t)y+(t) = f+(t)

(6)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3), (4).
2) Ïóñòü ðåøåíèå ỹ(t) îáîáùåííî (1)-äèôôåðåíöèðóåìî, à ïðîèç-

âîäíàÿ (D1
1 ỹ)(t) îáîáùåííî (2)-äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà óðàâíåíèå
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(2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (D2
1,2ỹ)(t) + p(t)(D1

1 ỹ)(t) + q(t)ỹ(t) = f̃(t).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììàìè 1, 2 ïîëó÷èì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ ÎÄÓ

(y+)′′(t) + p(t)(y−)′(t) + q(t)y−(t) = f−(t),

(y1)′′(t) + p(t)(y1)′(t) + q(t)y1(t) = f1(t),

(y−)′′(t) + p(t)(y+)′(t) + q(t)y+(t) = f+(t)

(7)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3), (4).
3) Ïóñòü ðåøåíèå ỹ(t) îáîáùåííî (2)-äèôôåðåíöèðóåìî, à

(D1
2 ỹ)(t) � îáîáùåííî (1)-äèôôåðåíöèðóåìî. Òîãäà óðàâíåíèå (1)

ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå (D2
2,1ỹ)(t)+ p(t)(D1

2 ỹ)(t)+ q(t)ỹ(t) = f̃(t).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììàì 1, 2 â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ ÎÄÓ

(y+)′′(t) + p(t)(y+)′(t) + q(t)y−(t) = f−(t),

(y1)′′(t) + p(t)(y1)′(t) + q(t)y1(t) = f1(t),

(y−)′′(t) + p(t)(y−)′(t) + q(t)y+(t) = f+(t)

(8)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3), (5).
4) Ïóñòü ðåøåíèå ỹ(t) îáîáùåííî (2)-äèôôåðåíöèðóåìî, à

(D2
1 ỹ)(t) � îáîáùåííî (2)-äèôôåðåíöèðóåìî. Òîãäà óðàâíåíèå

(2) èìååò âèä (D2
2,2ỹ)(t) + p(t)(D1

2 ỹ)(t) + q(t)ỹ(t) = f̃(t). Òîãäà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììàìè 1, 2 èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ÎÄÓ

(y+)′′(t) + p(t)(y−)′(t) + q(t)y+(t) = f+(t),

(y1)′′(t) + p(t)(y1)′(t) + q(t)y1(t) = f1(t),

(y−)′′(t) + p(t)(y+)′(t) + q(t)y−(t) = f−(t)

(9)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3), (5).
Êàê èçâåñòíî, êàæäàÿ èç ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) (6)�(9) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà çàäàííîì èíòåðâàëå. Âîïðîñ î
äîïóñòèìîñòè ýòèõ ðåøåíèé, à èìåííî ñîîòâåòñòâèè ðåøåíèé óêàçàí-
íûõ ÎÄÓ, ïðåäïîëîæåíèÿì î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íå÷åòêîçíà÷íîãî
ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè ïîëó÷åíû. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåí ðÿä
ðàáîò [4�6 è äð.]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [4] ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ïî-
êàçûâàþùèå, ÷òî ðåøåíèÿ âñåõ ñèñòåì ìîãóò áûòü íåäîïóñòèìûìè
èëè êàêèå-òî ñèñòåìû èìåþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, à êàêèå-òî íåò.
Ïîýòîìó âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá èíâàðèàíòíûõ ÷èñëîâûõ õàðàê-
òåðèñòèêàõ, êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþò âñå ñèñòåìû ÎÄÓ, îòâå÷àþùèå
äàííîìó ëèíåéíîìó ÍÄÓ.
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Â ðàáîòàõ [7, 8] îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå óëüòðàñëàáîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåì ÎÄÓ òèïà (6)�(9). À èìåííî, ðåøåíèå ñèñòåì òèïà (6)�(9) íà-
çûâàþò óëüòðàñëàáûì, åñëè òðîéêà y−(t), y1(t), y+(t) ïðè êàæäîì
t ∈ [0, T ] ïîðîæäàåò íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî, ò. å. y−(t) < y1(t) <
y+(t) (∀ t ∈ [0, T ]).

Òåîðåìà 1. Íåçàâèñèìî îò òèïà îáîáùåííîé äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè ðåøåíèÿ ìîäàëüíîå çíà÷åíèå y1(t) óëüòðàñëàáîå ðåøåíèå êàæ-
äîé èç ñèñòåì (6)�(9), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèþ ỹ(t) ÍÄÓ (2) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3), (4) ëèáî (3), (5), óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó
è òîìó æå ÎÄÓ y′′(t) + p(t)y′(t) + q(t)y(t) = f1(t) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè y(0) = y1(0), y′(0) = (y1)′(0).

Òåîðåìà 2. Íåçàâèñèìî îò òèïà îáîáùåííîé äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè ðåøåíèÿ ñðåäíåå mỹ(t) = (y+(t) + y−(t))/2 óëüòðàñëàáîå
ðåøåíèå êàæäîé èç ñèñòåì (6)�(9), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèþ
ỹ(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3), (4) ëèáî (3), (5), óäîâëåòâîðÿåò
îäíîìó è òîìó æå ÎÄÓ y′′(t) + p(t)y′(t) + q(t)y(t) = mf̃ (t) =

(f−(t) + f+(t))/2 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) = (y−(0)+ y+(0))/2,
y′(0) = ((y−)′(0) + (y+)′(0))/2.

Ýòîò ôàêò ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òî, ÷òî äåôàççèôèêàöèÿ ðåøå-
íèé êàæäîé èç ñèñòåì ÎÄÓ (6)�(9) ïðèâîäèò ê îäíîìó ðåçóëüòàòó,
÷òî åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó ñèñòåìû (6)�(9) ïîëó÷åíû èç îäíîãî è
òîãî æå ÍÄÓ (2) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî ïîëóðàçìàõè ðåøåíèé ñèñòåì (6)�(9), âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Êðîìå òîãî îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìàõ (6), (9)
ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñïèñîê èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê
íå èñ÷åðïûâàåòñÿ âûøåîïèñàííûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è äðóãèå
ñðåäíèå, â ÷àñòíîñòè, ìåäèàíà è öåíòð òÿæåñòè íå÷åòêîãî ÷èñëà òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
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Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà M â íåêîòîðîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
X ÷åðåç ϱ(y,M) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà M, ò.å. âåëè÷è-
íó

inf
z∈M

∥z − y∥ (y ∈ X).

×åðåç PMx îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áëèæàéøèõ òî÷åê èç M äëÿ
x ∈ X, ò.å. ìíîæåñòâî

{y ∈M | ∥y − x∥ = ϱ(x,M)}.

Îòîáðàæåíèå PM íàçûâàþò ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé íà ìíîæåñòâî
M . ×åðåç

B(x, r) = {y ∈ X | ∥y − x∥ ⩽ r} è S(x, r) = {y ∈ X | ∥y − x∥ = r}

© Öàðüêîâ È.Ã., 2026
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îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî øàð è ñôåðó ñ öåíòðîì x ðàäèóñà r ⩾
0. Â ñëó÷àå x = 0 è r = 1 áóäåì âìåñòî óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèé
ïèñàòü åäèíè÷íûå øàð è ñôåðó: B è S ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç B̊(x, r)
îáîçíà÷èì îòêðûòûé øàð â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
(X, ∥ · ∥) ñ öåíòðîì x ðàäèóñà r, ò.å. ìíîæåñòâî {y ∈ X | ∥y−x∥ < r}.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàïðàâëåííîñòü
(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) {xδ} ∆-ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C(Q) ê
íåêîòîðîé ôóíêöèè x ∈ C(Q), åñëè îíà ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà

ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå êîìïàêòà Q, ò.å. xδ
∆→ x, åñëè íàéäåòñÿ

ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî Q0 ⊂ Q, íà êîòîðîì xδ(t) → x(t) äëÿ
ëþáîãî t ∈ Q0. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ∆-êîìïàêòíûì â C(Q),
åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ê òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî M ∈ C(Q)
íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííî ∆-êîìïàêòíûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì
øàðîì B(x, r) ∆-êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ∅ ̸= M ⊂ X. Òî÷êà x ∈ X \M íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ PMx ̸= ∅
(íàçûâàåìàÿ òî÷êîé ñâåòèìîñòè) òàêàÿ, ÷òî y ∈ PM ((1−λ)y+λx)
äëÿ âñåõ λ ⩾ 0 (ýòî ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî èç òî÷êè y èñõî-
äèò ëó÷ (ñîëíå÷íûé ëó÷), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x, äëÿ êàæäîé òî÷êè
êîòîðîãî y ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé èç M .

Òî÷êà x ∈ X \M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè
PMx ̸= ∅ è êàæäàÿ òî÷êà y ∈ PMx ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñâåòèìî-
ñòè. Åñëè âñå òî÷êè èç K ⊂ X \M ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñîëíå÷íî-
ñòè (ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè), òî ìíîæåñòâî M íàçûâàþò ñîëíöåì
(ñòðîãèì ñîëíöåì) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K. Â ñëó÷àå, êîãäà
K = X \M , ãîâîðÿò, ÷òî M � ñîëíöå (ñòðîãîå ñîëíöå).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóòü p : [0, 1] → X (íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå) â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (X, ∥ · ∥)
íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà x∗ ∈ extS∗

ôóíêöèÿ x∗(p(t)) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà (ò.å. ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãèïåðïëîñêîñòè) ýòîò ïóòü ïåðåñåêàþò îäèí ðàç èëè ïî
ñëåäó íåêîòîðîãî åãî ïîäïóòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàçû ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêà-
ìè (âîçìîæíî âûðîæäåííûìè). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ìîíî-
òîííî ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà
ìîæíî ñîåäèíèòü ìîíîòîííûì ïóòåì, ñëåä êîòîðîãî ëåæèò âM.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñåãìåíòà [[x, y]] è ïðîìåæóòêà â C(Q):

[[x, y]] := {z | z(t) ∈ [x(t), y(t)], t ∈ Q}.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîäìíîæåñòâî M ⊂ C(Q) íàçûâàåòñÿ
(ñèëüíî) ñâÿçíûì ïî Ìåíãåðó, åñëè [[x, y]] ∩M ̸= {x, y} äëÿ ëþáûõ
ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ M . Ïîäìíîæåñòâî M ⊂ X íàçîâåì ñëàáî
ñâÿçíûì ïî Ìåíãåðó (ñëàáî ëèíåéíî ñâÿçíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî êî-
íå÷íîãî íàáîðà α = (x∗1, . . . , x

∗
n) ⊂ extS∗ ìíîæåñòâî (x∗1, . . . , x

∗
n)(M)

ñèëüíî ñâÿçíî ïî Ìåíãåðó (ëèíåéíî ñâÿçíûì) â ïðîñòðàíñòâå Xα :=
(x∗1, . . . , x

∗
n)(X).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � îãðàíè÷åííî ∆-êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
â C(Q). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1). M � ñîëíöå â C(Q);

2). M � ñëàáî ìîíîòîííî ñâÿçíî ïî Ìåíãåðó;

3). M � ñëàáî ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííî ∆-êîìïàêòíûõ ñîëíöM ⊂
C(Q) ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåñ÷åòíûì, ëèáî
îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç C(Q). Èíà÷å ýòî
ìíîæåñòâî íå áóäåò ñëàáî ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíûì. Äëÿ ïðèìåðà
îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ýêñïîíåíò

En :=

{ ∑
1⩽j⩽n

pj(x)e
λjx)

∣∣∣∣ x, λj ∈ R,
n∑

j=1

(1 + deg pj(x)) ⩽ n

}

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî ∆-êîìïàêòíûì è äëÿ âñåõ n ⩾ 2 íå ÿâëÿåòñÿ
÷åáûøåâñêèì ìíîæåñòâîì â C[a, b] (a < b). Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà
En íå ïóñòà è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
èç C[a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, En íå ÿâëÿåòñÿ ñîëíöåì â C[a, b].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M � îãðàíè÷åííî ñëàáî êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî â C(Q), ãäå Q � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ðàâíîñèëüíû:

1). M � ñîëíöå â C(Q);

2). M ñëàáî ñâÿçíî ïî Ìåíãåðó;

3). M ñëàáî ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî;

4). M ñâÿçíî ïî Ìåíãåðó;

5). M ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî.

ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
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ÄËß ÐÀÇÍÎÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÀ ÃÐÀÔÅ-ÊÐÅÑÒÅ1

Ã.Ñ. Öàõîåâ (Âëàäèêàâêàç, ÑÎÃÓ èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà)
geor107@yandex.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêèé ãðàô-êðåñò Γ, ñîñòîÿùèé èç ÷åòûð¼õ
ð¼áåð γi = (a, ai), i = 1, 4, ñ îáùåé êîíöåâîé òî÷êîé a. Òî÷êè ai îáðà-
çóþò ãðàíèöó ∂Γ, à òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé âåðøèíîé ãðàôà.
Ðåáðà γ1, γ3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à γ2, γ4 � íà ïåðïåíäèêóëÿðíîé.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå E(Γ) =
4⋃

i=1

γi. Òîãäà Γ = E(Γ) ∪ {a}.

Çäåñü è âñþäó íèæå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ òåðìèíîëîãèè è îáîçíà-
÷åíèé ìîíîãðàôèè [1].

Íà ãðàôå-êðåñòå Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ âåêòîð-
ôóíêöèè (u, φ):{

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ + r(x)u = f(x), x ∈ E(Γ),

−(κ(x)φ′)′ = ω(x), x ∈ E(Γ),
(1)

ãäå p ∈ C2[E(Γ)], inf
E(Γ)

p(x) > 0; q ∈ C1[E(Γ)], q ⩾ 0; r ∈ C[Γ], r ⩾ 0;

κ ∈ C1[E(Γ)], inf
E(Γ)

κ(x) > 0; f ∈ C[Γ], ω ∈ C[E(Γ)].

Â óçëîâîé âåðøèíå a ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ:

ui(a) = u(a), i = 1, 4,

u′1ν(a) + u′3ν(a) = 0, u′2ν(a) + u′4ν(a) = 0,

φ1(a) = u′2ν(a), φ2(a) = −u′1ν(a),
φ3(a) = −u′2ν(a), φ4(a) = u′1ν(a),

(p1u
′′
1)(a)− (p3u

′′
3)(a) + (κ2φ

′
2ν)(a)− (κ4φ

′
4ν)(a) = 0,

(p2u
′′
2)(a)− (p4u

′′
4)(a)− (κ1φ

′
1ν)(a) + (κ3φ

′
3ν)(a) = 0,

4∑
i=1

D3
νui(a) + r(a)u(a) = f(a),

(2)

ãäå D3u = (pu′′)′ − qu′; èíäåêñ ν îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ñ÷è-
òàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îò âåðøèíû ãðàôà âíóòðü ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåáðà.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ñîãëàøåíèå �075-02-2026-1324.
© Öàõîåâ Ã.Ñ., 2026
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Íà ãðàíèöå ∂Γ çàäàþòñÿ îáùèå êðàåâûå óñëîâèÿ õàðàêòåðíûå äëÿ
ñòåðæíåé:

ρiu(ai) + αiD
3
νu(ai) = 0, ϑiu

′
ν(ai)− βiu

′′(ai) = 0,

ηiφ(ai)− τiφ
′
ν(ai) = 0, i = 1, 4,

(3)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû αi, ρi, ϑi, βi, ηi, τi íåîòðèöàòåëüíû, ïðè÷¼ì
αi + ρi > 0 è ϑi + βi > 0 è ηi + τi > 0 äëÿ êàæäîãî i.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîäåëèðóåò ìàëûå äåôîð-
ìàöèè (èçãèá è êðó÷åíèå) ïëîñêîé ñòåðæíåâîé ñèñòåìû, âñå ýëåìåí-
òû êîòîðîé ïðÿìîëèíåéíû è ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Óçåë ñèñòåìû
� ýòî îáùèé êîíåö ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ áàëîê, æåñòêî ñîåäèíåííûõ
ìåæäó ñîáîé. Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ áàëêè ðàñïîëîæåíû â ïëîñêî-
ñòè, îáðàçóþùåé ãðàô Γ (ñì. [2]). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîäîëüíûå
ñìåùåíèÿ áàëîê îòñóòñòâóþò è ó÷èòûâàåì òîëüêî âåðòèêàëüíûå ñìå-
ùåíèÿ u(x) è äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ φ(x), x ∈ Γ.

Òåîðåìà 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè
ñóùåñòâóåò ïàðà èíäåêñîâ i, j òàêàÿ, ÷òî i ≡ j(mod 2) è âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(c1) ri(x) ̸≡ 0 è ηi + ηj > 0;

(c2) qi(x) ̸≡ 0 è (ρi + ρj) · (ηi + ηj) > 0;

(c3) (ρi + ρj)(ϑi + ϑj)(ηi + ηj) > 0.

Òåîðåìà 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè
ñóùåñòâóåò ïàðà èíäåêñîâ i, j òàêàÿ, ÷òî i ̸≡ j(mod 2) è âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(c1) ri(x) ̸≡ 0 è ϑj > 0;

(c2) qi(x) ̸≡ 0, ρj > 0 è
∑

k≡j(mod 2)

ϑk > 0;

(c3) ρi · ρj ·
4∑

i=1

ϑi > 0.
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Î.Á. Öåõàí (Ãðîäíî, ÃðÃÓ)
tsekhan@grsu.by

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì (ËÑÂÑÇ):

ẋ(t) = A10x(t) +A11x(t− h) +A20y(t) +A21y(t− h) +B1u(t),

µẏ(t) = A30x(t) +A31x(t− h) +A4y(t) +B2u(t), t ∈ T,

{x0(·), y0(·)} = {(φ(θ), θ ∈ Th), (ψ(θ), θ ∈ Th)} , Th.
(1)

Çäåñü T
∆
= [0, t1], Th

∆
= [−h, 0] , x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , µ ∈ (0, µ0],

µ0 ≪ 1, h = const > 0, Aij , i = 1, 2, 3, j = 0, 1, A4, Bi, i = 1, 2, �
ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ïîäõîäÿùèõ ðàçìåðîâ, u(·) ∈ C (T ;Rr), φ(·) ∈
C (Th;Rn1) , ψ(·) ∈ C (Th;Rn2) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Äëÿ ËÑÂÑÇ (1) íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ åå â êîëüöå ïîëèíî-
ìîâ îò îïåðàòîðà çàïàçäûâàíèÿ e−ph (e−phz(t) = z(t− h)), ïîãðóæå-
íèÿ â ñåìåéñòâî ñèñòåì â êîëüöå ñòåïåííûõ ðÿäîâ â ðàñøèðåííîì
ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ, àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ è îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñòðîåíû ðàâíî-
ìåðíûå (ïî t) àñèìïòîòè÷åñêèå (ïî µ) àïïðîêñèìàöèè k-ãî ïîðÿäêà(
xk(t), yk(t)

)
, k = 0, 1, . . . ðåøåíèÿ (x(t), y(t)) ËÑÂÑÇ (1).

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: êîðíè λ(A4) õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû A4 óäîâëåòâîðÿþò Reλ(A4) <
−2γ < 0, ãäå γ = const > 0; ôóíêöèè φ(θ), ψ(θ), θ ∈ Th, èç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé (1) äèôôåðåíöèðóåìû è èìåþò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò µ∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ µ ∈ (0, µ∗] ðåøå-
íèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1) ðàâíîìåðíî (ïî t) àñèìïòîòè÷åñêè (ïî µ)
àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà Th ∪ T ñîãëàñíî ôîðìóëàì

x(t) = xk(t) +O(µk+1), y(t) = yk(t) +O(µk+1),

xk(t) = ξk(t) + µ

k−1∑
m=0

µm
m+2∑
j=0

Hm
j η

k

(
t− jh

µ

)
, (2)
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yk(t) = −
k−1∑
m=0

µm
m+1∑
j=0

Lm
j ξ

k(t− jh) + ηk
(
t

µ

)
−

k−1∑
m,n=0

µm+n+1
m+1∑
j=0

Lm
j

n+2∑
i=0

Hn
i η

k

(
t− (j + i)h

µ

)
,

(3)

ãäå (ξk(t), ηk(τ)), ξk ∈ Rn1 , ηk ∈ Rn2 , τ = t
µ , � ðåøåíèå ñèñòåìû

ξ̇k(t) = Aξ(µ, e
−ph)ξk(t) +Bξ(µ, e

−ph)u(t) + Fξ(t, µ),

d

dτ
ηk(τ) = Aη(µ, e

−ph̃)ηk(τ) +Bη(µ, e
−ph̃)ũ(τ) + Fη(τ, µ),

ξk(θ, µ) = φξ(θ, µ), η
k
(
θ̃, µ
)
= ψη

(
θ̃, µ
)
, θ̃ = µ−1θ, θ < 0,

(4)

Çäåñü h̃ = µ−1h, ìàòðèöû Lm
j , H

m
j ,m = 0, k − 1, j = 0, 1, . . .

è ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû Aξ(µ, e
−ph), Bξ(µ, e

−ph), Aη(µ, e
−ph),

Bη(µ, e
−ph) âûðàæåíû ÷åðåç ïàðàìåòðû ñèñòåìû (1), ũ(τ) = u(µτ),

φξ(θ, µ), ψη(θ̃, µ), Fξ(t, µ), Fη(τ, µ) � çàäàííûå n1- è n2-âåêòîð ôóíê-
öèè âîçìóùåíèé, âûðàæåííûå ÷åðåç ìàòðè÷íûå ïàðàìåòðû è íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è (1).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè xk(t), yk(t), k = 0, 1, . . . (2), (3) âûðà-
æåíû ÷åðåç ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (4).

Àíàëîãè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîëó÷åíû â [1�3].
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÔÔÓÇÈÈ Ñ ÐÀÇÐÛÂÍÛÌ
ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÌ ÌÎÄÓËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ1

Âýíüñèíü ×æàî, Í.Ò. Ëåâàøîâà
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)

2219878382@qq.com, levashovant@physics.msu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

ε2
∂2u

∂x2
− ε

∂u

∂t
= f(u, x, ε), x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ],

∂u

∂x
(−1, t, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0, t ∈ (0, T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

ãäå

f(u, x, ε) =

{
f (−)(u, x, ε), u < 0,

f (+)(u, x, ε), u ⩾ 0.
(1)

f (±)(u, x, 0) = 0, èìååò ðåøåíèå φ(±)(x)
Çäåñü ε ∈ (0; ε0] -ìàëûé ïàðàìåòð, à uinit(x, ε)�íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ âèä ôðîíòà.
Ïîä ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå

êðàåâîé çàäà÷è.

ε2
∂2us
∂x2

= f(us(x), x̂s, ε), x ∈ (−1, 1), (2)

∂us
∂x

(−1, ε) = 0,
∂us
∂x

(1, ε) = 0

èç êëàññà

us(x, ε) ∈ C1([−1, 1])
⋂
C2((−1, x̂)

⋃
(x̂, 1)).

Ñóùåñòâîâàíèå ó çàäà÷è (2) ðåøåíèÿ òàêîãî âèäà äîêàçàíî â ðà-
áîòàõ [1,2]. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) âèäà ôðîíòà,
ëîêàëèçîâàííîãî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 25-71-10024).
© ×æàî Âýíüñèíü, Ëåâàøîâà Í.Ò., 2026
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Ñîãëàñíî ðàáîòå [3] ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å óñòîé÷èâî, åñ-
ëè ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îòðèöàòåëüíî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèé âèäà
(2) ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [3] è â ñëó÷àå ïðàâîé ÷àñòè (1) èìååò âèä

ε2G′′(±) = (fu(u(x), x) + w))G(±) (3)

G′(±1) = 0, G(x∗) = P

ε2 (G′(x∗ + 0)−G′(x∗ − 0)) = −
(
f (−)(0, x∗)− f (+)(0, x∗)

) G(x∗)

ux(x∗)

Òåîðåìà 1. Åñëè ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (3) îò-
ðèöàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ε äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t)
çàäà÷è (1) âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

|u(x, t, ε)− us(x, ε)| = 0,
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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼í-
íàÿ ñèñòåìà Òèõîíîâñêîãî òèïà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε > 0. Îòëè÷è-
òåëüíîé ÷åðòîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûå èçìå-
íåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àäâåêöèè è íåëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâ â òî÷êå
x = 0. Ïîäîáíûå çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ, íàïðèìåð, â ôèçèêå ïîëóïðî-
âîäíèêîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ ðàçðûâíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
ε2
∂2u

∂x2
− ε2A(u, x)

∂u

∂x
− g(u, v, x, ε) = 0, −1 < x < 1,

∂2v

∂x2
−B(v, x)

∂v

∂x
− f(u, v, x, ε) = 0, −1 < x < 1.

(1)

Ïóñòü çàäàíû óñëîâèÿ Äèðèõëå äëÿ ôóíêöèè u è v

u(−1, ε) = u0, u(1, ε) = u1, v(−1, ε) = v0, v(1, ε) = v1.

Ôóíêöèè f(u, v, x, ε), g(u, v, x, ε), A(u, x) è B(v, x) òåðïÿò ðàçðûâ ïåð-
âîãî ðîäà â òî÷êå x = 0, êîòîðàÿ äåëèò îòðåçîê íà äâå ïîäîáëàñòè
D(−) := (−1, 0) è D(+) := (0, 1):

f(u, v, x, ε) =

{
f (−)(u, v, x, ε), x ∈ D(−),

f (+)(u, v, x, ε), x ∈ D(+),

g(u, v, x, ε) =

{
g(−)(u, v, x, ε), x ∈ D(−),

g(+)(u, v, x, ε), x ∈ D(+),

A(u, x) =

{
A(−)(u, x), x ∈ D(−),

A(+)(u, x), x ∈ D(+),

B(v, x) =

{
B(−)(v, x), x ∈ D(−),

B(+)(v, x), x ∈ D(+),

(2)

ïðè÷åì f (−)(u, v, 0, ε) ̸= f (+)(u, v, 0, ε), g(−)(u, v, 0, ε) ̸=
g(+)(u, v, 0, ε).

Â õîäå ðàáîòû äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé-
÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, îáëàäàþùåãî âíóòðåííèì ïåðåõîä-
íûì ñëîåì, äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîé çàäà÷è (1)�(2). Ïîñòðîå-
íà ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ñîãëàñíî àëãîðèòìó À.Á. Âàñèëüåâîé,
íà áàçå êîòîðîé áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ.
Ýòî ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ
äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
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5. Íåô¼äîâ Í.Í. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé ñ ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè â ñèñòåìå áûñòðîãî è ìåäëåííî-
ãî óðàâíåíèé ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ KPZ-íåëèíåéíîñòÿìè /
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ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÏÐÅÄÈÊÒÈÂÍÎÃÎ

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß1
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Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ïðåäèêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ (àíãë. MPC)
ïàðàìåòðû ñèñòåìû íåðåäêî èñïûòûâàþò ïåðèîäè÷åñêèé äðåéô, îáó-
ñëîâëåííûé ñåçîííûìè óñëîâèÿìè ýêñïëóàòàöèè èëè ðåãóëÿðíûìè
öèêëàìè íàãðóçêè. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ó÷åòó äðåéôà � ýêñïîíåí-
öèàëüíîå çàáûâàíèå ñ ôèêñèðîâàííûì êîýôôèöèåíòîì α � íå ðàç-
ëè÷àåò õàðàêòåð èçìåíåíèé: ðåëåâàíòíàÿ èíôîðìàöèÿ îäíîãî ñåçîíà
çàáûâàåòñÿ íàðàâíå ñ óñòàðåâøåé.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
© ×óðàêîâ Å.Ì., Ãîëóáöîâ Ï.Â., 2026
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

xt+1 = Atxt +Btut + ωt, (1)

ãäå xt ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ut ∈ Rm � óïðàâëÿþùåå âîçäåé-
ñòâèå, At, Bt � ìàòðè÷íûå ïàðàìåòðû, ïîäâåðæåííûå äðåéôó.

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî íàêîïëåííóþ êàëèáðîâî÷íóþ èíôîð-
ìàöèþ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ìàòðèöåé C ∈ R(2n+m)×(n+m) ôèêñèðî-
âàííîãî ðàçìåðà, íå çàâèñÿùåãî îò îáú¼ìà äàííûõ:

C =

(
G
H

)
=
∑
t

(
xt
yt−1

)
yTt−1, yt =

(
xt
ut

)
. (2)

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç C ïî ôîðìóëå (Â, B̂) =
GH−1.

Ïåðèîäè÷åñêîå íàêîïëåíèå è âçâåøåííîå êîìáèíèðîâà-
íèå. Ïóñòü èñòîðèÿ ðàáîòû ñèñòåìû ðàçáèâàåòñÿ íà ïåðèîäû
P1, . . . ,PK (íàïðèìåð, êàëåíäàðíûå ìåñÿöû). Äëÿ êàæäîãî ïåðèî-
äà Pk íàêàïëèâàåòñÿ îòäåëüíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ìàòðèöà C(k). Â òåêó-
ùèé ìîìåíò âðåìåíè τ îöåíêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå âçâåøåííîé ñóììû

C(τ) =

K∑
k=1

wk(τ)C
(k), (3)

Êîíñòðóêöèÿ (3) îòâå÷àåò ¾âçâåøåííîìó¿ ôóíêöèîíàëó

Q(A,B) =

K∑
k=1

wk(τ)
∑
t∈Pk

∥xt −Axt−1 −But−1∥2. (4)

Ñõåìû âûáîðà âåñîâ. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü òðè ñåìåéñòâà
ñõåì.

Ñõåìà 1. Ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïî äàâíîñòè ïåðèîäà:

wk(τ) = α d(τ, k), 0 < α ⩽ 1, (5)

Ñõåìà 2. Ñåçîííûå âåñà:

wk(τ) = exp

(
−φ(τ, k)

2

2σ2

)
, (6)

Ñõåìà 3. Ñîâìåñòíûé ó÷¼ò äàâíîñòè è ñåçîííîñòè:

wk(τ) = α d(τ, k) · exp
(
−φ(τ, k)

2

2σ2

)
. (7)
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Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèé ñëó÷àé:
àäàïòèâíûé âûáîð êîýôôèöèåíòà çàáûâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò íà-
áëþäàåìîãî òåìïà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

ε

(
∆u− ∂u

∂t

)
= A(x, y, t)

∂u

∂x
− ∂|u|

∂y
+K(u) · q(x, y, t) = 0,

x ∈ R, y ∈ (0, a), t ∈ R,
u(x, 0, t) = u0(x, t), u(x, a, t) = ua(x, t), x ∈ R, t ∈ R,
u(x, y, t) = u(x+ L, y, t), x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ R,
u(x, y, t) = u(x, y, t+ T ), x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ R.

Çäåñü ε � ìàëûé ïàðàìåòð, u0(x, t), ua(x, t), A(x, y, t) è q(x, y, t) >
0 � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå T � ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé t, L �
ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé x.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà
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K(u) =


k(−), u < 0,

0 < k(−) < k(+).
k(+), u > 0,

Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðîå èìååò âèä äâè-
æóùåãîñÿ ôðîíòà, è ðåçêî èçìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèé íà ïîâåðõíîñòè
äî çíà÷åíèé íà äðóãîé ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòè êðèâîé y = h(x, t).
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âíóòðåííèé ïåðå-
õîäíûé ñëîé â îêðåñòíîñòè ýòîé êðèâîé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à (çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ), çàêëþ÷àåòñÿ
â íàõîæäåíèè îäíîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

ua(x, t) := H(t) = H0(t) + εH1(t),

ïðè êîòîðîì ôðîíò áóäåò äâèãàòüñÿ ïî çàäàííîìó âðåìåííîìó çàêî-
íó. Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå u0(t) ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì.

Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ïîçâîëÿ-
åò óñòàíîâèòü êîðèäîð îøèáîê

|h(x, t)− hβ(x, t)| ⩽ εδ(t),

îïðåäåëèâ ôóíêöèþ δ(t). Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
ôóíêöèé α(x, t, ε) è β(x, t, ε), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è.

Ôóíêöèþ δ(t) ìîæíî îöåíèòü, èñõîäÿ èç âåðõíåãî è íèæíåãî ðå-
øåíèé.
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Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ èððåãóëÿðíîé îñîáåííîñòüþ

b2(r)u
′′(r) + b1(r)u

′(r) + b0(r)u(r) = f(r) (1)

ãäå bm(r), m = 0, 1, 2, � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèÿ âèäà bm(r) =
rqmcm(r), cm(r) ãîëîìîðôíû è cm(0) ̸= 0, à qm ∈ Z. f(r) � ðåñóð-
ãåíòíàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, êîòîðàÿ èìååò âèä, ÷òî
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèå. À èìåííî

f(r) = exp

(
k−1∑
i=1

Ai

ri

)
rσ

∞∑
i=0

Cir
i, Ai, Ci, σ ∈ C, Ak−1 ̸= 0. (2)

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå 1 ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-
íèé, òàêèõ êàê óìíîæåíèå íà ñòåïåííóþ ôóíêöèþ è äèôôåðåíöèðî-
âàíèå, èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó(

−rk d
dr

)2

u(r) + a1(r)

(
−rk d

dr

)
u(r) + a0(r)u(r) = f(r), (3)

ãäå k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, r � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ,
a0(r), a1(r) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. Â ðàáîòå 1 òàêæå íàéäåíî ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå k. Åñëè k = 0, òî òî÷êà r = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé.
Åñëè k = 1 (ðåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà) ïðàâóþ ÷àñòü ñëåäóåò âûáè-
ðàòü ñ êîíîðìàëüíîé àñèìïòîòèêîé, è ðåøåíèå îäíîðîäíîãî è íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèé îáëàäàþò êîíîðìàëüíûìè àñèìïòîòèêàìè. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé k ⩾ 2. íà îñíîâå ðåçóëü-
òàòà èç ðàáîòû 2. Ñôîðìóëèðóåì òîðåìó:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå, òî åñòü
âåäóùèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ïàðàìåòð Ak−1 ïðàâîé ÷àñòè (2) íå
ñîâïàäàåò ñ êîðíÿìè îñíîâíîãî ñèìâîëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷àñò-
íîå ðåøåíèå up(r) óðàâíåíèÿ (3), ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîé ÷à-
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ñòè (2), ïðè÷¼ì up(r) äîïóñêàåò ýêñïîíåíöèàëüíî-ñòåïåííîå ðàç-
ëîæåíèå âèäà

up(r) ∼ exp

(
k−1∑
i=1

Ai

ri

)
rσ0

∞∑
i=0

Bir
i. (4)

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñòðóêòóðû êîýôôèöè-
åíòîâ â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè (4) è çàâèñèìîñòè ýòèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ îò êîðíåâîé ñòðóêòóðû îñíîâíîãî ñèìâîëà H0(p).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå, è
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) èìååò âèä (2). Òîãäà â ïðåäñòàâëåíèè
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (4) ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòå-
ëåì ïðàâîé ÷àñòè: σ0 = σ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îñíîâíîé ñèìâîë óðàâíåíèÿ (3) èìååò ïðî-
ñòûå êîðíè, à ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä (2); ïóñòü òàêæå âû-
ïîëíåíî íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå. Òîãäà êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ïðè
k ⩾ 2 îïðåäåëÿþòñÿ èç òðåóãîëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ýòîé ñèñòåìû âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååò âèä
A2

k−1 + a01Ak−1 ̸= 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îñíîâíîé ñèìâîë óðàâíåíèÿ (3) èìååò êðàò-
íûå êîðíè. Òîãäà ëþáîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåíèåì k ⩾ 2 â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ìîæ-
íî ïðèâåñòè ëèáî ê óðàâíåíèþ ôóêñîâà òèïà ñ ðåãóëÿðíîé îñîáîé
òî÷êîé, ëèáî ê óðàâíåíèþ ñ ïðîñòûìè êîðíÿìè îñíîâíîãî ñèìâîëà
è ìåíüøèì ïîðÿäêîì âûðîæäåíèÿ.
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Íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà òåíçîðíûõ èíâàðèàíòîâ
(íå òîëüêî àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ) [1, 2, 3] îáëåã÷àåò èñ-
ñëåäîâàíèå, à èíîãäà ïîçâîëÿåò òî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê íàëè÷èå èíâàðèàíòíîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ôîðìû ôàçîâîãî îáúåìà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè-
÷åñòâî òðåáóåìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì
ýòîò ôàêò åñòåñòâåí, êîãäà ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò îáúåì ñ ãëàä-
êîé ïëîòíîñòüþ. Ñëîæíåå (â ñìûñëå ãëàäêîñòè èíâàðèàíòîâ) äåëî
îáñòîèò äëÿ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ïðèòÿãèâàþùèìè èëè îòòàëêèâàþ-
ùèìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè. Äëÿ íèõ êîýôôèöèåíòû èñêîìûõ
èíâàðèàíòîâ äîëæíû, âîîáùå ãîâîðÿ, âêëþ÷àòü ôóíêöèè, îáëàäàþ-
ùèå ñóùåñòâåííî îñîáûìè òî÷êàìè (ñì. òàêæå [4, 5, 6]). Íàø ïîäõîä
â òîì, ÷òî äëÿ òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïîðÿäêà
m íàäî çíàòü m−1 íåçàâèñèìûé íåòðèâèàëüíûé òåíçîðíûé èíâàðè-
àíò. Ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè ïðèõîäèòñÿ
ñîáëþäàòü òàêæå ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Òàêèå òðàäèöèîííûå ïîíÿòèÿ, êàê ¾êîíñåðâàòèâíîñòü¿, ¾ñèëî-
âîå ïîëå¿, ¾äèññèïàöèÿ¿ è äð., äëÿ ñèñòåì êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-
êè âïîëíå åñòåñòâåííû. Ïîñêîëüêó â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû íà
(êî)êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ (ïðîñòðàí-
ñòâó ïîëîæåíèé), óòî÷íèì äàííûå ïîíÿòèÿ äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

Èññëåäîâàíèå ¾â öåëîì¿ íà÷èíàåòñÿ ñ èçó÷åíèÿ ïðèâåäåííûõ
óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ïðè ïðàâèëüíîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñêîðåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé ÷àñòèöû, à ïðàâûå ÷àñòè ïðèðàâíåíû ê íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî,
âåëè÷èíû, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ â äàëüíåéøåì â ïðàâóþ ÷àñòü, ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê îáîáùåííûå ñèëû. Òàêîé ïîäõîä òðàäèöèîíåí äëÿ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, à òåïåðü îí åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ãëàäêîìó ìíîãî-
îáðàçèþ. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, êîíñòðóèðîâàòü
¾ñèëîâûå ïîëÿ¿. Òàê, íàïðèìåð, ââåäÿ â ñèñòåìó êîýôôèöèåíòû, ëè-
íåéíûå ïî îäíîé èç êîîðäèíàò (êî)êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïî
îäíîé èç êâàçèñêîðîñòåé ñèñòåìû), ïîëó÷èì ñèëîâîå ïîëå (ãåíåðà-
òîð ñäâèãà) ñ äèññèïàöèåé ðàçíîãî çíàêà.

Ñëîâîñî÷åòàíèå ¾äèññèïàöèÿ ðàçíîãî çíàêà¿ íåñêîëüêî ïðîòèâî-
ðå÷èâî, òåì íå ìåíåå, áóäåì åãî óïîòðåáëÿòü. Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì,
÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå äèññèïàöèÿ ¾ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿ � ýòî
ðàññåÿíèå ïîëíîé ýíåðãèè â îáû÷íîì ñìûñëå, à äèññèïàöèÿ ¾ñî çíà-
êîì ¾ìèíóñ¿ � ýòî ñâîåîáðàçíàÿ ¾ïîäêà÷êà¿ ýíåðãèè (ïðè ýòîì â ìå-
õàíèêå ñèëû, îáåñïå÷èâàþùèå ðàññåÿíèå ýíåðãèè íàçûâàþòñÿ äèññè-
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ïàòèâíûìè, à ñèëû, îáåñïå÷èâàþùèå ïîäêà÷êó ýíåðãèè íàçûâàþòñÿ
ðàçãîíÿþùèìè).

Êîíñåðâàòèâíîñòü äëÿ ñèñòåì ìîæíî ïîíèìàòü â òðàäèöèîííîì
ñìûñëå, íî ìû äîáàâèì ê ýòîìó ñëåäóþùåå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñè-
ñòåìà êîíñåðâàòèâíà, åñëè îíà îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì ãëàäêèõ
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îíà íå îáëàäàåò ïðèòÿ-
ãèâàþùèìè èëè îòòàëêèâàþùèìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè. Åñëè
æå îíà ïîñëåäíèìè îáëàäàåò, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà îáëà-
äàåò äèññèïàöèåé êàêîãî-òî çíàêà. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî � îáëàäàíèå
ñèñòåìû õîòÿ áû îäíèì ïåðâûì èíòåãðàëîì (åñëè îíè âîîáùå åñòü)
ñ ñóùåñòâåííî îñîáûìè òî÷êàìè.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ñèëîâîå ïîëå (ãåíåðàòîð ñäâèãà ñèñòåìû)
ðàçäåëÿåòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå âíóòðåííåå è âíåøíåå. Âíóòðåííåå
ïîëå õàðàêòåðíî òåì, ÷òî îíî íå ìåíÿåò êîíñåðâàòèâíîñòè ñèñòåìû.
À âíåøíåå ìîæåò âíîñèòü â ñèñòåìó äèññèïàöèþ ðàçíîãî çíàêà. Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî âèä âíóòðåííèõ ñèëîâûõ ïîëåé çàèìñòâîâàí èç
êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû, à òàêæå èíâà-
ðèàíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû êëàññîâ îäíîðîäíûõ ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì
ñèëîâîå ïîëå ðàçäåëÿåòñÿ íà âíóòðåííåå (êîíñåðâàòèâíîå) è âíåø-
íåå, êîòîðîå îáëàäàåò äèññèïàöèåé ïåðåìåííîãî çíàêà. Âíåøíåå ïîëå
ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óíèìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è
îáîáùàåò ñèëîâûå ïîëÿ, ðàññìàòðèâàåìûå ðàíåå.
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P =

n∑
k,j=1

ak,j(x)DkDj +

n∑
k=1

ak(x)Dk + a0(x), (1)

� ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ âåùåñòâåííî àíàëè-
òè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëåííûé â îòêðûòîì ìíîæåñòâå
Ω ⊂ Rn, ak,j(x) = aj,k(x), Dk = 1

i
∂

∂xk
(îáîçíà÷åíèÿ ñì. [1]). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ak,j(x) âåùåñòâåííîçíà÷íû è îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Kx(P ) ⊂ T ∗

x (Ω) ÿäðî ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû
Bx(η, ξ) =

∑n
k,l=1 ak,lηkξl è ÷åðåç Tx(P ) =

{
τ | τ(ξ) = 0, åñëè (x, ξ) ∈

Char(P )
}
� ïåðåñå÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Ïî-

ñêîëüêó p2(x, ξ) = Bx(ξ, ξ), òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω ìíîæåñòâî
(x,Kx(P ) \ {0}) ñîäåðæèòñÿ â Char(P ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x ∈ Ω è Bx(η, ξ) ̸≡ 0. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ðàâíîñèëüíû

(1) {ξ | (x, ξ) ∈ Char(P )} = Kx(P ) \ {0};
(2) ôîðìà Bx(ξ, ξ) íå ñòðîãî çíàêîîïðåäåëåíà;
(3) Tx(P ) ̸= {0}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(a) ðàíã ìàòðèöû (ak,j(x))

n
k,j=1 íå çàâèñèò îò x ∈ Ω.

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî L(P ) = ∪x∈Ω(x, Tx(P )) îáðàçóåò ïîä-
ðàññëîåíèå â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TΩ. ×åðåç L(P ) îáîçíà÷èì
äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ L(P ). Äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ñèñòåìà L(P ) ïîðîæäàåò â C∞-ìîäóëå T Ω ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ôèëüòðàöèþ C∞-ïîäìîäóëåé Hj , â êîòîðîé ïåðâûé ýëå-
ìåíò H1 = L(P ), à ïîñëåäóþùèå ïîäìîäóëè Hj+1 ïîðîæäàþòñÿ âåê-
òîðíûìè ïîëÿìè èç L(P ) è êîììóòàòîðàìè âåêòîðíûõ ïîëåé âèäà
[L(P ),Hj ].

©Øàíàíèí Í.À., 2026

340



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(á) íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 1 ⩽ r ⩽ n − 1,
÷òî L(P ) = H1 ⫋ H2 ⫋ . . . ⫋ Hr = Hr+1 ⫋ T Ω, ïðè÷åì
ðàçìåðíîñòü dimHr

x = const, x ∈ Ω.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäìîäóëü Hr ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìîé è â ñèëó òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
x0 ∈ Ω ïðîõîäèò ìàêñèìàëüíîå ñâÿçíîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå MHr,x0 . Ãîâîðÿò, ÷òî ðîñòêè ôóíêöèé u1(x) è u2(x) ∈ D′(Ω)
ðàâíû â òî÷êå x0 ∈ Ω è ïèøóò u1x0

∼= u2x0 , åñëè u1(x) = u2(x) â
íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð P âèäà (1) óäîâëåòâîðÿåò ðàâíî-
ñèëüíûì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1 è óñëîâèÿì (à) è (á). Òîãäà, åñëè
êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè, òî èç ðàâåíñòâà ðîñòêîâ u1x0

∼= u2x0 â òî÷êå x0 ∈ Ω ñëå-
äóåò ðàâåíñòâî u1x

∼= u2x â òî÷êàõ ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà
MHr,x0 ∩ {y ∈ Ω | (Pu1)y ∼= (Pu2)y}, ñîäåðæàùåé x0.

Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñîêî-
ãî ïîðÿäêà ñ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè îïóá-
ëèêîâàíû â ñòàòüå [2]. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå âåðíî. Â [3] ïîñòðîåí ïðèìåð óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
C∞-êîýôôèöèåíòàìè, ñòàðøàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò àíàëèòè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòû è óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû, íî ðåøåíèÿ
êîòîðîãî íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü
èíäóöèðîâàííûõ èíòåãðàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Õåðìàíäåð Ë. Àíàëèç ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. (ò. 1)/ Ë. Õåðìàíäåð. � Ì. : Ìèð,
1986. � 464 ñ.

2. Øàíàíèí Í.À. Î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè / Í.À. Øàíàíèí // Ìàòåì. çà-
ìåòêè � 2022. � Ò. 111, � 6. � Ñ. 921�928.

3. Øàíàíèí Í.À. Ê ïðîäîëæåíèþ ðîñòêîâ ðåøåíèé / Í.À. Øà-
íàíèí // Ìàòåì. çàìåòêè � 2024. � Ò. 115, � 4. � Ñ. 619�625.
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Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (öèêëîâ) â êëàññå íåëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Ïîëó÷åíû íåîáõî-
äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé, ÷òî
ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåò-
ðà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè.
Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà, â äàííîì ïîäõîäå
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü âñåõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â
ñèñòåìó, êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íå îáëàäàåò ãàìèëü-
òîíîâîé ñòðóêòóðîé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âåêòîðíàÿ
çàïèñü êîòîðîé èìååò âèä

ẋ = Ax+ εf(x, ε) (1)

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, A-êâàäðàòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà,
f(x, ε) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ (x, ε) ∈ Rn × [ε0, ε0], ε0 > 0, ε- ïàðàìåòð. Â äàëüíåéøåì ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A ñîäåðæèò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±iβ, β > 0.

Ïî ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) îïðåäåëèì àíàëîã ôóíêöèè Ïîíò-
ðÿãèíà[1]:

F (ρ) =

∫ 2π

0

[
g1(ρ cosφ, ρ sinφ, 0, 0, . . . , 0) cosφ+

+g2(ρ cosφ, ρ sinφ, 0, 0, . . . , 0) sinφ
]
dφ.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïðè ε→ 0, ε > 0.

Ñôîðìóëèðîâàííîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðè íåêîòîðûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè F (ρ) â îêðåñòíîñòè ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ F (ρ) = 0 ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÍÈÈ ÒÍÓ (ïðîåêò �
0126TJ01727).
©Øàðèôçîäà Ç.È., Ìóõàìàäèåâ Ý.Ì., Íóðîâ È.Äæ., 2026
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ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε > 0, à èìåííî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè çíà÷åíèé ε = εk ̸= 0, εk → 0, ïðè k → ∞ ñèñòåìà (1) èìååò
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ x(t+ωk, εk) ≡ x(t, εk), ñ íàèìåíüøèì ïåðèî-
äîì ωk = ω(εk) > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ C1 ⩽ ∥x(t, εk)∥ < C2,
ãäå 0 < C1 < C2 � çàäàííûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
ρ0 ⩾ C1, ÷òî F (ρ0) = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ρ0 > 0 ðåøåíèå óðàâíåíèå F (ρ) = 0, è â
îêðåñòíîñòè [ρ0 − δ0, ρ0 + δ0], òî÷êè ρ0, ãäå ρ0 − δ0 > 0 ôóíêöèÿ
F (ρ) ̸= 0 ïðè ρ ̸= ρ0, ïðè÷åì F (ρ0−δ0)·F (ρ0+δ0) < 0. Òîãäà ñèñòåìà
(1) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ |ε| > 0 èìååò íåñòàöèîíàðíîå
ω(ε) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t, ε).

Ëèòåðàòóðà

1. Áàóòèí Í.Í. Ìåòîäû è ïðèåìû êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè / Í.Í. Áàóòèí, Å.À. Ëåîíòî-
âè÷. �Ì. : Íàóêà, 1976. � 496 ñ.
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òèêà è å¼ ïðèëîæåíèÿ. Òåìàòè÷åñêèå îáçîðû. �2021. �Ñ. 167-171.

4. Grishanina G.E. Analysis of the existence of periodic solutions of
the systems of nonlinear di�erential equations with a small parameter /
G.E. Grishanina, E.M. Muhamadiev, I.D. Nurov, Z.I. Sharifzoda //
Vladikavkaz Mathematical Journal 2025 , Volume 27, Issue 3, P. 28�39.

5. Êðàñíîñåëüñêèé Ì. À. Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû è òåîðèè íåëè-
íåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé / Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèé. -Ìîñêâà:
Íàóêà, 1956. -392 ñ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâó-
þùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1], çàäàâàåìûé âûðàæåíè-
åì

Ly = −ÿ −
1∫

0

K(t, s)x(s)ds (1)

è íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y(0) =

1∫
0

a0(t)y(t)dt, y(1) =

1∫
0

a1(t)y(t)dt. (2)

Çäåñü a0 è a1 - ôóíêöèè èç L2[0, 1].
Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ÿäðîK(t, s) ïðèíàäëåæèò ãèëüáåðòîâó

ïðîñòðàíñòâó L2([0, 1]
2).

Ìåòîäîì ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåí-
êè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà.
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À.Ã. Áàñêàêîâ. � Âîðîíåæ : Èçä-âî ÂÃÓ, 1987. � 164 ñ.
2. Áàñêàêîâ À.Ã. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåëîêàëüíûìè êðà-
åâûìè óñëîâèÿìè / À.Ã. Áàñêàêîâ, Ò.Ê. Êàöàðàí //
Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1988. � Ò. 24, � 8. �
Ñ. 1424�1433.
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óñëîâèÿìè / À.Í. Øåëêîâîé // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è êîìïüþ-
òåðíîå ìîäåëèðîâàíèå. � 2018. � Ò. 21, � 4. � Ñ. 18�33.

4. Øåëêîâîé À.Í. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì / À.Í. Øåë-
êîâîé // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå. �
2020. � Ò. 23, � 3. � Ñ. 76�89.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 19-01-
00732).
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Ïóñòü γ=(γ1, ..., γn) � ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç ïîëîæèòåëü-
íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë γi > 0, i=1, ..., n, è, ïóñòü, |γ|=γ1+. . .+γn.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåññåëÿ èìååò âèä ∆γ =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i
+ γi

xi

∂
∂x .

Ïðè ðàññìîòðåíèè äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåññåëÿ íà ôóíê-
öèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî ýòè ïåðåìåííûå íå ìî-
ãóò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó áóäåì èìåòü äåëî
ñ n-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì Rn, îòêðûòûì îðòàíòîì

Rn
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1>0, . . . , xn>0}.

Íà îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ xi, i=1, ..., n, ðàññìàòðèâàåìûå íàìè
ôóíêöèè áóäåì ïðîäîëæàòü ÷åòíûì îáðàçîì.

Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà Lp
γ(Rn

+) ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ íà
Rn

+ ôóíêöèé f ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥f∥p,γ :=

∫
Rn

+

|f(x)|pxγ dx


1/p

, 1 ⩽ p <∞, xγ =

n∏
i=1

xγi

i .

Ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ ôóíêöèè f∈L1
γ(Rn

+) îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Fγ [f ](ξ) = (Fγ)x[f(x)](ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn

+

f(x) jγ(x; ξ)x
γdx.

×àñòü ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà S(Rn), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, ÷åò-
íûõ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sev(Rn

+).
Ìíîãîìåðíûé îáîáùåííûé ñäâèã îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(γTy
xf)(x) =

γTy
xf(x) = ( γ1T y1

x1
... γnT yn

xn
f)(x),

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñ. çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè (FEGS-2026-0004).
©Øèøêèíà Ý.Ë., 2026
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ãäå êàæäûé èç îáîáùåííûõ ñäâèãîâ γiT yi
xi

îïðåäåëåí ïðè i=1, ..., n
âûðàæåíèåì

γT y
x f(x)=

Γ
(
γ+1
2

)
√
π Γ

(
γ
2

) π∫
0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cosφ) sinγ−1 φdφ.

Îïåðàòîð

(Gγ
t φ)(x) =

t−
n+|γ|

2

2|γ|
n∏

i=1

Γ
(
γi+1
2

) ∫
Rn

+

e−
|y|2
4t (γTy

xφ)(x)y
γdy, φ ∈ Lγ

p(Rn
+),

íàçîâåì ñèíãóëÿðíîé äèôôóçèîííîé ïîëóãðóïïîé {Gγ
t }t⩾0.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðû {Gγ
t }t⩾0 îáðàçóþò ñæèìàþùóþ ïîëó-

ãðóïïó òèïà C0 íà Lγ
p(Rn

+), 1 ⩽ p < ∞, è åå ãåíåðàòîð A ñîâïàäà-
åò ñ çàìûêàíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåññåëÿ ∆γ , îïðåäåëåííîãî íà
÷åòíûõ øâàðöåâûõ ôóíêöèÿõ f ∈Sev(Rn

+).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü φ∈Sev(Rn
+). Äðîáíàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà

(−∆γ) ïðè 0<α< 1 èìååò âèä

(−∆γ)
αφ(x) =

22α+nΓ
(

n+|γ|+2α
2

)
Γ(−α)

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

) ∫
Rn

+

(γTy
xφ)(x)− φ(x)

|y|n+|γ|+2α
yγdy, (1)

à ïðè 1<α<ℓ, ℓ = 2, 3, ... èìååò âèä

(−∆γ)
αφ(x) =

=
22α+nΓ

(
n+|γ|

2
+ α

)
Cα(ℓ)

n∏
i=1

Γ
(
γi+1

2

) ∫
Rn
+

(
φ(x) + (−1)ℓℓ!

{α

ℓ

}
(γTy

xφ)(x)
) yγdy

|y|n+|γ|+2α
.

(2)

Îòðèöàòåëüíàÿ ñòåïåíü (−∆γ) ïðè 0<α< 1 èìååò âèä

(−∆γ)
−αφ(x) =

2n−2αΓ
(

n+|γ|
2 − α

)
Γ(α)

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

) ∫
Rn

+

|y|2α−n−|γ|(γTy
xφ)(x)y

γdy.

(3)
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ÌÅÒÎÄÎÂ ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
À.Ä. Øëÿõòåð (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
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Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Äåéêñòðû áàçèðóåòñÿ íà øàãå ðåëàêñà-
öèè:

d(u) + w(u, v)

ãäå d(u) - ðàññòîÿíèå äî ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû u, w(u, v) - âåñ
ðåáðà ìåæäó âåðøèíîé v è u.

Â ñòàòè÷åñêèõ ãðàôàõ ýòî ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà, îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ê äèíàìè÷åñêèì ãðàôàì, ãäå ñòðóê-
òóðà ñâÿçåé ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ, èçìåíåíèå âåñà íàðóøàåò óñëîâèå
îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà (Ëþáàÿ ÷àñòü êðàò÷àéøåãî ïóòè ñàìà ÿâ-
ëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó ñâîèìè òî÷êàìè). Êëàññè÷åñêàÿ
ðåàëèçàöèÿ äåìîíñòðèðóåò èçáûòî÷íóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü
è íåäîñòàòî÷íóþ ñêîðîñòü ðàáîòû, à òàêæå òðåáóåò ïîëíîé ïîâòîð-
íîé èíèöèàëèçàöèè âñåãî ãðàôà:

d(s) = 0, d(v) = ∞ ∀v ∈ V, v ̸= s

Ýòî ñòàâèò çàäà÷ó ïîèñêà áîëåå ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé, ñïîñîá-
íûõ àäàïòèðîâàòüñÿ ê èçìåíåíèÿì áåç ïîëíîãî ïåðåñ÷åòà âñåõ äàí-
íûõ.

Îïèðàÿñü íà ïðèíöèï Áåëëìàíà, ìîæíî óòâåðæäàòü: â ïðîöåññå
ïðîõîæäåíèÿ ïî ãðàôó è îáíàðóæåíèÿ íåîïòèìàëüíîñòè ïóòè, íåò
íåîáõîäèìîñòè èçìåíÿòü âåñü ïóòü. Äîñòàòî÷íî ëîêàëüíî èçìåíèòü
çíà÷åíèÿõ â óçëàõ, çàòðîíóòûõ èçìåíåíèåì âåñà êîíêðåòíîãî ðåáðà,
è îïòèìèçèðîâàòü ïóòü äî òåõ ïîð, ïîêà îí ñíîâà íå ñòàíåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè.

d(v) = min
u∈Adj(v)

{d(u) + w(u, v)}

Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì D* Lite, êîòîðûé ðàáîòàåò ïî ïðèíöè-
ïó èíêðåìåíòàëüíîãî îáíîâëåíèÿ - âûÿâëåíèå òîëüêî òåõ ó÷àñòêîâ
ãðàôà, êîòîðûå ñòàëè íåîïòèìàëüíûìè ïîñëå èçìåíåíèÿ ñðåäû, è
èñïðàâëÿåò òîëüêî èõ.
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Â êàæäîì óçëå ãðàôà õðàíèòñÿ äâå îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî öåëè:
g(u) - çàïèñàííàÿ öåíà èç ïðîøëûõ ðàñ÷åòîâ, è rhs - âû÷èñëåííàÿ
íà äàííûé ìîìåíò ôîðìóëà Áåëëìàíà ïî ñîñåäíèì ðåáðàì.

rhs(u) = min
s′∈Succ(u)

(c(u, s′) + g(s′))

Ïðè g = rhs - ïóòü îïòèìàëåí. Ïðè g ̸= rhs óçåë ïîìå÷àåòñÿ êàê
íåñîãëàñîâàííûé è îòïðàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü íà ïåðåðàñ÷åò.

Äëÿ ïðèîðèòåòíîñòè ïåðåðàñ÷åòà èñïîëüçóåòñÿ êëþ÷ [k1; k2], âû-
÷èñëÿåìûé:

k1(u) = min(g(u), rhs(u)) + h(sstart, u) + km

k2(u) = min(g(u), rhs(u))

ãäå h(sstart, u) - ýâðèñòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, k1 - êîýôôèöèåíò îò-
âå÷àþùèé çà âûáîð íàïðàâëåíèÿ, k2 - ïàðàìåòð âûáîðà ïîõîæåñòè
ïóòåé, km - êîððåêòîð ïðîéäåííîãî ïóòè.

Àëãîðèòì D* Lite, ðåàëèçóþùèé ïðèíöèï èíêðåìåíòàëüíîãî îá-
íîâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ïîèñêà îïòèìàëüíî-
ãî ïóòè â äèíàìè÷åñêèõ ãðàôàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì Äåéêñò-
ðû. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ïîëíîé ïîâòîðíîé èíèöèà-
ëèçàöèè ãðàôà, à òàêæå ïóòåì êîíöåíòðàöèè âû÷èñëåíèé òîëüêî íà
èçìåíåííûõ ó÷àñòêàõ ãðàôà.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà ïîòåðü [1,2] äëÿ îáó-
÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè, àïïðîêñèìèðóþùåé ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ íåîäíîðîäíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂ξ∂η
= g (ξ, η) , (ξ, η) ∈ Ω (1)

ñ îáëàñòüþ Ω ⊂ R2 â ôîðìå ïÿòèóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
Γ0 (2π,−π), Γ1 (π,−π), Γ2 (0, 0), Γ3 (π, π), Γ4 (2π, 0). Ó÷àñòêè Γ2Γ3,
Γ1Γ2, Γ3Γ4 ãðàíèöû ∂Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç γ, l1, l2 ñîîòâåòñòâåííî. Ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàäèì â âèäå [3]:

u |γ = φ (s) ,

∂u

∂s
|γ =

∂φ

∂s
(s) ,

∂u

∂n
|γ = ψ (s) ,

∂u

∂η
|l1 = χ (s) ,

u |l2 = ω (s) ,

(2)

ãäå
(
φ, ∂φ∂s , ψ, χ, ω

)
∈ L2 (γ × γ × γ × l1 × l2), g ∈ L2 (Ω), n � íàïðàâ-

ëåíèå âíåøíåé íîðìàëè, s � ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âäîëü ∂Ω.
Ïóñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Θ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Θ(ξ, η)=


Ψ(ξ)−Ψ(η) , (ξ, η) ∈ Ω1 = Ω ∩ {(ξ, η) : ξ < π, η > 0} ,
Ψ(2π−ξ)−Ψ(η) , (ξ, η) ∈ Ω2 = Ω ∩ {(ξ, η) : ξ > π, η > 0} ,
Ψ(2π−ξ)−Ψ(0) , (ξ, η) ∈ Ω3 = Ω ∩ {(ξ, η) : ξ > π, η < 0} ,
Ψ(ξ)−Ψ(0) , (ξ, η) ∈ Ω4 = Ω ∩ {(ξ, η) : ξ < π, η < 0} ,

ãäå

Ψ(λ) = −
√
2

2

λ∫
0

(
∂φ (τ)

∂s
+ ψ (τ)

)
dτ, λ ∈ [0, π] .

Ïðè ïîìîùè ñèììåòðèçóþùåãî îïåðàòîðà Â.Ì. Ôèëèïïîâà [3]
ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó.
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Òåîðåìà. Âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë èç [3] äëÿ êðàåâîé çàäà÷è
(1)-(2) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

D [u] =

∫
Ω

u2 (ξ, η) dξdη − 2

∫
Ω

ξ∫
γ∪l1(η)

η∫
γ∪l2(ζ)

g (ζ, τ) dτdζ u (ξ, η) dξdη−

− 2

∫
Ω

Θ(ξ, η)u (ξ, η) dξdη − 2

∫
Ω1∪Ω4

φ (ξ)u (ξ, η) dξdη+

+ 2

∫
Ω3∪Ω4

0∫
η

χ (τ) dτ u (ξ, η) dξdη − 2

∫
Ω2∪Ω3

ω (2π − ξ)u (ξ, η) dξdη.

Ôóíêöèîíàë D [u] íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u (ξ, η) è
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà ïîòåðü ïðè îáó-
÷åíèè íåéðîííîé ñåòè, àïïðîêñèìèðóþùåé ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
(1)-(2). Íåéðîííàÿ ñåòü äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2) ìîæåò áûòü îáó-
÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëà D [u] ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà èç
[4].
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Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, îãðàíè÷åí-
íîé ïðîñòûì êóñî÷íî-ãëàäêèì ëÿïóíîâñêèì êîíòóðîì Γ, ðàññìîòðèì
íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂z̄u− a(z)u(z)− f(z)
u(z)

s
√
u(z)

= 0, (1)

ãäå s ∈ N \ {1}, a(z), f(z) ∈ Lp(D), p > 2.
Óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Êîøè�Ðèìàíà ∂z̄ èíòåãðèðóþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ îïåðàòîðà Ïîìïåéþ�Âåêóà [1]

(Tφ)(z) = − 1

π

∫
D

φ(ζ) d2ζ

ζ − z
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Ω(z) =
1

s
(Ta)(z) + h(z), ãäå h(z) =

1

2sπi

∫
Γ

(Ta)(ζ)
dζ

ζ − z
.

Â ïðåäïîëîæåíèè e−Ω f ∈ Lp(D) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â
êëàññå u ∈W 1,p

loc (D) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

u =

(
eΩ
(
φ+

1

s
T (e−Ω f)

))s

, (2)

ãäå φ ∈ C(D) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ.
Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2) ïîçâîëÿåò äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðå-

øàòü ñëåäóþùèå òèïû êðàåâûõ çàäà÷:
Êðàåâàÿ çàäà÷à òèïà Äèðèõëå: íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u

óðàâíåíèÿ (1) ïî êðàåâûì óñëîâèÿì

Re e−
1
sΩ s

√
u|Γ = g,

ãäå ôóíêöèÿ g ∈ Cν(Γ).
Êðàåâàÿ çàäà÷à òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà: íàéòè ðåãóëÿðíîå

ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (1) ïî êðàåâûì óñëîâèÿì

ReG(t) s
√
u|Γ = g(t), t ∈ Γ,

ãäå êîýôôèöèåíò G(t) ∈ H(Γ) è âñþäó îòëè÷åí îò íóëÿ, g(t) ∈ H(Γ).
Îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè φ(z) çàäà÷à ïðèíèìàåò

âèä
Re G̃(t)φ|Γ = g̃(t), t ∈ Γ,
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ãäå G̃(t) = e
1
sTaG(t), g̃(t) = g(t) − 1

s ReG(t)T (e
− 1

sTa f); ýòà çàäà÷à,
â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿæå-
íèÿ φ+ − G1φ

− = g1, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîé
ôóíêöèè X(z) [2]. Ïóñòü ω(z) îáîçíà÷àåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã.

Òåîðåìà. Èíäåêñ çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
ðàâåí 1 − 2κ, ãäå κ = 1

2π argG(t)|Γ. Âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è â êëàññå

H(D) îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

u =

(
eΩ
(
φ+

1

s
T (e−Ω f)

))s

,

φ(z) =
X(z)

πi

∫
Γ

g1(t)

G(t)X+(t)

ω′(t) dt

ω(t)− z
+X(z) p[ω(z)],

ãäå p ∈ P 0
−2κ, à ôóíêöèÿ g1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíî-

ñòè ∫
Γ

g1(t)

G(t)X+(t)
q[ω(t)]ω′(t) dt = 0, q ∈ P 0

2κ−2.

Òå æå çàäà÷è ðåøàþòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûì êîýôôè-
öèåíòîì

∂z̄u− a(z)

|z|α
u(z)− f(z)

u(z)
s
√
u(z)

= 0, (3)

ãäå a(z) � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â
îêðåñòíîñòè íóëÿ, n = [α] � öåëàÿ ÷àñòü α, α ⩾ 1.
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SCHAUDER-TYPE ESTIMATES UP TO THE BOUNDARY
FOR ELLIPTIC OPERATORS WITH CONSTANT

COEFFICIENTS1
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Let Ω′ ⊂ Rn−1 be a bounded domain with su�ciently smooth
boundary ∂Ω′. P = (x′;xn), where x′ ∈ Ω′ and xn ∈ (0, T ). Let

1
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ŝl = (sk)
l
1 ∈ Zl

+ : 0 ⩽ s1 < s2 < ... < sl ⩽ m − 1. Consider the
following Boundary value problem

L (P ; ∂)u (P ) = f (P ) , P ∈ Ω,

Bj (ξ; ∂)u (ξ) = φj (ξ) , j = 1, l,

for an m-th order elliptic operator ( where m is even & l = m
2 )

L (·; ∂)u (·) = L′ (·; ∂)u (·) + L′′ (·; ∂)u (·) ,

where

L′ (·; ∂)u (·) =
∑

|β|=m

aβ (·) ∂βu (·) ;L′′ (·; ∂)u (·) =
∑

|β|⩽m−1

aβ (·) ∂βu (·) .

The boundary operators have the form

Bj (·; ∂)u (·) = B′
j (·; ∂)u (·) +B′′

j (·; ∂)u (·) ,

where

B′
j (·; ∂)u (·) =

∑
|α|=sj

bα;j (·) ∂αu (·) ; B′′
j (·; ∂)u (·) =

∑
|α|<sj

bα;j (·) ∂αu (·) .

Assume that these operators satisfy the following conditions.
(i) The operator L is uniformly elliptic on Ω̄, i.e. ∃δ ∈ (0, 1] such

that
δ |ξ|m ⩽ |L′ (P ; ξ)| ⩽ δ−1 |ξ|m , ∀P ∈ Ω̄; ∀ξ ∈ Rn.

(ii) For every point P ∗ = (x∗; 0) ∈ Ω′ the system with constant
coe�cients, consisting of the elliptic operator L′ (P ∗; ∂) and the boundary
operators B′

j (P
∗; ∂) , j = 1, l, satis�es the complementing condition

uniformly on P ∗ ∈ Ω′.
Consider the following elliptic operator

L0u =
∑

|α|=m

a0α∂
αu,

and the boundary conditions

b0iu =
∑

|α|=si

b0α;i∂
αu, i = 1, l; 0 ⩽ s1 < ... < sl ⩽ m− 1,

with the constant coe�cients. The following theorem is true.
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Theorem 1. Let the system of operators
{
L0; b

0
j , j = 1, l

}
satisfy the

conditions (i) and (ii). Let f ∈ Lp) (B
+
r ) and (φk)

l
1 ∈ Wm

p) (B
′
r; ŝl) , 1 <

p < +∞. Then the Boundary value problem

(L0u) (P ) = f (P ) , P ∈ B+
r ,(

b0ju
)
(ξ) = φj (ξ) , j = 1, l, ξ ∈ B′

r,
suppu ⊂ B+

r ,

 (1)

has a unique solution u ∈Wm
p) (B

+
r ) and the following estimate holds for

the solution

∥u∥Wm
p) (B

+
r ) ⩽ C

(
∥f∥L

p)(B
+
r ) +

∥∥∥(φj)
l
1

∥∥∥
Wm

p)
(B′

r; ŝl)

)
,

where the constant C > 0 is independent of the right-hand side of (1).

INVERSE POSITIVENESS OF A DIFFERENTIAL
OPERATOR ON A GRAPH1

V. Eloeva, R. Kulaev (Vladikavkaz, NOSU, SMI VSC RAS)
kulaevrch@mail.ru

We study the positive invertibility of the linear di�erential operator
Lr of the fourth-order boundary value problem on a graph that
arises in modeling Euler-Bernoulli beam systems. We brie�y write the
corresponding boundary value problem as

Lru ≡ L0u+ r(x)u = f(x), x ∈ Γ, (1)

u|∂Γ = (ϑu′ − βu′′)|∂Γ = 0. (2)

Here Lr is a di�erential operator with the forcing term r(x)u; the
operator L0 is de�ned by Euler-Bernoulli beam equations on the edges
of Γ, and by sets of the rigid joint conditions at the junction nodes [1,2];
∂Γ is the boundary of Γ.

By a di�erential equation (1) on a graph, following [1,3], we
understand the set of di�erential equations on the edges and the set
of consistency conditions at the interior vertices. The equations on the
edges have the form

(p(x)u′′)′′ + r(x)u = f(x), x ∈ E(Γ), (3)

1 This work was supported by the Ministry of Science and Higher Education of
the Russian Federation. Grant 075-02-2026-1324.
© Eloeva V.A., Kulaev R.Ch., 2026
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where p ∈ C2[E(Γ)], infx∈Γ p(x) > 0, and r, f ∈ C[Γ].
At each junction node c ∈ J(Γ), |I(c)| ⩾ 3, we impose the following

transmission conditions:

ui(c) = u(c), ∀i ∈ I(c),

u′i(c) = αki(c)u
′
k(c) + αji(c)u

′
j(c), ∀i ∈ I(c) \ {j, k},∑

i∈I(c)

αki(c)(piu
′′
i )(c) = 0,

∑
i∈I(c)\{j,k}

αji(c)(piu
′′
i )(c) = 0,

(4)

∑
i∈I(c)

(piu
′′
i )

′(c) + r(c)u(c) = f(c), c ∈ J(Γ). (5)

Here k and j are �xed indices from I(c); αki(c), αji(c) are given real
numbers.

The system of relations (3)�(5) is called the di�erential equation
on the graph Γ and is denoted by L0u = f(x). A solution of this
equation is any function u(x) ∈ C4[Γ] continuous on Γ that satis�es
the corresponding ordinary di�erential equation (3) on E(Γ) and obeys
conditions (4), (5) at each inner vertex.

Thus, the di�erential operator L0 : D → C[Γ] is de�ned by relations

D = {u ∈ C4[Γ] : u satis�es (4) on J(Γ)},

L0u(x) :=


(p(x)u′′)′′, x ∈ E(Γ),∑
i∈I(x)

(pi(x)u
′′
i )

′, x ∈ J(Γ);

Lru(x) := L0u(x) + r(x)u(x), x ∈ Γ.

(6)

Throughout we assume that the graph Γ is a tree.
For each vertex a ∈ ∂Γ, we de�ne a pair of functions wa, va that

are solutions of the equation Lru(x) = 0, x ∈ Γ, satisfying the following
boundary condition

wa(a) = 1, ϑ(a)w′
a(a)− β(a)w′′

a(a) = 0,

wa|∂Γ\a = (ϑw′
a − βw′′

a)|∂Γ\a = 0;

and
va(a) = 0, ϑ(a)v′a(a)− β(a)v′′a(a) = 1,

va|∂Γ\a = (ϑv′a − βv′′a)|∂Γ\a = 0.

De�nition 1. The di�erential operator Lr is said to be nonoscillatory
on a graph Γ if for each vertex a ∈ ∂Γ the corresponding solution va is
positive on Γ.
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De�nition 2. We say that the operator Lr+λρ is critically
nonoscillatory on Γ if for each vertex a ∈ ∂Γ the corresponding solution
va(x, λ) is positive on Γ and if there is a vertex a0 ∈ ∂Γ such that the
solution va0

(x, λ) has a triple zero at some boundary vertex.
Let us consider functions r∗, r

∗ ∈ C[Γ]. Denote by Lr∗ , Lr∗

di�erential operators generated by relations (6) with the coe�cient
r = r∗ and r = r∗, respectively.

Lemma 1(Comparison Theorem). Let 0 ⩽ r∗(x) ⩽ r∗(x) on Γ.
If the operator Lr∗ is nonoscillatory on Γ, then the operator Lr∗ is
nonoscillatory as well. Conversely, if the operator Lr∗ is oscillatory on
Γ, then the operator Lr∗ is oscillatory as well.

Lemma 2. Let λ0 > 0 on Γ. If the operator Lλ0 = L0 + λ0I is
critically nonoscillatory on Γ, then there exists a pair a, b ∈ ∂Γ such
that the number λ0 is the smallest positive eigenvalue of the following
spectral problem

L0u+ λu = 0, x ∈ Γ,

u|∂Γ = (ϑu′ − βu′′) |∂Γ\{a,b} = 0, u′(b) = u′′(b) = 0.

De�nition 3. The operator Lr is called inverse-positive if and only
if for all u ∈ D satisfying the boundary conditions (2)

Lru ⩾ 0 ⇒ u ⩾ 0.

Denote by λ0 a positive constant such that the operator Lλ :=
L0 + λ0I is critically nonoscillatory on Γ. By λ0 we denote the principal
eigenvalue of the operator L0.

Theorem 1. Assume that the operator L0 is nonoscillatory on Γ. Let
−λ0 < r(x) ⩽ λ0, x ∈ Γ ∪ ∂Γ. Then the operator Lr is inverse-positive.

Ëèòåðàòóðà
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2. Kulaev, R.Ch. Spectral properties of a fourth-order di�erential
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CLASSICAL SOLUTION OF THE SECOND MIXED
PROBLEM FOR THE INHOMOGENEOUS LIOUVILLE

EQUATION IN A HALF-STRIP
V.I. Korzyuk, J.V. Rudzko (Minsk,
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Institute of Mathematics of the National Academy
of Sciences of Belarus)
janycz@yahoo.com

In the domain Q = (0,∞)× (0, l), l > 0, of two indepedent variables
(t, x) ∈ Q ⊂ R2, consider the nonlinear equation

2au(t, x) + λ(t, x) exp(bu(t, x)) = f(t, x), (1)

where 2a = ∂2t − a2∂2x is the d'Alembert operator, a > 0 and b ̸= 0 are
real numbers, λ and f are functions de�ned on the set Q, and

b−1λ(t, x) ⩾ 0, b−1∂tλ(t, x) ⩽ 0, (t, x) ∈ Q. (2)

We supplement Eq. (1) with the initial conditions

u(0, x) = φ(0), ∂tu(0, x) = ψ(x), x ∈ [0, l], (3)

and the boundary conditions

∂xu(0, t) = ∂xu(l, t) = 0, t ∈ [0,∞). (4)

Equation (1) is known as the Liouville equation. In the case λ =
const and f ≡ 0, it goes back to the work of J. Liouville [1], where its
general solution on the plane was established. In theoretical physics, this
equation is used as the equation of motion in Liouville �eld theory [2],
�nding applications in string theory, two-dimensional quantum gravity,
and Calabi�Yau theory. Nonlinearity of the form exp(bu) also arises in
the geometry of surfaces of constant curvature [3, p. 118] and the theory
of integrable systems [4].

In paper [1], we considered the �rst mixed problem (Dirichlet
conditions on the lateral boundaries) for Eq. (1) and established the
necessary and su�cient matching conditions for the existence and
uniqueness of a classical solution.

We formulate main results of this report.
Theorem 1. Let the conditions φ ∈ C2([0, l]), ψ ∈ C1([0, l]),

λ ∈ C1(Q), and f ∈ C1(Q) be satis�ed. The second mixed problem
(1)�(4) has a unique solution u : Q 7→ R in the class C2(Q) if and only
if conditions

φ′(0) = ψ′(0) = φ′(l) = ψ′(l) = 0,

© Korzyuk V.I., Rudzko J.V., 2026
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are satis�ed.
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VARIATIONAL INEQUALITIES
WITH DEGENERATE ANISOTROPIC COEFFICIENTS

AND L1-DATA
A.A. Kovalevsky (Yekaterinburg, IMM UB RAS; Donetsk, IAMM)

alexkvl71@mail.ru

We present some results on the solvability and properties of solutions
of stationary variational inequalities with degenerate anisotropic coe�-
cients and L1-data. In so doing, we discuss the results published in [1�3]

© Kovalevsky A.A., 2026
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and our recent results on the subject concerning a special case for the
constraint set which was not studied before.

Let Ω be a bounded open set in Rn (n ⩾ 2), and for every i ∈
{1, . . . , n}, let qi ∈ (1, n) and νi be a nonnegative function on Ω such
that νi > 0 a.e. in Ω, νi ∈ L1

loc(Ω) and (1/νi)
1/(qi−1) ∈ L1(Ω). We de�ne

q = {qi : i = 1, . . . , n} and ν = {νi : i = 1, . . . , n} and denote by
W 1,q(ν,Ω) the set of all functions v ∈ L1(Ω) such that for every i ∈
{1, . . . , n}, there exists the weak derivative Div and νi|Div|qi ∈ L1(Ω).
The set W 1,q(ν,Ω) is a Banach space with the norm

∥v∥1,q,ν = ∥v∥L1(Ω) + ∥ν1/qii Div∥Lqi (Ω).

We denote by
◦
W 1,q(ν,Ω) the closure of C∞

0 (Ω) in W 1,q(ν,Ω). The set
◦
W 1,q(ν,Ω) is a re�exive Banach space with respect to the norm induced
by the norm ∥ · ∥1,q,ν .

For every k > 0, let Tk be the standard truncated function of level k.

We denote by
◦
T 1,q(ν,Ω) the set of all functions v : Ω → R such that for

every k > 0, we have Tk(v) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω). We note that

◦
W 1,q(ν,Ω) ⊂

◦
T 1,q(ν,Ω),

◦
T 1,q(ν,Ω) \

◦
W 1,q(ν,Ω) ̸= ∅.

Using the functions Tk, for every function v ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), the gradient

δv : Ω → Rn is de�ned.
Let c1, c2 > 0, let g1, g2 ∈ L1(Ω), g1, g2 ⩾ 0 in Ω, and for every

i ∈ {1, . . . , n}, let ai : Ω × Rn → R be a Carath�eodory function. We
assume that for almost every x ∈ Ω and every ξ ∈ Rn,

n∑
i=1

(1/νi)
1/(qi−1)(x)|ai(x, ξ)|qi/(qi−1) ⩽ c1

n∑
i=1

νi(x)|ξi|qi + g1(x),

n∑
i=1

ai(x, ξ)ξi ⩾ c2

n∑
i=1

νi(x)|ξi|qi − g2(x).

In addition, we assume that the set of functions ai satisfy the strict
monotonicity condition.

We de�ne a = {ai : i = 1, . . . , n} and for every v ∈
◦
T 1,q(ν,Ω),

we denote by Ma(v) the set of all functions w ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) such that

k > 0, i ∈ {1, . . . , n} =⇒ ai(x, δv)DiTk(w) ∈ L1(Ω)}.
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Let A :
◦
W 1,q(ν,Ω) → (

◦
W 1,q(ν,Ω))∗ be the operator such that for

every v, w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω),

⟨Av, w⟩ =
∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇v)Diw

}
dx.

We consider variational inequalities corresponding to the triples

(A, V, f) and (a, V, f), where V is a nonempty set in
◦
W 1,q(ν,Ω) or in

◦
T 1,q(ν,Ω) and f ∈ L1(Ω). In so doing, we distinguish the following cases.

1. Let V be a closed convex set in
◦
W 1,q(ν,Ω) such that V ∩ L∞(Ω)

is nonempty and

v, w ∈ V, k > 0 =⇒ v − Tk(v − w) ∈ V. (1)

By de�nition, if f ∈ L1(Ω), a T -solution of the variational inequality

corresponding to the triple (A, V, f) is a function u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) such

that:

(i) for every v ∈ V ∩ L∞(Ω) and k ⩾ 1, we have v − Tk(v − u) ∈ V ;

(ii) if v ∈ V ∩ L∞(Ω), k ⩾ 1, and l = k + ∥v∥L∞(Ω), then

⟨ATl(u), Tk(u− v)⟩ ⩽
∫
Ω

f Tk(u− v)dx.

It was proved in [2] that for every function f ∈ L1(Ω), there exists
a unique T -solution of the variational inequality corresponding to the
triple (A, V, f). The following result was established in [3].

Theorem 1. Let f ∈ L1(Ω). Then u is the T -solution of the
variational inequality corresponding to the triple (A, V, f) if and only

if u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) and the following assertions hold:

(a) for every v ∈ V , we have u− v ∈ Ma(u);

(b) for every v ∈ V and every k ⩾ 1, we have v − Tk(v − u) ∈ V and∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)DiTk(u− v)

}
dx ⩽

∫
Ω

f Tk(u− v)dx. (2)
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2. Let V be a nonempty closed convex set in
◦
W 1,q(ν,Ω) satisfying

only condition (1). In this case, for every f ∈ L1(Ω) and ψ ∈ V ,
the existence and uniqueness of the so-called ψ-shift T -solution of the
variational inequality corresponding to the triple (A, V, f) was proved
in [2]. Moreover, in [3], we established conditions on q and ν guaranteeing
for every f ∈ L1(Ω) the existence and uniqueness of the so-called W 1,1-
regular T -solution of the variational inequality corresponding to the
triple (a, V, f).

3. Let V be a set in
◦
T 1,q(ν,Ω) such that the set V ∩ L∞(Ω) is

nonempty. In this case, the set V ∩
◦
W 1,q(ν,Ω) is also nonempty, and

we assume that this set is convex and closed in
◦
W 1,q(ν,Ω). By the

de�nition given in [3], if f ∈ L1(Ω), a T -solution of the variational
inequality corresponding to the triple (a, V, f) is a function u ∈ V

such that: (i) for every v ∈ V ∩
◦
W 1,q(ν,Ω), we have u − v ∈ Ma(u);

(ii) for every v ∈ V ∩
◦
W 1,q(ν,Ω) and every k ⩾ 1, inequality (2) holds.

In [3], we established additional conditions on the set V guaranteeing for
every f ∈ L1(Ω) the existence and uniqueness of the T -solution of the
variational inequality corresponding to the triple (a, V, f).

4. Let V be a set in
◦
T 1,q(ν,Ω) such that the set V ∩

◦
W 1,q(ν,Ω) is

nonempty, convex and closed in
◦
W 1,q(ν,Ω). This case was not considered

before. In the study of it, for f ∈ L1(Ω) and ψ ∈ V ∩
◦
W 1,q(ν,Ω), we

introduce the notion of ψ-shift T -solution of the variational inequality
corresponding to the triple (a, V, f). Some results on the existence and
properties of such solutions are given in the talk.
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361



OF POWER FUNCTIONS IN HARDY AND BERGMAN
SPACES

V.R. Misiuk (Grodno, GrSU)
misiuk@grsu.by

Denote by Pn the collection of all algebraic polynomials of degree at
most n. For a function f belonging to the Hardy space Hp (0 < p ⩽ ∞)
on the unit disk D = {z : |z| < 1}, the best polynomial approximation
is de�ned as

En(f)p = inf
Pn∈Pn

∥f − Pn∥Hp , n = 0, 1, 2, . . . ,

where ∥ · ∥Hp
is the standard norm in Hp.

A classical result in polynomial approximation (a Jackson-type
theorem) states that if f (s) ∈ Hp (s ∈ N), then

En(f)p ⩽
c

ns

∥∥∥f (s)∥∥∥
Hp

for all n ⩾ s,

with a constant c > 0 depending only on p and s.
Consider now the function fα(z) = (1−z)α, where α ∈ R\Z, and the

branch is chosen in C \ [1,∞). Applying the above estimate, one obtains
the weak asymptotic equivalence as n→ ∞:

En(fα)p ≈ n−α− 1
p , α ∈

(
−1

p
,∞
)
\ Z.

Let Ap = Ap(D) (0 < p ⩽ ∞) be the Bergman space of analytic
functions in D with the quasi-norm ∥f∥Ap = ∥f∥Lp(D) (a norm for 1 ⩽
p ⩽ ∞) with respect to the planar Lebesgue measure:

∥f∥Ap
=

(∫
D

|f(ξ)|p dm2(ξ)

)1/p

(0 < p <∞), ∥f∥A∞ = sup
ξ∈D

|f(ξ)|.

The best polynomial approximation in Ap is introduced analogously:

En(f)Ap = inf
Pn∈Pn

∥f − Pn∥Ap(D), n = 0, 1, 2, . . .

An analogue of Jackson's theorem for the Bergman space was proved in
[1]: if f (s) ∈ Ap(D) with 0 < p <∞, then

En(f)Ap
⩽

c

ns

∥∥∥f (s)∥∥∥
Ap

, n = s, s+ 1, . . . ,
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where c > 0 is independent of f and n.
Consequently, for the power function fα we obtain the weak

equivalence

En(fα)Ap
≈ n−α− 2

p , α ∈
(
−2

p
,∞
)
\ Z.

Various aspects of these relations and their applications were
previously discussed by the author in [2].
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OPTIMIZATION LSTM MODEL USING FUNCTIONAL
ANALYTICAL REGENERATION (FA) ALGORITHMS

M.A. Mohammed
(Moscow, Peoples' Friendship University of Russia)

1042225212@rudn.ru

Although the COVID-19 pandemic ended in 2023, the disease has
not yet been completely eradicated. During the pandemic, numerous
epidemiological models were studied and developed, ranging from
traditional epidemiological models to deep learning techniques. These
studies are crucial in predicting the spread of all types of infectious
disease in communities, not just COVID-19, to limit their spread
and plan their control when they occur. These modern studies also
help health organizations mitigate the potential humanitarian disasters
resulting from the rapid pace of global development. This report
compares three mathematical models previously applied to COVID-19
data obtained from the Johns Hopkins University Center for Systems
Science and Engineering [1] and the Our World in Data repository [2]:

� Functional Analytical Regeneration (FA) Model [3]

� Long Term Memory Neural Network (LSTM) Model [4]
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� A hybrid model combining FA with transformer-based residual
correction [5].

The aim is to obtain the best predictive model based on real-world, time-
dependent data, which can then be used to predict other diseases such
as seasonal in�uenza and others. A dataset from the Johns Hopkins
University Center for Systems Science and Engineering [1], was used,
speci�cally data on con�rmed cases and deaths worldwide. We selected
cases from a single country (Latvia) [2] and read the cumulative number
of new cases daily. The seven-day average was then applied. The data
was divided into three sequential sets (training, validation, and testing).
Therefore, the �nal model variable is: the number of new con�rmed
cases (daily), represented by the seven-day moving average. This FA
model [3] is based on the regeneration equation, modeling the dynamics
of past infections as new infections. It includes the generation periods
of transmission and the time-dependent reproduction rate (Rt) within
those generations, drawing on epidemiological principles. This LSTM
model [4] requires very large datasets to produce accurate results. We
used data from the past sixty days to predict the next day. It employs
logarithmic transformation to standardize the data. While it e�ciently
captures nonlinear data, it is less interpretable due to the lack of available
data. However, this model was studied to compare it with machine
learning and demonstrate its e�ectiveness when data is limited. This
model combines the �rst model with a model trained on subtracting the
expected value from the actual value [5] to learn from and analyze the
error. This is called a Transformer trained on residuals. This method
improves the model's �exibility while maintaining its error-correction
capabilities. Thus, the Transformer predicts the same error and corrects
the prediction. The key point is that this hybrid model doesn't predict
from scratch; rather, it corrects the error of the initial FA model. To
analyze the results, the evaluation criteria will be as follows:

� Mean Absolute Error (MAE)

� Root Mean Squared Error (RMSE)

� Mean Absolute Percentage Error (MAPE)

� Symmetric Mean Absolute Percentage Error (sMAPE)

From lowest performance to best performance.
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Òàáëèöà 1: Validation Results

Model MAE RMSE MAPE (%) SMAPE (%)
FA 70.53 93.26 9.21 8.99
LSTM 69.68 96.75 8.62 9.02
HYB 65.00 85.63 8.73 8.63

Òàáëèöà 2: Test Results

Model MAE RMSE MAPE (%) SMAPE (%)
FA 14.77 26.98 11.50 11.25
LSTM 17.58 28.72 17.91 15.53
HYB 14.80 27.05 11.59 11.16
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ON SOME GENERALIZATIONS OF INTEGRAL
INEQUALITIES FOR QUASIMONOTONE FUNCTIONS
IN WEIGHTED VARIABLE EXPONENT LEBESGUE

SPACES
A. Senouci (Department of Mathematics, Laboratory of Informatics

and Mathematics, University of Tiaret, Algeria)
kamer295@yahoo.fr

The objective of this work is to generalize some results obtained by A.
Senouci et al. for weighted Hardy operators by introducing a parameter
α ∈ R. Moreover, by using the quasi-norms ∥f∥BT

Lp(x)(Ω), we obtain an
improvement of constants in our previous estimates.

© Senouci A., 2026

365



Many investigations are devoted to the problem of boundedness of
the Hardy operator in the Lebesgue spaces Lp(x) for p(x) ⩾ 1. However,
investigations of the Hardy inequality in the variable exponent Lebesgue
spaces Lp(x) for 0 < p(x) < 1 are much less known.

Let Rn be the n-dimensional Euclidean space of points x=(x1,...,xn),
Ω be a Lebesgue measurable subset of Rn. Suppose that p is a Lebesgue
measurable function on Ω such that 0 < p(x) ⩽ ∞ ∀ x ∈ Ω, and ω is a
weight function, that is a positive Lebesgue measurable function on Ω.

De�nition 1. Let p be a Lebesgue measurable function, 0 < p(x) <
∞ for all x ∈ Ω. By Lp(x),ω(x)(Ω) we denote the set of all Lebesgue
measurable functions f on Ω such that

ρp(x),ω(x)(f) =

∫
Ω

(|f(x)|ω(x))p(x)dx <∞.

Note that the expression

∥f∥Lp(x),ω(x)(Ω) = inf{λ > 0;

∫
Ω

( |f(x)|ω(x)
λ

)p(x)
dx ⩽ 1} (1)

de�nes a quasi-norm on Lp(x),ω(x)(Ω). Lp(x),ω(x)(Ω) is a quasi-Banach
space equipped with this quasi-norm (see [4]).

In De�nition 1, the case p(x) = ∞ is not considered. In de�nition
given in [3], this case is included, where the quasi-norms are denoted by
∥f∥BT

Lp(x)(Ω) (norm if p(x) ⩾ 1). We shall use the quasi-norm based on

the de�nition given in [3].
De�nition 3. [2]. We say that a non-negative function f is quasimo-

notone on ]0,∞[, if for some real number α, xαf(x) is a decreasing or an
increasing function of x. More precisely, given β ∈ R, we say that f ∈ Qβ

if only if x−βf(x) is non-increasing and f ∈ Qβ if only if x−βf(x) is
non-decreasing.

Theorem 1. [3]. Let Ω ⊂ Rn be a Lebesgue measurable set; p, q :
Ω → (0,∞], f : Ω → C, Lebesgue measurable functions, such that

1) for all x ∈ Ω 0 < p(x) ⩽ q(x) ⩽ ∞;
2) r(x) = p(x)q(x)

q(x)−p(x) , if p(x) < q(x) < ∞, r(x) = p(x), if p(x) <
q(x) = ∞, and r((x) = ∞, if p(x) = q(x);

3) m = essinf
x∈Ω

p(x)
q(x) , M = ess sup

x∈Ω

p(x)
q(x) , p = essinf

x∈Ω
p(x).

If p > 0, then

∥fg∥BT
Lp(x)(Ω) ⩽ (1 +M −m)

1
p ∥f∥BT

Lq(x)(Ω)∥g∥
BT
Lr(x)(Ω) (2)

for all f ∈ LBT
q(x)(Ω) and g ∈ LBT

r(x)(Ω).
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Consider the weighted Hardy operators

Hω,α =
1

W (x)

∫ x

0

f(y)y−αω(y)dy, α ∈ R,

(H∗
ω,αf)(x) =

1

W (x)

∫ ∞

x

f(y)y−αω(y)dy,

where W (x) =
∫ x

0
y−αω(y)dy, y > 0 , f is a non-negative Lebesgue

measurable function on (0,∞), ω is a weight function on (0,∞) and
α ∈ R.

Note that for ω(y) ≡ 1, and α = 0, the Hω,α and H∗
ω,α are the usual

Hardy operators H and H∗.
Theorem 2. [6]. Let p, q be Lebesgue measurable functions on

(0,∞), 0 < p ⩽ p(x) ⩽ q(x) ⩽ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p , for x ∈ (0,∞),

β > −1, f ∈ Qβ , α ∈ R and ω ∈ Qα. Suppose that ω1 and ω2 are weight
functions de�ned on (0,∞).

Then, the inequality

∥Hω,αf∥Lq(x),ω2(x)(0,∞) ⩽ p
1
p (β + 1)

− 1

p′ Cp,q(1 +M −m)
1
p

×
∥∥∥y 1

p′ ∥ω2(x)ω(x)
xαW (x) ∥Lq(x)(y,∞)

ω1(x)

∥∥∥BT

Lr(x)(0,∞)
∥f∥Lp(x),ω1(x)(0,∞) (3)

holds, where Cp,q, M and m are the constants in [1] and Theorem 1,
respectively.

Remark 2. Note that (1 + M − m)
1
p < dp. Since, under the

assumptions of Theorem 3.1, ∥f∥BT
Lp(x)(Ω) = ∥f∥Lp(x)(Ω), if we take α = 0,

ω(x) = 1 in inequality (3), we get Theorem 3.1 of [5] with an improved
constant. Moreover, by putting β = 0, we get Theorem 3.1 of [2].

Theorem 3. [6]. Let p, q Lebesgue be measurable functions on

(0,∞), 0 < p ⩽ p(x) ⩽ q(x) ⩽ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p , for x ∈ (0,∞),

β > −1, f ∈ Qβ , α ∈ R, and and ω ∈ Qα. Suppose that ω1, ω2 are
weight functions de�ned on (0,∞).

Then, the inequality

∥Hω,αf∥Lq(x),ω2
(0,∞) ⩽ p

1
p (β + 1)

− 1

p′ Cp,q(1 +M −m)
1
p

×
∥∥∥∥[y−β(xβ+1 − yβ+1)]

1

p′ ω2(x)ω(x)
xαW (x) ∥Lq(x)(y,∞)

ω1(x)

∥∥∥BT

Lr(x)(0,∞)
∥f∥Lp(x),ω1(x)(0,∞)

(4)
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holds, where Cp,q and M,m are the constants in Theorem 3.1.
Remark 3. If we take α = 0, ω(x) = 1 in inequality (4), we get

Theorem 3.3 of [5], with an improved constant. Moreover, by putting
β = 0, we get Theorem 3.2 of [2].

References
1. Bandaliev R.A., On Hardy-type inequalities in weighted variable

exponent Lebesgue spaces for 0<p<1 / R.A. Bandaliev � Eurasian
Math. Journal, 2013, � V. 4, No. 4. � P. 5-16.

2. Bergh J. Best constants in reversed Hardy's inequalities for
quasimonotone functions / J. Bergh, V.I. Burenkov, L.-E. Persson �
Acta Sci. Math. (Szeged), 1994, � V. 59. � P. 223-241.

3. Burenkov V.I. About H�older's inequality in Lebesgue spaces with
variable summability / V.I. Burenkov, T.V. Tararykova � Contemporary
Mathematics. Fundamental Directions, 2021, � V. 67, No. 3. � P. 472-
482 (in Russian).

4. Samko S.G., Di�erentiation and integration of variable order and
the variable exponent Lebesgue spaces / S.G. Samko � Proc. Inter. Conf.
¾Operator theory for complex and hypercomplex analysis¿, Mexico,
1994, Contemp. Math., 1998, � V. 212. � P. 203-219.

5. Senouci A. Some integral inequalities for quasi-monotone functions
in weighted variable exponent Lebesgue spaces with 0 < p(x) < 1 / A.
Senouci, A. Zanou � Eurasian Math. Journal, 2020, � V. 4, No. 4. �
P. 58-65.

6. Sofrani M. Generalizations of Hardy-type integral inequalities
for quasimonotone functions in weighted variable exponent Lebesgue
spaces / M. Sofrani, A. Senouci � Eurasian Math. Journal,2026, � V.
17, N. 1. � P. 91�99.

INVARIANCE OF LEVELS A(z)-LEMNISCATES
N.M. Zhabborov1, B.E. Husenov2 (1Tashkent, Tashkent State
University of Economics, 2Bukhara, Bukhara State University)

1zjabborovnasridin@gmail.com, 2b.e.husenov@buxdu.uz

Let Ω ⊂ C. A function F : Ω → C is called A(z)-analytic (or
quasiconformally analytic) in a domain Ω if it satis�es the Beltrami
equation of the following form:

∂F

∂z̄
= A(z)

∂F

∂z
, |A(z)| ⩽ k < 1. (1)

© Zhabborov N.M., Husenov B.E., 2026
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Here, A(z) is a measurable function called the coe�cient of
anisotropy, and F is an A(z)-analytic function in the sense of Vekua
[2].

If A(z) ≡ 0, then F is a holomorphic function; if A(z) ̸= 0, then F is
a quasiconformal mapping with a local dilatation coe�cient:

K(z) =
1 + |A(z)|
1− |A(z)|

. (2)

The metric consistent with the deformation has the form

ds2A =
|dz|2

1− |A(z)|2
, (3)

de�ning a locally elliptic geometry that depends on the function A(z).
Let F be an A(z)-analytic function in a simply connected domain Ω.

Then the A(z)-lemniscate is de�ned as the set

ΩA = {z ∈ C : |F (z)| < 1}, (4)

and its boundary as the level line

ΓA = {z ∈ C : |F (z)| = 1}. (5)

The boundary of the domain ΓA represents a deformed level line of the
modulus of the function F (z). For A(z) = 0, we obtain the classical
lemniscate. If the function F is continuous and open, then the domain
ΩA is simply connected, bounded, and smooth.

An A(z)-automorphism of a lemniscate is an A(z)-analytic mapping
f : ΩA → ΩA that satis�es the following conditions:

1. It satis�es equation

∂f

∂z̄
= A(z)

∂f

∂z
. (6)

2. There exists a θ ∈ R such that the condition

F (f(z)) = eiθF (z), (7)

holds.
3. F is a homeomorphism of the domain ΩA onto itself. It preserves

both the level sets of the function |F (z)| = const and the deformation
structure de�ned by the function A(z).
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The set of all such mappings is denoted by

AutA(ΩA) = {f : ΩA → ΩA}. (8)

By the de�nition of ΩA and by the continuity of F (z) on the set Ω̄
we obtain

∂ΩA = {z ∈ Ω̄ : |F (z)| = 1}.

Theorem 1 (invariance of levels). Let F (z) be an A(z)-analytic
function in a domain satisfying the Beltrami equation (1) and let f :
ΩA → ΩA be an A(z)-automorphism, i.e., (6) and (7) are satis�ed.
Then, for all z ∈ ΩA the equality

|F (f(z))| = |F (z)|, (7)

holds, and hence {|F | = c} preserves every level line of the function f
(for any level value 0 < c < 1) and, in particular, the boundary of the
domain ∂ΩA = {|F (z)| = 1}.
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